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ÄÌÈÒÐÈÉ ÎÐËÎÂ
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå êâàçèêîãåðåíòíûõ ìîäóëåé äëÿ ëþáîãî
ïðåäïó÷êà ìíîæåñòâ íà êàòåãîðèÿõ àôôèííûõ êîììóòàòèâíûõ è íåêîììóòàòèâíûõ
ñõåì, ÷òî îáîáùàåò îáû÷íîå îïðåäåëåíèå êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ñõåìàõ. Èññëå-
äóþòñÿ ñâîéñòâà êâàçèêîãåðåíòíûõ ìîäóëåé áûòü ïó÷êàìè â ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèÿõ.
Ñòðîèòñÿ âëîæåíèå êîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè â íåêîììóòàòèâíóþ, èñïîëüçóÿ ïðåä-
ïó÷êè ãðóïïîèäîâ.

Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå ìû äåìîíñòðèðóåì êàê êâàçèêîãåðåíòíûå ïó÷êè åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì ïîÿâëÿþòñÿ â êîììóòàòèâíîé è íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè. Ðàññìàòðèâàÿ ïðåä-
ïó÷êè ìíîæåñòâ íà êàòåãîðèÿõ àôôèííûõ êîììóòàòèâíûõ è íåêîììóòàòèâíûõ ñõåì êàê
î÷åíü øèðîêîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñõåìû (èëè àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà), ìû ïî-
êàçûâàåì, ÷òî íà ýòèõ îáúåêòàõ ìîæíî îïðåäåëèòü êâàçèêîãåðåíòíûå ïó÷êè (ìîäóëè).
Äàëåå ìû èññëåäóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ïðåäïó÷êàõ ìíî-
æåñòâ è áîëåå øèðîêî íà ïðåäïó÷êàõ ãðóïïîèäîâ.

Â êîììóòàòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîíÿòèå ñõåìû ââîäèòñÿ â äâà øàãà. Â
íà÷àëå îïðåäåëÿþòñÿ àôôèííûå ñõåìû, çàòåì ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà ñêëåèâàåòñÿ èç àô-
ôèííûõ êóñêîâ. Ïðè ýòîì ïîäõîäå ìû àïåëëèðóåì ê òîïîëîãè÷åñêèì ñâîéñòâàì êîììó-
òàòèâíûõ ñõåì. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåòñÿ ôóíêòîð Spec èç êàòåãîðèè êîììóòàòèâíûõ
àëãåáð â êàòåãîðèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêàÿ ñõåìà ìîæåò
áûòü ðàññìîòðåíà êàê ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ íà êàòåãîðèè àôôèííûõ ñõåì. Ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü èìåííî ýòîò ïðîñòîé ôàêò äëÿ ââåäåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ íåêîììóòàòèâíîé
ãåîìåòðèè.

Ïî àíàëîãèè ñ êîììóòàòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé êàòåãîðèÿ àôôèííûõ íåêîì-
ìóòàòèâíûõ ñõåì � ýòî êàòåãîðèÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ êàòåãîðèè àëãåáð (ìû ðàáîòàåì íàä
íåêîòîðûì áàçèñíûì êîëüöîì k). Âñÿêèé îáúåêò, êîòîðûé ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà òî,
÷òîáû íàçûâàòüñÿ íåêîììóòàòèâíîé ñõåìîé, äîëæåí çàäàâàòü ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ íà
êàòåãîðèè àôôèííûõ íåêîììóòàòèâíûõ ñõåì.

Ýòà ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹ 02-01-00468), Ôîíäà ïîääåðæêè âå-
äóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò ¹ 00-15-96085) è ãðàíòà INTAS-OPEN-2000-269. Èññëåäîâàíèÿ, îïèñàííûå
â äàííîé ðàáîòå, áûëè ñäåëàíû ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêè Àìåðèêàíñêîãî ôîíäà ãðàæäàíñêèõ èññëåäî-
âàíèé (CRDF ¹ RM1-2405-MO-02.)
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Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì âñå ïðåäïó÷êè ìíîæåñòâ íà êàòåãîðèè àôôèííûõ ñõåì
êàê â êîììóòàòèâíîì òàê è â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå. Êàæäîìó ïðåäïó÷êó ìíîæåñòâ
X ìû ñîïîñòàâèì êàòåãîðèþ (ïðàâûõ) êâàçèêîãåðåíòíûõ ìîäóëåé Qcohr(X) íà íåì
(îïðåäåëåíèå 2.2). Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò òîïîëîãèè. Äàëåå, ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþ-
áîé êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì â êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè íà X (ñëåä-
ñòâèå 3.2 è òåîðåìà 4.3). Â êîììóòàòèâíîé ñèòóàöèè ìû îïðåäåëèì íîâóþ òîïîëîãèþ
íà êàòåãîðèè àôôèííûõ ñõåì, êîòîðàÿ èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê êâàçèêî-
ãåðåíòíûì ìîäóëÿì è áóäåò íàçûâàòüñÿ òîïîëîãèåé ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà (ïóíêò 3.7).
Ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó êàòåãîðèåé êâàçèêîãåðåíòíûõ ìîäóëåé íà ïðåäïó÷-
êå ìíîæåñòâ è êàòåãîðèåé êâàçèêîãåðíòíûõ ìîäóëåé íà àññîöèèðîâàííîì ïó÷êå â äàííîé
òîïîëîãèè (òåîðåìà 3.6).

Êðîìå òîãî, ìû îïèøåì "ïðàâèëüíîå"âëîæåíèå êîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè â íåêîììó-
òàòèâíóþ. Äëÿ ýòîãî íàì ïðèäåòñÿ ðàñøèðèòü êëàññ îáúåêòîâ è ðàññìîòðåòü íå òîëüêî
ïðåäïó÷êè ìíîæåñòâ íî è ïðåäïó÷êè ãðóïïîèäîâ íà êàòåãîðèè àôôèííûõ íåêîììóòà-
òèâíûõ ñõåì (ïóíêò 4.4). Äàííîå âëîæåíèå óäîâëåòâîðÿåò òîìó ñâîéñòâó, ÷òî êàòåãîðèÿ
êâàçèêîãåðåíòíûõ ìîäóëåé íà îáúåêòå X íå áóäåò çàâèñåòü îò òîãî â êàêîì ìèðå ìû
ýòîò îáúåêò ðàññìàòðèâàåì â êîììóòàòèâíîì èëè íåêîììóòàòèâíîì (Òåîðåìà 4.2).

Õî÷åòñÿ ïîáëàãîäàðèòü Àëåêñåÿ Áîíäàëà è Àëåêñàíäðà Ðîçåíáåðãà çà ïîëåçíûå îá-
ñóæäåíèÿ. Îòäåëüíàÿ áëàãîäàðíîñòü Àíäðåþ Ñóñëèíó, êîòîðûé îòâåòèë íà ìíîãèå ìîè
âîïðîñû.

Áîëüøàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû áûëà íàïèñàíà âî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ àâòîðà â Ìàòåìà-
òè÷åñêîì èíñòèòóòå Ìàêñà Ïëàíêà (Áîíí).

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î êàòåãîðèÿõ. Ñàéòû.

1.1. Â ýòîé ãëàâå ìû ñîáðàëè óæå èçâåñòíûå ôàêòû î êàòåãîðèÿõ è ñàéòàõ, êîòîðûå
áóäóò íàì íóæíû. Âñå îíè ìîãóò áûòü íàéäåíû â SGA4 [1] (ñì. òàêæå [5]). Ïóñòü C �
íåêîòîðàÿ êàòåãîðèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĉ êàòåãîðèþ êîíòðàâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ èç
C â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ. Îáúåêò êàòåãîðèè Ĉ íàçûâàåòñÿ ïðåäïó÷êîì ìíîæåñòâ íà
C . Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð h : C −→ Ĉ , êîòîðûé ïåðåâîäèò îáúåêò R ∈ C
â ôóíêòîð hR(−) := Hom(− , R) . Ïðåäïó÷îê hR íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèìûì. Äàëåå ìû
áóäåì ïèñàòü R âìåñòî hR . Ïî ëåììå Èîíåäû ôóíêòîð h ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì âëîæå-
íèåì, áîëåå òîãî, äëÿ âñÿêîãî ïðåäïó÷êà X ∈ Ĉ ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì
HomĈ (R, X) = X(R) .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà X ∈ Ĉ îáîçíà÷èì ÷åðåç C/X êàòåãîðèþ ïàð (R,φ) ,
ãäå R ∈ C è φ ∈ X(R) . Ìîðôèçìû ìåæäó ïàðàìè (R, φ) è (S, ψ) � ýòî ìîð-
ôèçìû f : S → R , äëÿ êîòîðûõ X(f)(φ) = ψ . Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð
jX : C/X −→ C , êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò ïàðå (R, φ) îáúåêò R . Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé
ïðåäïó÷îê X ∈ Ĉ ÿâëÿåòñÿ êîïðåäåëîì ïðåäñòàâèìûõ îáúåêòîâ ïî ñèñòåìå C/X â
êàòåãîðèè Ĉ .
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1.2. Ïóñòü u : C → C′ � íåêîòîðûé ôóíêòîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç û∗ ôóíêòîð èç C′̂ â
Ĉ , êîòîðûé ïåðåâîäèò ïðåäïó÷îê Y ∈ C′̂ â êîìïîçèöèþ Y u .

Òàê êàê â êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ ñóùåñòâóþò âñå ìàëûå ïðåäåëû è êîïðåäåëû, ôóíêòîð
û∗ èìååò ëåâûé è ïðàâûé ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû û! è û∗ ñîîòâåòñòâåííî (ñì. [1], I,
5.1.). Ôóíêòîð û∗ ñîõðàíÿåò âñå ìàëûå ïðåäåëû è êîïðåäåëû. Ôóíêòîð û∗ ñîõðàíÿåò
âñå ìàëûå ïðåäåëû. Ôóíêòîð û! ñîõðàíÿåò âñå ìàëûå êîïðåäåëû, è åãî îãðàíè÷åíèå íà
ïîäêàòåãîðèþ C ⊂ Ĉ ñîâïàäàåò ñ ôóíêòîðîì u . Êðîìå òîãî, äëÿ âñÿêîãî ïðåäïó÷êà
X ∈ Ĉ èìååòñÿ èçîìîðôèçì

(1) û!X(S) ∼= lim−→
R∈C/X

Hom(S, uR).

Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêòîð û! ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ôóíêòîð u âïîëíå ñòðîãèé (ñì. [1], I.5.6). (Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêòîð F :

C −→ C′ íàçûâàåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì, åñëè îí èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì HomC(Y, X) ∼→
HomC′(FY, FX) äëÿ ëþáîé ïàðû Y, X îáúåêòîâ êàòåãîðèè C .)

1.3. Ðåøåòîì â êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ D ⊂ C , êîòîðàÿ óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: âñÿêèé îáúåêò èç C , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì
â îáúåêò èç D ñàì ñîäåðæèòñÿ â D . Ïóñòü R � íåêîòîðûé îáúåêò êàòåãîðèè C ,
òîãäà ðåøåòî â êàòåãîðèè C/R áóäåì íàçûâàòü ðåøåòîì íà R .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåòî íà R � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ïîäïðåäïó÷îê ïðåäïó÷êà R â
êàòåãîðèè Ĉ . Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåòî íà R êàê ïðåäïó÷îê. Ïîíÿòèå
ðåøåòà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè îïðåäåëåíèè òîïîëîãèè íà êàòåãîðèè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Òîïîëîãèÿ Ãðîòåíäèêà T íà êàòåãîðèè C îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì
äëÿ êàæäîãî îáúåêòà R ∈ C ìíîæåñòâà J(R) ðåøåò íà R , íàçûâàåìûõ ïîêðûâàþ-
ùèìè ðåøåòàìè. Îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

T1) Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà R ìàêñèìàëüíîå ðåøåòî C/R ïðèíàäëåæèò J(R) .
T2) Åñëè T ∈ J(R) è f : S −→ R � ïðîèçâîëüíûé ìîðôèçì èç C , òî ðåøåòî
f∗(T ) :=

{
U

α−→ S | fα ∈ T
}

ïðèíàäëåæèò J(S) .
T3) Åñëè T ∈ J(R) � ïîêðûâàþùåå ðåøåòî, à U � íåêîòîðîå ðåøåòî íà R

òàêîå, ÷òî f∗(U) ∈ J(S) äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà S
f−→ R èç T , òîãäà

U ∈ J(R) .

Îïðåäåëåíèå 1.2. Êàòåãîðèÿ C ñ òîïîëîãèåé Ãðîòåíäèêà T íàçûâàåòñÿ ñàéòîì è
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ Φ = (C, T ) .

Ïóñòü Φ = (C, T ) � íåêîòîðûé ñàéò, è R � îáúåêò èç C . Ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ F =

(fα : Rα −→ R), α ∈ I íàçûâàåòñÿ ïîêðûâàþùèì, åñëè ðåøåòî TF ↪→ R , ïîðîæäåííîå
ñåìåéñòâîì F , ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì ðåøåòîì íà R .
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü C � íåêîòîðàÿ êàòåãîðèÿ ñ ðàññëîåííûìè ïðîèçâåäåíèÿìè.
Ïðåäòîïîëîãèÿ íà C îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì äëÿ êàæäîãî îáúåêòà R èç C ìíîæå-
ñòâà Cov(R) ñåìåéñòâ ìîðôèçìîâ â R , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

P1) Åñëè (Rα → R) α ∈ I ïðèíàäëåæèò Cov(R) , à S → R � ìîðôèçì èç C ,
òîãäà ñåìåéñòâî (Rα × S → S), α ∈ I ïðèíàäëåæèò Cov(S) .
P2) Åñëè (Rα → R) α ∈ I èç Cov(R) è (Rβα → Rα) βα ∈ Jα èç Cov(Rα)

äëÿ êàæäîãî α ∈ I , òîãäà ñåìåéñòâî (Rγ → R) γ ∈ ∐
α∈I Jα ïðèíàäëåæèò

Cov(R) .
P3) Ñåìåéñòâî ñ åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì R

idR−→ R ïðèíàäëåæèò Cov(R) .

Âñÿêàÿ ïðåäòîïîëîãèÿ P íà C ïîðîæäàåò òîïîëîãèþ T òàêóþ, äëÿ êîòîðîé ïî-
êðûâàþùèìè ðåøåòàìè ÿâëÿþòñÿ ðåøåòà, ñîäåðæàùèå íåêîòîðîå P -ïîêðûâàþùåå ñå-
ìåéñòâî.

1.4. Ïðåäïó÷îê X ∈ Ĉ íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì (ñîîòâ. îòäåëèìûì ïðåäïó÷êîì), åñëè äëÿ
êàæäîãî îáúåêòà R ∈ C è äëÿ ëþáîãî ïîêðûâàþùåãî ðåøåòà S ∈ J(R) êàíîíè÷åñêèé
ìîðôèçì

HomĈ (R,X) −→ HomĈ (S, X)

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé (ñîîòâ. èíúåêöèåé).
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Shv(C, T ) êàòåãîðèþ âñåõ ïó÷êîâ íà ñàéòå Φ = (C, T ) .

Êàòåãîðèÿ Shv(C, T ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé â Ĉ .
Ôóíêòîð âëîæåíèÿ i : Shv(C, T ) −→ Ĉ èìååò ëåâûé ñîïðÿæåííûé a : Ĉ −→

Shv(C, T ) , êîòîðûé èçâåñòåí êàê ôóíêòîð àññîöèèðîâàíèÿ ïó÷êà èëè ôóíêòîð ïó÷êîâè-
çàöèè. Ýòîò ôóíêòîð a ñîõðàíÿåò âñå êîíå÷íûå ïðåäåëû è êîïðåäåëû. Äëÿ ëþáîãî
ïðåäïó÷êà X ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðåäïó÷îê LX ïî ïðàâèëó

(2) LX(R) = lim−→
T∈J(R)

HomĈ (T, X)

Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäàåò ôóíêòîð èç Ĉ â ñåáÿ, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç L . Äâîéíàÿ
êîìïîçèöèÿ ôóíêòîðà L ñ ñîáîé èçîìîðôíà ôóíêòîðó ia , òî åñòü èìååòñÿ èçîìîðôèçì
aX ∼= LLX (ñì. [1], III).

1.5. Ïóñòü Φ = (C, T ) è Φ′ = (C′, T ′) � äâà ñàéòà. Ôóíêòîð u : C −→ C′ íàçûâàåò-
ñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ïó÷êà Y ∈ Shv(C′, T ′) ïðåäïó÷îê û∗(Y ) ÿâëÿåòñÿ
ïó÷êîì íà ñàéòå Φ . Â ýòîì ñëó÷àå û∗ èíäóöèðóåò ôóíêòîð èç êàòåãîðèè Shv(C′, T ′)
â êàòåãîðèþ Shv(C, T ) , êîòîðûé áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ u∗ . Ôóíêòîð u∗ èìååò ëåâûé
ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð u! = a′û!i .

Ôóíêòîð u : C −→ C′ íàçûâàåòñÿ êîíåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà R ∈ C
è äëÿ ëþáîãî ïîêðûâàþùåãî ðåøåòà S ↪→ u(R) ðåøåòî íà R , ïîðîæäåííîå âñåìè
ñòðåëêàìè Z −→ R , äëÿ êîòîðûõ u(Z) −→ u(R) ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç S , ÿâëÿåòñÿ
ïîêðûâàþùèì ðåøåòîì íà R . Çàìåòèì, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ êîíåïðåðûâíûì, åñëè è òîëüêî
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åñëè ôóíêòîð û∗ : Ĉ −→ C′̂ ïåðåâîäèò ïó÷êè íà Φ â ïó÷êè íà Φ′ . Îáîçíà÷èì
÷åðåç u∗ ôóíêòîð èç Shv(C, T ) â Shv(C′, T ′) , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì û∗
íà êàòåãîðèþ ïó÷êîâ. Îí èìååò ëåâûé ñîïðÿæåííûé u∗ = aû∗i′ (ñì. [1], III).

Ðàññìîòðèì ôóíêòîð u : C′ −→ C è òîïîëîãèþ T íà C . Èíäóöèðîâàííîé òîïî-
ëîãèåé íà C′ íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ òîïîëîãèÿ, äëÿ êîòîðîé ôóíêòîð u ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì.

1.6. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé îáúåêò X ∈ Ĉ è ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ C/X ñ êàíîíè-
÷åñêèì ôóíêòîðîì jX : C/X −→ C . Åñëè T � íåêîòîðàÿ òîïîëîãèÿ íà C , òîãäà îíà
èíäóöèðóåò íåêîòîðóþ òîïîëîãèþ TX íà C/X . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΦX ïîëó÷èâøèéñÿ
ñàéò (C/X, TX) . Â [1], III.5. äîêàçàíî, ÷òî ðåøåòî S íà îáúåêòå (Z −→ X) ÿâëÿåò-
ñÿ ïîêðûâàþùèì â êàòåãîðèè C/X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåøåòî ĵX !(S) ↪→ Z

ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì â C . Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêòîð jX : C/X −→ C íåïðåðûâåí è
êîíåïðåðûâåí îäíîâðåìåííî. Ìû ïîëó÷àåì òðè ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðà:

(3)
jX∗ : Shv(C/X, TX) −→ Shv(C, T )

j∗X : Shv(C, T ) −→ Shv(C/X, TX)

jX! : Shv(C/X, TX) −→ Shv(C, T )

Ôóíêòîð jX∗ íàçûâàåòñÿ ôóíêòîðîì ïðÿìîãî îáðàçà. Ôóíêòîð j∗X íàçûâàåòñÿ ôóíê-
òîðîì îáðàòíîãî îáðàçà èëè ôóíêòîðîì îãðàíè÷åíèÿ íà C/X . Ôóíêòîð jX! íàçûâàåòñÿ
ïðîäîëæåíèå íóëåì íà C .

Ïóñòü m : Y −→ X � ìîðôèçì â Ĉ . Îí èíäóöèðóåò ôóíêòîð jm : C/Y −→ C/X .
Ïî òåì æå ñàìûì ïðè÷èíàì êàê è âûøå, ñóùåñòâóþò òðè ôóíêòîðà

j∗m : Shv(C/X, TX) −→ Shv(C/Y, TY ), jm∗, jm! : Shv(C/Y, TY ) −→ Shv(C/X, TX)

ãäå jm∗ è jm! ïðàâûé è ëåâûé ñîïðÿæåííûå ê j∗m ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. [1] Ôóíêòîð jX! : Shv(C/X, TX) −→ Shv(C, T ) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí êàê êîìïîçèöèÿ

Shv(C/X, TX) eX−→ Shv(C, T )/aX −→ Shv(C, T ),

è ôóíêòîð eX ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ïðåäïó÷êà X ∈ Ĉ êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå m : X −→

aX çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü j∗m è jm∗ = jm! ìåæäó êàòåãîðèÿìè Shv(C/X, TX) è
Shv(C/aX, TaX) .

1.7. Òîïîëîãèÿ, äëÿ êîòîðîé êàæäûé ïðåäñòàâèìûé ïðåäïó÷îê ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì íàçû-
âàåòñÿ ñóáêàíîíè÷åñêîé; íàèáîëüøàÿ òàêàÿ òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. Êàíîíè-
÷åñêóþ òîïîëîãèþ áóäåì îáîçíà÷àòü can .

Îïèøåì ïîêðûâàþùèå ñåìåéñòâà äëÿ êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè.
Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå óðàâíèòåëÿ. Åñëè fi : X −→ Y, i = 1, 2 � äâà

ìîðôèçìà â êàòåãîðèè C , òîãäà óðàâíèòåëü � ýòî ìîðôèçì k : K → X , ÿâëÿþùèéñÿ
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ôèíàëüíûì â ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè C/X , ñîñòîÿùåé èç ìîðôèçìîâ k′ : K ′ → X , äëÿ
êîòîðûõ f1k

′ = f2k
′ . Åñëè óðàâíèòåëü äâóõ ìîðôèçìîâ ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåíåí

ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
Ïðåäïîëîæèì , ÷òî â êàòåãîðèè C ñóùåñòâóþò âñå ðàññëîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ñåìåé-

ñòâî îòîáðàæåíèé (Xα → X)α∈I â êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ýôôåêòèâíî
ýïèìîðôíûì ñåìåéñòâîì, åñëè äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ Z −→ X è äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà
Y ∈ C ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ìíîæåñòâ

Hom(Z, Y ) −−−→
∏

α∈I

Hom(Z ×X Xα, Y ) −−−→−−−→
∏

α,β∈I

Hom(Z ×X (Xα ×X Xβ), Y )

ÿâëÿåòñÿ óðàâíèòåëåì.
Ýòî î÷åâèäíî, ÷òî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì â êàíîíè÷åñêîé

òîïîëîãèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî åñòü óíèâåðñàëüíîå ýôôåêòèâíî ýïèìîðôíîå
ñåìåéñòâî. Ïóñòü X � íåêîòîðûé îáúåêò C . Ñåìåéñòâî (Wα −→ W )α∈I ÿâëÿåòñÿ
ïîêðûâàþùèì äëÿ îáúåêòà (W → X) ∈ C/X â êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè íà C/X òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî åñòü óíèâåðñàëüíîå ýôôåêòèâíî ýïèìîðôíîå ñåìåéñòâî â.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïóñòü X � ïðåäïó÷îê íà êàòåãîðèè C . Òîãäà òîïîëîãèÿ íà
C/X , èíäóöèðîâàííàÿ êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèåé íà C îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà jX :

C/X −→ C , ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèåé íà C/X .

Ýòî ñëåäóåò èç [1] Ñor.3.3 è îïèñàíèÿ ïîêðûâàþùèõ ñåìåéñòâ â êàíîíè÷åñêîé òîïîëî-
ãèè íà C è íà C/X .

2. Îêîëüöîâàííûå ñàéòû è êâàçèêîãåðåíòíûå ïó÷êè.

2.1. Êàòåãîðèÿ C ñ ïðåäïó÷êîì êîëåö A íàçûâàåòñÿ îêîëüöîâàííîé êàòåãîðèåé. Ñàéò
Φ = (C, T ) ñ ïó÷êîì êîëåö A íàçûâàåòñÿ îêîëüöîâàííûì ñàéòîì.

Ïóñòü Φ = (C, T ) � îêîëüöîâàííûé ñàéò ñ ïó÷êîì êîëåö A . Ïðåäïó÷îê (ïðàâûõ)
A -ìîäóëåé � ýòî ïðåäïó÷îê M ñî ñòðóêòóðîé (ïðàâîãî) ìîäóëÿ íàä ïó÷êîì êîëåö A .
Åñëè M ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì, òî ìû áóäåì íàçûâàòü åãî ïó÷êîì (ïðàâûõ) A -ìîäóëåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Modr(A, T ) êàòåãîðèþ ïó÷êîâ (ïðàâûõ) A -ìîäóëåé íà ñàéòå
Φ . Êàòåãîðèÿ Modr(A, T ) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé êàòåãîðèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì
AB5 è AB3∗ , è èìååò ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ (ñì. [1], II).

2.2. Ïóñòü X � îáúåêò Ĉ . Êàòåãîðèÿ C/X ñ òîïîëîãèåé TX , èíäóöèðîâàííîé
ôóíêòîðîì jX : C/X −→ C , îáðàçóåò ñàéò ΦX = (C/X, TX) . Ýòîò ñàéò îêîëüöîâàí
ïó÷êîì êîëåö AX := j∗XA . Áóäåì îáîçíà÷àòü êàòåãîðèþ ïó÷êîâ (ïðàâûõ) AX -ìîäóëåé
÷åðåç Modr(AX , TX) (èëè ÷åðåç Modr(X, TX) , êîãäà ïó÷îê êîëåö çàôèêñèðîâàí).

Ïóñòü M � ïó÷îê (ïðàâûõ) A -ìîäóëåé. Ïó÷îê j∗XM èìååò ñòðóêòóðó (ïðàâîãî)
AX -ìîäóëÿ. Åñëè òåïåðü N � ïó÷îê (ïðàâûõ) AX -ìîäóëåé, òîãäà jX∗N ÿâëÿåòñÿ
ïó÷êîì (ïðàâûõ) jX∗AX -ìîäóëåé. Èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå A −→ jX∗A ,
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ìû ïîëó÷àåì, ÷òî jX∗N èìååò ñòðóêòóðó (ïðàâîãî) A -ìîäóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñóùå-
ñòâóåò ïàðà ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðîâ:

Modr(AX , TX)
j∗X←−−−−−−→
jX∗

Modr(A, T )

(äëÿ ôóíêòîðîâ ìåæäó êàòåãîðèÿìè ïó÷êîâ ìîäóëåé ìû èñïîëüçóåì òå æå ñàìûå îáî-
çíà÷åíèÿ êàê â 1.6 äëÿ ôóíêòîðîâ ìåæäó êàòåãîðèÿìè ïó÷êîâ ìíîæåñòâ).

Ôóíêòîð j∗X : Modr(A, T ) −→ Modr(AX , TX) èìååò òàêæå ëåâûé ñîïðÿæåííûé ôóíê-
òîð jX! , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèå íóëåì. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èè îò ôóíêòî-
ðîâ j∗X è jX∗ , êîìïîçèöèÿ ôóíêòîðà jX! äëÿ ïó÷êîâ ìîäóëåé ñ çàáûâàþùèì ôóíêòî-
ðîì â êàòåãîðèþ ïó÷êîâ ìíîæåñòâ íå ñîâïàäàåò ñ ôóíêòîðîì jX! äëÿ ïó÷êîâ ìíîæåñòâ,
îïðåäåëåííûì â 1.6 (ñì. [1], IV.11.).

Ïóñòü m : Y −→ X � ìîðôèçì â Ĉ . Êàê è âûøå, ôóíêòîð jm : C/Y −→ C/X

èíäóöèðóåò òðè ôóíêòîðà

j∗m : Modr(AX , TX) −→ Modr(AY , TY ), jm∗, jm! : Modr(AY , TY ) −→ Modr(AX , TX)

ãäå jm∗ è jm! ÿâëÿþòñÿ ïðàâûì è ëåâûì ñîïðÿæåííûìè ê j∗m ñîîòâåòñòâåííî. Áî-
ëåå òîãî, ôóíêòîðû j∗m and jm∗ êîììóòèðóþò ñ àíàëîãè÷íûìè ôóíêòîðàìè ìåæäó
êàòåãîðèÿìè ìíîæåñòâ, îïðåäåëåííûìè â 1.6, îòíîñèòåëüíî çàáûâàþùèõ ôóíêòîðîâ.

Äëÿ êàæäîãî ïó÷êà AX -ìîäóëåé F íà X è äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà m : Y −→ X

ìû îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ñå÷åíèé ïó÷êà F íàä Y ïî ôîðìóëå

Γ(Y,F) := Hom(AY , j∗mF).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü Φ = (C, T ) � ñàéò, îêîëüöîâàííûé ïó÷êîì êîëåö A . Äëÿ
ïðåäïó÷êà X ∈ Ĉ ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì m : X −→ aX àññîöèèðî-
âàííîãî ïó÷êà. Òîãäà ôóíêòîðû j∗m è jm∗ ìåæäó êàòåãîðèÿìè Modr(AX , TX) è
Modr(AaX , TaX) ÿâëÿþòñÿ êâàçè-îáðàòèìûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.

2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäïó÷îê X ïðåäñòàâèì, òî åñòü X ∈ C . Ïóñòü M � (ïðà-
âûé) A(X) -ìîäóëü. Ñîïîñòàâèì åìó ïðåäïó÷îê (ïðàâûõ) AX -ìîäóëåé M̃ íà êàòåãî-
ðèè C/X , çàäàâàåìûé ïî ïðàâèëó

M̃(S) := M ⊗A(X) A(S).

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà S → X èç C/X .
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îáúåêò X ∈ Ĉ è ñîîòâåòñòâóþùóþ êàòåãîðèþ

C/X .

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïðåäïó÷îê (ïðàâûõ) AX -ìîäóëåé F íà êàòåãîðèè C/X áóäåì
íàçûâàòü (ïðàâûì) êâàçèêîãåðåíòíûì ìîäóëåì íà X , åñëè äëÿ âñÿêîãî m ∈ X(R)
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ïðåäïó÷îê ĵm
∗
(F) íà C/R ñ êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (ïðàâîãî) AR -ìîäóëÿ èìå-

åò âèä M̃ , ãäå M � (ïðàâûé) A(R) -ìîäóëü. Êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü íàçûâàåòñÿ
ëîêàëüíî ñâîáîäíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî m ∈ X(R) ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì.

Ìîðôèçìû ìåæäó êâàçèêîãåðåíòíûìè ìîäóëÿìè, ïî îïðåäåëåíèþ, � ýòî ìîðôèçìû
ìåæäó íèìè êàê ïðåäïó÷êàìè (ïðàâûõ) AX -ìîäóëåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qcohr(X) êà-
òåãîðèþ (ïðàâûõ) êâàçèêîãåðåíòíûõ ìîäóëåé íà X . Îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãî-
ðèåé â êàòåãîðèè âñåõ ïðåäïó÷êîâ (ïðàâûõ) AX ìîäóëåé.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå êâàçèêîãåðåíòíîãî ìîäóëÿ íà X ∈ Ĉ íå çàâèñèò îò òîïî-
ëîãèè.

2.4. Èç îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâèìîãî îáúåêòà R ∈ C
êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê èçîìîðôåí M̃ äëÿ íåêîòîðîãî A(R) -ìîäóëÿ M , òî åñòü
êàòåãîðèÿ Qcohr(R) â åòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè (ïðàâûõ) A(R) -ìîäóëåé.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïó÷îê (ïðàâûõ) AX -ìîäóëüs F ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîãåðåíòíûì íà
X ∈ Ĉ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî (R s−→ X) ∈ C/X ïðåäïó÷îê ĵs

∗F
êâàçèêîãåðåíòíûé íà R .

2.5. Äëÿ âñÿêîãî X ∈ Ĉ êàòåãîðèÿ Qcohr(X) èìååò âñå êîÿäðà è âñå ïðÿìûå ñóììû.
Ñëåäîâàòåëüíî, îíà îáëàäàåò âñåìè ìàëûìè êîïðåäåëàìè (ñì. [4] I.5).

Ïóñòü m : Y −→ X � ìîðôèçì â Ĉ . Ôóíêòîð ĵm
∗

: (C/X)̂−→ (C/Y )̂ èíäóöèðóåò
ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà èç Qcohr(X) â Qcohr(Y ) , êîòîðûé áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ m∗ .
Ôóíêòîð m∗ òî÷åí ñïðàâà, òî åñòü îí ñîõðàíÿåò êîÿäðà. Äëÿ êâàçèêîãåðåíòíîãî ìîäóëÿ
F íà X è äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà m : Y −→ X ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâî
ñå÷åíèé F íàä Y ïî ôîðìóëå

Γ(Y,F) := Hom(AY , m∗F)

2.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîïîëîãèÿ T íà C óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
âñÿêèé êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü íà îáúåêòå X ∈ Ĉ ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì â òîïîëîãèè
TX íà C/X . Â ýòîì ñëó÷àå êàòåãîðèÿ Qcoh(X) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé â
Mod(AX , TX) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕX ôóíêòîð âëîæåíèÿ Qcoh(X) ↪→ Mod(AX , TX) .

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü Φ = (C, T ) � ñàéò îêîëüöîâàííûé ïó÷êîì êîëåö A . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî âñå êâàçèêîãåðåíòíûå ìîäóëè íà ëþáîì îáúåêòå X ÿâëÿþòñÿ ïó÷êà-
ìè â òîïîëîãèè TX íà C/X . Ïóñòü m : X −→ aX � êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæå-
íèå àññîöèèðîâàíèÿ ïó÷êà äëÿ ïðåäïó÷êà X ∈ Ĉ . Òîãäà ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà
m∗ : Qcoh(aX) −→ Qcoh(X) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ôóíêòîðîâ

Qcoh(X)
ϕX

↪−−→ Mod(OX , canX)

m∗
x

xj∗m

Qcoh(cX)
ϕcX

↪−−→ Mod(OcX , cancX)
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â êîòîðîé ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè âëîæåíèÿìè. Èç ïðåäëîæåíèÿ
2.1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêòîð j∗m ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêòîð m∗

åñòü ïîëíîå âëîæåíèå. 2

2.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêòîð âëîæåíèÿ ϕX : Qcohr(X) −→ Modr(AX , TX) has a
ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð QX . Ôóíêòîð QX íàçûâàåòñÿ êîãåðåéòîðîì. Òàê êàê
ϕX ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì, êîìïîçèöèÿ QXϕX èçîìîðôíà òîæäåñòâåííîìó ôóíê-
òîðó íà Qcohr(X) . Åñëè F f−→ G íåêîòîðûé ìîðôèçì â Qcohr(X) , òî îí èìååò ÿäðî
Ker(f) , êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ êàê QXKer(ϕX(f)) .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî , åñëè êîãåðåéòîð ñóùåñòâóåò, òî êàòåãîðèÿ Qcohr(X) ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâîé.

Äëÿ ïðåäñòàâèìîãî îáúåêòà X ∈ C êîãåðåéòîð QX ñóùåñòâóåò è îí ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
òîðîì, ïåðåâîäÿùèì ïó÷îê AX -ìîäóëåé F â êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü F̃(X) .

Ïóñòü m : Y −→ X � ìîðôèçì â Ĉ . Åñëè ñóùåñòâóåò êîãåðåéòîð QX , òîãäà
ôóíêòîð m∗ èìååò ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð m∗ , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê
êîìïîçèöèÿ QXjm∗ϕY .

2.8. Êàæäîìó ïðåäïó÷êó X ∈ Ĉ ìû ñîïîñòàâèëè êàòåãîðèþ (ïðàâûõ) êâàçèêîãå-
ðåíòíûõ ìîäóëåé Qcohr(X) . Ýòà êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà áîëüøèé
êëàññ îáúåêòîâ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ.

Âî-ïåðâûõ, äàâàéòå ðàññìîòðèì âëîæåíèå i : Y ↪→ X . Îïðåäåëèì êàòåãîðèþ ïàðû
Qcohr(X, Y ) êàê ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â Qcohr(X) , ñîñòîÿùóþ èç òàêèõ ìîäóëåé F ,
äëÿ êîòîðûõ i∗(F) ≡ 0 .

Âñÿêîå âëîæåíèå i : Y ↪→ X äàåò ôàêòîð-îáúåêò X/Y . Ýòî îáúåêò ñ îòìå÷åííîé
òî÷êîé è îí îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîïðîèçâåäåíèå

Y
i

↪→ Xy
yp

∗ ↪→ X/Y

Ìîæíî ñðàâíèòü êàòåãîðèè Qcohr(X/Y, ∗) è Qcohr(X, Y ) .

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Åñòåñòâåííûé ôóíêòîð p∗ : Qcoh(X/Y, ∗) −→ Qcoh(X, Y ) ÿâëÿ-
åòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàâéòå ïîñòðîèì êâàçèîáðàòíûé ôóíêòîð p∗ : Qcohr(X, Y ) −→
Qcohr(X/Y, ∗) . Äëÿ ëþáîãî R ∈ C èìååì ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ X/Y (R) = X(R)/Y (R) .
Ïóñòü s ∈ X/Y (R) � ñå÷åíèå. Ëèáî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîäúåì ñå÷åíèÿ s äî
ñå÷åíèÿ s′ ∈ X(R) , ëèáî îíî ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ∗ → X/Y . Åñëè F � êâàçèêîãå-
ðåíòíûé ìîäóëü íà X òàêîé, ÷òî i∗(F) ≡ 0 , òîãäà ïîëîæèì p∗(F)(s) ∼= F(s′) èëè
ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ, åñëè ýòî îòìå÷åííîå ñå÷åíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì
ìû ïîëó÷àåì ôóíêòîð, êîòîðûé êâàçèîáðàòåí p∗ . 2
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2.9. Âî-âòîðûõ, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü íå òîëüêî ïðåäïó÷êè ìíîæåñòâ, íî è ïðåäïó÷-
êè ãðóïïîèäîâ (èëè äàæå ïðåäïó÷êè êàòåãîðèé). Ïîä ãðóïïîèäîì ìû ïîíèìàåì ìàëóþ
êàòåãîðèþ, â êîòîðîé âñå ñòðåëêè îáðàòèìû. Ìàëûå ãðóïïîèäû îáðàçóþò 2�êàòåãîðèÿ.
Åñëè ìû îòîæäåñòâèì âñå ôóíêòîðû ìåæäó ãðóïïîèäàìè, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû, òî
ïîëó÷èì 1�êàòåãîðèþ. Îáîçíà÷èì ýòó êàòåãîðèþ âñåõ ìàëûõ ãðóïïîèäîâ ÷åðåç Grd .
Âñÿêîå ìíîæåñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðóïïîèä, îáúåêòû êîòîðîãî � ýëåìåíòû
äàííîãî ìíîæåñòâà, à ìîðôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû. Êàæ-
äîìó ãðóïïîèäó G ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâà ìíîæåñòâà: ïåðâîå, Ob(G) , � ìíîæåñòâî
âñåõ îáúåêòîâ G , âòîðîå, π0(G) , � ìíîæåñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò G . Èìååòñÿ äâà
åñòåñòâåííûõ îòîáðàæåíèÿ ãðóïïîèäîâ Ob(G) −→ G è π0 : G −→ π0(G) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cĝr êàòåãîðèþ ïðåäïó÷êîâ ãðóïïîèäîâ íà C , òî åñòü êàòåãîðèþ
âñåõ êîíòðàâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ èç C â êàòåãîðèþ ìàëûõ ãðóïïîèäîâ Grd . Îíà
ñîäåðæèò êàòåãîðèþ Ĉ â êà÷åñòâå ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè. Âñÿêèé ïðåäïó÷îê X ∈ Cĝr

îïðåäåëÿåò äâà ïðåäïó÷êà ìíîæåñòâ Ob(X) è π0(X) , çàäàííûõ ïî ïðàâèëó

Ob(X)(R) = Ob(X(R)), π0(X)(R) = π0(X(R)), R ∈ C.

Èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå ìîðôèçìû obX : Ob(X) −→ X è π0X : X −→ π0(X) ìåæäó
ïðåäïó÷êàìè ãðóïïîèäîâ. Ýòè ñîîòâåòñòâèÿ çàäàþò äâà ôóíêòîðà Ob è π0 èç Cĝr â
Ĉ .

Ìîðôèçì π0X : X −→ π0(X) ðàñùåïëÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî X ∈ Cĝr .(Äåéñòâèòåëüíî,
âûáèðàÿ äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè íåêîòîðûé ïðåäñòàâèòåëü, ìû ïîëó÷àåì
ðàñùåïëåíèå). Ôóíêòîð π0 : Cĝr −→ Ĉ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïðàâûì è ëåâûì ñîïðÿ-
æåííûì ê êàíîíè÷åñêîìó âëîæåíèþ Ĉ−→ Cĝr .

Ñ êàæäûì ñàéòîì Φ = (C, T ) ìîæíî ñâÿçàòü êàòåãîðèþ ïó÷êîâ ãðóïïîèäîâ
Shvgr(C, T ) íà íåì. Ïðåäïó÷îê ãðóïïîèäîâ X ∈ Cĝr íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì , åñëè äëÿ
ëþáîãî ãðóïïîèäà G ∈ Grd ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ:

R 7→ HomGrd(G , X(R))

åñòü ïó÷îê.

2.10. Ðàññìîòðèì ñàéò Φ = (C, T ) îêîëüöîâàííûé ïó÷êîì A . Äëÿ ëþáîãî ïðåäïó÷-
êà êàòåãîðèé (â ÷àñòíîñòè ïðåäïó÷êà ãðóïïîèäîâ) îïðåäåëèì êàòåãîðèþ C/X . Ìíî-
æåñòâî îáúåêòîâ C/X � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ s ∈ Ob(X(S)), S ∈ C . Ìîðôèçìû èç
s ∈ Ob(X(S)) â r ∈ Ob(X(R)) � ýòî ïàðû (α, f) , ãäå f : S −→ R èç C è α �
íåêîòîðûé ìîðôèçì èç s â X(f)(r) â êàòåãîðèè X(S) . Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé
ôóíêòîð jX : C/X −→ C . Èíäóöèðóÿ òîïîëîãèþ, ïîëó÷àåì ñàéò ΦX = (C/X, TX) ,
îêîëüöîâàííûé ïó÷êîì AX = j∗XA . Ìîæíî ââåñòè êàòåãîðèþ ïó÷êîâ AX -ìîäóëåé
Modr(AX , TX) . Êðîìå òîãî, ïîâòîðÿÿ îïðåäåëåíèå 2.2, ïîëó÷àåì êàòåãîðèþ Qcohr(X)
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êâàçèêîãåðåíòíûõ ìîäóëåé íà X . Ìîðôèçìû obX è π0X èíäóöèðóþò ôóíêòîðû îá-
ðàòíîãî îáðàçà ob∗X : Qcoh(X) −→ Qcoh(Ob(X)) è π∗0X : Qcoh(π0(X)) −→ Qcoh(X)

ñîîòâåòñòâåííî.

3. Ïó÷êè â êîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè.

3.1. Çàôèêñèðóåì êîììóòàòèâíîå êîëüöî k . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Comalg/k êàòåãîðèþ
êîììóòàòèâíûõ àëãåáð íàä k è ÷åðåç Aff/k îáîçíà÷èì êàòåãîðèþ àôôèííûõ ñõåì,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîé ê Comalg/k . Îòìåòèì, ÷òî êàòåãîðèÿ àôôèííûõ
ñõåì èìååò âñå ðàññëîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèÿì
â êàòåãîðèè Comalg/k . Êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå êàòåãîðèè àôôèííûõ ñõåì â êàòåãî-
ðèþ âñåõ ñõåì Sch/k ñîõðàíÿåò ðàññëîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ è êîíå÷íûå íåñâÿçíûå îáú-
åäèíåíèÿ. Îäíàêî îíî íå ñîõðàíÿåò êîïðîèçâåäåíèÿ. Ê ïðèìåðó, áåñêîíå÷íîå íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå {Spec(Rα)}α∈I â Sch/k íå ñîâïàäàåò ñî Spec(

∏
α∈I

Rα) .

3.2. Â ýòîé ãëàâå ïîä êàòåãîðèåé C ìû èìååì ââèäó êàòåãîðèþ âñåõ àôôèííûõ ñõåì
Aff/k . Êàíîíè÷åñêèé êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð Aff/k −→ Comalg/k çàäàåò ïðåä-
ïó÷îê êîëåö O íà êàòåãîðèè Aff/k ñ

O(Spec(R)) := R

äëÿ âñÿêîé k -àëãåáðû R . Ýòîò ïðåäïó÷îê ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãðóïïîâîé ñõåìîé Speck[t] .
Ñëåäîâàòåëüíî, îí ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì â ëþáîé ñóá êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè íà C .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X ∈ Ĉ êàòåãîðèÿ C/X îêîëüöîâàíà ïðåäïó÷-
êîì OX , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì äëÿ âñÿêîé ñóáêàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè.

3.3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç can êàíîíè÷åñêóþ òîïîëîãèþ íà C = Aff/k è ÷åðåç c : Ĉ−→
Shv(C, can) îáîçíà÷èì ôóíêòîð àññîöèèðîâàíèÿ ïó÷êà îïðåäåëåííûé â 1.4, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì ê ôóíêòîð âêëþ÷åíèÿ i : Shv(C, can) −→ Ĉ . Ïîêðûâà-
þùèìè ñåìåéñòâàìè äëÿ êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûå ýôôåêòèâíî
ýïèìîðôíûå ñåìåéñòâà, îïðåäåëåííûå â 1.7. Â ñëó÷àå êàòåãîðèè àôôèííûõ ñõåì ñó-
ùåñòâóåò ïðîñòîå íî ïîëåçíîå îïèñàíèå äëÿ óíèâåðñàëüíûõ ýôôåêòèâíî ýïèìîðôíûõ
ñåìåéñòâ â òåðìèíàõ ìîäóëåé.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ñåìåéñòâî (fα : Spec(Rα) → Spec(R))α∈I ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü-
íûì ýôôåêòèâíî ýïèìîðôíûì â Aff/k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî
R -ìîäóëÿ M ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà

(4) M −−−→
∏

α∈I

M ⊗R Rα
−−−→−−−→

∏

α,β∈I

M ⊗R (Rα ⊗Rβ)

ÿâëÿåòñÿ óðàâíèòåëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Âîçüìåì R -ìîäóëü M è ðàññìîòðèì ìîäóëü S = R ⊕M êàê
R -àëãåáðó ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ çàäàííûì ïî ïðàâèëó (r1, m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 +

m2r1) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sα àëãåáðó S⊗RRα . Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî (gα : Spec(Sα) →
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Spec(S))α∈I , ãäå gα = 1S⊗fα . Îíî ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî ýïèìîðôíûì. Ñëåäîâàòåëüíî,
âû÷èñëÿÿ ìîðôèçìû â ñõåìó Spec(k[t]) , ïîëó÷àåì, ÷òî

(5) S −−−→
∏

α∈I

S ⊗R Rα
−−−→−−−→

∏

α,β∈I

S ⊗R (Rα ⊗Rβ)

ÿâëÿåòñÿ óðàâíèòåëåì. È çíà÷èò, äëÿ ìîäóëÿ M êàê äëÿ ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî ýòî òàêæå
âûïîëíåíî.
⇐ Ïóñòü (fα : Spec(Rα) → Spec(R))α∈I íåêîòîðîå ñåìåéñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî ìîðôèçìà Spec(S) −→ Spec(R) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5) òî÷íà. Çíà÷èò äëÿ ëþáîé
àëãåáðû A ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hom′s èç A â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5) â êàòåãîðèè
êîììóòàòèâíûõ àëãåáð òàêæå òî÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, (fα)α∈I ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
ýôôåêòèâíî ýïèìîðôíûì ñåìåéñòâîì. 2

Êàê è ðàíüøå, äëÿ ëþáîãî ïðåäïó÷êà X ∈ Ĉ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Qcoh(X)

êàòåãîðèþ êâàçèêîãåðåíòíûõ ìîäóëåé íà X è ÷åðåç Mod(X, canX) êàòåãîðèþ ïó÷êîâ
OX -ìîäóëåé â êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè íà C/X .

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü X � íåêîòîðûé ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ íà êàòåãîðèè C =

Aff/k . Âñÿêèé êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü íà X ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì â êàíîíè÷åñêîé òî-
ïîëîãèè íà êàòåãîðèè C/X . È çíà÷èò, êàòåãîðèÿ Qcoh(X) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêà-
òåãîðèåé â Mod(X, canX) .

Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ 1.5.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕX âëîæåíèå Qcoh(X) ↪→ Mod(X, canX) .

3.4. Êàòåãîðèÿ âñåõ ñõåì Sch/k âêëàäûâàåòñÿ êàê ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â Ĉ =

(Aff/k)̂ î÷åâèäíûì îáðàçîì: ñõåìå X ñîîòâåòñâóåò ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ, çíà÷åíèå
êîòîðîãî íà àôôèííîé ñõåìå Spec(R) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Hom(Spec(R), X) . Äëÿ
ëþáîé ñõåìû X ∈ Sch/k êâàçèêîãåðåíòíûå ìîäóëè â íàøåì îïðåäåëåíèè îäíîçíà÷-
íî ñîîòâåòñòâóþò êâàçèêîãåðåíòíûì ïó÷êàì â îáû÷íîì îïðåäåëåíèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïî
êàæäîìó êâàçèêîãåðåíòíîìó ïó÷êó F íà ñõåìå X ìû ìîæåì ïîñòðîèòü êâàçèêîãå-
ðåíòíûé ìîäóëü F íà C/X ïî ïðàâèëó

F (Spec(R)) = Γ(Spec(R),m∗F)

äëÿ êàæäîãî m : Spec(R) −→ X . Ýòî çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü, êâàçèîáðàòíóþ ê êî-
òîðîìó ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì. Äëÿ êâàçèêîãåðåíòíîãî ìîäóëÿ F íà C/X

çàäàäèì êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê F íà ñõåìå X ïî ôîðìóëå

F(U) = Γ(U,m∗F ) = Hom(OU ,m∗F )

äëÿ êàæäîãî âëîæåíèÿ îòêðûòîãî ïî Çàðèñêîìó ìíîæåñòâà m : U ↪→ X . Íåêîòîðûå
ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ, òðåáóþòñÿ, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî F ÿâ-
ëÿåòñÿ ïó÷êîì â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî.
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Åñëè ñõåìà X êâàçèêîìïàêòíà è êâàçèîòäåëèìà òîãäà ñóùåñòâóåò êîãåðåéòîð QX :

Mod(X, canX) −→ Qcoh(X) . Äëÿ êàòåãîðèè ïó÷êîâ OX -ìîäóëåé íà ìàëîì ñàéòå Çàðè-
ñêîãî ýòî äîêàçàíî â [2], II.3. Â íàøåé ñèòóàöèè ýòî òàêæå âûïîëíåíî ïî òåì æå ñàìûì
ïðè÷èíàì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íà ñõåìó êàòåãîðèÿ Qcoh(X) èìååò ìíî-
æåñòâî ïîðîæäàþùèõ è âñå êîïðåäåëû. Òàê êàê âëîæåíèå ϕX ñîõðàíÿåò êîïðåäåëû,
òåîðåìà î ñîïðÿæåííîì ôóíêòîðå äàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðàâîãî ñîïðÿæåííîãî QX .

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü X � ïðåäïó÷îê íà êàòåãîðèè C = Aff/k è m : X −→ cX

� ìîðôèçì àññîöèèðîâàíèÿ ïó÷êà â êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè. Òîãäà ôóíêòîð îáðàòíîãî
îáðàçà m∗ : Qcoh(cX) −→ Qcoh(X) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 2.3 è ñëåäñòâèå 3.2.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü T
i

↪→ Spec(R) � ðåøåòî íà îáúåêòå Spec(R) ∈ C . Ðåøåòî
T ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì â êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôóíêòîð i∗ : Qcoh(Spec(R)) −→ Qcoh(T ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåòî T ïîðîæäåíî ñåìåéñòâîì
(fα : Spec(Rα) → Spec(R))α∈I . Â 2.7 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêòîð i∗ èìååò ïðàâûé
ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð i∗ , êîòîðûé ïåðåâîäèò êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü F íà T â
M̃ íà Spec(R) , ãäå ìîäóëü M åñòü óðàâíèòåëü

∏

α∈I

F(Spec(Rα)) −−−→−−−→
∏

α,β∈I

F(Spec(Rα ⊗Rβ)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i∗ âïîëíå ñòðîãèé. Òîãäà i∗i∗(M̃) ∼= M̃ äëÿ ëþáîãî R -ìîäóëÿ M .
Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4) òî÷íà, è ðåøåòî T ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì â êàíîíè-
÷åñêîé òîïîëîãèè.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3. 2

3.5. Íà êàòåãîðèè Aff/k ñóùåñòâóåò î÷åíü âàæíàÿ ñóáêàíîíè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ. Ýòî
õîðîøî èçâåñòíàÿ ïëîñêàÿ òîïîëîãèÿ. Îíà ïîðîæäàåòñÿ óíèâåðñàëüíûìè ýôôåêòèâíî
ýïèìîðôíûìè ñåìåéñòâàìè (fα : Spec(Rα) → Spec(R))α∈I , â êîòîðûõ âñå ìîðôèçìû fα

ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè, òî åñòü Rα ïëîñêèå R -àëãåáðû äëÿ âñåõ α . Ïëîñêàÿ òîïîëîãèÿ
íà êàòåãîðèè Aff/k áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ft .

3.6. Òåïåðü ìû ââåäåì åùå îäíó ñóáêàíîíè÷åñêóþ òîïîëîãèþ, êîòîðóþ íàçîâåì òîïî-
ëîãèåé ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà ( edt ).

Íàïîìíèì âêðàòöå òåîðèþ ñïóñêà äëÿ ìîäóëåé íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè. Ïóñòü
f : R −→ S � ãîìîìîðôèçì êîììóòàòèâíûõ êîëåö. Ïóñòü M � íåêîòîðûé S -ìîäóëü.
Ðàññìîòðèì äâà S ⊗R S -ìîäóëÿ M ⊗R S è S ⊗R M . Âñÿêèé S ⊗R S -ãîìîìîðôèçì
φ : M ⊗R S → S ⊗R M îïðåäåëÿåò òðè S ⊗R S ⊗R S -homoìîðôèçìà

φ1 : S ⊗R M ⊗R S −→ S ⊗R S ⊗R M

φ2 : M ⊗R S ⊗R S −→ S ⊗R S ⊗R M

φ3 : M ⊗R S ⊗R S −→ S ⊗R M ⊗R S
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òåíçîðíî óìíîæàÿ φ ñ 1S ïî ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé êîìïîíåíòå ñîîòâåòñòâåííî.
Êðîìå òîãî, â êîìïîçèöèè ñ óìíîæåíèåì µ : S⊗RM → M , îòîáðàæåíèå φ èíäóöèðóåò
ãîìîìîðôèçì S -ìîäóëåé φ̄ : M → M :

φ̄ : M −→ M ⊗R S
φ−→ S ⊗R M

µ−→ M

Ïîä äàííûìè ñïóñêà íà S -ìîäóëü M ìû áóäåì ïîíèìàòü S ⊗R S -ãîìîìîðôèçì
φ : M ⊗R S → S ⊗R M ,äëÿ êîòîðîãî φ2 = φ1φ3 è φ̄ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íà M .

Åñëè (M, φ) è (M ′, φ′) äâå òàêèå ïàðû, òîãäà ìîðôèçì g : (M, φ) → (M ′, φ′) ìåæäó
íèìè � ýòî S -ãîìîìîðôèçì g : M → M ′ , äëÿ êîòîðîãî (1S ⊗ g)φ = φ′(g ⊗ 1S) .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçì êîììóòàòèâíûõ êîëåö f : R −→ S ïî-
ëó÷àåòñÿ êàòåãîðèÿ äàííûõ ñïóñêà. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Dd(f) . Ñóùåñòâóåò ôóíêòîð
df : Mod(R) −→ Dd(f) , êîòîðûé ïåðåâîäèò R -ìîäóëü N â ïàðó (N ⊗R S, φN ) , ãäå
φN îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó φN (n⊗s1⊗s2) = s1⊗n⊗s2. ( R -ìîðôèçì h : N −→ N ′

ïåðåõîäèò â h⊗ 1S ).
Ãîìîìîðôèçì êîììóòàòèâíûõ êîëåö f : R −→ S íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ýôôåê-

òèâíîãî ñïóñêà, åñëè ôóíêòîð df : Mod(R) −→ Dd(f) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Tf

i
↪→ Spec(R)) ∈ Ĉ ðåøåòî íà Spec(R) , ñîñòîÿùåå èç âñåõ îòîá-

ðàæåíèé Spec(B) −→ Spec(R) , êîòîðûå ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç fop : Spec(S) −→ Spec(R) .
Êàê è ëþáîå ðåøåòî, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü Tf â êà÷åñòâå ïîäïðåäïó÷êà ìíîæåñòâ
â Spec(R) . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êàòåãîðèÿ Dd(f) åñòü íè ÷òî èíîå êàê êàòåãîðèÿ
Qcoh(Tf ) êâàçèêîãåðåíòíûõ ìîäóëåé íà Tf è ôóíêòîð df ñîâïàäàþò ñ ôóíêòîð îá-
ðàòíîãî îáðàçà i∗ .

Òåïåðü, ìû ñêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî F = (fα : Spec(Rα) → Spec(R))α∈I ÿâëÿåòñÿ
ñåìåéñòâîì ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà, åñëè ôóíêòîð i∗ : Qcoh(Spec(R)) −→ Qcoh(TF ) åñòü
ýêâèâàëåíòíîñòü, ãäå TF

i
↪→ Spec(R) ∈ Ĉ � ýòî ðåøåòî, ïîðîæäåííîå ñåìåéñòâîì F .

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Äëÿ ñåìåéñòâ ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà âûïîëíåíû óñëîâèÿ P1)�3)
îïðåäåëåíèÿ 1.3, òî åñòü îíè çàäàþò ïðåäòîïîëîãèþ íà C = Aff/k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå 3.4 äàåò íàì, ÷òî êàæäîå ñåìåéñòâî ýôôåêòèâíîãî
ñïóñêà ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ýôôåêòèâíî ýïèìîðôíûì ñåìåéñòâîì. Ïóñòü F =

(Spec(Rα) → Spec(R))α∈I � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà, à Spec(S) −→
Spec(R) � íåêîòîðûé ìîðôèçì. Âîçüìåì êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü F̄ íà ðåøåòå TF̄ ,
ïîðîæäåííîì ñåìåéñòâîì F̄ = (Spec(Rα ⊗R S) → Spec(S))α∈I . Îïðåäåëèì êâàçèêîãå-
ðåíòíûé ìîäóëü F íà TF ïî ïðàâèëó F(·) := F̄(· ×Spec(R) Spec(S)) ( îí ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì îáðàçîì F̄ îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ èç TF̄ â TF . Òàê êàê
F ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà, íàéäåòñÿ R -ìîäóëü M , äëÿ êîòîðîãî
F = i∗F M̃ , è ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ óðàâíèòåëåì ïàðû

∏

α∈I

F̄(Spec(S ⊗R Rα)) −−−→−−−→
∏

α,β∈I

F̄(Spec(S ⊗R Rα ⊗R Rβ)).
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Ñëåäîâàòåëüíî, R -ìîäóëü M èìååò ñòðóêòóðó S -ìîäóëÿ, è F̄ = i∗̄
F
M̃ . Çíà÷èò, F̄

� ñåìåéñòâî ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà.
Ïóñòü F = (Spec(Rα) → Spec(R))α∈I � ñåìåéñòâî ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà. Êðîìå òîãî,

çàôèêñèðóåì ñåìåéñòâà ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà Gα = (Spec(Rβα) → Spec(Rα))βα∈Jα äëÿ
êàæäîãî α ∈ I . Ïóñòü G � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî (Spec(Rγ) → Spec(R))γ∈ ‘

α∈I
Jα

. Ðàñ-

ñìîòðèì ïîêðûâàþùèå ðåøåòà iF : TF ↪→ Spec(R) , iGα : TGα ↪→ Spec(Rα) è ðåøåòî
iG : TG ↪→ Spec(R) ñ îòîáðàæåíèåì p : TG ↪→ TF .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fα : Spec(Rα) −→ TF è gα : TGα → TG êàíîíè÷åñêèå ìîðôèçìû â
êàòåãîðèè Ĉ . Ðàññìîòðèì äèàãðàììó ôóíêòîðîâ.

Mod(TGα , can)
j∗gα←−−− Mod(TG, can)

o
xj∗iGα

o
xj∗p

Mod(Spec(Rα), can)
j∗fα←−−− Mod(TF , can)

Îáå âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè ÿëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, ïîòîìó ÷òî âñå ñåìåéñòâà ýô-
ôåêòèâíîãî ñïóñêà ÿâëÿþòñÿ ïîêðûâàþùèìè â êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Ïóñòü F � íåêîòîðûé êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü íà TG . Ïî ñëåäñòâèþ 3.2 îí ÿâ-
ëÿåòñÿ ïó÷êîì OTG

-ìîäóëåé â êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè. Ðàññìîòðèì ïó÷êè ìîäóëåé
Fα := j∗fα

jp∗(F) . Òàê êàê äëÿ êàæäîãî α èìååòñÿ èçîìîðôèçì j∗iGα
(Fα) ∼= j∗gα

(F) ,
è ñåìåéñòâî Gα ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïó÷êè
Fα ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîãåðåíòíûìè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåøåòî TF ïîðîæäåíî ñåìåéñòâîì
(fα)α∈I , ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ïó÷îê ìîäóëåé jp∗(F) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîãå-
ðåíòíûì. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü F íà TG ÿâëÿåòñÿ ïîäú-
åìîì êâàçèêîãåðåíòíîãî ìîäóëÿ jp∗(F) . Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêòîð p∗ : Qcoh(TF ) −→
Qcoh(TG) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî âïîëíå ñòðîãèì, íî è åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü. Çíà÷èò è
ôóíêòîð i∗G : Qcoh(Spec(R)) −→ Qcoh(TG) òîæå åñòü ýêâèâàëåíòíîñü, è ñåìåéñòâî G

ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà. 2

3.7. Òîïîëîãèÿ ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà íà êàòåãîðèè C = Aff/k ( edt ) � ýòî òîïîëîãèÿ,
äëÿ êîòîðîé ïîêðûâàþùèìè ÿâëÿþòñÿ ðåøåòà, ïîðîæäåííûå ñåìåéñòâàìè ýôôåêòèâíî-
ãî ñïóñêà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.4 òîïîëîãèÿ edt ÿâëÿåòñÿ ñóáêàíîíè÷åñêîé. Êðîìå òîãî,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà òîíüøå, ÷åì ïëîñêàÿ òîïîëîãèÿ,
òî åñòü ëþáîå ïîêðûòèå â ïëîñêîé òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ì â òîïîëîãèè ýô-
ôåêòèâíîãî ñïóñêà. Ýòî äîêàçàíî âî ìíîãèõ ìåñòàõ, ÷òî ñòðîãî ïëîñêèé ãîìîìîðôèçì
êîììóòàòèâíûõ êîëåö f : R −→ S ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà (ñì. [3],
[6], [7]). Ýòè äîêàçàòåëüñòâà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà ïëîñêèå ñåìåéñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç e : Ĉ−→ Shv(C, edt) ôóíêòîð àññîöèèðîâàíèÿ ïó÷êà â òîïîëîãèè
ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà.



16

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü X ∈ Ĉ � ïðåäïó÷îê, è m : X −→ eX � ìîðôèçì àññîöè-
èðîâàíèÿ ïó÷êà â òîïîëîãèè ýôôåêòèâíîãî ñïóñêà. Òîãäà ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà
m∗ : Qcoh(eX) −→ Qcoh(X) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêòîð ie èçîìîðôåí êîìïîçèöèè L◦L , ãäå L � ôóíêòîð, îïðå-
äåëåííûé ïî ôîðìóëå (2) â 1.4, òî åñòü ìîðôèçì m ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

X
lX−−−→ LX

lLX−−−→ eX

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêòîð l∗X : Qcoh(LX) −→ Qcoh(X) åñòü
ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ëþáîãî X ∈ Ĉ .

Ïî ñëåäñòâèþ 3.2 êàòåãîðèÿ Qcoh(X) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé â êàòåãî-
ðèè Mod(X, canX) . Ôóíêòîð l∗X èíäóöèðîâàí ôóíêòîðîì j∗lX : Mod(LX, canLX) −→
Mod(X, canX) , êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êâàçèêîãåðåíòíîãî ìî-
äóëÿ F íà X ïó÷îê OLX -ìîäóëåé F ′ = jlX∗F ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîãåðåíòíûì. Ó÷èòû-
âàÿ 2.4, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà s : Spec(R) −→ LX ïó÷îê j∗sF ′
ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîãåðåíòíûì. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêòîðà L èìååì

LX(R) = lim−→
T∈J(R)

HomĈ (T,X).

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïîêðûâàþùåå ðåøåòî i : T ↪→ Spec(R) , äëÿ êîòîðîãî ñëåäóþùàÿ
äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé

T
s′−−−→ X

i

y
ylX

Spec(R) s−−−→ LX

Òàê êàê ôóíêòîðû j∗lX è jlX∗ êâàçèîáðàòíû äðóã äðóãó ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1, ñó-
ùåñòâóåò èçîìîðôèçì j∗i j∗sF ′ ∼= j∗s′F êâàçèêîãåðåíòíûõ ìîäóëåé íà T . Òàê êàê
T ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì ðåøåòîì, ôóíêòîð j∗i èíäóöèðóåò ýêâèâàëåíòíîñòü i∗ :

Qcoh(Spec(R)) ∼−→ Qcoh(T ) . Ñëåäîâàòåëüíî, ïó÷îê j∗sF ′ ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîãåðåíòíûì
íà Spec(R) äëÿ âñåõ s : Spec(R) −→ LX . Çíà÷èò, F ′ = jlX∗F � êâàçèêîãåðåíòíûé
ìîäóëü íà LX . 2

4. Ïó÷êè â íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè.

4.1. Çàôèêñèðóåì áàçèñíîå êîëüöî k . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Alg/k êàòåãîðèþ àëãåáð íàä
áàçèñíûì êîëüöîì k . Åñëè fi : R −→ Si, i = 1, 2 � äâà ãîìîìîðôèçìà àëãåáð, òî-
ãäà êîïðîèçâåäåíèå S1

∐
R

S2 âñåãäà ñóùåñòâóåò. Ýòî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå R -àëãåáð,
êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü S1 ?R S2 .

×åðåç NAff/k îáîçíà÷èì êàòåãîðèþ ïðîòèâîïîëîæíóþ ê Alg/k . Áóäåì íàçûâàòü
åå êàòåãîðèåé íåêîììóòàòèâíûõ àôôèííûõ ñõåì. Îáúåêò NAff/k , ñîîòâåòñòâóþùèé
àëãåáðå R , áåäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Sp(R) . Êàòåãîðèÿ íåêîììóòàòèâíûõ àôôèííûõ
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ñõåì èìååò âñå ðàññëîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ, è ïðîèçâåäåíèå Sp(S1) ×Sp(R) Sp(S2) åñòü
Sp(S1 ?R S2) .

4.2. Ïóñòü N : Aff/k −→ NAff/k � åñòåñòâåííûé ôóíêòîð âêëþ÷åíèÿ, êîòîðûé
ïåðåâîäèò Spec(R) â Sp(R) . Ôóíêòîð N ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è èìååò ïðàâûé
ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð Com : NAff/k −→ Aff/k . Ôóíêòîð Com ïåðåâîäèò îáúåêò
Sp(R) â Spec(Rc) . Çäåñü Rc � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ôàêòîðàëãåáðà àë-
ãåáðû R , òî åñòü Rc = R/I , ãäå I � èäåàë, ïîðîæäåííûé âñåìè ñîîòíîøåíèÿìè âèäà
〈ab− ba〉 .

Ñóùåñòâóåò ôóíêòîð N̂! : (Aff/k)̂−→ (NAff/k)̂ , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
N íà êàòåãîðèþ ïðåäïó÷êîâ (ñì. 1.2). Ïî 1.2 ôóíêòîð N̂! èìååò ñëåäóþùåå îïèñàíèå

N̂!(X)(Sp(S)) = lim−→
Spec(A)→X

Hom(Sp(S), Sp(A)).

Ôóíêòîð N̂! ÿâëåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì ïî 1.2 è èìååò ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð N̂∗ ,
îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà NAff/k ñîâïàäàåò ñ ôóíêòîðîì Com .

Ìû áóäåì ïîíèìàòü ôóíêòîð N̂! êàê "ãðóáîå"âëîæåíèå "êîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè"â
"íåêîììóòàòèâíóþ ãåîìåòðèþ". ×òîáû ïîëó÷èòü "òîíêîå"âëîæåíèå ìû äîëæíû ðàñ-
ñìîòðåòü ïðåäïó÷êè ãðóïïîèäîâ.

4.3. Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà Sp(S) ∈ NAff/k ìû îïðåäåëèì êàòåãîðèþ IS . Îáúåêòû
IS - ýòî ïàðû (Spec(A),m) , ãäå Spec(A) ∈ Aff/k è m : Sp(S) −→ Sp(A) . Ìîðôèçìû
èç (Spec(A),m) â (Spec(A′),m′) � ýòî ìîðôèçìû ξ : Spec(A) → Spec(A′) , äëÿ êîòîðûõ
m′ = ξm .

Êàæäûé ìîðôèçì f : Sp(S′) −→ Sp(S) îïðåäåëÿåò ôóíêòîð If : IS −→ IS′ . Êðîìå
òîãî, ñóùåñòâóåò ôóíêòîð prS : IS −→ Aff/k , êîòîðûé ïåðåâîäèò îáúåêò (Spec(A),m)

â Spec(A) . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêòîð N̂! ìîæåò áûòü çàäàí ïî ñëåäóþùåé
ôîðìóëå

(6) N̂!(X)(Sp(S)) = lim−→
IS

X(prS(·))

4.4. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ IS/X îáúåêòîâ íàä X . Åå îáúåêòû � ýòî òðîéêè âè-
äà (Spec(A),m, a) ñ m : Sp(S) → Sp(A) è a : Spec(A) → X . Åå ìîðôèçìû � ýòî
òàêèå ìîðôèçìû â IS , êîòîðûå ñîâìåñòèìû ñ îòîáðàæåíèÿìè â X . Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Gr(IS/X) ãðóïïîèä, àññîöèèðîâàííûé ñ êàòåãîðèåé IS (ò.å. ìû îáðàùàåì âñå
ñòðåëêè). Âñÿêèé ìîðôèçì g : Sp(S′) −→ Sp(S) çàäàåò ôóíêòîð Gr(IS/X) −→
Gr(IS′/X) . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé f : X ′ −→ X èç (Aff/k)̂ èíäóöèðóåò ôóíê-
òîð Gr(IS/X ′) −→ Gr(IS/X) .

Òåïåðü äëÿ îáúåêòà X ∈ (Aff/k)̂ îïðåäåëèì ïðåäïó÷îê ãðóïïîèäîâ NX ∈
(NAff/k)ĝr ïî ïðàâèëó

(7) NX(Sp(S)) := Gr(IS/X)
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Äàííîå ñîîòâåòñòâèå çàäàåò ôóíêòîð N èç (Aff/k)̂ â êàòåãîðèþ ïðåäïó÷êîâ ãðóï-
ïîèäîâ (NAff/k)ĝr . Èç ôîðìóëû (6) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî π0(NX) èçîìîðôåí
Ñ!X . Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ôóíêòîðîâ

(Aff/k)̂ N //

bN! ''NNNNNNNNNNN
(NAff/k)ĝr

π0

²²
(NAff/k)̂

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ôóíêòîð N : (Aff/k)̂−→ (NAff/k)ĝr îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) Ïðåäïó÷îê ãðóïïîèäîâ N(Spec(A)) èçîìîðôåí ïó÷êó ìíîæåñòâ
N(Spec(A)) = Sp(A) , òî åñòü îãðàíè÷åíèå ôóíêòîðà N íà êàòåãîðèþ
Aff/k èçîìîðôíî N ;
2) Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà Spec(A) ∈ Aff/k ãðóïïîèä NX(Sp(A)) ýêâèâàëåíòåí
ìíîæåñòâó X(Spec(A)) ;
3) Ôóíêòîð N ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïîèä, àññîöèèðîâàííûé ñ êàòåãîðèåé, â êîòîðîé èìååòñÿ ôèíàëü-
íûé èëè íà÷àëüíûé îáúåêò, ýêâèâàëåíòåí îäíîòî÷å÷íîìó ìíîæåñòâó. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî Gr(IS/Spec(A)) ýêâèâàëåíòåí ìíîæåñòâó HomNAff (Sp(S), Sp(A)) äëÿ âñÿêîé àë-
ãåáðû S è êîììóòàòèâíîé àëãåáðû A . Ñëåäîâàòåëüíî, N(Spec(A)) ∼= Sp(A) è ñâîé-
ñòâî 1) âûïîëíåíî. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ãðóïïîèä Gr(IA/X) ýêâèâàëåíòåí ìíîæåñòâó
X(Spec(A)) äëÿ êàæäîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðû A . Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 2).

3) Òàê êàê ôóíêòîð N̂! = π0N âïîëíå ñòðîãèé ïî 4.2, ôóíêòîð N ÿâëåòñÿ ñòðî-
ãèì. È ìû çíàåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ N̂∗π0N èçîìîðôíà òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó íà
(Aff/k)̂ .

×òîáû äîêàçàòü ïîëíîòó, íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé ìîðôèçì f : NY −→ NX

ëåæèò â îáðàçå ôóíêòîðà N . Ìîðôèçì f îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ìîðôèçìîâ fS :

Gr(IS/Y ) −→ Gr(IS/X) äëÿ âñåõ S ∈ Alg/k , êîòîðûå ñîâìåñòèìû äðóã ñ äðóãîì.
Ïóñòü t = (Spec(A),m, a) � íåêîòîðûé ýëåìåíò Gr(IS/Y ) , ãäå m : Sp(S) −→ Sp(A)

è a ∈ Y (Spec(A)) . Ìîðôèçì fS ïåðåâîäèò ýòîò ýëåìåíò â t′ = (Spec(A),m, a′) ∈
Gr(IS/X) , ãäå a′ ∈ X(Spec(A)) . Òàê êàê fS è fA ñîâìåñòèìû, ïîëó÷àåì, ÷òî
a′ = fA(a) . Ñëåäîâàòåëüíî, çíàÿ ìîðôèçì fA , ìû ìîæåì íàéòè ýëåìåíò a′ . Òàêèì
îáðàçîì, êàæäûé ìîðôèçì fS îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìîðôèçìîâ fA

ñ êîììóòàòèâíûìè A . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ìîðôèçì f ñîâïàäàåò ñ ìîðôèçìîì
NN̂∗π0(f) , è çíà÷èò, ëåæèò â îáðàçå N , òî åñòü ôóíêòîð N ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðî-
ãèì. 2

4.5. Ïóñòü X � íåêîòîðûé îáúåêò èç (Aff/k)̂ . Ñ íèì ìû ìîæåì ñâÿçàòü äâå êà-
òåãîðèè Aff/X è NAff/NX , (îïðåäåëåíèå âòîðîé áûëî äàíî â 2.10). Ñóùåñòâóåò
ôóíêòîð èç Aff/X â NAff/NX , êîòîðûé ïåðåâîäèò ýëåìåíò a ∈ X(Spec(A)) â
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ýëåìåíò (Spec(A), id, a) ∈ Gr(ISpec(A)/X) (ñì. 4.4). Îáîçíà÷èì ýòîò ôóíêòîð êàê nX .
Îí èíäóöèðóåò ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà n∗X : Qcohr(NX) −→ Qcoh(X) .

Ñîïîñòàâëåíèå ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ X ∈ (Aff/k)̂ ïðåäïó÷êà ãðóïïîèäîâ NX ∈
(NAff/k)ĝr ðàññìàòðèâàåòñÿ íàìè êàê "òîíêîå"âëîæåíèå "êîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè"â
"íåêîììóòàòèâíóþ", ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü X � îáúåêò èç (Aff/k)̂ . Ôóíêòîð n∗X : Qcohr(NX) −→
Qcoh(X), èíäóöèðîâàííûé åñòåñòâåííûì ôóíêòîðîì nX : Aff/X −→ NAff/NX ,
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìû ïîñòðîèì êâàçèîáðàòíûé ê ôóíêòîðó n∗X . Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà
X ∈ Aff/k îïðåäåëèì ïðåäïó÷îê êàòåãîðèé CX íà NAff/k (òî åñòü êîíòðàâàðè-
àíòíûé ôóíêòîð èç NAff/k â êàòåãîðèþ âñåõ ìàëûõ êàòåãîðèé) ïî ïðàâèëó:

CX(Sp(S)) := IS/X.

Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ NAff/CX , îïðåäåëåííóþ â 2.10. Êðîìå êàíîíè÷åñêîãî ôóíê-
òîðà èý Aff/X â NAff/CX , ñóùåñòâóåò ôóíêòîð κX èç NAff/CX â Aff/X ,
êîòîðûé ïåðåâîäèò ýëåìåíò t = (Spec(A),m, a) ∈ IS/X â ýëåìåíò a ∈ X(Spec(A)) , ãäå
m : Sp(S) −→ Spec(A) .

Ïóñòü F � êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü íà X . Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðåäïó÷îê G
íà êàòåãîðèè NAff/CX ïî ïðàâèëó

G(t) = F(a)⊗(A,m) S

Áîëåå ôîðìàëüíî, ôóíêòîð κX èíäóöèðóåò ôóíêòîð κ̂∗X : (Aff/X)̂−→ (NAff/CX)̂
(ñì. 1.2). Òîãäà ïðåäïó÷îê G ìîæíî çàäàòü êàê κ̂∗X(F)⊗κ̂∗X(OX) OCX .

Äàëåå, ìîðôèçì α : t → t′ â êàòåãîðèè IS/X åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ìîðôèçì α :

Spec(A) −→ Spec(A′) , äëÿ êîòîðîãî αm = m′ è a′α = a . Âñÿêèé òàêîé ìîðôèçì
çàäàåò èçîìîðôèçì ìåæäó G(t) è G(t′) . Äåéñòâèòåëüíî

G(t) = F(a)⊗(A,m) S ∼= F(a′)⊗(A′,α) A⊗(A,m) S ∼= F(a′)⊗(A′,m′) S = G(t′).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïó÷îê G èíäóöèðîâàí íåêîòîðûì ïðåäïó÷êîì H íà NX îòíî-
ñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîãî ìîðôèçìà NAff/CX −→ NAff/NX . Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî,
÷òî H ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîãåðåíòíûì ìîäóëåì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå
íà ìîðôèçìàõ ìåæäó êâàçèêîãåðåíòíûìè ìîäóëÿìè. Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì ôóíêòîð
n∗X èç Qcoh(X) â Qcohr(NX) , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êâàçèîáðàòíûì ê n∗X . 2

4.6. Äàëåå ìû áóäåì ïèñàòü C âìåñòî NAff/k . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ = (C, can) ñàéò
îêîëüöîâàííûé ïó÷êîì O . Ïóñòü X � íåêîòîðûé îáúåêò èç Ĉ , è jX : C/X −→ C �
êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð. Êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷èì ÷åðåç canX êàíîíè÷åñêóþ òîïîëîãèþ
íà C/X . Îíà èíäóöèðîâàíà êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèåé íà C ïî 1.5. Ðàññìîòðèì îêîëü-
öîâàííûé ñàéò ΦX = (C/X, canX) ñ ïó÷êîì êîëåö OX . Â êîììóòàòèâíîé ñèòóàöèè
ìû çíàåì, ÷òî âñÿêèé êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü íà X ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì â êàíîíè÷åñêîé
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òîïîëîãèè íà C/X ( ñì. 3.2). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â íåêîììóòàòèâíîé ñèòóàöèè
òàêæå âåðíî, íî äîêàçàòåëüñòâî íå ÿâëÿåòñÿ òàêèì ïðÿìûì êàê ðàíüøå.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü X � ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ íà êàòåãîðèè C = NAff/k . Òîãäà
âñÿêèé êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü M íà X ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì â êàíîíè÷åñêîé òîïî-
ëîãèè íà NAff/X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � k -àëãåáðà, è (fα : A −→ Bα), α ∈ I � ñåìåéñòâî
ìîðôèçìîâ àëãåáð òàêîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé fop

α â ïðîòèâî-
ïîëîæíîé êàòåãîðèè NAff/k ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì â êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî (ïðàâîãî) A -ìîäóëÿ M

ãîìîìîðôèçì εM â äèàãðàììå

M
εM−−−→

∏

α∈I

M ⊗A Bα
−−−→−−−→

∏

α,β∈I

M ⊗A (Bα ?A Bβ)

ÿâëÿåòñÿ óðàâíèòåëåì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N A -áèìîäóëü A⊗ZM . Îïðåäåëèì êîëüöî S êàê ïðîñòðàíñòâî

A⊕N ñ óìíîæåíèåì (a1, n1)(a2, n2) = (a1a2, a1n2 + n1a2) . Ïî ëåììå 4.4 êàíîíè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå φ : M −→ N ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i âëîæåíèå N â S

è ÷åðåç ψα � êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ M ⊗A Bα −→ S ?A Bα äëÿ êàæäîãî α ∈ I .
Ïóñòü ψ � ýòî ïðîèçâåäåíèå ψα ïî âñåì α ∈ I .

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

(8)

M
εM−−−→ ∏

α∈I

M ⊗A Bα
−−−→−−−→

∏
α,β∈I

M ⊗A (Bα ?A Bβ)

iφ

y
yψ

y
S

eS−−−→ ∏
α∈I

S ?A Bα
−−−→−−−→

∏
α,β∈I

(S ?A Bα) ?S (S ?A Bβ).

Òàê êàê ñåìåéñòâî (fop
α ) ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì, îòîáðàæåíèå eS åñòü óðàâíèòåëü.

Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèÿ φ è eS � âëîæåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæåíèå εM òàêæå
ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé êâàçèêîãåðåíòíûé ìîäóëü åñòü îòäåëèìûé
ïðåäïó÷îê.

Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1). îòîáðàæåíèÿ ψα � âëîæåíèÿ äëÿ ëþáîãî α ,
2). ïåðåñå÷åíèå eS(S) è ψ(

∏
α M ⊗A Bα) ñîâïàäàåò ñ eSiφ(M) .

Â ýòîì ñëó÷àå, ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî εM ÿâëÿåòñÿ óðàâíèòåëåì.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ

1) è 2) âûïîëíåíû.
1)Îáîçíà÷èì A -áèìîäóëü Bα/A ÷åðåç Bα . Ðàññìîòðèì ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî Rα

äëÿ âñÿêîãî α ∈ I , îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó

Rα = Bα ⊕ (Bα ⊗A N ⊗A Bα)⊕ (Bα ⊗A N ⊗A Bα ⊗A N ⊗A Bα)⊕ · · ·
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ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

(b0 ⊗ n1 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bi−1 ⊗ ni ⊗ bi)(b′i ⊗ ni+1 ⊗ bi+1 ⊗ · · · ⊗ bi+j−1 ⊗ ni+j ⊗ bi+j) =

(b0 ⊗ n1 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bi−1 ⊗ ni ⊗ bib′i ⊗ ni+1 ⊗ bi+1 ⊗ · · · ⊗ bi+j−1 ⊗ ni+j ⊗ bi+j)

Ñóùåñòâóþò ãîìîìîðôèçìû êîëåö Bα −→ Rα è S −→ Rα . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì S ?A Bα −→ Rα . Ïî ëåììå 4.4 îòîáðàæåíèå M ⊗A Bα −→
Bα⊗AN⊗ABα

∼= Bα⊗ZM⊗ABα ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Çíà÷èò îòîáðàæåíèå M⊗ABα −→
Rα òàêæå åñòü âëîæåíèå. Îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ψα ñ êàíîíè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì
S ?A Bα −→ Rα . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ψα � âëîæåíèå äëÿ âñÿêîãî α ∈ I .
2) Îòîáðàæåíèå i ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì N â S . ×òîáû ïðîâåðèòü âòîðîå óñëîâèå äî-
ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå eSi(N) è ψ(

∏
α∈I M⊗ABα) ñîâïàäàåò ñ eSiφ(M) .

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ eSi è ψ ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå∏
α∈I Bα ⊗A N ⊗A Bα −→

∏
α∈I S ?A Bα . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò ñêâîçíîå îòîá-

ðàæåíèå ∏

α∈I

S ?A Bα −→
∏

α∈I

Rα −→
∏

α∈I

Bα ⊗A N ⊗A Bα

êîòîðîå ðàñùåïëÿåò ïðåäûäóùåå. Ñëåäîâàòåëüíî,
∏

α∈I Bα ⊗A N ⊗A Bα ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìûì ñëàãàåìûì

∏
α∈I S ?A Bα .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ è θ îòîáðàæåíèÿ N −→ ∏
α∈I Bα ⊗A N ⊗A Bα è

∏
α∈I M ⊗A

Bα −→
∏

α∈I Bα ⊗A N ⊗A Bα ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

0 0y
y

0 −→ M
εM−→ ∏

α∈I

M ⊗A Bα

φ

y
yθ

0 −→ N = A⊗Z M
ρ−→ ∏

α∈I

Bα ⊗Z M ⊗A Bα

Ïî ëåììå 4.4 âëîæåíèÿ φ è θ ðàñùåïëÿþòñÿ êàê ãîìîìîðôèçìû àáåëåâûõ ãðóïï.
Áîëåå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ðàñùåïëåíèÿ êîììóòèðóþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷å-
íèÿ ρ(N) è θ(

∏
α∈I M ⊗A Bα) ñîâïàäàåò ñ ρφ(M) . Ýòî äîêàçûâàåò âòîðîå óñëîâèå è,

çíà÷èò, òåîðåìó. 2

Ëåììà 4.4. Ïóñòü R � êîëüöî, è M � ïðàâûé R -ìîäóëü. Òîãäà êàíîíè÷åñêîå îòîá-
ðàæåíèå M −→ R ⊗Z M ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ïðàâûõ R -ìîäóëåé è ðàñùåïëÿåòñÿ
êàê ìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé àáåëåâûõ ãðóïï

M −→ R⊗Z M
∼−→ M ⊗Z R −→ M

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì. (Çäåñü ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå åñòü äåéñòâèå êîëüöà R íà
ïðàâûé ìîäóëü M .) Ñëåäîâàòåëüíî, M −→ R ⊗Z M ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì àáåëåâûõ
ãðóïï è çíà÷èò, âëîæåíèåì ïðàâûõ R -ìîäóëåé. 2
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Ñëåäñòâèå 4.5. Ïóñòü X � ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ íà êàòåãîðèè C = NAff/k . Òî-
ãäà êàòåãîðèÿ êâàçèêîãåðåíòíûõ ìîäóëåé Qcohr(X) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé
â êàòåãîðèè ïó÷êîâ â êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè Modr(X, canX) . Åñëè m : X −→ cX �
ìîðôèçì àññîöèèðîâàíèÿ ïó÷êà â êàíîíè÷åñêîé òîïîëîãèè, òîãäà ôóíêòîð îáðàòíîãî
îáðàçà m∗ : Qcohr(cX) −→ Qcohr(X) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.3 è ïðåäëîæåíèÿ 2.1.
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