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ÄÌÈÒÐÈÉ ÎÐËÎÂ

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî òèïà ýêâèâàëåíòíî-
ñòåé ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè îñîáåííîñòåé äëÿ ìíîãîîáðàçèé ðàçíûõ ðàç-
ìåðíîñòåé. Ýòîò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòåé îáîáùàåò òàê íàçûâàåìóþ ïåðèîäè÷íîñòü Êíîððåðà.
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó êàòåãîðèÿìè D-áðàí òèïà B â ìîäå-
ëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé.

Ââåäåíèå

Îãðàíè÷åííàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(coh(X)) � ýòî òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòå-
ãîðèÿ, êîòîðóþ åñòåñòâåííî ñîïîñòàâèòü àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ X. Â äàííîé êàòåãî-
ðèè èìååòñÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ Perf(X), ñîñòîÿùàÿ èç ñîâåðøåííûõ êîìïëåê-
ñîâ. Ïîíÿòèå ñîâåðøåííîãî êîìïëåêñà áûëî ââåäåíî â [1], è, ïî îïðåäåëåíèþ, ñîâåðøåííûì íà-
çûâàåòñÿ êîìïëåêñ ïó÷êîâ OX -ìîäóëåé, êîòîðûé ëîêàëüíî êâàçèèçîìîðôåí îãðàíè÷åííîìó
êîìïëåêñó ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ êîíå÷íîãî òèïà (õîðîøàÿ ññûëêà çäåñü [20]).

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèå X ãëàäêîå, âñÿêèé êîãåðåíòíûé ïó÷îê îáëàäàåò ðåçîëüâåí-
òîé èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ êîíå÷íîãî òèïà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäêàòåãîðèÿ ñîâåð-
øåííûõ êîìïëåêñàõ ñîâïàäàåò ñ Db(coh(X)). Äëÿ îñîáûõ ìíîãîîáðàçèé äàííîå ñâîéñòâî íå
âûïîëíÿåòñÿ, è ìû ìîæåì îïðåäåëèòü òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ îñîáåííîñòåé DSg(X)

êàê ôàêòîð òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè Db(coh(X)) ïî ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîä-
êàòåãîðèè ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ Perf(X) [18]. Êàòåãîðèÿ DSg(X) îòðàæàåò ñâîéñòâà
îñîáåííîñòåé X è "íå çàâèñèò îò âñåãî X ". Â ÷àñòíîñòè, îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
ëîêàëèçàöèè â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî ([18], è Ïðåäë. 1.3).

Èíòåðåñ ê êàòåãîðèÿì äàííîãî òèïà ñâÿçàí íå òîëüêî ñ èçó÷åíèå îñîáåííîñòåé, íî âî ìíîãîì
âûçâàí ãèïîòåçîé î ãîìîëîãè÷åñêîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè [14].

Äàííàÿ ãèïîòåçà (ÃÃÇÑ) èìååò äåëî ñ ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè-ßó, îñíàùåííûìè ñèìïëåê-
òè÷åñêîé ôîðìîé. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè äâà ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè-ßó X è Y çåðêàëüíî
ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó, òî êàòåãîðèÿ D-áðàí òèïà B íà X ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè D-áðàí
òèïà A íà Y, è íàîáîðîò. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êàòåãîðèÿ D-áðàí òèïà B � ýòî
ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà äàííîì ìíîãîîáðàçèè [14, 4]. Â êà÷åñòâå êàí-
äèäàòà êàòåãîðèè A-áðàí íà Êàëàáè-ßó ïðåäëàãàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ êàòåãîðèÿ Ôóêàè. Åå
îáúåêòû � ýòî, ãðóáî ãîâîðÿ, ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñ ïëîñêèìè ðàññëîåíèÿìè [14].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ôîíäà Âåéëÿ, ÐÔÔÈ (ãðàíò 05-01-01034), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà
ÐÔ äëÿ ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ ÌÄ-2731.2004.1, Àìåðèêàíñêîãî ôîíäà ãðàæäàíñêèõ èññëåäî-
âàíèé CRDF RUM1-2661-MO-05 è Ôîíäà ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôèçèêè òàêæå ðàññìàòðèâàþò çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ äëÿ ìíîãîîáðà-
çèé äðóãèõ òèïîâ, íàïðèìåð äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. Â ýòîì ñëó÷àå çåðêàëüíî ñèììåòðè÷-
íûìè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà [10]. Îáùåå îïðåäåëåíèå ìîäåëè
Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà âêëþ÷àåò êðîìå ìíîãîîáðàçèÿ åùå âûáîð ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè W íà
íåì, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîòåíöèàëîì.

Äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñóùåñòâóþò êàê ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ (B-
áðàíû) òàê è, ïðè íàëè÷èè ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû, ìîæíî ïðåäëîæèòü è êàòåãîðèþ Ôóêàÿ
(A-áðàíû). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû õîòèì ðàñïðîñòðàíèòü ãèïîòåçó î ãîìîëîãè÷åñêîé çåð-
êàëüíîé ñèììåòðèè íà ñëó÷àé, êîãäà ìíîãîîáðàçèå íå åñòü Êàëàáè-ßó, ìû äîëæíû ïîíÿòü
D-áðàíû â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà.

Êàòåãîðèè A-áðàí â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà èçó÷àëèñü â [9] è â [19] ñ ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ. Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ñâÿçûâàåò B-áðàíû íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî (êîãåðåíòíûå
ïó÷êè) ñ A-áðàíàìè â ËÃ-ìîäåëÿõ. Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü êàòåãîðèþ Ôóêàÿ (A-áðàíû) íà
ìíîãîîáðàçèè Ôàíî. Îæèäàåòñÿ, ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè B-áðàí â çåðêàëüíî ñèììåò-
ðè÷íîé ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè B-áðàí â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà áûëî ïðåä-
ëîæåíî M. Êîíöåâè÷åì. Êîðîòêî, îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóïåðïîòåíöèàë W äåôîðìèðóåò
êîìïëåêñû êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ â "ñêðó÷åííûå"êîìïëåêñû, â êîòîðûõ êîìïîçèöèÿ äèôôåðåí-
öèàëîâ áîëüøå íå ðàâíà íóëþ, à åñòü óìíîæåíèå íà W. Â ñòàòüå [18] áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü
ìåæäó êàòåãîðèÿìè B-áðàí â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà è òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè
îñîáåííîñòåé. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé îñîáåííîñòåé
îñîáûõ ñëîåâ ñóïåðïîòåíöèàëà W ýêâèâàëåíòíî êàòåãîðèè B-áðàí. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî êàòåãîðèÿ B-áðàí çàâèñèò òîëüêî îò îñîáûõ ñëîåâ ñóïåðïîòåíöèàëà.

Â äàííîé ñòàòüå óñòàíàâëèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ìîäåëÿìè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà ðàç-
íûõ ðàçìåðíîñòåé. Áîëåå òî÷íî, äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè
êàòåãîðèÿìè îñîáåííîñòåé äâóõ ñõåì, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ � ïîäñõåìà íóëåé íåêîòîðîãî ðåãóëÿð-
íîãî ñå÷åíèÿ s ∈ H0(S, E) äëÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E íà ãëàäêîé ñõåìå S, à äðóãàÿ � ñî-
îòâåòñòâóþùèé äèâèçîð â ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè P(E∨) (Òåîðåìà 2.1). Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà
ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé D-áðàí òèïà B äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà.
Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå. Ïóñòü W : Y → A1 ñóïåðïîòåíöèàë íà ìíîãîîáðàçèè
Y = S × A1 âèäà W = f + xg, ãäå f è g � äâå ôóíêöèè íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè S

è x � êîîðäèíàòà íà A1. Â äàííîé ñèòóàöèè ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ðàçìåðíîñòü è çàìåíèòü
ìîäåëü Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà íà Y íà ìîäåëü Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà íà X ⊂ S, ãäå X � äèâèçîð
íóëåé ôóíêöèè g, ñ îãðàíè÷åíèåì f â êà÷åñòâå ñóïåðïîòåíöèàëà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàòå-
ãîðèÿ B-áðàí äëÿ ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèðçáóðãà íà Y ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè B-áðàí â ìîäåëè
Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà íà X (Ñëåäñòâèå 3.2). Îæèäàåòñÿ åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ òàêèõ ËÃ-ìîäåëåé
êàòåãîðèè D-áðàí òèïà A òàêæå áóäóò ýêâèâàëåíòíû.

Àâòîð áëàãîäàðåí Àíòîíó Êàïóñòèíó è Ëþäìèëó Êàöàðêîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Âà-
ëåðèé Ëóíö ïðî÷èòàë ïðåäâàðèòåëüíûé âàðèàíò äàííîé ñòàòüè è ñäåëàë öåëûé ðÿä öåííûõ
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çàìå÷àíèé. Õî÷åòñÿ ïîáëàãîäàðèòü Àëåêñàíäðà Êóçíåöîâà, óêàçàâøåãî íà ñóùåñòâîâàíèå ïî-
ëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 2.10. Àâòîð ïðèçíàòåëåí Èíñòèòóòó ïðîäâèíó-
òûõ èññëåäîâàíèé, âî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â êîòîðîì äàííàÿ ñòàòüÿ áûëà íàïèñàíà, çà ãîñòåïðè-
èìñòâî è ñòèìóëèðóþùóþ àòìîñôåðó.

1. Òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé

Íàïîìíèì, ÷òî òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ D � ýòî àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ ñ äîïîëíè-
òåëüíûìè äàííûìè:

a) àääèòèâíàÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòü [1] : D −→ D (îíà íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð ñäâèãà),
b) êëàññ òî÷íûõ (èëè âûäåëåííûõ) òðåóãîëüíèêîâ:

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1],

êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííîìó íàáîðó àêñèîì (ñì. [23] è [6, 12, 13, 16]).
Ôóíêòîð F : D −→ D′ ìåæäó äâóìÿ òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè íàçûâàåòñÿ òî÷-

íûì, åñëè îí êîììóòèðóåò ñ ôóíêòîðàìè ñäâèãà è ïåðåâîäèò òî÷íûå òðåóãîëüíèêè â òî÷íûå.
Ïóñòü N ⊂ D � ïîëíàÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, ò.å. ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, çà-

ìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíà ôóíêòîðà ñäâèãà è òðèàíãóëèðîâàííàÿ òî÷íûìè òðåóãîëüíèêàìè â D.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ(N ) êëàññ òàêèõ ìîðôèçìîâ s èç D, êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â òî÷íûé
òðåóãîëüíèê

X
s−→ Y −→ N −→ X[1],

ãäå N ∈ N . Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Σ(N) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìîé. Îïðåäåëèì
ôàêòîð-êàòåãîðèþ D/N êàê ëîêàëèçàöèþ D[Σ(N )−1] [5, 6, 23]. Êàòåãîðèÿ D/N ñòàíîâèò-
ñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèåé, åñëè â êà÷åñòâå ôóíêòîðà ñäâèãà ðàññìîòðåòü ôóíêòîð,
èíäóöèðîâàííûé ôóíêòîðîì ñäâèãà â D, è â êà÷åñòâå òî÷íûõ òðåóãîëüíèêîâ âçÿòü îáðàçû
òî÷íûõ òðåóãîëüíèêîâ èç D. Êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð Q : D → D/N àííóëèðóåò N . Áîëåå
òîãî, ëþáîé òî÷íûé ôóíêòîð F : D → D′ ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè òàêîé,
÷òî F (X) ' 0 äëÿ âñåõ X ∈ N , åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç Q.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðàÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ âïîñëåäñòâèè, î÷åâèäíà.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü N è N ′ � ïîëíûå òðèàíãóëèðîâàííûå ïîäêàòåãîðèè â òðèàíãóëèðî-
âàííûõ êàòåãîðèÿõ D è D′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü F : D → D′ è G : D′ → D � ïàðà
òî÷íûõ ñîïðÿæåííûõ äðóã äðóãó ôóíêòîðîâ òàêèõ, ÷òî F (N ) ⊂ N ′ è G(N ′) ⊂ N . Òîãäà
îíè èíäóöèðóþò ôóíêòîðû

F : D/N −→ D′/N ′, G : D′/N ′ −→ D/N ,

êîòîðûå òàêæå ñîïðÿæåíû. Áîëåå òîãî, åñëè ôóíêòîð F : D → D′ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðî-
ãèì, òîãäà ôóíêòîð F : D/N −→ D′/N ′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Íàñ â îñíîâíîì áóäóò èíòåðåñîâàòü òàêèå òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè è èõ ôàêòîðû ïî
òðèàíãóëèðîâàííûì ïîäêàòåãîðèÿì, êîòîðûå èìåþò àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó.

Ïóñòü X � ñõåìà íàä ïîëåì k. Ñêàæåì, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ELF), åñëè îíà
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(ELF)
îòäåëèìàÿ íåòåðîâà êîíå÷íîé Êðóëü-ðàçìåðíîñòè è èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî
ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ, ò.å. âñÿêèé êîãåðåíòíûé ïó÷îê F ÿâëÿåòñÿ
ýïèìîðôíûì îáðàçîì E ³ F ëîêàëüíî ñâîáîäíîãî ïó÷êà E .

Ê ïðèìåðó, ëþáàÿ êâàçèïðîåêòèâíàÿ ñõåìà óäîâëåòâîðÿåò äaííîìó óñëîâèþ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Db(coh(X)) (ñîîòâ. Db(Qcoh(X)) ) îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãî-

ðèþ êîãåðåíòíûõ (ñîîòâ. êâàçèêîãåðåíòíûõ) ïó÷êîâ íà X. Òàê êàê X íåòåðîâà, åñòåñòâåí-
íûé ôóíêòîð Db(coh(X)) −→ Db(Qcoh(X)) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è îñóùåñòâëÿåò ýêâèâà-
ëåíòíîñòü Db(coh(X)) ñ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé Db(Qcoh(X))coh ⊂ Db(Qcoh(X)), ñîñòîÿùåé
èç êîìïëåêñîâ ñ êîãåðåíòíûìè êîãîìîëîãèÿìè (ñì. [1] II, 2.2.2).

Îáúåêòû êàòåãîðèè Db(coh(X)), êîòîðûå èçîìîðôíû îãðàíè÷åííûì êîìïëåêñàì èç ëî-
êàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ íà X, îáðàçóþò ïîëíóþ òðèàíãóëèðîâàííóþ ïîäêàòåãîðèþ. Îíà
íàçûâàåòñÿ ïîäêàòåãîðèåé ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ è îáîçíà÷àåòñÿ Perf(X). 1

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îïðåäåëèì òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ DSg(X) êàê ôàêòîð òðèàí-
ãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè Db(coh(X)) ïî ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè Perf(X) and
íàçîâåì åå òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèåé îñîáåííîñòåé X.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñõåìà X ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, òî ïîäêàòåãîðèÿ ñîâåðøåííûõ
êîìïëåêñîâ ñîâïàäàåò ñî âñåé îãðàíè÷åííîé êàòåãîðèåé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Â ýòîì ñëó÷àå
òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ îñîáåííîñòåé òðèâèàëüíà.

Ïóñòü f : X → Y � ìîðôèçì êîíå÷íîé Òîð-ðàçìåðíîñòè (ê ïðèìåðó, ïëîñêèé ìîðôèçì èëè
ðåãóëÿðíîå çàìêíóòîå âëîæåíèå). Îí çàäàåò ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà Lf∗ : Db(coh(Y )) −→
Db(coh(X)). Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêòîð Lf∗ ïåðåâîäèò ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû íà Y â ñî-
âåðøåííûå êîìïëåêñû íà X. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêòîð Lf∗ èíäóöèðóåò òî÷íûé ôóíêòîð
Lf̄∗ : DSg(Y ) −→ DSg(X).

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ìîðôèçì f : X → Y ñîáñòâåííûé è ëîêàëüíî êîíå÷íîãî
òèïà. Òîãäà ôóíêòîð ïðÿìîãî îáðàçà Rf∗ : Db(coh(X)) → Db(coh(Y )) ïåðåâîäèò ñîâåðøåí-
íûå êîìïëåêñû íà X â ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû íà Y (ñì. [1] III èëè [20]). Òàêèì îáðàçîì,
îí çàäàåò ôóíêòîð Rf̄∗ : DSg(X) → DSg(Y ), êîòîðûé ñîïðÿæåí ñïðàâà ê Lf̄∗.

Ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé îñîáåíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî
ëîêàëüíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. [18] Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF), è ïóñòü j : U ↪→ X �
îòêðûòîå âëîæåíèå, òàêîå ÷òî Sing(X) ⊂ U. Òîãäà ôóíêòîð j̄∗ : DSg(X) −→ DSg(U)

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.

Çàìå÷àíèå 1.4. Ïîíÿòèå òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé ìîæåò áûòü ðàñïðî-
ñòðàíåíî íà îðáèôîëäû è áîëåå òîãî íà ñòýêè. Ðàññìîòðèì ñõåìàòè÷íî ïðèìåð ôàêòîð-ñòýêà.

1Íà ñàìîì äåëå, ñîâåðøåííûé êîìïëåêñ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïëåêñ OX -ìîäóëåé ëîêàëüíî êâàçèèçîìîðô-
íûé îãðàíè÷åííîìó êîìïëåêñó ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ êîíå÷íîãî òèïà. Îäíàêî ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíè-
ÿõ íà ñõåìó ëþáîé òàêîé êîìïëåêñ êâàçèèçîìîðôåí îãðàíè÷åííîìó êîìïëåêñó èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ
êîíå÷íîãî òèïà (ñì. [1] II, èëè [20] �2).
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Ïóñòü G � àôôèííàÿ ãðóïïîâàÿ ñõåìà êîíå÷íîãî òèïà, äåéñòâóþùàÿ íà ñõåìå S, êîòî-
ðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó (ELF). Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ñòýê [S/G] . Êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ íà ýòîì ñòýêå coh([S/G]) ñîâïàäàåò ñ êàòåãîðèåé cohG(S) G -ýêâèâàðèàíòíûõ êî-
ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà S. Ôàêòîð îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
Db(coh([S/G])) ïî òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ Perf([S/G]),

ñîñòîÿùåé èç îãðàíè÷åííûõ êîìïëåêñîâ ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ èç Db(coh([S/G])) ∼=
Db(cohG(S)), ìîæåò áûòü íàçâàíà òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèåé îñîáåííîñòåé ôàêòîð-ñòýêà
[S/G] . (Äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î òîì, êîãäà ôàêòîð-ñòýê èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ëî-
êàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [21, 22].)

Çàìå÷àíèå 1.5. Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü è íåêîììóòàòèâíûé ñëó÷àé. Ïóñòü A � àëãåáðà
íåòåðîâàÿ ñïðàâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç mod−A è Mod−A àáåëåâû êàòåãîðèè êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûõ ïðàâûõ ìîäóëåé è âñåõ ïðàâûõ ìîäóëåé ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûå
ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè Db(mod−A) è Db(Mod−A). Îíè èìåþò òðèàíãóëèðîâàííûå ïîä-
êàòåãîðèè, ñîñòîÿùèå èç îáúåêòîâ, èçîìîðôíûõ îãðàíè÷åííûì êîìïëåêñàì èç ïðîåêòèâíûõ
ìîäóëåé. Ýòè ïîäêàòåãîðèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîèçâîäíûå îò òî÷íûõ ïîäêàòåãîðèé
ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé Db(proj−A) è Db(Proj−A) ñîîòâåòñòâåííî (ñì. íàïðèìåð [13]). Òåïåðü
ìîæíî îïðåäåëèòü òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé DSg(A) è D

′
Sg(A) êàê ôàê-

òîðû Db(mod−A)/Db(proj−A) è Db(Mod−A)/Db(Proj−A). Êàê è â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå,
åñëè A èìååò êîíå÷íóþ ãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü, ôàêòîð-êàòåãîðèè òðèâèàëüíû.

Ñóùåñòâóåò ñïîñîá îáîáùåíèÿ îïðåäåëåíèÿ 1.2 íà ëþáóþ òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ.
Ïóñòü D � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñêàæåì, ÷òî îáúåêò A ∈ D ÿâëÿåòñÿ ãîìîëîãè÷åñêè îãðàíè÷åííûì,
åñëè äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà B ∈ D âñå Hom(A, B[i]) çà èñêëþ÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëÿ i ∈
Z ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè. Òàêèå îáúåêòû îáðàçóþò òðèàíãóëèðîâàííóþ ïîäêàòåãîðèþ,
êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü Dhf .

Îïðåäåëåíèå 1.7. Îïðåäåëèì òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ DSg êàê ôàêòîð D/Dhf

òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè D ïî ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè Dhf .

Êàòåãîðèè Dhf è DSg îáëàäàþò ïðàâèëüíûì ïîâåäåíèåì îòíîñèòåëüíî ïîëóîðòîãîíàëü-
íîãî ðàçëîæåíèÿ D. Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû è îïðåäåëåíèÿ ñâÿçàííûå ñ äîïóñòèìûìè
ïîäêàòåãîðèÿìè è ïîëóîðòîãîíàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè (ñì. [2, 3]).

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü I : N ↪→ D � âëîæåíèå ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè
N â òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ D. Íàçîâåì N äîïóñòèìîé ñïðàâà (ñîîòâ. äîïóñòèìîé
ñëåâà), åñëè ñóùåñòâóåò ïðàâûé (ñîîòâ. ëåâûé) ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð P : D → N . Ïîäêà-
òåãîðèÿ N áóäåò íàçûâàòüñÿ äîïóñòèìîé, åñëè îíà äîïóñòèìà è ñïðàâà è ñëåâà.

Ïóñòü N ⊂ D � ïîëíàÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ. Ïðàâûé îðòîãîíàë ê N � ýòî
ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ N⊥ ⊂ D, ñîñòîÿùàÿ èç òàêèõ îáúåêòîâ M, ÷òî Hom(N,M) = 0 äëÿ
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âñåõ N ∈ N . Ëåâûé îðòîãîíàë ⊥N îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îðòîãîíàëû òàêæå ÿâëÿþòñÿ
òðèàíãóëèðîâàííûìè ïîäêàòåãîðèÿìè.

Ñâîéñòâî áûòü äîïóñòèìîé ñïðàâà äëÿ ïîäêàòåãîðèè N ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ñâîé-
ñòâó: äëÿ êàæäîãî X ∈ D ñóùåñòâóåò òî÷íûé òðåóãîëüíèê N → X → M, â êîòîðîì N ∈ N
è M ∈ N⊥.

Åñëè N ⊂ D äîïóñòèìàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êàòåãîðèÿ D èìååò
ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà

〈N⊥,N 〉
è

〈N ,⊥N 〉
.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ ïîäêàòåãîðèé (N1, . . . ,Nn) â òðèàí-
ãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè D íàçûâàåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíîé, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ Nj ⊂
N⊥

i äëÿ âñåõ 1 ≤ j < i ≤ n. Êðîìå òîãî, ïîëóîðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçû-
âàåòñÿ ïîëíîé, åñëè îíà ïîðîæäàåò êàòåãîðèþ D. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
êàòåãîðèÿ D îáëàäàåò ïîëóîðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì è áóäåì ïèñàòü

D = 〈N1, . . . ,Nn〉 .

Ïðåäëîæåíèå 1.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ D èìååò ïîëóîð-
òîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå D = 〈N1, ....,Nn〉 . Òîãäà êàòåãîðèè Dhf è DSg òàêæå èìåþò
ïîëóîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ âèäà

(1) Dhf = 〈(N1)hf , . . . , (Nn)hf〉 , DSg =
〈
(N1)Sg, . . . , (Nn)Sg

〉
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêòîð u : D −→ D′ èìååò ïðàâûé ñî-
ïðÿæåííûé v : D′ −→ D, òîãäà u(Dhf) ⊂ D′hf ïî ïðè÷èíå èçîìîðôèçìà

Hom(uA,B[j]) ∼= Hom(A, vB[j])

äëÿ âñåõ A ∈ D, B ∈ D′. Áîëåå òîãî, åñëè u åñòü ïîëíîå âëîæåíèåì, òî u(Dhf) = D′hf∩u(D).

Âî-âòîðûõ, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n = 2. Òàê êàê Nk äîïóñòèìà, ôóíêòîð âëîæåíèÿ
ik : Nk −→ D èìååò ñîïðÿæåííûé ñïðàâà pk. Ñëåäîâàòåëüíî, ik ïåðåâîäèò ãîìîëîãè÷å-
ñêè êîíå÷íûå îáúåêòû â ãîìîëîãè÷åñêè êîíå÷íûå. Òåïåðü âîçüìåì X ∈ Dhf è ðàññìîòðèì
ðàçëîæåíèå

i1p1(X) −→ X −→ i2q2(X),

ãäå q2 : D −→ N2 � ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê i2. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå q2(X) ∈ (N2)hf . Ñëå-
äîâàòåëüíî, i2q2(X) ∈ Dhf . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî i1p1(X) ∈ Dhf è, çíà÷èò, p1(X) ∈ (N1)hf .

Ýòî äàåò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ Dhf âèäà (1). Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.1,
ïîëó÷àåì ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ DSg â âèäå DSg =

〈
(N1)Sg, . . . , (Nn)Sg

〉
. 2

Ïðåäëîæåíèå 1.11. Ïóñòü X óäîâëåòâîðÿåò (ELF). Òîãäà ïîäêàòåãîðèÿ Dhf ãîìîëîãè-
÷åñêè êîíå÷íûõ îáúåêòîâ â D ∼= Db(coh(X)) ñîâïàäàåò ñ ïîäêàòåãîðèåé Perf(X) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, DSg

∼= DSg(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îáúåêò A ∈ D ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì êîìïëåêñîì, òîãäà îí êâàçè-
èçîìîðôåí îãðàíè÷åííîìó êîìïëåêñó âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Òàê êàê êîãîìîëîãèè êîãåðåíò-
íîãî ïó÷êà îãðàíè÷åíû ðàçìåðíîñòüþ ñõåìû X, òî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ P
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è ëþáîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Exti(P,F) = 0, êîãäà i áîëüøå
ðàçìåðíîñòè X. Ñëåäîâàòåëüíî, A ïðèíàäëåæèò ïîäêàòåãîðèè Dhf .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ∈ Dhf . Îáúåêò A åñòü îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ. Âîçüìåì íåêîòîðóþ ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ îãðàíè÷åííóþ ñïðàâà ðåçîëüâåíòó P · ∼→ A

è ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå îáðåçàíèå τ≥−kP · äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k À 0, êîòîðîå,
î÷åâèäíî, èçîìîðôíî A â D.

Òàê êàê A ∈ Dhf , òî äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé òî÷êè t : x ↪→ X ãðóïïû Hom(A, t∗Ox[i])

òðèâèàëüíû ïðè |i| À 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k À 0 îáðåçàíèå τ≥−kP ·

ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì ïó÷êîâ ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ â òî÷êå x, è, ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè x. Òàê êàê ñõåìà X ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîìïàêòíîé, òî íàéäåòñÿ îáùåå äîñòàòî÷íî
áîëüøîå k òàêîå, ÷òî îáðåçàíèå n τ≥−kP · åñòü êîìïëåêñ èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ íà
âñåì X, ò.å. A ñîâåðøåííûé. 2

Ñëåäñòâèå 1.12. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ
ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X îáëàäàåò ïîëóîðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíè-
åì Db(coh(X)) = 〈D1, . . . ,Dn〉 . Òîãäà òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ îñîáåííîñòåé DSg(X)

òàê æå èìååò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà

DSg(X) =
〈
(D1)Sg, . . . , (Dn)Sg

〉
.

Ïðèìåð 1.13. Ïóñòü X åñòü ðàññëîåíèå íà ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà P(E), ãäå E �
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà r íà ñõåìå Y. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ïðîèçâîäíàÿ
êàòåãîðèÿ Db(coh(X)) èìååò äëÿ âñÿêîãî i ∈ Z ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà

Db(coh(X)) =
〈
p∗Db(coh(Y ))⊗O(i), . . . , p∗Db(coh(Y ))⊗O(i + r − 1)

〉
,

ãäå p : X −→ Y � ïðîåêöèÿ. Äàííîå óòâåðæäåíèå äëÿ ãëàäêîé áàçû ìîæíî íàéòè â [17],
íî äîêàçàòåëüñòâî ðàáîòàåò äëÿ ëþáîé áàçû. Ïî ñëåäñòâèå 1.12 ïîäêàòåãîðèÿ ñîâåðøåííûõ
êîìïëåêñîâ Perf(X) òàêæå èìååò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà

Perf(X) ∼=
〈
p∗Perf(Y )⊗O(i), . . . , p∗Perf(Y )⊗O(i + r − 1)

〉
.

È, íàêîíåö, ìû ïîëó÷àåì ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè
îñîáåííîñòåé X ÷åðåç òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ îñîáåííîñòåé Y.

Òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ îñîáåííîñòåé X èìååò äîïîëíèòåëüíûå õîðîøèå ñâîéñòâà â
ñëó÷àå, êîãäà ñõåìà ãîðåíøòåéíîâà. Íàïîìíèì, ÷òî íåòåðîâî ëîêàëüíîå êîëüöî A íàçûâàåòñÿ
ãîðåíøòåéíîâûì, åñëè A êàê ìîäóëü íàä ñîáîé èìååò êîíå÷íóþ èíúåêòèâíóþ ðàçìåðíîñòü.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè A ãîðåíøòåéíîâî, òî A ÿâëÿåòñÿ äóàëèçèðóþùèì êîìïëåêñîì
äëÿ ñåáÿ (ñì. [8]). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A èìååò êîíå÷íóþ èíúåêòèâíóþ ðàçìåðíîñòü è åñòå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå

M −→ RHom·(RHom·(M, A), A)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî A -ìîäóëÿ M è, ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà èç Db(coh(Spec(A))).
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Îïðåäåëåíèå 1.14. Ñõåìà X íàçûâàåòñÿ ãîðåíøòåéíîâîé, åñëè âñå åå ëîêàëüíûå êîëüöû
ÿâëÿþòñÿ ãîðåíøòåéíîâûìè.

Åñëè ñõåìà X ãîðåíøòåéíîâà è èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, òîãäà ïó÷îê OX ÿâëÿåòñÿ
äóàëèçèðóþùèì êîìïëåêñîì äëÿ X, òî åñòü îí èìååò êîíå÷íóþ èíúåêòèâíóþ ðàçìåðíîñòü
êàê êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê, è åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

F −→ RHom·(RHom·(F ,OX),OX)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ âñÿêîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F . Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò öåëîå n0 òàêîå, ÷òî Exti(F ,OX) = 0 äëÿ êàæäîãî êâàçèêîãåðåíòíîãî ïó÷êà
F è äëÿ âñåõ i > n0.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ è èõ äîêàçàòåëüñòâà ìîãóò áûòü íàéäåíû â [18].

Ëåììà-Îïðåäåëåíèå 1.15. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF) è ÿâëÿåòñÿ ãîðåíøòåé-
íîâîé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîãåðåíòíûé ïó÷îê F åñòü ïó÷îê Êîýí-Ìàêàëåÿ, åñëè âûïîë-
íåíû ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ:

1) Ïó÷êè Exti(F ,OX) òðèâèàëüíû äëÿ âñåõ i > 0.

2) Ñóùåñòâóåò ïðàâàÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà 0 → F → {Q0 → Q1 → Q3 · · · }.

Ëåììà 1.16. Ïóñòü X óäîâëåòâîðÿåò (ELF) è ÿâëÿåòñÿ ãîðåíøòåéíîâîé. Ïóñòü F � ïó÷îê
Êîýí-Ìàêàëåÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì êàê êîìïëåêñ. Òîãäà F ëîêàëüíî ñâîáîäåí.

Ïðåäëîæåíèå 1.17. Ïóñòü X óäîâëåòâîðÿåò (ELF) è ÿâëÿåòñÿ ãîðåíøòåéíîâîé. Òîãäà âñÿ-
êèé îáúåêò A ∈ DSg(X) èçîìîðôåí îáðàçó íåêîòîðîãî ïó÷êà Êîýí-Ìàêàëåÿ.

2. Ðåäóêöèÿ ðàçìåðíîñòè

Ïóñòü S � íåòåðîâà îòäåëèìàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñõåìà êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè Êðóëÿ, è ïóñòü E
� âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà r íà S, à s ∈ H0(S, E) � íåêîòîðîå ñå÷åíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
X ⊂ S ïîäñõåìó íóëåé s. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñå÷åíèå s ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, ò.å.
êîðàçìåðíîñòü ïîäñõåìû X ðàâíà ðàíãó r. 2 Â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ E íà X

ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì X â S, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç NX/S .

Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâèçàöèè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé P(E∨) è P(N∨
X/S), ãäå E∨ è N∨

X/S

� äâîéñòâåííûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòè ñõåìû ÷åðåç S′ è Z ñîîòâåòñòâåííî,
à ïðîåêöèè íà S è X ÷åðåç q è p ñîîòâåòñòâåííî. Íà S′ è Z èìåþòñÿ êàíîíè÷åñêèå
ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ OE(1) è ON (1) ñîîòâåòñòâåííî, âìåñòå ñ êàíîíè÷åñêèìè ïðîåêöèÿìè

(2) q∗E −→ OE(1), p∗NX/S −→ ON (1).

Ñå÷åíèå s èíäóöèðóåò ñå÷åíèå w ∈ H0(S′,OE(1)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y äèâèçîð íóëåé
w íà S′. Åñòåñòâåííîå çàìêíóòîå âëîæåíèå Z = P(NX/Y ) â S′ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç Y.

2By de�nition, regularity means that the Koszul complex constructed with s is exact, but since S is regular it
is equivalent to the codimension of the zero subscheme being the right one.
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Ðàññìîòðèì çàìêíóòîå âëîæåíèå i : Z ↪→ Y. ßäðî âòîðîãî îòîáðàæåíèÿ èç (2) ñîâïàäåò ñ
íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì NZ/Y , ò.å. èìååòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ íà Z

(3) 0 −→ NZ/Y −→ p∗NX/S −→ ON (1) −→ 0.

Âñå ñõåìû, îïðåäåëåííûå âûøå, âêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó.

(4) Z = P(N∨
X/S)

p

²²

� � i // Y

π

¿¿:
::

::
::

::
::

::
::

:
� � u // S′ = P(E∨)

q

²²
X

� � j
// S

Ðàññìîòðèì ôóíêòîð Ri∗p∗ : Db(coh(X)) → Db(coh(Y )) è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ΦZ . Öåëü
äàííîãî ðàçäåëà äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü X, Y è Z � ñõåìû, îïðåäåëåííûå âûøå. Òîãäà ôóíêòîð ΦZ :

Db(coh(X)) → Db(coh(Y )), çàäàííûé ïî ôîðìóëå ΦZ(·) = Ri∗p∗(·), èíäóöèðóåò ôóíêòîð

ΦZ : DSg(X) −→ DSg(Y ),

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.

Ìû äàäèì äâà äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû. Îáà èñïîëüçóþò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ôóíêòîð ΦZ = Ri∗p∗ : Db(coh(X)) → Db(coh(Y )) âïîëíå ñòðîãèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ôóíêòîð ΦZ = Ri∗p∗ èìååò ñîïðÿæåííûé ñïðà-
âà ôóíêòîð, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç ΦZ∗. Îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè Rp∗i[,
ãäå i[ � ñîïðÿæåííûé ñïðàâà ê Ri∗. Ôóíêòîð i[ ñîâïàäàåò ñ Li∗(· ⊗ ωZ/Y )[−r + 1], ãäå
ωZ/Y

∼= Λr−1NZ/Y (ñì, ê ïðèìåðó, [8] III, Cor.7.3).
Âî-âòîðûõ, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêòîð p∗ : Db(coh(X)) −→ Db(coh(Z)) âïîëíå ñòðîãèé,

ò.ê. Rp∗OZ
∼= OX è ïî ôîðìóëå ïðîåêöèè ïîëó÷àåì èçîìîðôèçìû

Rp∗p∗(A) ∼= A⊗Rp∗OZ
∼= A⊗OX

∼= A

äëÿ ëþáîãî A ∈ Db(coh(X)).

Òåïåðü ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêòîðîâ id → ΦZ∗ΦZ . Äëÿ òîãî ÷òîáû
äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Òàêèì îáðàçîì, íàäî ïðîâåðèòü ÷òî äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà A ∈ Db(coh(X)) êîíóñ CA èç
òî÷íîãî òðåóãîëüíèêà

(5) A −→ ΦZ∗ΦZA −→ CA

ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì îáúåêòîì. Âñå òàêèå îáúåêòû A, äëÿ êîòîðûõ CA = 0, îáðàçóþò òðèàí-
ãóëèðîâàííóþ ïîäêàòåãîðèþ â Db(coh(X)). Òàê êàê ìèíèìàëüíàÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîä-
êàòåãîðèÿ, ñîäåðæàùàÿ âñå ïó÷êè, ñîâïàäàåò ñî âñåé Db(coh(X)) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
CA = 0, êîãäà A = G åñòü ïó÷îê.
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Ïóñòü A = G � ïó÷îê. Òàê êàê ôóíêòîð p∗ âïîëíå ñòðîãèé, òðåóãîëüíèê (5) åñòü îáðàç
îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà Rp∗ òðåóãîëüíèêà

(6) p∗G −→ i[Ri∗p∗G −→ BG ,

â êîòîðîì ïåðâûé ìîðôèçì � ýòî êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, èíäóöèðîâàííîå åñòåñòâåííûì
ïðåîáðàçîâàíèåì id → i[Ri∗. Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîìîðôèçìîâ

(7) Ri∗i[Ri∗p∗G ∼= Ri∗(Li∗Ri∗p∗G ⊗ ωZ/Y )[−r + 1]) ∼= Ri∗(p∗G ⊗ ωZ/Y )⊗OY
OZ [−r + 1] ∼=

Ri∗(p∗G ⊗ ωZ/Y )
L⊗OZ

(OZ

L⊗OY
OZ)[−r + 1]).

Èçâåñòíî (ñì. [1]VII, 2.5), ÷òî T orOY
k (OZ ,OZ) ∼= ΛkN∨

Z/Y .

Òàêèì îáðàçîì, îáúåêò Ri∗i[Ri∗p∗G åñòü êîìïëåêñ, (r − k − 1) -àÿ êîãîìîëîãèÿ êîòîðîãî
èçîìîôíà i∗(p∗G ⊗ ωZ/Y ⊗ ΛkN∨

Z/Y ). Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåêò i[Ri∗p∗G � ýòî êîìïëåêñ íà
Z, k -àÿ êîãîìîëîãèÿ êîòîðîãî åñòü p∗G ⊗ ΛkNZ/Y ïðè k = 0, . . . , r − 1. Îòñóäà ïîëó÷àåì,
÷òî îáúåêò BG èìååò íåòðèâèàëüíûå êîãîìîëîãèè òîëüêî ïðè k = 1, . . . , r − 1, è Hk(BG)
èçîìîðôíû p∗G ⊗ ΛkNZ/Y .

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ôóíêòîðà Rp∗ ê òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) äàåò
Rp∗NZ/Y

∼= 0. Áîëåå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

(8) Rp∗ΛkNZ/Y
∼= 0 äëÿ âñåõ k > 0.

(Ýòî îòíîñèòåëüíûé àíàëîã òîãî ôàêòà, ÷òî íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå H i(Ωk(−k)) = 0

äëÿ âñåõ i è âñåõ k > 0, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû Áîòòà.) Ðàâåíñòâà
(8) ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì

Rp∗Hk(BG) ∼= 0 äëÿ âñåõ k.

Ñëåäîâàòåëüíî, Rp∗BG = 0. È çíà÷èò, ôóíêòîð ΦZ = Ri∗p∗ âïîëíå ñòðîãèé. 2

Ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ìû äîêàçàëè áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü p : Z = P(N∨) → X � ðàññëîåíèå íà ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàí-
ñòâà, àññîöèèðîâàííîå ñ âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì N íà ñõåìå X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå çàìêíóòîå âëîæåíèå i : Z ↪→ Y òàêîå, ÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîå-
íèå NZ/Y ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ p∗N → ON (1). Òîãäà ôóíêòîð
Ri∗p∗ : Db(coh(X)) −→ Db(coh(Y )) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Ñëåäñòâèå 2.4. Ôóíêòîð ΦZ : Db(coh(X)) → Db(coh(Y )) èíäóöèðóåò ôóíêòîð

ΦZ : DSg(X) −→ DSg(Y ),

è îí ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ôóíêòîðû p∗ è i[ = Li∗(· ⊗O(Z))[−1] êàê ôóíêòîðû îáðàò-
íîãî îáðàçà ïåðåâîäÿò ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû â ñîâåðøåííûå. Âî-âòîðûõ, ôóíêòîðû ïðÿìîãî
îáðàçà Ri∗ è Rp∗ òàê æå ïåðåâîäÿò ñîâåðøåííûå êîïëåêñû â ñîâåðøåííûå, òàê êàê îáà ìîð-
ôèçìà i è p èìåþò êîíå÷íóþ Òîð-ðàçìåðíîñòü. Çíà÷èò, ïî ëåììå 1.1 ñóùåñòâóåò ôóíêòîð
ΦZ : DSg(X) → DSg(Y ), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. 2
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí ôóíêòîð ΦZ : DSg(X) −→ DSg(Y ) è ïîêàçàíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå ñòðîãèé.

Òåïåðü, áóäåò ïðåäëîæåíî ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé îáú-
åêò F ∈ DSg(Y ), äëÿ êîòîðîãî ΦZ∗F = 0, ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì îáúåêòîì. Ýêâèâàëåíòíîñòü
ôóíêòîðà ΦZ ìîæíî ôîðìàëüíî âûâåñòè èç äàííîãî ôàêòà. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà
ñëåäóþùèå äâå ïðîñòûå ëåììû.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü i : Z ↪→ Y � çàìêíóòîå âëîæåíèå. Ïóñòü F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê
íà Y òàêîé, ÷òî åãî îãðàíè÷åíèå íà äîïîëíåíèå U = Y \ Z ëîêàëüíî ñâîáîäíî, è Li∗F
èçîìîðôåí ëîêàëüíî ñâîáîäíîìó ïó÷êó íà Z. Òîãäà F ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà Y.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî F ëîêàëüíî ñâîáîäåí, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé òî÷êè t : y ↪→ Y âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà Exti(F , t∗Oy) = 0 äëÿ âñåõ
i > 0. Ïó÷îê F ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà U. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé
y ∈ Z. Ýòî çíà÷èò, ÷òî t = i · t′ ãäå t′ : y ↪→ Z � çàìêíóòàÿ òî÷êà íà Z. Â äàííîì ñëó÷àå

Exti
Y (F , t∗Oy) = Homi

Z(Li∗F , t′∗Oy) = 0

äëÿ i > 0, ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî Li∗F èçîìîðôåí ëîêàëüíî ñâîáîäíîìó ïó÷êó íà Z. 2

Ëåììà 2.6. Îáúåêò B ∈ Db(coh(Z)) ñîâåðøåííûé, åñëè è òîëüêî åñëè îáúåêòû Rp∗(B(n))

ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè â Db(coh(X)) äëÿ âñåõ n ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îáúåêò B ñîâåðøåííûé, òî îáúåêòû Rp∗(B(n)) òàêæå ñîâåðøåí-
íûå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ Db(coh(Z)), êî-
òîðîå áûëî îïèñàíî â çàìå÷àíèè 1.13. 2

Çàìå÷àíèå 2.7. Óòâåðæäåíèå ëåììû 2.6 îñòàåòñÿ âåðíûì äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ìîðôèçìà
Z → X.

Èñïîëüçóÿ äàííûå äâå ëåììû ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåêò F ∈ DSg(Y ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ΦZ∗F ∼= 0. Òîãäà F ∼= 0 â DSg(Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëå îòìåòèì, ÷òî âñå ñõåìû X, Z è Y ÿâëÿþòñÿ ãîðåíøòåéíîâûìè
êàê ëîêàëüíî ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ â ðåãóëÿðíûõ ñõåìàõ. Ïðåäëîæåíèå 1.17 ïîçâîëÿåò ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî îáúåêò F ïðåäñòàâëåí ïó÷êîì Êîýí-Ìàêàëåÿ F , â ÷àñòíîñòè Exti(F ,OY ) = 0

äëÿ âñåõ i 6= 0. Ëþáîé òàêîé ïó÷îê F ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà äîïîëíåíèè Y \Sing(Y ). Êðîìå
òîãî, òàê êàê ïó÷îê F èìååò ïðàâóþ ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó, îáúåêò Li∗F ∼= i∗F
ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L îòíîñèòåëüíî îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà Y, ïîëó÷àþùååñÿ
îãðàíè÷åíèåì ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ OE(1). Ðàññìîòðèì îáúåêò G = Lu∗Ru∗F , ãäå u : Y ↪→
S′ � çàìêíóòîå âëîæåíèå äèâèçîðà Y. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îáúåêò G ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì
êîìïëåêñîì êàê îáðàòíûé îáðàç îãðàíè÷åííîãî êîìïëåêñà êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ñ ðåãóëÿðíîé
ñõåìû S′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîìïëåêñ G èìååò äâå êîãîìîëîãèè: F êàê íóëåâóþ è F⊗L−1
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êàê (−1) -þ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáðàç F ⊗ L−1 â DSg(Y ) èçîìîðôåí îáðàçó F [−2]. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ, îáúåêò ΦZ∗F íóëåâîé, è çíà÷èò ΦZ∗(F ⊗ Ln) = 0 äëÿ âñåõ n ∈ Z.

Îáîçíà÷èì ïó÷îê i∗F ÷åðåç F ′. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî Rp∗(F ′(n)) ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû
íà X äëÿ âñåõ n ∈ Z. Ïî ëåììå 2.6 ïó÷îê F ′ = i∗F òàêæå ñîâåðøåíåí êàê êîìïëåêñ íà
Z.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïó÷îê F ′ = i∗F èìååò ïðàâóþ ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó è,
çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì Êîýí-Ìàêàëåÿ íà Z. Ëåììà 1.16 ãîâîðèò, ÷òî ïó÷îê F ′ = i∗F =

Li∗F ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà Z. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2.5 ïó÷îê F ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà
âñåì Y. Òàêèì îáðàçîì, F èçîìîðôåí íóëåâîìó îáúåêòó â DSg(Y ). 2

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 Ìû óæå çíàåì, ÷òî ôóíêòîð ΦZ âïîëíå ñòðîãèé
ïî ñëåäñòâèþ 2.4. Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêòîð ΦZ∗ òàêæå âïîëíå ñòðîãèé. Âîçüìåì îáúåêò
B ∈ DSg(Y ) è ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ΦZΦZ∗B → B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç CB

åãî êîíóñ. Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð ΦZ∗ ê ïîëó÷èâøåìóñÿ òî÷íîìó òðåóãîëüíèêó è ó÷èòûâàÿ òî,
÷òî ôóíêòîð ΦZ âïîëíå ñòðîãèé, èìååì èçîìîðôèçì ΦZ∗CB

∼= 0. Ïðåäëîæåíèå 2.8 âëå÷åò,
÷òî îáúåêò CB èçîìîðôåí íóëåâîìó îáúåêòó. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå ΦZΦZ∗B → B åñòü
èçîìîðôèçì, è ôóíêòîð ΦZ∗ âïîëíå ñòðîãèé. 2

Çàìå÷àíèå 2.9. Òåîðåìà 2.1 îñòàåòñÿ âåðíîé è â ñëó÷àå ôàêòîð-ñòýêîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ãðóïïîâàÿ ñõåìà G äåéñòâóåò íà S òàê, ÷òî íà E èìååòñÿ ñòðóêòóðà ýêâèâàðèàíòíîãî
ðàññëîåíèÿ, à ñå÷åíèå s èíâàðèàíòíî. Â ýòîì ñëó÷àå äåéñòâèå G ìîæåò áûòü ïðîäîëæå-
íî íà âñå ñõåìû X,Y, Z è S′. Áîëåå òîãî, ïîëó÷àåì ôóíêòîð ìåæäó ýêâèâàðèàíòíûìè
êàòåãîðèÿìè Ri∗p∗ : Db(cohG(X)) → Db(cohG(Y )). Äàííûé ôóíêòîð èíäóöèðóåò ôóíêòîð
DSg([X/G]) −→ DSg([Y/G]), êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òðèàíãóëèðîâàííûõ
êàòåãîðèé.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 îñíîâàíî íà ïîëóîðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðîèçâîä-
íîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà Y. Äàííîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ðàçëîæåíèé, ïîÿâëÿþùèõñÿ â ðàáîòå [15].

Ïðåäëîæåíèå 2.10. Êàòåãîðèÿ Db(cohY ) èìååò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà

Db(coh(Y )) = 〈Ri∗p∗Db(coh(X)), Lπ∗Db(coh(S))⊗ L, . . . , Lπ∗Db(coh(S))⊗ Lr−1〉,

ãäå L � ýòî îãðàíè÷åíèå OE(1) íà Y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2 ôóíêòîð Ri∗p∗ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.
Âî-âòîðûõ, ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ OE(−1) −→ OS′ −→ u∗OY −→ 0

ôóíêòîðû Rq∗(OE(−k)⊗−), ïîëó÷àåì, ÷òî

Rπ∗OY
∼= Rq∗Ru∗OY

∼= OS è Rπ∗L−k = 0 äëÿ âñåõ 0 < k ≤ r − 2.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêòîð Lπ∗ : Db(coh(S)) −→ Db(coh(Y )) âïîëíå ñòðîãèé, è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîäêàòåãîðèé

(
Lπ∗Db(coh(S))⊗ L, . . . ,Lπ∗Db(coh(S))⊗ Lr−1

)
ÿâëÿåòñÿ ïîëóîðòî-

ãîíàëüíîé.
Â-òðåòüèõ, äëÿ ëþáûõ A ∈ Db(coh(X)) è B ∈ Db(coh(S)) èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èçîìîðôèçìîâ

Hom(Lπ∗B ⊗ Lk, Ri∗p∗A) ∼= Hom(Li∗(Lπ∗B ⊗ Lk), p∗A) ∼= Hom(p∗Lj∗B, p∗A(−k)) ∼=
Hom(Lj∗B, A⊗Rp∗ON (−k)) = 0.

È ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, ò.ê. Rp∗ON (−k) = 0 äëÿ 0 < k ≤ r − 1. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì ïîëóîðòîãîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäêàòåãîðèé

(9)
(
Ri∗p∗Db(coh(X)), Lπ∗Db(coh(S))⊗ L, . . . , Lπ∗Db(coh(S))⊗ Lr−1

)
.

Â çàêëþ÷åíèè, îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç C ïîäêàòåãîðèþ â Db(coh(Y )), êîòîðàÿ ïîðîæäåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (9).
Òàê êàê C äîïóñòèìà, èìååì ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå D = 〈C⊥, C〉. ×òîáû ïîêàçàòü,
÷òî C⊥ òðèâèàëüíà, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé ñòðóêòóðíûé ïó÷îê çàìêíóòîé òî÷êè
ïðèíàäëåæèò C. Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ òî÷êó y ∈ Y. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s îáðàç π(y) ∈ S.

Ñëîé íàä s èçîìîðôåí ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó Pr−2, åñëè s ∈ S \ X, è èçîìîðôåí
Pr−1, åñëè s ∈ X. Â ïåðâîì ñëó÷àå, ò.ê. π ïëîñêèé íàä s, èìååì OYs ⊗Lk = Lπ∗Os ⊗Lk.

Äàííûå ïó÷êè ïðè k = 1, ..., r− 1 ïðèíàäëåæàò C è îáðàçóþò ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íà-
áîð íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Ys = Pr−2. Ñëåäîâàòåëüíî, è ñàì ïó÷îê Oy ïðèíàäëåæèò
C.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ìû çíàåì, ÷òî Ri∗p∗Os = OYs ïðèíîäëåæèò C è îáúåêòû Lπ∗Os⊗Lk =

Lj∗OYs⊗Lk òàêæå ëåæàò â C ïðè k = 1, . . . , r−1. Îáúåêò Lπ∗Os⊗L � ýòî êîìïëåêñ ñ äâóìÿ
êîãîìîëîãèÿìè OYs è OYs⊗L. Òàê êàê OYs ïðèíàäëåæèò C, òî èìååì, ÷òî è OYs⊗L ∈ C.
Ïîâòîðÿÿ äàííóþ ïðîöåäóðó, ïîëó÷àåì, ÷òî OYs ⊗Lk ∈ C äëÿ âñåõ k = 0, . . . , r− 1. Òàê êàê
Ys = Pr−1, òî ïî òåì æå ñàìûì ïðè÷èíàì êàê è âûøå ïîëó÷àåì, ÷òî Oy ∈ C äëÿ âñåõ y ∈ Y.

Ñëåäîâàòåëüíî íàøà ïîëóîðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. 2

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 Ïî ñëåäñòâèþ 1.12 ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå
êàòåãîðèè Db(coh(X)) äàåò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ DSg(Y ). Òàê êàê S ðåãó-
ëÿðíà, òî DSg(S) òðèâèàëüíà. Çíà÷èò, êàòåãîðèÿ DSg(Y ) ýêâèâàëåíòíà DSg(X). 2

3. Ïðèìåíåíèÿ ê D-áðàíàì â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà.

Ïîä ìîäåëüþ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà áóäåì èìåòü â âèäó ñëåäóþùèé íàáîð äàííûõ: ãëàäêîå ìíî-
ãîîáðàçèå X ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé êýëåðîâîé ôîðìîé ω è ðåãóëÿðíîé íåïîñòîÿííîé ôóíêöèåé
W íà X, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ïëîñêèé ìîðôèçì W : X −→ A1 äîëæíà áûòü ñèì-
ïëåêòè÷åñêèì ðàññëîåíèåì. Ôóíêöèÿ W íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîòåíöèàëîì. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ
îïðåäåëåíèÿ D-áðàí òèïà B ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íå íóæíà.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè D-áðàí òèïà B äëÿ àôôèííîé ìîäåëè Ëàíäàó-
Ãèíçáóðãà áûëî ïðåäëîæåíî Ì.Êîíöåâè÷åì (ñì. [11, 18]). Âêðàòöå ãîâîðÿ, îí ïðåäïîëîæèë, ÷òî



14

ñóïåðïîòåíöèàë W ïðåâðàùàåò êîìïëåêñû êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ â "ñêðó÷åííûå"êîìïëåêñû,
ò.å êîìïîçèöèÿ äèôôåðåíöèàëîâ òåïåðü íå ðàâíà íóëþ, à åñòü óìíîæåíèå íà W. Òàêîå "ñêðó-
÷èâàíèå"ðàçðóøàåò Z -ãðàäóèðîâêó äî Z/2 -ãðàäóèðîâêè. Â ñòàòüå [11] áûëà ïðîâåðåíà ýê-
âèâàëåíòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñ ôèçè÷åñêèì ïîíÿòèåì B-áðàí â ËÃ-ìîäåëè äëÿ ñëó÷àÿ
ïðîñòåéøåãî êâàäðàòè÷íîãî ñóïåðïîòåíöèàëà è áûëè ïðåäëîæåíû ôèçè÷åñêèå àðãóìåíòû, ïîä-
òâåðæäàþùèå äàííîå îïðåäåëåíèå â îáùåì ñëó÷àå.

Â ñòàòüå [18] (Ñëåäñòâèå 3.10) áûëî äîêàçàíî, ÷òî êàòåãîðèÿ B-áðàí íà ãëàäêîì àôôèííîì
X ñ ñóïåðïîòåíöèàëîì W ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâåäåíèþ

∏
λ∈A1

DSg(Xλ), ãäå Xλ � ñëîé íàä

λ ∈ A1. (Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íî.) Äëÿ íå àôôèííîãî X êàòåãîðèÿ∏
λ∈A1

DSg(Xλ) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè D-áðàí òèïà B.

Ïóñòü S � ãëàäêîå êâàçèïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, è ïóñòü f, g ∈ H0(S,OS) � äâå ðå-
ãóëÿðíûõ ôóíêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèâèçîð íóëåé D ⊂ S, çàäàâàåìûé ôóíêöèåé g,

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, è îãðàíè÷åíèå f íà D íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ìíîãîîáðàçèå D ìîæåò
áûòü ðàññìîòðåíî êàê ìîäåëü Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà ñ ñóïåðïîòåíöèàëîì fD : D → A1. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Dλ ñëîé îòîáðàæåíèÿ fD : D → A1 íàä òî÷êîé λ ∈ A1.

Äðóãàÿ ìîäåëü Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà ñîñòîèò èç ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ T = S × A1 è ñó-
ïåðïîòåíöèàëà W : T → A1, çàäàííîãî ïî ïðàâèëó W = f + xg, ãäå x � êîîðäèíàòà
íà A1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tλ ñëîé W íàä òî÷êîé λ. Åñòåñòâåííîå çàìêíóòîå âëîæåíèå
Zλ = Dλ × A1 â T èíäóöèðóåò çàìêíóòîå âëîæåíèå iλ : Dλ → Tλ. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð

ΦZλ
= Riλ∗p∗λ : Db(coh(Dλ)) → Db(coh(Tλ)),

ãäå pλ : Zλ → Dλ êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

Òåîðåìà 3.1. Ôóíêòîð ΦZλ
: Db(coh(Dλ)) → Db(coh(Tλ)) èíäóöèðóåò ôóíêòîð ΦZλ

:

DSg(Dλ) ∼−→ DSg(Tλ) êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 2.1. ×òîáû ïðèìåíèòü åå, ðàññìîòðèì òðè-
âèàëüíîå äâóìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E = O⊕2

S íà S è ñå÷åíèå sλ ∈ H0(S, E), êîòîðîå
çàäàåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè g, f−λ1. Òàêèì îáðàçîì Dλ � ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå íóëåé sλ è
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñõåìû X èç òåîðåìû 2.1. Ïîâòîðÿÿ êîíñòðóêöèþ ïðåäøåñòâóþùóþ òåîðå-
ìå 2.1, ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèÿ Z = X×P1 è Y ⊂ S×P1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòèôèêà-
öèÿìè Zλ è Tλ ñîîòâåòñòâåííî. Ïî òåîðåìå 2.1 òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé
X = Dλ è Y ýêâèâàëåíòíû. Äîïîëíåíèå Tλ â Y ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî îáèëüíûì äè-
âèçîðîì, êîòîðûé íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñîáåííîñòÿìè Sing(Y ) = Sing(Tλ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.3 ìíîãîîáðàçèÿ Y è Tλ òàêæå èìåþò ýêâèâàëåíòíûå òðèàíãóëèðîâàííûå
êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé. 2

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü S � ãëàäêîå êâàçèïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è f, g � äâå ðåãóëÿðíûå
ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî D := {g = 0} ⊂ S ãëàäêîå, è îãðàíè÷åíèå fD íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí-
íûì. Òîãäà ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà fD : D → A1 è W : S × A1 → A1, ãäå W = f + xg,

èìåþò ýêâèâàëåíòíûå êàòåãîðèè D-áðàí òèïà B.
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