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Ïîñâÿùàåòñÿ ñâåòëîé ïàìÿòè Àíäðåÿ Íèêîëàåâè÷à Òþðèíà � íàñòàâíèêà è äðóãà

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïðåäåëÿþòñÿ òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé è èçó÷àþòñÿ
èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó êàòåãîðèÿìè äàííîãî òèïà è êàòåãîðèÿìè
D-áðàí òèïà Â â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà. Ýòà ñâÿçü èíòåðåñíà ñâîèìè ïðèìåíåíèÿìè ê çåð-
êàëüíîé ñèììåòðèè.

Ââåäåíèå

Íå ñìîòðÿ íà ôèçè÷åñêèå òåðìèíû â íàçâàíèè, äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé.
Åå öåëü � ââåñòè â ðàññìîòðåíèå òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè, ñâÿçàííûå ñ îñîáåííîñòÿìè àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, è óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ýòèõ êàòåãîðèé ñ D-áðàíàìè â ìîäåëÿõ
Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà Ñóùåñòâóåò äâà âèäà êàòåãîðèé, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè îñîáåííîñòåé (èëè
îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèé). Êàòåãîðèè ïåðâîãî òèïà äîëæíû îïèñûâàòüñÿ èñ÷åçàþùèìè öèêëà-
ìè è òåñíî ñâÿçàíû ñ êàòåãîðèÿìè, êîòîðûå áûëè ââåäåíû â [24] äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïó÷êîâ
Ïèêàðà-Ëåôøåöà. Êàòåãîðèè âòîðîãî òèïà ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèå è âîçíèêàþò èç ïðîèçâîäíûõ
êàòåãîðèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Êàòåãîðèè âòîðîãî òèïà áóäóò öåíòðàëüíûìè â äàííîé ðàáîòå.
Âàæíûì ïîíÿòèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñîâåðøåííîãî êîìïëåêñà, ââåäåííîå â [3]. Ñîâåðøåí-
íûé êîìïëåêñ � ýòî êîìïëåêñ ïó÷êîâ, êîòîðûé ëîêàëüíî êâàçè-èçîìîðôåí îãðàíè÷åííîìó êîì-
ïëåêñó èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ êîíå÷íîãî òèïà (ñì. íàïðèìåð [25]).

Âñÿêîìó àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ X ìîæíî ñîïîñòàâèòü îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîä-
íóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(coh(X)) . Ýòà êàòåãîðèÿ äîïóñêàåò òðèàíãóëèðîâàí-
íóþ ñòðóêòóðó. Ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû îáðàçóþò òðèàíãóëèðîâàííóþ ïîäêàòåãîðèþ Perf(X)
â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Åñëè ìíîãîîáðàçèå X ãëàäêîå, òî âñÿêèé êîãå-
ðåíòíûé ïó÷îê èìååò êîíå÷íóþ ðåçîëüâåíòó èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ êîíå÷íîãî òèïà, è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîäêàòåãîðèÿ ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ ñîâïàäàåò ñî âñåé Db(coh(X)). Îäíàêî
äëÿ îñîáûõ ìíîãîîáðàçèé äàííîå ñâîéñòâî íå âûïîëíåíî. Ââåäåì îïðåäåëåíèå òðèàíãóëèðîâàííîé
êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé DSg(X) êàê ôàêòîð òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè Db(coh(X)) ïî ïîë-
íîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ Perf(X) . Êàòåãîðèÿ DSg(X)
îòðàæàåò ñâîéñòâà îñîáåííîñòåé X è "íå çàâèñèò îò âñåãî X ". Ê ïðèìåðó, ìû ïîêàæåì, ÷òî
îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëîêàëèçàöèè â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî (ïðåäëîæåíèå 1.14). Êîãäà
X ãîðåíøòåéíîâà, êàòåãîðèÿ DSg(X) èìååò äîïîëíèòåëüíûå õîðîøèå ñâîéñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå,
åñëè ëîêóñ îñîáåííîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òîãäà âñå ïðîñòðàíñòâà ìîðôèçìîâ ìåæäó îáúåêòàìè
êîíå÷íîìåðíû (ñëåäñòâèå 1.24). Èíòåðåñ ê òàêèì êàòåãîðèÿì âûçâàí ãèïîòåçîé î ãîìîëîãè÷åñêîé
çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ([21]).
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Â îñíîâíîì, ðàáîòû ïî òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ñòðóí èìåþò äåëî ñ N=2 ñóïåðêîíôîðìíûìè
ñèãìà-ìîäåëÿìè ñ ìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè-ßó â êà÷åñòâå target space. Â ýòîé ñèòóàöèè òåîðèÿ
ïîëÿ èìååò äâå òîïîëîãè÷åñêèå âåðñèè: A-models and B-models. Ñîîòâåòñòâóþùèå D-áðàíû íà-
çûâàþòñÿ A-áðàíàìè è B-áðàíàìè. Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ äîëæíà ïåðåñòàâëÿòü ýòè äâà êëàññà
D-áðàí. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êàòåãîðèÿ B-áðàí íà Êàëàáè-ßó åñòü ïðîèçâîäíàÿ êàòå-
ãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íåì ([21],[7]). Â êà÷åñòâå êàíäèäàòà êàòåãîðèè A-áðàí íà Êàëàáè-ßó
ïðåäëàãàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ êàòåãîðèÿ Ôóêàè. Åå îáúåêòû � ýòî, ãðóáî ãîâîðÿ, ëàãðàíæåâû ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïëîñêèìè ðàññëîåíèÿìè ([21]). Ãèïîòåçà î ãîìîëîãè÷åñêîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè
óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè-ßó X è Y ïðîèçâîäíàÿ
êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè Ôóêàÿ íà Y , è íàîáîðîò.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôèçèêè òàêæå ðàññìàòðèâàþò áîëåå îáùèå N=2 òåîðèè ïîëÿ è ñîîòâåòñòâó-
þùèå D-áðàíû. Îäèí èç êëàññîâ òàêèõ òåîðèé ïîëó÷àþòñÿ êàê ñèãìà-ìîäåëè íà ìíîãîîáðàçèÿ
Ôàíî. Äðóãîå ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ ïðîèñõîäÿò èç N=2 ìîäåëåé Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà. Âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ýòè äâà êëàññà N=2 òåîðèé ñâÿçàíû çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé ([15]). Ê ïðèìåðó ñèãìà-
ìîäåëü äëÿ Pn çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íà ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà ñ ñóïåðïîòåíöèàëîì

W = x1 + · · ·+ xn +
1

x1 · · ·xn

íà C∗n . Îáùåå îïðåäåëåíèå ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà âêëþ÷àåò êðîìå ìíîãîîáðàçèÿ åùå âûáîð
ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè W íà íåì. Â ÷àñòíîñòè, íåòðèâèàëüíàÿ ìîäåëü Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà ìîæåò
áûòü çàäàíà òîëüêî íà íåêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè.

Äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñóùåñòâóþò êàê ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ (B-
áðàíû) òàê è, ïðè íàëè÷èè ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû, êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ (A-branes). Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ìû õîòèì ðàñïðîñòðàíèòü ãèïîòåçó î ãîìîëîãè÷åñêîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè íà ñëó÷àé, êî-
ãäà ìíîãîîáðàçèå íå åñòü Êàëàáè-ßó, ìû äîëæíû ïîíÿòü D-áðàíû â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà.

Êàòåãîðèè A-áðàí â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà èçó÷àëèñü â [14] è â [24] ñ ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ. Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ñâÿçûâàåò B-áðàíû íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî (êîãåðåíòíûå
ïó÷êè) ñ A-áðàíàìè â ËÃ-ìîäåëÿõ. Äëÿ Pn çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ áûëà ïðîâåðåíà â [14] (è äëÿ
P2 â [24] ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ).

Ìîæíî ðàññìîòðåòü êàòåãîðèþ Ôóêàÿ (A-áðàíû) íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî. Îæèäàåòñÿ, ÷òî îíà
ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè B-áðàí â çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íîé ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà. Åñëè ïðè-
íÿòü çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ, òî ìîæíî ïðåäñêàçàòü îòâåò äëÿ êàòåãîðèè Ôóêàÿ íà ìíîãîîáðà-
çèè Ôàíî, èçó÷àÿ B-áðàíû â çåðêàëüíîé ËÃ-ìîäåëè. Êàê ïðàâèëî B-áðàíû èçó÷àòü ëåã÷å, ÷åì
A-áðàíû.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè B-áðàí â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà áûëî ïðåäëîæåíî
M. Êîíöåâè÷åì. Êîðîòêî, îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóïåðïîòåíöèàë W äåôîðìèðóåò êîìïëåêñû
êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ â "ñêðó÷åííûå"êîìïëåêñû, â êîòîðûõ êîìïîçèöèÿ äèôôåðåíöèàëîâ áîëüøå
íå ðàâíà íóëþ, à åñòü óìíîæåíèå íà W . Òàêàÿ "ñêðóòêà"íàðóøàåò Z -ãðàäóèðîâêó äî Z/2 -
ãðàäóèðîâêè. Ýêâèâàëåíòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñ ôèçè÷åñêèì ïîíÿòèåì B-áðàíû â ìîäåëÿõ
Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà áûëà ïðîâåðåíà â [16] äëÿ îáû÷íîãî êâàäðàòèñíîãî ñóïåðïîòåíöèàëà W =
x2

1 + · · · + x2
n è òàì æå áûëè ïðåäëîæåíû àðãóìåíòû â ïîääåðæêó äàííîãî îïðåäåëåíèÿ è â

îáùåì ñëó÷àå.
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Ìû óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó êàòåãîðèÿìè B-áðàí â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà è òðèàíãóëèðî-
âàííûìè êàòåãîðèÿìè îñîáåííîñòåé. Ðàññìàòðèâàÿ îñîáûå ñëîè îòîáðàæåíèÿ W , áóäåò ïîêàçà-
íî, ÷òî òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé ýòèõ ñëîåâ ýêâèâàëåíòíû êàòåãîðèÿì B-áðàí
(òåîðåìà 3.9). Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íå ñìîòðÿ íà òîò ôàêò, ÷òî êàòåãîðèÿ B-áðàí îïðå-
äåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âñåãî ïðîñòðàíñòâà X , îíà çàâèñèò òîëüêî îò îñîáûõ ñëîåâ ñóïåð-
ïîòåíöèàëà. Äàííûé ðåçóëüòàò äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàòåãîðèé B-áðàí â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà.
Çàìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà èçâåñòíà â òåîðèè îñîáåííîñòåé
ïîä íàçâàíèåì ìàòðè÷íàÿ ôàêòîðèçàöèÿ, è áûëà ââåäåíà â [8] äëÿ èçó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ Êîýí-
Ìàêàëååâûõ ìîäóëåé íàä ëîêàëüíûì êîëüöîì.

Äðóãîé ðåçóëüòàò, ïîëåçíûé äëÿ âû÷èñëåíèé, ñâÿçûâàåò êàòåãîðèè B-áðàí â ðàçíûõ ðàçìåð-
íîñòÿõ (òåîðåìà 2.1). (Äàííûé ôàêò äëÿ ìàêñèìàëüíûõ Êîýí-Ìàêàëååâûõ ìîäóëåé èçâåñòåí â
ëîêàëüíîé òåîðèè îñîáåííîñòåé êàê ïåðèîäè÷íîñòü Êíîððåðà.) Îí óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå: Ïóñòü
W : X → C � ñóïåðïîòåíöèàë, è W ′ = W +xy � ñóïåðïîòåíöèàë íà ìíîãîîáðàçèè Y = X×C2 ,
ãäå x, y � êîîðäèíàòû íà C2 . Òîãäà êàòåãîðèè B-áðàí â ìîäåëÿõ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà íà Y è X

ýêâèâàëåíòíû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìû äîêàçûâàåì äàííîå óòâåðæäåíèå äëÿ òðèàíãóëèðîâàííûõ
êàòåãîðèé îñîáåííîñòåé ñëîåâ X0 è Y0 íàä òî÷êîé 0 (òåîðåìà 2.1). Íî ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,
÷òî êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé ýêâèâàëåíòíû êàòåãîðèÿì B-áðàí (òåîðåìà 3.9), ïîëó÷àåì òó ñâÿçü,
êîòîðàÿ áûëà îïèñàíà âûøå.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå êàòåãîðèè B-áðàí â ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà ñ ñóïåð-
ïîòåíöèàëîì W = zn

0 + z2
1 + · · ·+ z2

2k íà C2k+1 , îñîáåííîñòü êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììå
Äûíêèíà òèïà An−1 . Äàííàÿ êàòåãîðèÿ èìååò n − 1 íåðàçëîæèìûé îáúåêò. Ìû îïèñûâàåì
ìîðôèçìû ìåæäó íèìè ôóíêòîð ñäâèãà è òðèàíãóëèðîâàííóþ ñòðóêòóðó.

1. Îñîáåííîñòè è òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè

1.1. Òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè è ëîêàëèçàöèè. Â ýòîì ïàðàãðàôå íàïîìèíàþòñÿ îïðå-
äåëåíèÿ òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè è åå ëîêàëèçàöèè, ââåäåííûå â ðàáîòå [26] (ñì. òàêæå
[10],[17],[18]). Ïóñòü D � àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ. Ñòðóêòóðà òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè íà D
îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñëåäóþùèõ äàííûõ:

a) àääèòèâíûé ôóíêòîð ñäâèãà [1] : D −→ D , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòüþ.
b) íåêîòîðûé êëàññ òî÷íûõ (âûäåëåííûõ) òðåóãîëüíèêîâ:

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1],

êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íàáîðó àêñèîì Ò1-Ò4.

T1. a) Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà X òðåóãîëüíèê X
id−→ X −→ 0 −→ X[1] âûäåëåí.

b) Åñëè òðåóãîëüíèê âûäåëåí, òî ëþáîé èçîìîðôíûé åìó òàêæå âûäåëåí.
c) Ëþáîé ìîðôèçì X

u−→ Y ìîæíî äîïîëíèòü äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà X
u−→

Y
v−→ Z

w−→ X[1] .
T2. Òðåóãîëüíèê X

u−→ Y
v−→ Z

w−→ X[1] âûäåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûäåëåí
òðåóãîëüíèê Y

v−→ Z
w−→ X[1]

−u[1]−→ Y [1] .
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T3. Åñëè äàíû äâà âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêà è äâà ìîðôèçìà ìåæäó èõ íà÷àëàìè, îáðàçó-
þùèå êîììóòàòèâíûé êâàäðàò, òîãäà ýòà äèàãðàììà äîïîëíÿåòñÿ äî ìîðôèçìà òðåóãîëü-
íèêîâ:

X
u //

f

²²
2

Y
v //

g

²²

Z
w //

h

²²

X[1]

f [1]
²²

X ′ u′ // Y ′ v′ // Z ′
w′ // X ′[1].

T4. Äëÿ êàæäîé ïàðû ìîðôèçìîâ X
u−→ Y

v−→ Z ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

X
u−−−−→ Y

x−−−−→ Z ′ −−−−→ X[1]∥∥∥ v

y
yw

∥∥∥
X −−−−→ Z

y−−−−→ Y ′ w′−−−−→ X[1]y
yt

yu[1]

X ′ X ′ r−−−−→ Y [1]yr

y

Y [1]
x[1]−−−−→ Z ′[1]

ãäå ïåðâûå äâå ñòðî÷êè è äâà öåíòðàëüíûõ ñòîëáöà � âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè.
Àääèòèâíûé ôóíêòîð F : D −→ D′ ìåæäó äâóìÿ òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè D è

D′ íàçûâàåòñÿ òî÷íûì åñëè îí êîììóòèðóåò ñ ôóíêòîðàìè ñäâèãà, òî åñòü çàôèêñèðîâàí èçîìîð-
ôèçì ôóíêòîðîâ t : F ◦ [1]D

∼→ [1]D′ ◦ F, è ïåðåâîäèò âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè â âûäåëåííûå
òðåóãîëüíèêè, òî åñòü äëÿ êàæäîãî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà X

u→ Y
v→ Z

w→ X[1] èç D
òðåóãîëüíèê

FX
Fu−→ FY

Fv−→ FZ
tXFw−→ FX[1]

ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííûì.
Ïîëíàÿ àääèòèâíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ N ⊂ D íàçûâàåòñÿ ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãî-

ðèåé åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: îíà çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà ñäâèãà â D è
âñÿêèé ðàç, êîãäà äâà îáúåêòà âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà ïðèíàäëåæàò åé, òðåòèé îáúåêò òàêæå
ïðèíàäëåæèò. Ïîëíàÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ N ⊂ D íàçûâàåòñÿ òîëñòîé, åñëè îíà
çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ â D .

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ëîêàëèçàöèè êàòåãîðèè. Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ, è Σ � íåêîòîðûé
êëàññ ìîðôèçìîâ â C . Õîðîøî èçâåñòíî (ñì.[9]), ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò êàòåãîðèÿ C[Σ−1] è
ôóíêòîð Q : C −→ C[Σ−1] , êîòîðûé óíèâåðñàëüíûé ñðåäè ôóíêòîðîâ, äåëàþùèõ ìîðôèçìû èç
Σ îáðàòèìûìè ([9]). (Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îáúåêòû êàòåãîðèè C[Σ−1] îáðàçóþò íå
ìíîæåñòâî à êëàññ.) Ëîêàëèçàöèÿ êàòåãîðèè ïî êëàññó ìîðôèçìîâ Σ èìååò õîðîøåå îïèñàíèå,
åñëè Σ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìîé.

Ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ Σ â êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìîé, åñëè âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

M1. âñå òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû êàòåãîðèè ïðèíàäëåæàò Σ ;
M2. êîìïîçèöèÿ ëþáûõ äâóõ ìîðôèçìîâ èç Σ òàêæå ïðèíàäëåæèò Σ ;
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M3. ëþáóþ äèàãðàììó âèäà X ′ s←− X
u−→ Y , ãäå s ∈ Σ , ìîæíî äîïîëíèòü äî êîììóòàòèâ-

íîãî êâàäðàòà
X

u //

s

²²

Y

t
²²Â
Â
Â

X ′ u′ //___ Y ′

ãäå t ∈ Σ (òî æå ñàìîå â ñëó÷àå, êîãäà âñå ñòðåëêè îáðàùåíû);
M4. äëÿ ëþáûõ äâóõ ìîðôèçìîâ f, g ñóùåñòâîâàíèå s ∈ Σ ñî ñâîéñòâîì fs = gs ðàâíî-

ñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ t ∈ Σ ñî ñâîéñòâîì tf = tg .
Åñëè Σ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìîé, òî êàòåãîðèþ C[Σ−1] ìîæíî îïèñàòü òàêèì

ñïîñîáîì. Îáúåêòû C[Σ−1] òå æå, ÷òî è îáúåêòû C . Ìîðôèçìû èç X â Y � ýòî êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòåé äèàãðàìì (s, f) â C âèäà

X
f−→ Y ′ s←− Y, s ∈ Σ,

ïðè÷åì äâå äèàãðàììû (f, s) è (g, t) ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ ìîæíî âêëþ÷èòü â êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó

Y ′

²²
X

f
==|||||||| h //

g !!B
BB

BB
BB

B Y ′′′ Y

s
``BBBBBBBB

roo

t~~||
||

||
||

Y ′′

OO

ñ r ∈ Σ .
Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ (f, s) è (g, t) åñòü ìîðôèçì (g′f, s′t) , êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ

êâàäðàòà èç M3:
Z ′′

Y ′

g′
>>|

|
|

|
Z ′

s′
``B

B
B

B

X

f
>>}}}}}}}}

Y

s
aaBBBBBBBB

g
==||||||||

Z

t
``@@@@@@@

.

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî C[Σ−1] äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé, à êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð

Q : C −→ C[Σ−1], X 7→ X, f 7→ (f, 1)

îáðàùàåò âñå ýëåìåíòû Σ è ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì â ýòîì ñìûñëå (ñì. [9]).
Ïóñòü òåïåðü D � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ è N ⊂ D � ïîëíàÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ

ïîäêàòåãîðèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ(N ) êëàññ ìîðôèçìîâ s â D , êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â òî÷íûé
òðåóãîëüíèê

X
s−→ Y −→ N −→ X[1],

ãäå N ∈ N . Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Σ(N ) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìîé. Ïîëîæèì

D/N := D[Σ(N )−1].
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Îñíàñòèì êàòåãîðèþ D/N ôóíêòîðîì ñäâèãà, èíäóöèðîâàííûì ôóíêòîðîì ñäâèãà â êàòåãîðèè
D .

Ëåììà 1.1. Êàòåãîðèÿ D/N ñòàíîâèòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèåé, åñëè â êà÷åñòâå
âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ âçÿòü òðåóãîëüíèêè, èçîìîðôíûå îáðàçàì âûäåëåííûõ òðåóãîëüíè-
êîâ èç D . Åñòåñòâåííûé ôóíêòîð Q : D −→ D/N àííèãèëèðóåò ïîäêàòåãîðèþ N . Áîëåå
òîãî, âñÿêèé òî÷íûé ôóíêòîð F : D −→ D′ , äëÿ êîòîðîãî F (X) ' 0 äëÿ âñåõ X ∈ N ,
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç Q .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðàÿ íàì áóäåò íóæíà â äàëüíåéøåì, î÷åâèäíà.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü M è N � ïîëíûå òðèàíãóëèðîâàííûå ïîäêàòåãîðèè â òðèàíãóëèðîâàííûõ
êàòåãîðèÿõ C è D ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü F : C → D è G : D → C � ïàðà ñîïðÿæåííûõ
òî÷íûõ ôóíêòîðîâ, òàêèõ ÷òî F (M) ⊂ N è G(N ) ⊂M . Òîãäà îíè èíäóöèðóþò ôóíêòîðû

F : C/M−→ D/N , G : D/N −→ C/M,

êîòîðûå ñîïðÿæåíû.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. ([26], [17]). Ïóñòü D � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ, è D′,N � ïîëíûå
òðèàíãóëèðîâàííûå ïîäêàòåãîðèè. Ïóñòü N ′ = D′ ∩ N . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñÿêèé ìîðôèçì
N → X ′ ñ N ∈ N è X ′ ∈ D′ äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ âèäà N → N ′ → X ′ ñ N ′ ∈ N ′ .
Òîãäà åñòåñòâåííûé ôóíêòîð

D′/N ′ −→ D/N

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

1.2. Òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé. Ïóñòü X � ñõåìà íàä ïîëåì k . Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ÅLF), åñëè îíà

(ELF) îòäåëèìàÿ, íåòåðîâà, êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ, è êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
coh(X) èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F íàéäåòñÿ âåêòîðíîå ðàñ-
ñëîåíèå E ñ ýïèìîðôèçìîì E ³ F . Ê ïðèìåðó âñÿêàÿ êâàçèïðîåêòèâíàÿ ñõåìà óäîâëåòâîðÿåò
âñåì ýòèì óñëîâèÿì. Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ, êàê çàìêíóòàÿ, òàê è îòêðûòàÿ ïîäñõåìà X òàêæå
ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé, êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè è èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷-
êîâ. Ýòî î÷åâèäíî äëÿ çàìêíóòîé ïîäñõåìû, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îòêðûòîé ïîäñõåìû U ýòî
ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî âñÿêèé êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà U ìîæåò áûòü ïîëó÷åí îãðàíè÷åíèåì
êîãåðåíòíîãî ïó÷êà ñ X (ñì. [12], óïð.5.15).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Db(coh(X)) (ñîîòâ. Db(Qcoh(X)) ) îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ
êîãåðåíòíûõ (ñîîòâ. êâàçè-êîãåðåíòíûõ) ïó÷êîâ íà X . Ýòè êàòåãîðèè èìåþò êàíîíè÷åñêèå òðè-
àíãóëèðîâàííûå ñòðóêòóðû.

Íåòåðîâîñòü ñõåìû X âëå÷åò òîò ôàêò, ÷òî åñòåñòâåííûé ôóíêòîð Db(coh(X)) −→
Db(Qcoh(X)) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è îñóùåñòâëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèè Db(coh(X))
ñ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé Db(Qcoh(X))coh ⊂ Db(Qcoh(X)) , ñîñòîÿùåé èç âñåõ êîìïëåêñîâ ñ êî-
ãåðåíòíûìè êîãîìîëîãèÿìè (ñì. [3] II, 2.2.2). Ïî ýòîé ïðè÷èíå, âñÿêèé ðàç, êîãäà êàòåãîðèÿ
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Db(coh(X)) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäêàòåãîðèÿ Db(Qcoh(X)) , îíà áóäåò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ ïîë-
íîé ïîäêàòåãîðèåé Db(Qcoh(X))coh .

Ëåììà 1.4. ([3], [25]) Ïóñòü X � êàê âûøå. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî ñïðàâà êîì-
ïëåêñà êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ C · íà X ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ ëî-
êàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ P · è êâàçè-èçîìîðôèçì êîìïëåêñîâ P · ∼−→ C · . Áîëåå òîãî, åñëè
C · ∈ Db(Qcoh(X))coh , òî òîãäà ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ ëîêàëüíî ñâîáîä-
íûõ ïó÷êîâ êîíå÷íîãî òèïà P · è êâàçè-èçîìîðôèçì P · ∼−→ C · .

Íàïîìíèì êîíñòðóêöèè ñòàíäàðòíûõ ôóíêòîðîâ îáðåçàíèÿ. Ïóñòü C · � íåêîòîðûé êîìïëåêñ.
Ñóùåñòâóåò ãðóáîå îáðåçàíèå

σ≥kC · = · · · → 0 → Ck → Ck+1 → Ck+2 → · · · ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäêîìïëåêñîì C · . Ôàêòîð-êîìïëåêñ C ·/σ≥kC · � ýòî äðóãîå ãðóáîå îáðåçà-
íèå, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ σ≤k−1C · . Ñóùåñòâóåò òàêæå êàíîíè÷åñêîå îáðåçàíèå

τ≥kC · = · · · → 0 → Im d Ck−1 → Ck → C · → · · · .

Ñóùåñòâóåò ôàêòîðèçàöèÿ C · ³ τ≥kC · , êîòîðàÿ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì íà êîãîìîëîãèÿõ Hn

äëÿ âñåõ n ≥ k . ßäðî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ τ≤k−1C · .

Îïðåäåëåíèå 1.5. Îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ áóäåò íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåí-
íûì êîìïëåêñîì, åñëè îí êâàçè-èçîìîðôåí îãðàíè÷åííîìó êîìïëåêñó ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ
êîíå÷íîãî òèïà.

Ëåììà 1.6. Âñÿêèé êîìïëåêñ C ·, êîòîðûé â êàòåãîðèè Db(coh(X)) èçîìîðôåí îãðàíè÷åííîìó
êîìïëåêñó èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ, ÿëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçîìîðôèçì â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê
"äîìèê" P · s← E· t→ C · , ãäå P · � îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ,
à s, t � êâàçè-èçîìîðôèçìû. Ïî ëåììå 1.4 ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ Q·

ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ è êâàçè-èçîìîðôèçì Q· → E· . Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå îáðå-
çàíèå τ≥−kQ· äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k . Òàê êàê E· îãðàíè÷åí, ñóùåñòâóåò ìîðôèçì
r : τ≥−kQ· → E· , êîòîðûé òàêæå åñòü êâàçè-èçîìîðôèçì. ×òîáû äîêàçàòü ëåììó, äîñòàòî÷-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî τ≥−kQ· ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ. Ðàññìîòðèì
êîìïîçèöèþ sr : τ≥−kQ· → P · , êîòîðàÿ åñòü êâàçè-ìçîìîðôèçì. Êîíóñ sr � îãðàíè÷åííûé
àöèêëè÷íûé êîìïëåêñ, âñå ÷ëåíû êîòîðîãî, çà èñêëþ÷åíèåì ìîæåò áûòü ñàìîãî ëåâîãî, ëîêàëüíî
ñâîáîäíû. Íî àöèêëè÷íîñòü âëå÷åò, ÷òî è êðàéíèé ñëåâà ÷ëåí òàêæå ëîêàëüíî ñâîáîäåí, ïî òîé
ïðè÷èíå, ÷òî ÿäðî ýïèìîðôèçìà ðàññëîåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, τ≥−kQ· �
ýòî îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ, è, ñëåäîâàòåëüíî, C · ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåí-
íûì. 2

Ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû îáðàçóþò ïîëíóþ òðèàíãóëèðîâàííóþ ïîäêàòåãîðèþ Perf(X) ⊂
Db(coh(X)) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òîëñòîé.

Çàìå÷àíèå 1.7. Íà ñàìîì äåëå, ñîâåðøåííûé êîìïëåêñ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïëåêñ OX -ìîäóëåé
ëîêàëüíî êâàçè-èçîìîðôíûõ îãðàíè÷åííîìó êîìïëåêñó ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ êîíå÷íîãî
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òèïà. Îäíàêî ïðè íàøèõ óñëîâèÿõ íà ñõåìó âñÿêèé òàêîé êîìïëåêñ êâàçè-èçîìîðôåí îãðàíè÷åí-
íîìó êîìïëåêñó èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ êîíå÷íîãî òèïà (ñì. [3] II, or [25] �2).

Îïðåäåëåíèå 1.8. Îïðåäåëèì òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ DSg(X) êàê ôàêòîð òðèàíãó-
ëèðîâàííîé êàòåãîðèè Db(coh(X)) ïî ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè Perf(X) è
íàçîâåì åå òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèåé îñîáåííîñòåé X .

Çàìå÷àíèå 1.9. Ýòî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF) è ÿâëÿåòñÿ ðåãó-
ëÿðíîé, òî ïîäêàòåãîðèÿ ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ ñîâïàäàåò ñî âñåé îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé
êàòåãîðèåé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ
îñîáåííîñòåé ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé.

Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü ïîëíóþ òðèàíãóëèðîâàííóþ ïîäêàòåãîðèþ Lfr(X) ⊂ Db(Qcoh(X)),
ñîñòîÿùóþ èç òåõ îáúåêòîâ, êîòîðûå èçîìîðôíû îãðàíè÷åííûì êîìïëåêñàì ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ
ïó÷êîâ â Db(Qcoh(X)) . Àðãóìåíòû èç ëåììû 1.6 ïðèìåíèìû è â äàííîì ñëó÷àå, è îíè ïîêàçû-
âàþò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñà C · ∈ Lfr(X) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ èç ëîêàëüíî
ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ P · è êâàçè-èçîìîðôèçì P · → C · . Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.4, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïîäêàòåãîðèÿ Db(coh(X)) ∩ Lfr(X) ñîâïàäàåòñ ñ ïîäêàòåãîðèåé ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ
Perf(X) .

Îïðåäåëèì òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ D
′
Sg(X) êàê ôàêòîð Db(Qcoh(X))/Lfr(X) . Ïîë-

íîå âëîæåíèå Db(coh(X)) −→ Db(Qcoh(X)) èíäóöèðóåò ôóíêòîð DSg(X) −→ D
′
Sg(X) . Ñåé÷àñ

ìû ïîêàæåì, ÷òî äàííûé ôóíêòîð òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Ëåììà 1.10. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF), è ïóñòü F � êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê
íà X òàêîé, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ Sing(X) îí ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûì â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè x . Òîãäà äàííûé ïó÷îê ïðèíàäëåæèò ïîäêàòåãîðèè Lfr(X) . Åñëè ê òîìó æå
F êîãåðåíòåí, òî îí ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì êîìïëåêñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.4 ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ Q· èç ëîêàëüíî
ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ è êâàçè-èçîìîðôèçì Q· → F . Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå îáðåçàíèå τ≥−kQ·

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k . Ñóùåñòâóåò ìîðôèçì r : τ≥−kQ· → F , êîòîðûé òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ êâàçè-èçîìîðôèçìîì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî τ≥−kQ· åñòü
êîìïëåêñ èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ. Âñå ÷ëåíû äàííîãî êîìïëåêñà, èñêëþ÷àÿ ìîæåò áûòü
êðàéíèé ñëåâà, ëîêàëüíî ñâîáîäíû. Íî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Sing(X) êðàéíèé ñëåâà ÷ëåí òàêæå
ëîêàëüíî ñâîáîäåí íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè, ÷òî ñëåäóåò èç ëîêàëüíîé ñâîáîäû F . Åñëè òåïåðü
x 6∈ Sing(X) , òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x , êîòîðàÿ ðåãóëÿðíà. È, ñëåäîâàòåëüíî,
êðàéíèé ñëåâà ÷ëåí ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà U â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî k > dimX .

Åñëè ê òîìó æå F êîãåðåíòåí, òîãäà ìû ìîæåì âçÿòü òàêóþ ðåçîëüâåíòó Q· , âñå ÷ëåíû
êîòîðîé èìåþò êîíå÷íûé òèï. È, çíà÷èò, F ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì. 2

Â ÷àñòíîñòè, èç äàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî åñëè íîñèòåëü îáúåêòà E· ∈ Db(coh(X)) íå ïåðå-
ñåêàåòñÿ ñ Sing(X) , òî E· ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì.

Ëåììà 1.11. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF). Òîãäà âñÿêèé îáúåêò A ∈ DSg(X) èçî-
ìîðôåí îáúåêòó âèäà F [k] , ãäå F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáúåêò A � ýòî îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Äàâàéòå ðàñ-
ñìîòðèì îãðàíè÷åííóþ ñïðàâà ðåçîëüâåíòó èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ P · ∼→ A , ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðîé îáåñïå÷èâàåò ëåììà 1.4. Ðàññìîòðèì ãðóáîå îáðåçàíèå σ≥−kP · äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøî-
ãî k À 0 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç F êîãîìîëîãèþ H−k(σ≥−kP ·) . Î÷åâèäíî, ÷òî A ∼= F [k + 1] â
DSg(X) . 2

Ëåììà 1.12. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF). Òîãäà äëÿ êàæäîãî ëîêàëüíî ñâîáîäíîãî
ïó÷êà E è äëÿ ëþáîãî êâàçèêîãåðåíòíîãî ïó÷êà F

Exti(E ,F) = 0, äëÿ âñåõ i > n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U1 ∪ ... ∪ Un � íåêîòîðîå àôôèííîå ïîêðûòèå X . Äëÿ êàæäîé ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ I = (i1, ..., ik) , ïîëîæèì UI = Ui1 ∩ ... ∩ Uik , è jI : UI ↪→ X �
îòêðûòîå âëîæåíèå. Òàê êàê X îòäåëèìà, êàæäîå UI ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì, è êàæäûé jI �
àôôèíîå îòîáðàæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêòîð jI∗ òî÷åí è ñîõðàíÿåò êâàçèêîãåðåíòíîñòü.

Ðàññìîòðèì ãèïåðïîêðûâàþùèé ïî ×åõó êîìïëåêñ êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ

(1) 0 → F →
n⊕

i=1

ji∗j∗i F →
⊕

I=(i1,i2)

jI∗j∗IF →
⊕

I=(i1,i2,i3)

jI∗j∗IF → · · ·

Îí ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïó÷êîâ.
Òàê êàê âñå UI = Spec(AI) àôôèííû, êàòåãîðèÿ êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà UI ýêâèâà-

ëåíòíà êàòåãîðèè AI -ìîäóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ çàíóëåíèå

Exti(E , jI∗j∗IF) = Exti(j∗IE , j∗IF) = 0 äëÿ âñåõ i > 0,

êîòîðîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïó÷îê j∗IE ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ïðîåêòèâíîìó AI -ìîäóëþ.
Òàêèì îáðàçîì íåòðèâèàëüíûå Ext'û èç E â F îãðàíè÷åíû äëèíîé êîìïëåêñà (1), ò.å. ÷èñëîì
n . 2

Ïðåäëîæåíèå 1.13. Äëÿ a scheme X , óäîâëåòâîðÿþùåé (ELF), åñòåñòâåííûé ôóíêòîð
DSg(X) −→ D

′
Sg(X) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîëíîå âëîæåíèå Db(coh(X)) ↪→ Db(Qcoh(X)) . Ìû çíàåì, ÷òî
Perf(X) = Db(coh(X))∩Lfr(X) . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé
ïðåäëîæåíèÿ 1.3. Ïóñòü Q· t→ F · � íåêîòîðûé ìîðôèçì â Db(Qcoh(X)) òàêîé, ÷òî Q· ∈ Lfr(X)
è F · ∈ Db(coh(X)) . Ðàññìîòðèì êâàçè-èçîìîðôèçì P · s→ F · , ãäå P · � ýòî îãðàíè÷åííûé êîì-
ïëåêñ ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ êîíå÷íîãî òèïà. Îí ñóùåñòâóåò ïî ëåììå 1.4. Ãðóáîå îáðåçàíèå
σ≥−kP · ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì êîìïëåêñîì. Ïóñòü r : σ≥−kP · → F · � îòîáðàæåíèå, èíäóöèðî-
âàííîå s . Êîíóñ îòîáðàæåíèÿ r èçîìîðôåí G[k + 1] , ãäå G � ýòî íåêîòîðûé êîãåðåíòíûé
ïó÷îê. Òàê êàê Q· ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì êîìïëåêñîì ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ, òî ïî ëåììå
1.12 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

Hom(Q·, G[k + 1]) = 0

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k . Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå t ìîæåò áûòü ïîäíÿòî äî îòîáðàæå-
íèÿ Q· → σ≥−kP · . 2

Ðàññìîòðèì ñåé÷àñ íåêîòîðûé ìîðôèçì f : X → Y êîíå÷íîé Tor-ðàçìåðíîñòè (íàïðè-
ìåð ïëîñêèé ìîðôèçì). Îí èíäóöèðóåò ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà Lf∗ : Db(coh(Y )) −→
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Db(coh(X)) . Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêòîð Lf∗ ïåðåâîäèò ñîâåðøåííûé êîìïëåêñ íà Y â ñîâåð-
øåííûé êîìïëåêñ íà X . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ôóíêòîð Lf̄∗ : DSg(Y ) −→ DSg(X) . Ïî òåì
æå ñàìûì ïðè÷èíàì ñóùåñòâóåò ôóíêòîð Lf̄∗ : D

′
Sg(Y ) −→ D

′
Sg(X) .

Ïóñòü f : X → Y � ìîðôèçì êîíå÷íîé Tor-ðàçìåðíîñòè, êîòîðûé ê òîìó æå ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì ëîêàëüíî êîíå÷íîãî òèïà. Ïðè äàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ìîðôèçì ñóùåñòâóåò ôóíê-
òîð ïðÿìîãî îáðàçà Rf∗ : Db(coh(X)) → Db(coh(Y )) è, áîëåå òîãî, ýòîò ôóíêòîð ïåðåâîäèò
ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû â ñîâåðøåííûå (ñìþ [3] III, èëè [25]). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ôóíêòîð
Rf̄∗ : DSg(X) → DSg(Y ) , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðàâÿì ñîïðÿæåííûì ê ôóíêòîðó Lf̄∗ .

Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì ñâîéñòâî ëîêàëüíîñòè äëÿ òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé.

Ïðåäëîæåíèå 1.14. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF), è ïóñòü j : U ↪→ X � âëîæå-
íèå îòêðûòîé ïîäñõåìû òàêîé, ÷òî Sing(X) ⊂ U . Òîãäà ôóíêòîð j̄∗ : DSg(X) −→ DSg(U)
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê X íåòåðîâà ñõåìà, òî ñóùåñòâóåò ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà Rj∗ :
Db(Qcoh(U)) −→ Db(Qcoh(X)) , êîòîðûé ñîïðÿæåí ñïðàâà ê j∗ . Êîìïîçèöèÿ j∗Rj∗ èçîìîðôíà
òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó. Âîçüìåì êàêîé-íèáóäü îáúåêò B ∈ Lfr(U) è ðàññìîòðèì Rj∗(B) .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáúåêò Rj∗(B) ïðèíàäëåæèò Lfr(X) . Äåéñòâèòåëüíî, äàííîå óñëîâèå ëî-
êàëüíî. Äëÿ U îíî âûïîëíåíî , à äëÿ X \Sing(X) êàê äëÿ ãëàäêîé ñõåìû ýòî î÷åâèäíî. Òàêèì
îáðàçîì ôóíêòîð Rj∗ èíäóöèðóåò ôóíêòîð

Rj̄∗ : D
′
Sg(U) −→ D

′
Sg(X).

Áîëåå òîãî, ôóíêòîð Rj̄∗ ñîïðÿæåí ñïðàâà ê j̄∗ .
Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A ∈ Db(Qcoh(X)) èìååòñÿ êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå µA : A −→

Rj∗j∗A . Êîíóñ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ C(µA) ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì ñ íîñèòåëåì, ïðèíàäëåæàùèì
X \ U , è ñëåäîâàòåëüíî, íå ïåðåñåêàþùèì Sing(X) . Ïî ëåììå 1.10 îáúåêò C(µA) ïðèíàä-
ëåæèò ïîäêàòåãîðèè Lfr(X) . Òàêèì îáðàçîì, µA ñòàíîâèòñÿ èçîìîðôèçìîì â D

′
Sg(X) . È,

çíà÷èò, ôóíêòîð
j̄∗ : D

′
Sg(X) −→ D

′
Sg(U)

âïîëíå ñòðîãèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî j∗Rj∗(B) ∼= B äëÿ ëþáîãî B ∈ Db(Qcoh(U)) .
Ñëåäîâàòåëüíî, j̄∗ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Ôóíêòîð j∗ ñîõðàíÿåò êîãåðåíòíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.13, ïîëó÷àåì,
÷òî ôóíêòîð

j̄∗ : DSg(X) −→ DSg(U)

âïîëíå ñòðîãèé. Îñòàëîñü òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî ïî ëåììå 1.11 âñÿêèé îáúåêò B ∈ DSg(U) èçî-
ìîðôåí îáúåêòó âèäà F [k] , ãäå F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà U , è âñÿêèé êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà
U ìîæåò áûòü ïîëó÷åí îãðàíè÷åíèåì êîãåðåíòíîãî ïó÷êà ñ X ([12], óïð. 5.15). Îòñþäà ñðàçó
ñëåäóåò, ÷òî j̄∗ : DSg(X) −→ DSg(U) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. 2

1.3. Òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé äëÿ ãîðåíøòåéíîâûõ ñõåì. Íàïîì-
íèì îïðåäåëåíèÿ ãîðåíøòåéíîâà ëîêàëüíîãî êîëüöà è ãîðåíøòåéíîâîé ñõåìû.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ëîêàëüíîå êîëüöî A íàçûâàåòñÿ ãîðåíøòåéíîâûì, åñëè A êàê ìîäóëü
íàä ñîáîé èìååò êîíå÷íóþ èíúåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè A ãîðåíøòåéíîâî, òî A ÿâëÿåòñÿ äóàëèçèðóþùèì êîìïëåêñîì äëÿ
ñåáÿ (ñì. [13]). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A èìååò êîíå÷íóþ èíúåêòèâíóþ ðàçìåðíîñòü è åñòåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå

M −→ RHom·(RHom·(M, A), A)

åñòü èçîìîðôèçì äëÿ âñÿêîãî êîãåðåíòíîãî A -ìîäóëÿ M è, êàê ñëåäñòâèå, äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà
èç Db(coh(Spec(A))) .

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ñõåìà X íàçûâàåòñÿ ãîðåíøòåéíîâîé, åñëè âñå åå ëîêàëüíûå êîëüöà ÿâ-
ëÿþòñÿ ãîðåíøòåéíîâûìè ëîêàëüíûìè êîëüöàì.

Çàìå÷àíèå 1.17. Åñëè ñõåìà X ãîðåíøòåéíîâà è èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ, òîãäà
ïó÷îê OX ÿâëÿåòñÿ äóàëèçèðóþùèì êîìïëåêñîì äëÿ X , òî åñòü îí èìååò êîíå÷íóþ èíúåê-
òèâíóþ ðàçìåðíîñòü êàê êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê, è åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

F −→ RHom·(RHom·(F ,OX),OX)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ âñÿêîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F . Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò öåëîå n0 òàêîå, ÷òî Exti(F ,OX) = 0 äëÿ êàæäîãî êâàçèêîãåðåíòíîãî ïó÷êà F è
äëÿ âñåõ i > n0 .

Ëåììà 1.18. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF) è ÿâëÿåòñÿ ãîðåíøòåéíîâîé. Òîãäà äëÿ
âñÿêîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F è îáúåêòà P · ∈ Perf(X) ñóùåñòâóåò öåëîå m , çàâèñÿùåå
òîëüêî îò P · , è òàêîå, ÷òî

Homi(F , P ·) = 0

äëÿ âñåõ i > m .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F è äëÿ âñÿêîãî ëîêàëüíî ñâîáîäíîãî ïó÷êà
P ìû óæå çíàåì, ÷òî

Exti(F ,P) = Exti(F ,OX)⊗ P = 0

äëÿ ëþáîãî i > n0 . Èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îò ëîêàëüíûõ ê ãëîáàëüíûì
Ext'àì, ïîëó÷àåì, ÷òî

Exti(F ,P) = 0

äëÿ âñåõ i > n0 + n , ãäå n � ðàçìåðíîñòü X . Òàê êàê P · � îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ, òî
ñóùåñòâóåò m , çàâèñÿùåå òîëüêî îò P · , òàêîå, ÷òî

Homi(F , P ·) = 0

äëÿ âñåõ i > m . 2

Ëåììà 1.19. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF) è ÿâëÿåòñÿ ãîðåíøòåéíîâîé. Òîãäà ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ íà êîãåðåíòíûé ïó÷îê F ýêâèâàëåíòíû.

1) Ïó÷êè Exti(F ,OX) òðèâèàëüíû äëÿ âñåõ i > 0 .
2) Ñóùåñòâóåò ïðàâàÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà

0 −→ F −→ {Q0 −→ Q1 −→ Q3 · · · }.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç F∨ ïó÷îê Hom(F ,OX) . Ðàññìîòðèì ëîêàëüíî
ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó ïó÷êà F∨ . Òàê êàê OX ÿâëÿåòñÿ äóàëèçèðóþùèì êîìïëåêñîì, òî,
ïðèìåíÿÿ ê íåé ôóíêòîð Hom(·,OX) , ìû ïîëó÷àåì ïðàâóþ ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó
F .

2) ⇒ 1). Ðàññìîòðèì ãðóáîå îáðåçàíèå σ≤kQ· äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
G íåòðèâèàëüíóþ êîãîìîëîãèþ Hk(σ≤kQ·) . Äëÿ âñÿêîãî i > 0 èìåþòñÿ èçîìîðôèçìû

Exti(F ,OX) ∼= Exti+k+1(G,OX) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 1.17. 2

Ëåììà 1.20. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF) è ÿâëÿåòñÿ ãîðåíøòåéíîâîé. Ïóñòü
F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì êîìïëåêñîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Exti(F ,OX) = 0 äëÿ âñåõ i > 0 . Òîãäà F ëîêàëüíî ñâîáîäåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê F ñîâåðøåííûé, òî F∨ = Hom(F ,OX) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåí-
íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, F∨ èìååò îãðàíè÷åííóþ ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó P · −→ F∨ .
Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî OX ÿâëÿåòñÿ äóàëèçèðóþùèì êîìïëåêñîì, ìû ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííóþ ïðà-
âóþ ðåçîëüâåíòó F −→ P · . Ñëåäîâàòåëüíî, F ëîêàëüíî ñâîáîäåí. 2

Ïðåäëîæåíèå 1.21. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF) è ÿâëÿåòñÿ ãîðåíøòåéíîâîé.
Ïóñòü F è G � êîãåðåíòíûå ïó÷êè, äëÿ êîòîðûõ Exti(F ,OX) = 0 äëÿ âñåõ i > 0 . Çà-
ôèêñèðóåì N òàêîå, ÷òî Exti(P,G) = 0 äëÿ i > N è äëÿ âñÿêîãî ëîêàëüíî ñâîáîäíîãî ïó÷êà
P . Òîãäà

HomDSg(X)(F ,G[N ]) ∼= ExtN (F ,G)/R,

ãäå R � ïîäïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê,
òî åñòü e ∈ R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà e = βα ñ α : F → P è β ∈ ExtN (P,G) , ãäå P
� ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ëîêàëèçàöèè âñÿêèé ìîðôèçì èç F â G[N ] â êàòåãîðèè
DSg(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàðîé ìîðôèçìîâ â Db(coh(X)) âèäà

(2) F s←− A
a−→ G[N ]

ñ óñëîâèåì, ÷òî êîíóñ C(s) åñòü ñîâåðøåííûé êîìïëåêñ. Ïî ëåììå 1.19 ñóùåñòâóåò ïðàâàÿ ëî-
êàëüíî ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà F −→ Q· . Ðàññìîòðèì ãðóáîå îáðåçàíèå σ≤kQ· äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî k òàêîãî, ÷òî Hom(E [−k − 1], C(s)) = 0, ãäå E = Hk(σ≤kQ·) . Òàêîå k ñóùåñòâóåò
ïî ëåììå 1.18. Èñïîëüçóÿ òðåóãîëüíèê

E [−k − 1] −→ F −→ σ≤kQ· −→ E [−k],

ìû âèäèì, ÷òî îòîáðàæåíèå F → C(s) ìîæåò áûòü ïîäíÿòî äî îòîáðàæåíèÿ σ≤kQ· → C(s) .
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìîðôèçì E [−k − 1] → A , è ýòîò ìîðôèçì èíäóöèðóåò ïàðó âèäà

(3) F s′←− E [−k − 1] e−→ G[N ],

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà â êàòåãîðèè DSg(X) ïàðå (2). Òàê êàê Exti(P,G) = 0 ïðè i > N è äëÿ
âñÿêîãî ëîêàëüíî ñâîáîäíîãî ïó÷êà P , ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Hom(σ≤kQ·[−1],G[N ]) = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ìîðôèçì f , êîòîðûé äîïîëíÿåò ñëåäóþùóþ äèàãðàììó äî êîììóòà-
òèâíîé

E [−k − 1]
e

%%JJJJJJJJJ
s′

{{vvvvvvvvvv

F
f

// G[N ]

.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîðôèçì f ýêâèâàëåíòåí ìîðôèçìó, çàäàâàåìîìó ïàðîé (3) è, êàê ñëåäñòâèå,
ïàðîé (2). Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ìîðôèçì ìåæäó F è G[N ] â DSg(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêî-
òîðûì ìîðôèçìîì ìåæäó F è G[N ] â êàòåãîðèè Db(coh(X)) . Åñëè òåïåðü f ÿâëÿåòñÿ 0 -
ìîðôèçìîì, òî ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, ïðèâåäåííóþ âûøå, ìû íàõîäèì, ÷òî f ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç
σ≤kQ· → G[N ] . Ïî óñëîâèþ íà G âñÿêèé òàêîé ìîðôèçì ìîæåò áûòü ïîäíÿò äî ìîðôèçìà
Q0 → G[N ] . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè f ÿâëÿåòñÿ 0 -ìîðôèçìîì â DSg(X) , òîãäà îí ïðîïóñêàåòñÿ
÷åðåç Q0 . 2

Çàìå÷àíèå 1.22. Åñëè X ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé, òîãäà N ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì 0 .

Ïðåäëîæåíèå 1.23. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF) è ÿâëÿåòñÿ ãîðåíøòåéíîâîé.
Òîãäà âñÿêèé îáúåêò A ∈ DSg(X) èçîìîðôåí îáðàçó êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F òàêîãî, ÷òî
Exti(F ,OX) = 0 äëÿ âñåõ i > 0 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáúåêò A ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îáúåêòîì êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Âîçü-
ìåì ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ îãðàíè÷åííóþ ñïðàâà ðåçîëüâåíòó P · ∼→ A , êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò ïî
ëåììå 1.4. Ðàññìîòðèì ãðóáîå îáðåçàíèå σ≥−kP · äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k À 0 . Îáîçíà÷èì
÷åðåç G êîãîìîëîãèþ H−k(σ≥−kP ·) . Òàê êàê A îãðàíè÷åí è X ãîðåíøòåéíîâà , òî êîì-
ïëåêñ RHom·(A,OX) îãðàíè÷åí. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè k À 0 , òî Exti(G,OX) = 0 äëÿ
âñåõ i > 0 . Áîëåå òîãî, ïîëó÷àåì, ÷òî A ∼= G[k + 1] â DSg(X) .

Ïî ëåììå 1.19 ñóùåñòâóåò ïðàâàÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà G → Q0 → Q1 → · · · .
Ðàññìîòðèì Im dk−1 = Ker dk ⊂ Qk è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç F . Ïðèìåíÿÿ ñíîâà ëåììó 1.19,
ïîëó÷àåì, ÷òî Exti(F ,OX) = 0 äëÿ âñåõ i ≥ 0 . À êðîìå òîãî, èìååòñÿ èçîìîðôèçì A ∼=
G[k + 1] ∼= F â DSg(X) . 2

Corollary 1.24. Ïóñòü ñõåìà X óäîâëåòâîðÿåò (ELF), ãîðåíøòåéíîâà è òàêàÿ, ÷òî çàìêíó-
òîå ïîäìíîæåñòâî Sing(X) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Òîãäà dimk Hom(A,B) < ∞ äëÿ ëþáûõ äâóõ
îáúåêòîâ A,B ∈ DSg(X) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � íåêîòîðàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ X . Òàê êàê Sing(X) ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì, òî ïåðñå÷åíèå Sing(X) ñ äîïîëíåíèåì X\X ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Ðàçðåøàÿ, åñëè ýòî
íåîáõîäèìî, îñîáåííîñòè X íà äîïîëíåíèèè X\X , ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Sing(X) ñîâïà-
äàåò ñ Sing(X) . Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.14 ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîñòü DSg(X) ' DSg(X) . Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ Db(coh(X)) ïðîñòðàíñòâî ìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-
íîìåðíûì. Ñåé÷àñ óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 1.21 è 1.23. 2

2. Ïåðèîäè÷íîñòü Êíîððåðà

Ïóñòü X � îòäåëèìàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñõåìà êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ. Ëþáàÿ òàêàÿ ñõåìà
èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ (ñì. [3], II). Ïóñòü f : X → A1 � ïëîñêèé
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ìîðôèçì. Ðàññìîòðèì ñõåìó Y = X × A2 è åå ìîðôèçì â A1 âèäà g = f + xy , ãäå x, y �
êîîðäèíàòû íà A2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç X0 = X/f è Y0 = Y/g ñëîè íà òî÷êîé 0 îòîáðàæåíèé f

è g ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ñõåìû Z = Y0/x . Ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ i :
Z → Y0 è q : Z → X0 , ãäå ïåðâûé � ýòî çàìêíóòîå âëîæåíèå, à âòîðîé � ýòî A1 -ðàññëîåíèå. Âñå
ñõåìû, îïðåäåëåííûå âûøå, ÿâëÿþòñÿ îòäåëèìûìè íåòåðîâûìè ñõåìàìè êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè
Êðóëëÿ è èìåþò äîñòàòî÷íî ìíîãî ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ Ri∗q∗ : Db(coh(X0)) → Db(coh(Y0)) è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç ΦZ . Öåëü
äàííîãî ïàðàãðàôà äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1. Ôóíêòîð ΦZ : Db(coh(X0)) → Db(coh(Y0)) , çàäàííûé êàê êîìïîçèöèÿ

ΦZ(·) = Ri∗q∗(·)

èíäóöèðóåò ôóíêòîð ΦZ : DSg(X0) −→ DSg(Y0) , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Çàìå÷àíèå 2.2. The assertion of this theorem is known in local theory of singularities as Kn�orrer
periodicity. It was proved for maximal Cohen-Macalay modules over regular analitic k-algebra P with
non-zero element f in the maximal ideal by Kn�orrer ([20], Th.3.1). He used a matrix factorization
introduced by Eisenbud in [8], which is discussed in the next section.

Äëÿ íà÷àëà, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ÷àñòè÷íûå êîìïàêòèôèêàöèè Y and Y0 . Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Y ñõåìó X × P2 è ïóñòü Y 0 ⊂ Y îáîçíà÷àåò çàìêíóòóþ ïîäñõåìó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì fz2 + xy = 0 , ãäå x, y, z � ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû íà P2 . Ñóùåñòâóåò ïëîñêîå
îòîáðàæåíèå π : Y 0 → X , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íà êîíèêè íàä X . Ñõåìà Y 0 ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé êîìïàêòèôèêàöèåé Y0 òàêîé, ÷òî Sing(Y 0) = Sing(Y0) . Ñëåäîâàòåëüíî, èç
ïðåäëîæåíèÿ 1.14 ïîëó÷àåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü DSg(Y 0) ∼= DSg(Y0) òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãî-
ðèé îñîáåííîñòåé.

ðàññìîòðèì ðàññëîåííûé êâàäðàò
Z̃

i−−−−→ Y 0

p

y
yπ

X0
j−−−−→ X.

Çäåñü Z̃ = X0 ×X Y 0 �ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå. Ñõåìà Z̃ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ êîì-
ïîíåíò Z1 ∪ Z2 . Êàæäàÿ êîìïîíåíòà Zi èçîìîðôíà P1 × X0 , à èõ ïåðåñå÷åíèå èçîìîðôíî
X0 . Êîìïîíåíòà Z1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé êîìïàêòèôèêàöèåé Z = A1 × X0 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
i1, i2 çàìêíóòûå âëîæåíèÿ Z1, Z2 â Y 0 , à ÷åðåç W ⊂ Y 0 � ïåðåñå÷åíèå Z1 ∩ Z2 , êîòîðîå
èçîìîðôíî X0 . Áîëåå òîãî, Sing(Y 0) ñîäåðæèòñÿ â W è ñîâïàäàåò ñ Sing(X0) îòíîñèòåëüíî
èçîìîðôèçìà W ∼= X0 .

Ëåììà 2.3. Çàìêíóòîå âëîæåíèå i1 : Z1 ↪→ Y 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, à Z1 � äèâèçîðîì
Êàðòüå â Y 0 . Îãðàíè÷åíèå ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ OY 0

(Z1) íà Z1 èçîìîðôíî OZ1
(−1) =

OP1(−1) £OX0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äèâèçîð Êàðòüå íà Y 0 , çàäàâàåìûé óðàâíåíèåì x = 0 . Îí
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì Z1 è D , ãäå D � ýòî êîìïîíåíòà Y 0 \ Y0 . Ñëåäîâàòåëüíî, D íå
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ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñîáåííîñòÿìè Y 0 . Èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî D åñòü äèâèçîð Êàðòüå. Çíà÷èò, Z1

òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå, à i1 � ðåãóëÿðíûì âëîæåíèåì.
Ðàññìîòðèì äèâèçîð Z̃ = Z1 ∪ Z2 . Îí ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì π−1(X0) , à åãî îãðàíè÷åíèå

íà Z1 òðèâèàëüíî. Îãðàíè÷åíèå æå O(Z2) íà Z1 åñòü OP1(1) £ OX0 , òàê êàê ïåðåñå÷åíèå
Z2∩Z1 = W èçîìîðôíî X0 . Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèå O(Z1) íà Z1 åñòü OP1(−1)£OX0 .
2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1 ïðîåêöèþ Z1 íà X0 è ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

Z1
i1−−−−→ Y 0

p1

y
yπ

X0
j−−−−→ X.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ôóíêòîð ΦZ1
= Ri1∗p∗1 : Db(coh(X0)) → Db(coh(Y 0)) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå

ñòðîãèì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêòîð ΦZ1

= Ri1∗p∗1 èìååò ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ΦZ1∗ = Rp1∗i[1 , ãäå
i[1(·) ∼= Li∗1(· ⊗ O(Z1))[−1] (ñì., ê ïðèìåðó, [13] Ñëåä.7.3).

Â íà÷àëå îòìåòèì, ÷òî ôóíêòîð p∗1 : Db(coh(X0)) −→ Db(coh(Z1)) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì,
òàê êàê ïî ôîðìóëå ïðîåêöèè èìååòñÿ èçîìîðôèçì

Rp1∗p∗1(A) ∼= A⊗Rp1∗OZ1

∼= A⊗OX0
∼= A

äëÿ êàæäîãî A ∈ Db(coh(X0)) .
Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêòîðîâ id → ΦZ1∗ΦZ1

. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ôóíêòîðîâ. Âîçüìåì îáúåêò A ∈ Db(coh(X0))
è ðàññìîòðèì âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

(4) A −→ ΦZ1∗ΦZ1
(A) −→ C

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî C = 0 , äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî Rj∗C = 0 .
Òàê êàê ôóíêòîð p∗1 âïîëíå ñòðîãèé, òðåóãîëüíèê (4) åñòü îáðàç òðåóãîëüíèêà

(5) p∗1A −→ i[1Ri1∗p∗1A −→ B

îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà Rp∗1 (ïåðâûé ìîðôèçì â òðåóãîëüíèêå � êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå,
èíäóöèðîâàííîå åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì id → i[1Ri1∗ ). Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð Ri1∗ ê âû-
äåëåííîìó òðåóãîëüíèêó (5), ïîëó÷àåì òðåóãîëüíèê

Ri1∗p∗1A −→ Ri1∗i[1Ri1∗p∗1A −→ Ri1∗B.

Îí ðàñùåïëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ìîðôèçìîì Ri1∗i[1Ri1∗p∗1A → Ri1∗p∗1A , êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ
êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáúåêòà Ri1∗p∗1A è ìîðôèçìà α èç òðåóãîëüíèêà

i1∗OZ1
(Z1)[−1] α−→ OY 0

−→ OY 0
(Z1) −→ i1∗OZ1

(Z1).

Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåêò Ri∗B èçîìîðåí Ri∗p∗1A(Z1) = Ri∗(p∗1A ⊗ OZ1
(−1)) . Èìååòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü èçîìîðôèçìîâ

Rj∗C ∼= Rj∗Rp1∗B ∼= Rπ∗Ri1∗B ∼= Rπ∗Ri1∗(p∗1A⊗OZ1
(−1))

∼= Rj∗Rp1∗(p∗1A⊗OZ1
(−1)) ∼= Rj∗(A⊗Rp1∗OZ1

(−1)) ∼= 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ôóíêòîð ΦZ1
= Ri1∗p∗1 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. 2

Corollary 2.5. Ôóíêòîð ΦZ1
: Db(coh(X0)) → Db(coh(Y 0)) èíäóöèðóåò ôóíêòîð ΦZ :

DSg(X0) −→ DSg(Y 0) , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêòîðû p∗1 è i[1 = Li∗1(· ⊗ O(Z1))[−1] , êàê ôóíêòîðû îáðàòíîãî îáðàçà,
ïåðåâîäÿò ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû â ñîâåðøåííûå. Ôóíêòîðû Ri1∗ è Rp1∗ òàêæå ñîõðàíÿþò
ñîâåðøåííûå êîìïëåêñû, òàê êàê îáà ìîðôèçìà i1 è p1 èìåþò êîíå÷íóþ Tor-ðàçìåðíîñòü,
ñîáñòâåííû è êîíå÷íîãî òèïà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ôóíêòîð ΦZ1
: DSg(X0) → DSg(Y0) è ýòîò ôóíêòîð èìååò ñî-

ïðÿæåííûé ñïðàâà ΦZ1∗ . Òàê êàê êîìïîçèöèÿ ΦZ1∗ΦZ1
èçîìîðôíà òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó,

òî êîìïîçèöèÿ ΦZ1∗ΦZ1
òàêæå èçîìîðôíà òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó. 2

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ôóíêòîð ΦZ1
: DSg(X0) −→ DSg(Y 0) è ïîêàçàëè, ÷òî îí âïîëíå

ñòðîãèé. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûé ôóíêòîð ÿâëÿåò-
ñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé îáúåêò E ∈ DSg(Y 0) , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
ΦZ1∗E = 0 , ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì. Ñâîéñòâî áûòü ýêâèâàëåíòíîñòüþ ëåãêî ñëåäóåò èç äàííîãî ôàêòà.

Ëåììà 2.6. Êàæäûé îáúåêò A ∈ Db(coh(Z1)) , òàêîé ÷òî Rp1∗A = 0 , èçîìîðôåí îáúåêòó
âèäà p∗1B ⊗OZ1

(−1) äëÿ íåêîòîðîãî B ∈ Db(coh(X0)) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B îáúåêò Rp1∗(A(1)) . Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
p∗1B ⊗OZ1

(−1) → A . Îáîçíà÷èì ÷åðåç C åãî êîíóñ. Äëÿ îáúåêò C âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

Rp1∗C = 0 è Rp1∗(C(1)) = 0,

ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî ôàêòà, ÷òî p∗1 âïîëíå ñòðîãèé. Âñÿêèé ïó÷îê OZ1
(n) èìååò

ðåçîëüâåíòó âèäà
OZ1

(−1)⊕n −→ O⊕(n+1)

Z1
−→ OZ1

(n).

Ðàññìàòðèâàÿ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ C è ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð
Rp1∗ , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Rp1∗(C(n)) = 0 äëÿ âñåõ n . Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåêò C íóëåâîé,
òàê êàê ïó÷îê OZ(1) îòíîñèòåëüíî îáèëåí. 2

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, äàííàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî êàòåãîðèÿ Db(coh(Z1)) èìååò ïîëóîðòî-
ãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà

〈
p∗1D

b(coh(X0))⊗OZ1
(−1), p∗1D

b(coh(X0))
〉

(äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñì. [4]). Ýòî ìîæåò áûòü äîêàçàíî äëÿ ëþáîãî P1 -ðàññëîåíèÿ è, áîëåå òîãî, äëÿ
ëþáîé ïðîåêòèâèçàöèè âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ãëàäêîé áàçû ìîæíî íàéòè â
[22], îíî ðàáîòàåò è äëÿ ïðîèçâîëüíîé áàçû.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïî÷òè î÷åâèäíà.

Ëåììà 2.7. Ïóñòü i : Z ↪→ Y � çàìêíóòîå âëîæåíèå äèâèçîðà Êàðòüå. Ïóñòü E � ïó÷îê
íà Y , òàêîé ÷òî åãî îãðàíè÷åíèå íà äîïîëíåíèå U = Y \ Z ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûì, è
Li∗E èçîìîðôíî ëîêàëüíî ñâîáîäíîìó ïó÷êó íà Z . Òîãäà E ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà Y .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî E ëîêàëüíî ñâîáîäåí, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè t : y ↪→ Y âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Exti(E , t∗Oy) = 0
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äëÿ âñåõ i > 0 . Ïó÷îê E ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà U . Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî òîëüêî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé y ∈ Z . Â ýòîì ñëó÷àå t = i · t′ , ãäå t′ : y ↪→ Z �çàìêíóòîå âëîæåíèå. Èìååì

Exti
Y (E , t∗Oy) = Homi

Z(Li∗E , t′∗Oy) = 0

äëÿ i > 0 , òàê êàê Li∗E èçîìîðôåí ëîêàëüíî ñâîáîäíîìó ïó÷êó íà Z . 2

Èñïîëüçóÿ äâå äàííûå ëåììû, òåïåðü ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ îáúåêòà E ∈ DSg(Y 0) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
ΦZ1∗E = 0. Òîãäà E = 0 â DSg(Y 0) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî âñå ñõåìû X0, Z1, Y 0 ãîðåíøòåéíîâû. Ó÷èòûâàÿ
ïðåäëîæåíèå 1.23, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî E � ïó÷îê è Exti(E ,OX) = 0 äëÿ âñåõ i 6= 0 . Îòìåòèì,
÷òî êàæäûé òàêîé E ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà äîïîëíåíèè X \ Sing(X) . Êðîìå òîãî, äëÿ òàêîãî
E èìååì Li∗1E ∼= i∗1E ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L îòíîñèòåëüíî îáèëüíîå ðàññëîåíèå íà Y 0 , ïîëó÷àþùååñÿ îãðàíè÷åíèåì
ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ OY (1) íà Y = P2 ×X . Ìîæíî âèäåòü, ÷òî îáúåêò E ⊗L⊗n èçîìîðôåí
E â êàòåãîðèè DSg(Y 0) , òàê êàê ñóùåñòâóåò âêëþ÷åíèå E → E ⊗ L⊗n òàêîå, ÷òî íîñèòåëü
êîÿäðà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Sing(Y 0) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ïî ëåììå 1.10.

Âîçüìåì ïó÷îê i∗1E è îáîçíà÷èì ÷åðåç F ïó÷îê p1∗i∗1E íà X0 . Òåíçîðíî óìíîæàÿ E íà
Ln , åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

Rip1∗i∗1E = 0 äëÿ âñåõ i > 0 è p∗1F α−→ i∗1E ñþðúåêòèâåí.

Ïî ëåììå 2.6 ÿäðî α åñòü ïó÷îê âèäà p∗1G ⊗OZ1
(−1), ãäå G � ïó÷îê íà X0 . Ïî ïðåäïîëîæå-

íèþ, ïó÷îê F ñîâåðøåíåí êàê êîìïëåêñ íà X0 . Áîëåå òîãî, ïó÷îê G ∼= p1∗i∗1(E ⊗ L−1) òàêæå
ñîâåðøåíåí íà X0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïó÷îê i∗1E íà Z1 ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì êîìïëåêñîì íà
Z1 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû çíàåì, ÷òî E èìååò ïðàâóþ ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó. Ñëåäî-
âàòåëüíî ïó÷îê i∗1E êàê îãðàíè÷åíèå îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíîãî âëîæåíèÿ äèâèçîðà òàêæå èìååò
ïðàâóþ ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó. Èç ëåììû 1.19 ñëåäóåò, ÷òî

Exti(i∗1E ,OZ1
) = 0 äëÿ âñåõ i > 0.

Ëåììà 1.20 âëå÷åò, ÷òî i∗1E ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà Z1 . Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.7, ïîëó÷àåì,
÷òî E ëîêàëüíî ñâîáîäåí íà âñåì Y 0 . Çíà÷èò, îí èçîìîðôåí íóëåâîìó îáúåêòó â DSg(Y 0) .
2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 Ìû óæå çíàåì, ÷òî ΦZ1
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. Âîçüìåì

îáúåêò A ∈ DSg(Y 0) è ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ΦZ1
ΦZ1∗A → A . Îáîçíà÷èì

÷åðåç C åãî êîíóñ. Ïðèìåíèì ôóíêòîð ΦZ1∗ ê ïîëó÷èâøåìóñÿ âûäåëåííîìó òðåóãîëüíèêó. Òàê
êàê ΦZ1

âïîëíå ñòðîãèé, òî ΦZ1∗C = 0 . Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.8 îáúåêò C ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêòîð ΦZ1∗ òàêæå âïîëíå ñòðîãèé è, çíà÷èò, åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü. Îñòàëîñü
òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêòîð ΦZ : DSg(X0) → DSg(Y0) åñòü êîìïîçèöèÿ ôóíêòîðîâ ΦZ1

:
DSg(X0) → DSg(Y 0) è J

∗ : DSg(Y 0) → DSg(Y0) , ãäå J : Y0 ↪→ Y 0 îòêðûòîå âëîæåíèå. Îáà
ýòèõ ôóíêòîðà � ýêâèâàëåíòíîñòè. Çíà÷èò, ΦZ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. 2
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3. Òðèàíãóëèðîâàííûÿ êàòåãîðèÿ D-áðàí òèïà Â â ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà

3.1. Kontsevich's proposal and categories of pairs. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êàòåãîðèé
D-áðàí òèïà Â áûëî ïðåäëîæåíî Ì.Êîíöåâè÷åì (ñì. òàêæå [16]).

Ïîä ìîäåëüþ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà ìû áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùèé íàáîð äàííûõ: ãëàäêîå ìíî-
ãîîáðàçèå (èëè ðåãóëÿðíóþ ñõåìó) X è ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ W íà X òàêóþ, ÷òî ìîðôèçì
W : X −→ A1 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì (äëÿ îïðåäåëåíèÿ D-áðàí òèïà Â íàì íå íóæíà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ôîðìà íà X , êîòîðàÿ äîëæíà áûòü â ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà òàêæå).

Ñ êàæäîé òî÷êîé w0 ∈ A1 ìû ìîæåì ñâÿçàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ Z/2Z -ãðàäóèðîâàííóþ
êàòåãîðèþ DGw0(W ) , òî÷íóþ êàòåãîðèþ Pairw0(W ) , and a triangulated category DBw0(W ) .
Ìû äàäèì êîíñòðóêöèè ýòèõ êàòåãîðèé â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî ñõåìà X = Spec(A) àôôèííà (ñì.
[16]). Îïðåäåëåíèå â îáùåé ñèòóàöèè íå òàêîå ïðîñòîå.

Òàê êàê êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà àôôèííîé ñõåìå X = Spec(A) íå ÷òî èíîé êàê
êàòåãîðèÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ A -ìîäóëåé, ìû áóäåì ñâîáîäíî ïåðåõîäèòü îò ïó÷êîâ ê ìîäóëÿì
è îáðàòíî.

Îáúåêòàìè âñåõ òðåõ êàòåãîðèé ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå ïàðû

P :=
(

P1

p1 //
P0

p0

oo
)
,

â êîòîðûõ P0, P1 � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïðîåêòèâíûå A -ìîäóëè, à êîìïîçèöèè p0p1 è p1p0

ÿâëÿþòñÿ óìíîæåíèåì íà ýëåìåíò (W − w0) ∈ A .
Ìîðôèçìû èç P â Q â êàòåãîðèè DGw0(W ) � ýòî Z/2Z -ãðàäóèðîâàííûé êîìïëåêñ

Hom(P , Q) =
⊕

i,j

Hom(Pi, Qj)

ñ åñòåñòâåííîé ãðàäóèðîâêîé (i − j) mod 2, è ñ äèôôåðåíöèàëîì D , äåéñòâóþùèì íà îäíî-
ðîäíûõ ýëåìåíòàõ ñòåïåíè k ïî ïðàâèëó

Df = q ◦ f − (−1)kf ◦ p.

Ïðîñòðàíñòâî ìîðôèçìîâ Hom(P , Q) â êàòåãîðèè Pairw0(W ) � ýòî ïðîñòðàíñòâî îäíîðîä-
íûõ ñòåïåíè 0 ìîðôèçìîâ â DGw0(W ) , êîòîðûé êîììóòèðóþò ñ äèôôåðåíöèàëîì. Ïðîñòðàí-
ñòâî ìîðôèçìîâ â êàòåãîðèè DBw0(W ) � ïðîñòðàíñòâî ìîðôèçìîâ â Pairw0(W ) ïî ìîäóëþ
íóëü-ãîìîòîïíûõ, òî åñòü

HomPairw0(W )(P , Q) = Z0(Hom(P , Q)), HomDBw0 (W )(P , Q) = H0(Hom(P , Q)).

Òàêèì îáðàçîì, ìîðôèçì f : P → Q â êàòåãîðèè Pairw0(W ) � ýòî ïàðà ìîðôèçìîâ f1 : P1 →
Q1 è f0 : P0 → Q0 òàêèõ, ÷òî f1p0 = q0f0 è q1f1 = f0p1 . Ìîðôèçì f íóëü-ãîìîòîïåí,
åñëè íàéäåòñÿ ïàðà ìîðôèçìîâ s : P0 → Q1 è t : P1 → Q0 , äëÿ êîòîðûõ f1 = q0t + sp1 è
f0 = tp0 + q1s .

Î÷åâèäíî, ÷òî êàòåãîðèÿ Pairw0(W ) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé êàòåãîðèåé îòíîñèòåëüíî ïîêîìïîíåíò-
íûõ ìîíîìîðôèçìîâ è ýïèìîðôèçìîâ (ñì. îïðåäåëåíèå â [23]).

Çàìå÷àíèå 3.1. Çàìå÷àòåëüíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîÿâèëàñü ìíîãî
ëåò íàçàä â ñòàòüå [8] è èçâåñòíà äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â òåîðèè îñîáåííîñòåé êàê ìàòðè÷íàÿ ôàêòî-
ðèçàöèÿ.
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Êàòåãîðèÿ DBw0(W ) ìîæåò áûòü îñíàùåíà åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé òðèàíãóëèðîâàííîé êà-
òåãîðèè. Äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ ìû äîëæíû çàäàòü ôóíêòîð ñäâèãà [1] è êëàññ âûäåëåííûõ òðå-
óãîëüíèêîâ.

Ôóíêòîð ñäâèãà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêòîð, êîòîðûå ïåðåâîäèò îáúåêò P â îáúåêò

P [1] =
(
P0

−p0 //
P1

−p1

oo
)
,

(òî åñòü ìåíÿåò ïîðÿäîê ìîäóëåé è çíàê ó ìîðôèçìîâ), è ïðåâîäèò ìîðôèçì f = (f0, f1) â
ìîðôèçì f [1] = (f1, f0) . Âèäíî, ÷òî ôóíêòîð [2] ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ôóíêòîðîì.

Äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà f : P → Q â êàòåãîðèè Pairw0(W ) îïðåäåëèì êîíóñ C(f) êàê
îáúåêò âèäà

C(f) =
(
Q1 ⊕ P0

c1 //
Q0 ⊕ P1

c0
oo

)
,

ãäå

c0 =

(
q0 f1

0 −p1

)
, c1 =

(
q1 f0

0 −p0

)
.

Ñóùåñòâóþ îòîáðàæåíèÿ g : Q → C(f), g = (id, 0) è h : C(f) → P [1], h = (0,−id) .
Òåïåðü, îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûé òðåóãîëüíèê â êàòåãîðèè DBw0(W ) êàê òðåóãîëüíèê âèäà

P
f−→ Q

g−→ C(f) h−→ P [1].

äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ Pairw0(W ) .

Îïðåäåëåíèå 3.2. Òðåóãîëüíèê P→Q→R→P [1] in DBw0(W ) áóäåò âûäåëåííûì, åñëè îí
èçîìîðôåí ñòàíäàðòíîìó òðåóãîëüíèêó.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Êàòåãîðèÿ DBw0(W ) ñ ôóíêòîðîì ñäâèãà [1] è êëàññîì âûäåëåííûõ òðå-
óãîëüíèêîâ, îïðåäåëííûõ âûøå, ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ îáû÷íî ãîìîòîïè÷åñêîé êà-
òåãîðèè (ñì.,íàïðèìåð, [10],[17]). 2

Îïðåäåëåíèå 3.4. Îïðåäåëèì êàòåãîðèþ D-áðàí òèïà Â (B-áðàíû) íà X ñ ñóïåðïîòåíöèàëîì
W êàê ïðîèçâåäåíèå DB(W ) =

∏
w∈A1

DBw(W ) .

Îòìåòèì, ÷òî, òàê êàê X ðåãóëÿðíàÿ, ìíîæåñòâî òî÷åê íà A1 ñ îñîáûìè ñëîÿìè ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì [12], III,Ñëåä.10.7 (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ïðîèñõîäèò íàä ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0). Íèæå
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî êàòåãîðèÿ DBw(W ) ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè ñëîé íà òî÷êîé w ãëàäêèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàòåãîðèÿ DB(W ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà êàòåãîðèé.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîòðèé D1 è D2 � ýòî òîæå ñàìîå, êàê èõ îðòî-
ãîíàëüíàÿ ñóììà. Îáúåêòû � ïàðû (A,B) , ãäå A ∈ D1 è B ∈ D2 . Ïðîñòðàíñòâî ìîðôèçìîâ
ìåæäó (A,B) è (A′, B′) � ýòî ñóììà Hom(A,A′)⊕Hom(B, B′) . Ôóíêòîð ñäâèãà è âûäåëåííûå
òðåóãîëüíèêè îïðåäåëÿþòñÿ ïî êîìïîíåíòíî.

Êîíñòðóêöèÿ êàòåãîðèè DBw0(W ) âêëàäûâàåòñÿ â îáùóþ êîíñòðóêöèþ ñòàáèëüíîé êàòåãî-
ðèè, àññîöèèðîâàííîé ñ òî÷íîé êàòåãîðèåé. Íàïîìíèì êðàòêî îïðåäåëåíèå òî÷íîé êàòåãîðèè,
ââåäåííîé Êâèëëåíîì â [23].
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Òî÷íàÿ êàòåãîðèÿ E � ýòî àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ ñ âûáðàííûì êëàññîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{F ½ E ³ G} , íàçûâàåìûõ òî÷íûìè. Ýòîò âûáîð îïðåäåëÿåò äâà êëàññà ìîðôèçìîâ: äîïóñòè-
ìûå ýïèìîðôèçìû E ³ G è äîïóñòèìûå ìîíîìîðôèçìû F ½ E . Òî÷íàÿ êàòåãîðèÿ äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì àêñèîìàì. Âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èçîìîðôíàÿ òî÷íîé, òî÷íà. Âî
âñÿêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F

i½ E
p
³ G , îòîáðàæåíèå i ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì p , à p � êî-

ÿäðîì i . Êëàññ äîïóñòèìûõ ìîíîìîðôèçìîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè è îòíîñèòåëüíî
çàìåíû êîáàçû âäîëü ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ F → F ′ . Êëàññ äîïóñòèìûõ ýïèìîðôèçìîâ
çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè è îòíîñèòåëüíî çàìåíû áàçû âäîëü ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæå-
íèÿ G′ → G . Äàííîé îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî îðèãèíàëüíîìó îïðåäåëåíèþ Êâèëëåíà (ñì.
[19]).

Îáúåêò I ∈ E � èíúåêòèâåí (ñîîòâ. P � ïðîåêòèâåí), åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Hom(E, I) → Hom(F, I) → 0 (ñîîòâ. Hom(P, E) → Hom(P,G) → 0)

òî÷íà äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî ìîíîìîðôèçìà (ñîîòâ. ýïèìîðôèçìà). Ñêàæåì, ÷òî E èìååò
äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåêòèâíûõ, åñëè äëÿ êàæäîãî F ∈ E ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûé ìîíîìîðôèçì
â èíúåêòèâåí.

Åñëè E èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåêòèâíûõ, òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàáèëüíóþ êàòåãîðèþ
E êàê êàòåãîðèþ ñ òåìè æå îáúåêòàìè, ÷òî è â E , ìîðôèçìû â E � ýòî êëàññû ýêâèâàëåíòíî-
ñòåé f ìîðôèçìîâ â E ïî ìîäóëþ ïîäãðóïïû ìîðôèçìîâ, ïðîïóñêàþùèõñÿ ÷åðåç èíúåêòèâíûé
îáúåêò â E (ñì. [11, 18, 19]).

Åñëè E ê òîìó æå èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ (òî åñòü äëÿ êàæäîãî G ∈ E íàéäåòñÿ
äîïóñòèìûé ýïèìîðôèçì P ³ G ñ ïðîåêòèâíûì P ), è êëàññû ïðîåêòèâíûõ è èíúåêòèâíûõ
ñîâïàäàþò, òîãäà E íàçûâàåòñÿ ôðîáåíèóñîâîé êàòåãîðèåé. Ñòàáèëüíàÿ êàòåãîðèÿ E ñâÿçàííàÿ
ñ ôðîáåíèóñîâîé êàòåãîðèåé èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè ([11]).

Â íàøåì ñëó÷àå êàòåãîðèÿ Pairw0(W ) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé êàòåãîðèåé îòíîñèòåëüíî ïîêîìïî-
íåíòíûõ ìîíîìîðôèçìîâ è ýïèìîðôèçìîâ. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Pairw0(W ) ôðî-
áåíèóñîâà, è êëàññ èíúåêòèâíûõ ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ïàð ãîìîòîïíûõ íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
êàòåãîðèÿ DBw0(W ) íè÷òî èíîå êàê ñòàáèëüíàÿ êàòåãîðèÿ, àññîöèèðîâàííàÿ ñ òî÷íîé êàòåãî-
ðèåé Pairw0(W ) , è, â ÷àñòíîñòè, èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè.
Ýòî òàêæå äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 3.3.

3.2. Êàòåãîðèè ïàð è êàòåãîðèè îñîáåííîñòåé. Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò óñòàíîâëåíà ñâÿçü
ìåæäó êàòåãîðèåé B-áðàí â ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà è òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè
îñîáåííîñòåé ñëîåâ, ââåäåííûìè ðàíåå. Êàê îêàçàëîñü òàêàÿ ñâÿçü äëÿ ìàêñèìàëüíûõ Êîýí-
Ìàêàëååâûõ ìîäóëåé íàä ëîêàëüíûì êîëüöîì âïåðâûå ïîÿâèëàñü â ñòàòüå [8], Ñåêöèÿ 6.

Äàëåå, ïîëîæèì w0 = 0 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç X0 ñëîé f : X → A1 íàä òî÷êîé 0 . Ñ ëþáîé
ïàðîé P ìîæíî ñâÿçàòü êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(6) 0 −→ P1
p1−→ P0 −→ Coker p1 −→ 0.

Ñîïîñòàâèì îáúåêòó P ïó÷îê Coker p1 . Ýòî ïó÷îê íà X . Íî òàê êàê óìíîæåíèå íà W

àííèãèëèðóåò åãî, òî Coker p1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïó÷îê íà X0 . Âñÿêèé ìîðôèçì f :
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P → Q â Pair0(W ) çàäàåò ìîðôèçì ìåæäó êîÿäðàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ôóíêòîð Cok :
Pair0(W ) −→ coh(X0) .

Ëåììà 3.5. Ôóíêòîð Cok ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñÿêèé ìîðôèçì g : Coker p1 → Coker q1 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî îòîá-
ðàæåíèÿ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

0 −−−−→ P1
p1−−−−→ P0 −−−−→ Coker p1 −−−−→ 0

f1

y
yf0

yg

0 −−−−→ Q1
q1−−−−→ Q0 −−−−→ Coker q1 −−−−→ 0,

òàê êàê P1 è P0 ïðîåêòèâíûå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî f = (f1, f0)
ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïàð, òî åñòü f1p0 = q0f0 . Èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâåíñòâ

q1(f1p0 − q0f0) = f0p1p0 − q1q0f0 = f0W −Wf0 = 0.

Òàê êàê q1 � âëîæåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî f1p0 = q0f0 . 2

Ëåììà 3.6. Äëÿ ëþáîé ïàðû P êîãåðåíòíûé ïó÷îê Coker p1 íà X0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Exti(Coker p1,OX0) = 0

äëÿ âñåõ i > 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëå îòìåòèì, ÷òî X0 ÿâëÿåòñÿ ãîðåíøòåéíîâîé êàê ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå.
Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (6) íà X0 . Ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → Coker p1 −→ P1/W
p1|W−→ P0/W −→ Coker p1 → 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó ïó÷êà Coker p1 èìååòñÿ ïðàâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ðåçîëüâåíòà

0 → Coker p1 −→ P1/W
p1|W−→ P0/W −→ P1/W −→ · · · .

Òàê êàê X0 àôôèííà è ãîðåíøòåéíîâà, ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ðåçîëüâåíòû âëå÷åò, ÷òî

Exti(Coker p1,OX0) = 0

äëÿ âñåõ i > 0 ( ïî ëåììå 1.19). 2

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ôóíêòîð Cok èíäóöèðóåò òî÷íûé ôóíêòîð ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè
êàòåãîðèÿìè DB0(W ) è DSg(X0) .

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Ñóùåñòâóåò ôóíêòîð F , êîòîðûé äîïîëíÿåò ñëåäóþùóþ äèàãðàììó äî
êîììóòàòèâíîé

Pair0(W ) Cok−−−−→ coh(X0)y
y

DB0(W ) F−−−−→ DSg(X0).

Áîëåå òîãî, ôóíêòîð F ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ôóíêòîðîì ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãî-
ðèÿìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì ôóíêòîð Pair0(W ) → DSg(X0) , êîòîðûé åñòü êîìïîçèöèÿ Cok è
åñòåñòâåííîãî ôóíêòîðà èç coh(X) â DSg(X0) . Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ôóíê-
òîðà F , íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ìîðôèçì f = (f1, f0) : P → Q , êîòîðûé ãîìîòîïåí
0 ïåðåõîäèò â 0 -ìîðôèçì â DSg(X0) . Çàôèêñèðóåì ãîìîòîïèþ (t, s) , ãäå t : P1 → Q0 è
s : P0 → Q1 . Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå f âèäà:

P1

(t,f1)

²²

p1 //
P0

p0

oo

(s,f0)

²²

// Coker p1

²²
Q0 ⊕Q1

pr

²²

c1 //
Q1 ⊕Q0

pr

²²

c0
oo // Q0/W

²²

ãäå c0 =

(
−q0 id
0 q1

)
, c1 =

(
−q1 id
0 q0

)
.

Q1

q1 //
Q0

q0

oo // Coker q1

Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî F (f) ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ëîêàëüíî ñâîáîäíûé îáúåêò Q0/W . Ñëåäîâà-
òåëüíî, F (f) = 0 â êàòåãîðèè DSg(X0) . Äîêàçàòåëüñòâî òî÷íîñòè ôóíêòîðà F ïðÿìîå è
îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. 2

Ëåììà 3.8. Åñëè FP = 0 , òîãäà P = 0 â DB0(W ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè FP = 0 , òî Coker p1 ñîâåðøåííûé êîìïëåêñ. Çíà÷èò, ïî ëåììàì
1.20 è 3.6 îí ëîêàëüíî ñâîáîäåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f : Coker p1 → P0/W ,
êîòîðîå ðàñùåïëÿåò ýïèìîðôèçì pr : P0/W → Coker p1 . Îí ìîæåò áûòü ïîäíÿò äî îòîáðàæåíèÿ
èç {P1

p1−→ P0} â {P0
W−→ P0} . Ðàññìîòðèì äèàãðàììó

P1
p1−−−−→ P0 −−−−→ Coker p1

t

y
yu

yf

P0
W−−−−→ P0 −−−−→ P0/W

p0

y
yid

ypr

P1
p1−−−−→ P0 −−−−→ Coker p1.

Òàê êàê êîìïîçèöèÿ pr · f òîæäåñòâåííà, îòîáðàæåíèå (p0t, u) ïàðû {P1
p1−→ P0} â ñåáÿ

ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìîðôèçì s : P0 → P1

òàêîé, ÷òî
idP1 − p0t = sp1 è p1s = idP0 − u.

Áîëåå òîãî, èìåþòñÿ ðàâåíñòâà

0 = (up1 −Wt) = (up1 − tW ) = (u− tp0)p1.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî (u − tp0) = 0 , òàê êàê íåòó îòîáðàæåíèé èç Coker p1 â P0 . Îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì ìîðôèçìû t è s , äëÿ êîòîðûõ

idP1 = p0t + sp1 è idP0 = p1s + tp0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà P èçîìîðôíà íóëåâîìó îáúåêòó â êàòåãîðèè DB0(W ) . 2



23

Òåîðåìà 3.9. Ôóíêòîð F : DB0(W ) −→ DSg(X0) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.6 êîãåðåíòíûå ïó÷êè Coker p1 è Coker q1 óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ ïðåäëîæåíèÿ 1.21 ñ N = 0 . Ïîëó÷àåì èçîìîðôèçì

HomDSg(X0)(Coker p1,Coker q1) ∼= Homcoh(X0)(Coker p1, Coker q1)/R,

ãäå R � ïîäïðîñòðàíñòâî ìîðôèçìîâ, ïðîïóñêàþùèõñÿ ÷åðåç ëîêàëüíî ñâîáîäíûå ïó÷êè. Òàê
êàê Cok ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêòîð F òàê æå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî F ñòðîãèé ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì. Ïóñòü f : P → Q ìîðôèçì, äëÿ
êîòîðîãî F (f) = 0 . Âêëþ÷èì f â âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

P
f−→ Q

g−→ R.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå FQ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç FQ
Fg−→ FR . Òàê êàê

F ïîëíûé, òî íàéäåòñÿ îòîáðàæåíèå h : Q → Q , ïðîïóñêàþùååñÿ ÷åðåç g : Q → R , äëÿ
êîòîðîãî Fh = id . Ñëåäîâàòåëüíî, êîíóñ C(h) îòîáðàæåíèÿ h ïåðåõîäèò â íóëåâîé îáúåêò
ïîä äåéñòâèåì ôóíêòîðà F . Ïî ëåììå 3.8 îáúåêò C(h) ñàì ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, è, çíà÷èò, h �
èçîìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì, g : Q → R � ðàñùåïëÿþùèéñÿ ìîíîìîðôèçì, è, ñëåäîâàòåëüíî,
f = 0 .

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé îáúåêò A ∈ DSg(X0) èçî-
ìîðôåí îáúåêòó âèäà FP äëÿ íåêîòîðîãî P . Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.23 âñÿêèé îáúåêò A ∈
DSg(X0) èçîìîðôåí îáðàçó êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F , äëÿ êîòîðîãî Exti(F ,OX) = 0 äëÿ âñåõ
i > 0 . Ðàññìîòðèì ýïèìîðôèçì P0 → F ïó÷êîâ íà X ñ ëîêàëüíî ñâîáîäíûì P0 . Îáîçíà÷èì
÷åðåç p1 : P1 → P0 ÿäðî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Òàê êàê óìíîæåíèå íà W èíäóöèðóåò íóëåâîé
ìîðôèçì íà F , òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå p0 : P0 → P1 òàêîå, ÷òî p0p1 = W è p1p0 = W .
Ïîëó÷àåòñÿ ïàðà

P :=
(

P1

p1 //
P0

p0

oo
)
.

Íàì òîëüêî íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî P1 ëîêàëüíî ñâîáîäåí. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ
êàæäîé çàìêíóòîé òî÷êè t : x ↪→ X èìååòñÿ çàíóëåíèå

(7) Exti(P1, t∗Ox) = 0

äëÿ âñåõ i > 0 . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü ýòî, çàìåòèì, ÷òî ïî ëåììå 1.19 ïó÷îê F èìååò
ïðàâóþ ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó íà X0 . Äëÿ âñÿêîãî ëîêàëüíî ñâîáîäíîãî ïó÷êà Q íà
X0 èìååì Exti

X(Q, t∗Ox) = 0 ïðè i > 1 . È òàê êàê êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X èìååò
êîíå÷íóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü, ïîëó÷àåì, ÷òî è äëÿ F òàêæå Exti

X(F , t∗Ox) = 0
ïðè i > 1 . Îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò (7). 2

Corollary 3.10. Êàòåãîðèÿ B-áðàí íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X ñ ñóïåðïîòåíöèàëîì W ýê-
âèâàëåíòíà ïðîèçâåäåíèþ

∏
w∈A1

DSg(Xw) , è äàííîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íî.
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3.3. Íåêîòîðûå ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì êàòåãîðèþ B-áðàí â
ìîäåëè Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà ñ ñóïåðïîòåíöèàëîì W ′ = zn

0 + z2
1 + · · · + z2

2k , çàäàííûì íà C2k+1 .
(Îïèñàíèå ýòèõ êàòåãîðèé è äðóãèõ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ äðóãèìè äèàãðàììàìè Äûíêèíà èçâåñòíû
è ìîãóò áûòü íàéäåíû â ñòàòüÿõ [1, 2, 6], ãäå èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà Àóñëåíäåðà-Ðåéòåíà.)

Ñóïåðïîòåíöèàë W èìååò òîëüêî îäíó îñîáóþ òî÷êó íàä 0 . Ïî òåîðåìå 3.9 êàòåãîðèÿ B-áðàí
DB0(W ′) ýêâèâàëåíòíà òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèåé îñîáåííîñòåé DSg(Y0) , ãäå Y0 � ñëîé
íàä 0 , òî åñòü Y0 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì W ′ = 0 . Ïî òåîðåìå 2.1 ýòà êàòåãîðèÿ ýêâèâàëåíòíà
êàòåãîðèè DSg(X0) , ãäå X0 = Spec(C[z]/zn) � ñëîé íàä 0 ñóïåðïîòåíöèàëà W = zn íà C .
Òîêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî îïèñàòü êàòåãîðèþ DSg(X0) .

Îáúåêòû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A àëãåáðó C[z]/zn . Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.23 âñÿêèé îáúåêò ïïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ìîäóëåì M íàä A . Êàæäûé A -ìîäóëü � ýòî ïðîñòî âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ îïåðàòîðîì L , äëÿ êîòîðîãî Ln = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêèé åñòü ïðÿìàÿ ñóì-
ìà ìîäóëåé Vi ñ i = 1, ..., n , ãäå Vi = A/zi . Ýòî æîðäàíîâî ðàçëîæåíèå íà æîðäàíîâû áëîêè.
Êðîìå òîãî, ìîäóëü Vn = A ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, è, çíà÷èò, åñòü íóëåâîé îáúåêò â DSg(X0) .
Òàêèì îáðàçîì, íåðàçëîæèìûå îáúåêòû â êàòåãîðèè DSg(X0) � ýòî

V1, V2, ...., Vn−1.

Âñå äðóãèå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ïðÿìûìè ñóììàìè îáúåêòîâ Vµ, µ = 1, ...n− 1 .
Ìîðôèçìû. Äëÿ êàæäîé ïàðû Vµ, Vν çàôèêñèðóåì ìîðôèçì

ναµ : Vµ → Vν ,

êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç åñòåñòâåíîé ïðîåêöèè, åñëè µ ≥ ν , è èç èíúåêöèè, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò
1 ∈ Vµ = A/zµ â zν−µ , åñëè ν ≥ µ . Âñå îñòàëüíûå ìîðôèçìû åñòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
êîìïîçèöèé ναµ . Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(8)

1) µαµ = idµ,

2) ναλλαµ = ναµ, åñëè ν ≥ λ ≥ µ èëè ν ≤ λ ≤ µ,

3) ναλλαµ = 0, åñëè λ ≥ µ + ν èëè λ + n ≤ µ + ν,

4) ναλλαµ = νακκαµ, åñëè λ + κ = µ + ν.

Èñïîëüçóÿ äàííûå ñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Hom(Vµ, Vν) èìååò áàçèñ,
ñôîðìèðîâàííûé èç ìîðôèçìîâ ναλλαµ , ãäå max(µ, ν) ≤ λ < µ+ν . Îáîçíà÷èì ÷åðåç depthVµ

öåëîå ÷èñëî ðàâíîå min(µ, n− µ) . Ïîëó÷àåì, ÷òî

dimHom(Vµ, Vν) = min(depthVµ, depthVν).

Áîëåå òîãî, êîëüöî End(Vµ) èçîìîðôíî êîëüöó C[x]/xd , ãäå d = depthVµ .
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Ôóíêòîð ñäâèãà. ×òîáû óâèäåòü ôóíêòîð ñäâèãà, óäîáíî íàðèñîâàòü ñëåäóþùèå êàðòèíêè

V1◦ V2◦ · · · Vk◦ V1◦ · · · Vk−1◦

− ________________ − ______________ Vk◦

Vn−1◦ Vn−2◦ · · · Vk+1◦ Vn−1◦ · · · Vk+1◦

n=2k+1 n=2k

.

Ôóíêòîð ñäâèãà [1] � îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèè, òî åñòü îí ïåðåâîäèò
Vµ â Vn−µ , à ναµ â (n−ν)α(n−µ) . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ (8) ñîõðàíÿþòñÿ.

Âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïèñàòü V−µ âìåñòî Vn−µ , ðàññìàòðèâàÿ
âñå öåëûå ïî ìîäóëþ n . Ïîëîæèì òàêæå V0 = 0 . Âî-ïåðâûõ, âñÿêèé òðåóãîëüíèê âèäà

(9) Vµ
ναµ−−−−→ Vν

(ν−µ)αν−−−−→ V(ν−µ)
h−−−−→ V(−µ),

ãäå h = (−µ)α(ν−µ) , åñëè ν−µ ≥ 0 , è h = −(−µ)α(ν−µ) , åñëè ν−µ < 0 , ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííûì.
Åñëè òåïåðü f : Vµ → Vν � äðóãîé ìîðôèçì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé íåêîòîðûõ α ,
òîãäà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (8), åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ναλλαµ , ãäå λ > max(µ, ν) è
λ < µ + ν . Â ýòîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê âèäà

(10) Vµ
f−→ Vν

g−→ V(λ−µ) ⊕ V(ν−λ)
h−→ V(−µ)

ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííûì. Çäåñü g = ((λ−µ)αν , (ν−λ)αν)t è h = ((−µ)α(λ−µ),−(−µ)α(ν−λ)) . Îòìåòèì,
÷òî òðåóãîëüíèê (9) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òðåóãîëüíèêà (10) ïðè λ = max(µ, ν).

Âñå äðóãèå âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè èçîìîðôíû ââåäåííûì âûøå.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð áëàãîäàðåí Àëåêñåþ Áîíäàëó, Àíòîíó Êàïóñòèíó, Ëþäìèëó Êàöàðêîâó, Áåðíàðäó Êåë-
ëåðó, Ìàêñèìó Êîíöåâè÷ó è Ëåîíèäó Ïîñèöåëüñêîìó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Íèêîëàé Òþðèí
âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàë ïðåäâàðèòåëüíûé âàðèàíò ñòàòüè è ñäåëàë öåëûé ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé.
Äþêî Âàí Ñòðàòåíà ïðèâëåê âíèìàíèå àâòîðà ê ñòàòüÿì [8, 20, 5]. Õî÷åòñÿ òàêæå ïîáëàãîäàðèòü
Àìíîíà Íèìàíà, êîòîðûé óêàçàë íà íåêîòîðûå íåòî÷íîñòè â ïåðâîì âàðèàíòå ñòàòüè.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí Ìàòåìàòè÷åñêîìó èíñòèòóòó Ìàêñà Ïëàíêà, âî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â êîòî-
ðîì áûëà íàïèñàíà áîëüøàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû. Ýòà ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîä-
äåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹ 02-01-00468), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ
ó÷åíûõ ¹ ÌÄ-2731.2004.1. Èññëåäîâàíèÿ, îïèñàííûå â äàííîé ðàáîòå, áûëè ñäåëàíû ïðè ÷àñòè÷-
íîé ïîääåðæêå Àìåðèêàíñêîãî ôîíäà ãðàæäàíñêèõ èññëåäîâàíèé (CRDF ¹ RM1-2405-MO-02.)
Àâòîðó òàêæå ïðèÿòíî âûðàçèòü ñâîþ áëàãîäàðíîñòü Ôîíäó ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.

È íàêîíåö, ÿ äîëæåí ïîáëàãîäàðèòü ìîåãî íåôîðìàëüíîãî íàñòàâíèêà Àíäðåÿ Íèêîëàåâè÷à
Òþðèíà, áåç ó÷àñòèÿ êîòîðîãî äàííàÿ ñòàòüÿ íå ìîãëà áû áûòü íàïèñàíà âîâñå.
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