
Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà Îñíîâíîé ïîòîê

Çàíÿòèå 19. Áóëåâû ñõåìû-2.

Åñëè â çàäà÷å óïîìèíàåòñÿ ãðàô, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñõåìà èìååò
(
n
2

)
âõîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ

îçíà÷àåò, åñòü èëè íåò â ãðàôå ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî.
1. Áóëåâà ôóíêöèÿ f : {0, 1}n → {0, 1} íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè åå çíà÷åíèå íå ìåíÿåòñÿ ïðè
ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêóþ ñèììåòðè÷åñêóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî âû÷èñëèòü
áóëåâîé ñõåìîé ïîëèíîìèàëüíîãî îò n ðàçìåðà.
2. Ïîñòðîéòå ñõåìó ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà, ïðîâåðÿþùóþ, áóäåò ëè ãðàô ïîëíûì.
3. Ïîñòðîéòå ñõåìó ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà äëÿ ôóíêöèè f : {0, 1}(n

2) → {0, 1}, êîòîðàÿ ðàâíà 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äàííûé íà âõîä ãðàô ðàñêðàøèâàåì â äâà öâåòà.
4. Ïîñòðîéòå ñõåìó ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà, ïðîâåðÿþùóþ, áóäåò ëè ãðàô ðåãóëÿðíûì.
5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñõåìà, âû÷èñëÿþùàÿ ôóíêöèþ, f : {0, 1}n → {0, 1}, îñíîâàííàÿ íà ÑÄÍÔ (ÑÊÍÔ)
èìååò ðàçìåð íå áîëåå O(n2n).
á) Ïðèäóìàéòå, êàê óïðîñòèòü ñõåìó, äîáèâøèñü îöåíêè O(2n).
6. Äîêàæèòå, ÷òî ñõåìà, èñïîëüçóþùàÿ òîëüêî ìîíîòîííûå ôóíêöèè, âû÷èñëÿåò ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ.
7. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ¬xi âû÷èñëÿåòñÿ â áàçèñå {0, 1, f}.
8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f : {0, 1}n →
{0, 1}, êîòîðóþ íåëüçÿ âû÷èñëèòü ñõåìîé ðàçìåðà ìåíüøå n100. (Áóëåâà ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ìîíî-
òîííîé, åñëè èç íåðàâåíñòâ xi 6 yi äëÿ âñåõ i ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f(x1, . . . , xn) 6 f(y1, . . . , yn).)
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1. Ïîñòðîéòå ñõåìó ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà äëÿ ôóíêöèè f : {0, 1}(n
2) → {0, 1}, ðàâíîé åäèíèöå, òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà â äàííîì íà âõîä ãðàôå åñòü èçîëèðîâàííûå âåðøèíû.
2. Òðåóãîëüíèêîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ òðîéêà âåðøèí, ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé. Ïîñòðîéòå
ñõåìó ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà äëÿ ôóíêöèè f : {0, 1}(n

2) → {0, 1}, ðàâíîé åäèíèöå, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â äàííîì íà âõîä ãðàôå íåò òðåóãîëüíèêîâ.
3. Ïîñòðîéòå ñõåìó ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà äëÿ ôóíêöèè f : {0, 1}(n

2) → {0, 1}, ðàâíîé åäèíèöå, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äàííûé íà âõîä ãðàô ñâÿçåí è ñîäåðæèò ýéëåðîâ öèêë.
4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ ìîæíî âû÷èñëèòü ñõåìîé ðàçìåðà
O(n2n), èñïîëüçóÿ òîëüêî äèçúþíêöèþ è êîíúþíêöèþ.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ (n > 2), íå âû÷èñëÿþùàÿñÿ â áàçèñå {⊕, ·, 1}
ñõåìîé ðàçìåðà n100.
6. Äîêàæèòå, ÷òî â áàçèñå {⊕, ·, 1} ëþáàÿ ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ âû÷èñëÿåòñÿ ñõåìîé ðàçìåðà íå
áîëåå 2n+1.
7. Áóëåâà ôóíêöèÿ f : {0, 1}n → {0, 1} íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f(x1, . . . , xn) = a0 ⊕ (a1 ∧ x1)⊕ · · · ⊕ (an ∧ xn)

äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà (a1, . . . an) ∈ {0, 1}n áóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî ñõåìà, èñïîëüçóþùàÿ òîëüêî ëèíåéíûå ôóíêöèè, âû÷èñëÿåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ.
8. Äîêàæèòå, åñëè f(x1, . . . , xn) � íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî êîíúþíêöèÿ x1 ∧ x2 âû÷èñëÿåòñÿ ñõåìîé â
áàçèñå {0, 1,¬, f}.


