
Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà Çàíÿòèå 15. Ðàçðåøàþùèå äåðåâüÿ

1. Ñðåäè n êàìíåé åñòü îäèí ðàäèîàêòèâíûé. Ñ÷¼ò÷èêîì Ãåéãåðà ìû ìîæåì ïðîâåðèòü äëÿ ëþáîé

êó÷êè êàìíåé, åñëè ëè ñðåäè íèõ ðàäèîàêòèâíûé. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïðîâåðîê ìîæíî

íàéòè ðàäèîàêòèâíûé êàìåíü?

2. Â êëåòêàõ øàõìàòíîé äîñêè íàïèñàëè â êàêîì-òî ïîðÿäêå ÷èñëà îò 1 äî 64, êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó.

Ïðî ëþáîå ìíîæåñòâî êëåòîê äîñêè ìû ìîæåì ñïðîñèòü, êàêèå ÷èñëà íà íèõ ñòîÿò, è íàì âûäàþò

ïîëíûé ñïèñîê. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âîïðîñîâ ìîæíî ïîíÿòü, ãäå êàêèå ÷èñëà ñòîÿò?

3. à)Äîêàæèòå, ÷òî èç n ìîíåò ìîæíî îäíîâðåìåííî íàéòè ñàìóþ òÿæ¼ëóþ è ñàìóþ ë¼ãêóþ çà 3
2n+O(1)

âçâåøèâàíèé. á) Äîêàæèòå, ÷òî áûñòðåå ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ.

4. Âû÷èñëåíèå áóëåâîé ôóíêöèè f : {0, 1}n → {0, 1} â ìîäåëè ðàçðåøàþùèõ äåðåâüåâ ïðîèñõîäèò ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: çà îäèí âîïðîñ ðàçðåøàåòñÿ ñïðîñèòü çíà÷åíèå îäíîé èç ïåðåìåííûõ, â êîíöå íóæíî

îáúÿâèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè � íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âîïðîñîâ â

àäàïòèâíîì (âîïðîñ ìîæåò çàâèñåòü îò ïðåäûäóùèõ îòâåòîâ) ïðîòîêîëå, âû÷èñëÿþùåì ôóíêöèþ.

à) Íàéäèòå ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ äèçúþíêöèè
∨

i xi â ìîäåëè ðàçðåøàþùèõ äåðåâüåâ.

á) Ïóñòü n = k + 2k, à ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xk, y0, . . . , y2k−1) ðàâíà yx, ãäå x � ÷èñëî, äâîè÷íàÿ çàïèñü

êîòîðîãî x1 . . . xk. Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ f â ìîäåëè ðàçðåøàþùèõ äåðåâüåâ íå ïðå-

âîñõîäèò k + 1.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà íå ìåíüøå k + 1.

ã) Äîêàæèòå, ÷òî íåàäàïòèâíûé ïðîòîêîë, âû÷èñëÿþùèé ôóíêöèþ f (ñïèñîê âîïðîñîâ ñîñòàâëÿåòñÿ

çàðàíåå, äî ïîëó÷åíèÿ îòâåòîâ), ñîäåðæèò íå ìåíåå n âîïðîñîâ.

5*. Ïóñòü ïðîòèâíèê çàãàäàë ÷èñëî îò 1 äî n, è ìû ìîæåì çàäàâàòü åìó âîïðîñû âèäà ¾ìåíüøå ëè

çàäóìàííîå ÷èñëî äàííîãî êîíêðåòíîãî ÷èñëà¿. Ïðè ýòîì ïðîòèâíèê ìîæåò ñîâðàòü, íî ïðîòèâíèêó

ðàçðåøàåòñÿ ñîâðàòü â 1% ñëó÷àåâ (ìû äîëæíû çàðàíåå ñîîáùèòü, ñêîëüêî çàäàäèì âîïðîñîâ, ÷òîáû

ïðîòèâíèê ìîã ñîñ÷èòàòü 1% îò ýòîãî ÷èñëà). Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî óçíàòü çàãàäàííîå ÷èñëî çà O(log n)
âîïðîñîâ.


