
Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà Çàíÿòèå 17. Âû÷èñëèìûå ôóíêöèè

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A, B � ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà, òî è ìíîæåñòâà A ∪B, A ∩B, Ā ðàçðåøèìû.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A, B � ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà, òî è ìíîæåñòâà A ∪B, A ∩B ïåðå÷èñëèìû.

3. Ïóñòü S � ýòî ìíîæåñòâî òàêèõ n, ÷òî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà e ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå n
äåâÿòîê ïîäðÿä. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî S ðàçðåøèìîå. (Ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî

e � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.)

4. Ïåðå÷èñëèìî ëè ìíîæåñòâî òàêèõ íàòóðàëüíûõ n, ÷òî óðàâíåíèå xn + yn+1 = zn+2 èìååò ðåøåíèå â

ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ?

5. Âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ f : N→ N íåâîçðàñòàþùàÿ. Âåðíî ëè, ÷òî f âû÷èñëèìà?

6. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîé íóìåðàöèè âû÷èñëèìûõ âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé,

òî åñòü òàêîé âñþäó îïðåäåëåííîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè U : N × N → N, ÷òî äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé

âñþäó îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèè f : N→ N íàéäåòñÿ òàêîå p, ÷òî U(p, x) = f(x) äëÿ âñåõ x.

7. Ïóñòü U � óíèâåðñàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî U(p, p) íå îïðåäåëåíî äëÿ íåêîòî-

ðîãî p.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S â âîçðàñòàþùåì

ïîðÿäêå, òî ýòî ìíîæåñòâî ðàçðåøèìî.

9. (Òåîðåìà Ïîñòà) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A è Ā ïåðå÷èñëèìû, òî A ðàçðåøèìî.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

c : (x, y) 7→
(
x + y + 1

2

)
+ y

ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé âìåñòå ñ îáðàòíîé áèåêöèåé ìåæäó ìíîæåñòâàìè N× N è N.
11. Ïîñòðîéòå âû÷èñëèìóþ âìåñòå ñ îáðàòíîé áèåêöèþ ìåæäó N è ìíîæåñòâîì êîíå÷íûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé ñ ýëåìåíòàìè èç N.
12. Äèîôàíòîâî óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå âèäà P (x1, . . . , xn) = 0, ãäå P � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðå÷èñëèìîñòü ìíîæåñòâà äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé, ó êîòîðûõ åñòü

öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ.
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1. Âû÷èñëèìà ëè ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ?

f(n) =

{
0, åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð ïðîñòûõ ÷èñåë p, p + 2,

1, èíà÷å.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé óíèâåðñàëüíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè U ìíîæåñòâî {U(p, p) : p ∈ N}
ñîâïàäàåò ñ N.
3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, òî ñóùå-

ñòâóåò òàêæå è àëãîðèòì, êîòîðûé ïåðå÷èñëÿåò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà áåç ïîâòîðåíèé.

4. Ïóñòü U � óíèâåðñàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî U(p, p2) íå îïðåäåëåíî äëÿ íåêîòî-
ðîãî p.

5. Âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ f : N → N ñòðîãî âîçðàñòàåò è ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé ñîäåðæèò âñå

íàòóðàëüíûå ÷èñëà çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî f âû÷èñëèìà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ðàçðåøèìîå ìíî-

æåñòâî.

7. Äîêàæèòå, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ ïåðå÷èñëèìî.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ e, ðàçðåøèìî.

9. Ïóñòü S � ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ìíîæåñòâî D ñîñòîèò èç âñåõ ïðîñòûõ äå-

ëèòåëåé ìíîæåñòâà S. Âåðíî ëè, ÷òî D ïåðå÷èñëèìî?


