
Ëåêöèÿ 8. Âåðîÿòíîñòü: ïåðâûå øàãè.

Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà, ÂØÝ, ôàêóëüòåò êîìïüþòåðíûõ íàóê

(Îñåíü 2014 � âåñíà 2015)

Î âåðîÿòíîñòè ãîâîðÿò, êîãäà ìû íå çíàåì, êàêèì áóäåò èñõîä òîãî èëè èíîãî ñîáûòèÿ, íî
òåì íå ìåíåå õîòèì ÷òî-òî î íåì ñêàçàòü. Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ñ ðàâíîâîçìîæ-
íûìè èñõîäàìè. Â ýòîé ìîäåëè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî åñòü íåñêîëüêî âîçìîæíûõ èñõîäîâ ñîáûòèÿ
è âñå îíè îäèíàêîâî âîçìîæíû. Íàïðèìåð, åñëè ìû ïîäáðàñûâàåì ìîíåòêó, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî �îðåë� è �ðåøêà� ðàâíîâîçìîæíû. Àíàëîãè÷íî, åñëè ìû áðîñàåì øåñòèãðàííûé êóáèê, òî
ëþáàÿ èç ãðàíåé ìîæåò îêàçàòüñÿ âåðõíåé, êàê ãîâîðÿò, ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Ñîáûòèåì â
ýòîé ìîäåëè íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ èñõîäîâ. Ìû ñ÷èòà-
åì ýòè èñõîäû áëàãîïðèÿòíûìè è èíòåðåñóåìñÿ âåðîÿòíîñòüþ ýòîãî ñîáûòèÿ, òî åñòü øàíñàìè
òîãî, ÷òî ýòî ñîáûòèå ïðîèçîéäåò. Âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ÷èñëà áëà-
ãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ê ÷èñëó âñåõ èñõîäîâ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, äîëÿ ÷èñëà áëàãîïðèÿòíûõ
ñðåäè âñåâîçìîæíûõ èñõîäîâ.

Íàïðèìåð, åñëè ìû ïîäáðàñûâàåì ìîíåòêó è èíòåðåñóåìñÿ ñîáûòèåì �âûïàäåò îðåë�, òî
áëàãîïðèÿòíûé èñõîä îäèí, à âñåãî âîçìîæíûõ èñõîäà äâà. Òàêèì îáðàçîì âåðîÿòíîñòü âûïà-
äåíèÿ îðëà ðàâíà 1/2. Åñëè æå ìû áðîñàåì êóáèê, íà ãðàíÿõ êîòîðîãî íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî
6, è õîòèì ïîñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàâøåå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3, òî áëàãîïðèÿòíûìè
èñõîäàìè áóäåò âûïàäåíèå 3 è 6, à âñåãî èñõîäîâ 6. Òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî
ñîáûòèÿ ðàâíà 1/3.

Èíòóèòèâíî ðàâíîâîçìîæíîñòü ìîæíî òðàêòîâàòü òàê: åñëè ïîâòîðÿòü îäèí è òîò æå ýêñ-
ïåðèìåíò ìíîãî ðàç, òî âñå èñõîäû áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç. È òîãäà
äîëÿ áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ñðåäè âñåõ áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà âåðîÿòíîñòè èíòåðåñóþ-
ùåãî íàñ ñîáûòèÿ.

Òåïåðü ñêàæåì âñå òî æå ñàìîå áîëåå ôîðìàëüíî è â îáùåì ñëó÷àå. Âåðîÿòíîñòíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U âîçìîæíûõ èñõîäîâ. Íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå çàäàíà ôóíêöèÿ Pr : U → [0, 1], òàêàÿ ÷òî

∑
x∈U Pr[x] = 1. ×èñëî Pr[x] íàçûâàåòñÿ

âåðîÿòíîñòüþ èñõîäà x ∈ U . Ñîáûòèåì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî A ⊆ U . Âåðî-
ÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî Pr[A] =

∑
x∈A Pr[x].

Ïðèìåð 1. Â ìîäåëè ñ ðàâíîâîçìîæíûìè èñõîäàìè ôóíêöèÿ p çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Pr[x] =
1/|U | äëÿ âñÿêîãî x ∈ U . Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà Pr[A] = |A|/|U |.

Êðîìå ðàâíîâîçìîæíîé ìîäåëè ìû òàêæå ìîæåì ãîâîðèòü è î ïðîèçâîëüíîé âåðîÿòíîñòíîé
ìîäåëè. Â íåé òàêæå êàæäîìó èñõîäó ïðèïèñàíà íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòü, íî òåïåðü âåðîÿòíî-
ñòè óæå íå ðàâíû: íåêîòîðûå èñõîäû âåðîÿòíåå äðóãèõ. Ìîæíî ïîíèìàòü ýòî òàê, ÷òî òåïåðü
ó êàæäîãî èñõîäà åñòü âåñ, è ó áîëåå âåðîÿòíûõ èñõîäîâ âåñ áîëüøå. Â ýòîì ñëó÷àå ìû òîæå
ìîãëè áû ñêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé íóæíî ñëîæèòü âåñà áëàãîïðèÿò-
íûõ èñõîäîâ è ïîäåëèòü íà ñóììó âåñîâ âñåõ èñõîäîâ. Íî ÷òîáû íå ïðèõîäèëîñü êàæäûé ðàç
äåëèòü, óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììà âåñîâ âñåõ èñõîäîâ ðàâíà 1. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàÿ
îäíîýëåìåíòíûå ñîáûòèÿ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âåñ êàæäîãî èñõîäà � ýòî è åñòü åãî âåðîÿòíîñòü.

Â áîëüøèíñòâå îáñóæäàåìûõ íàìè ïðèìåðîâ èñõîäû ðàâíîâîçìîæíû.

Ëåììà 1. Åñëè A,B ⊆ U , òî Pr[A ∪ B] 6 Pr[A] + Pr[B]. Åñëè êðîìå òîãî A ∩ B = ∅, òî
Pr[A ∪B] = Pr[A] + Pr[B].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

Pr[A ∪B] =
∑

x∈A∪B
Pr[x] 6

∑
x∈A

Pr[x] +
∑
x∈B

Pr[x] = Pr[A] + Pr[B].
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Åñëè ïðè ýòîì ìíîæåñòâà A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî íåðàâåíñòâî â ýòîé öåïî÷êå îáðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî.

Ñîáûòèÿ A è B, êîòîðûå íå ìîãóò ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî, òî åñòü äëÿ êîòîðûõ A∩B = ∅,
íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè. Òàêèì îáðàçîì âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé
ðàâíà ñóììå èõ âåðîÿòíîñòåé.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðå÷ü èäåò î ìîäåëè ñ ðàâíîâîçìîæíûìè èñõîäàìè, òî âû÷èñëåíèÿ è
ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ïî ñóùåñòâó ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íîé êîìáèíàòîðèêè. Íóæíî
òî÷íî òàê æå ïîäñ÷èòàòü íóæíîå êîëè÷åñòâî èñõîäîâ, òîëüêî â êîíöå åùå ðàçäåëèòü åãî íà
êîëè÷åñòâî âñåõ èñõîäîâ.

Â ÷àñòíîñòè, êàê ñëåäñòâèå ïðèíöèïà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé äëÿ ìîùíîñòåé ìû ìî-
æåì ñðàçó ïîëó÷èòü ïðèíöèï âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé äëÿ âåðîÿòíîñòåé â ðàâíîâîçìîæíîé
ìîäåëè.

Ñëåäñòâèå 1. Â ðàâíîâîçìîæíîé ìîäåëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A1, . . . , An ⊆ U âåðíî

Pr[A1∪A2∪· · ·∪An] =
∑
i

Pr[Ai]−
∑
i<j

Pr[Ai∩Aj ]+· · · =
∑

∅ 6=I⊂{1,2,...,n}

(−1)|I|+1Pr

[⋂
i∈I

Ai

]
. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðèíöèïó âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé äëÿ ìîùíîñòåé, àíà-
ëîãè÷íîå ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ. ×òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî
äëÿ âåðîÿòíîñòåé äîñòàòî÷íî ïîäåëèòü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà |U |.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðèíöèï âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé âåðåí íå òîëüêî äëÿ
ðàâíîâîçìîæíîé ìîäåëè, íî è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ.

Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A1, . . . , An ⊆ U
âåðíî

Pr[A1∪A2∪· · ·∪An] =
∑
i

Pr[Ai]−
∑
i<j

Pr[Ai∩Aj ]+· · · =
∑

∅ 6=I⊂{1,2,...,n}

(−1)|I|+1Pr

[⋂
i∈I

Ai

]
. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü ìû óæå íå ìîæåì ïðîñòî ñîñëàòüñÿ íà ïðèíöèï âêëþ÷åíèé è èñêëþ-
÷åíèé äëÿ ìíîæåñòâ. Îäíàêî, ìû ìîæåì ïî ñóùåñòâó ïîâòîðèòü ñòàðîå äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ íà÷àëà ðàçáåðåìñÿ ñî ñëó÷àåì äâóõ ìíîæåñòâ:

Pr[A1 ∪A2] = Pr [(A1 \A2) ∪ (A1 ∩A2) ∪ (A2 \A1)]

= Pr[A1 \A2] + Pr[A1 ∩A2] + Pr[A2 \A1] =

= Pr[A1 \A2] + 2Pr[A1 ∩A2] + Pr[A2 \A1]− Pr[A1 ∩A2] =

= Pr[A1] + Pr[A2]− Pr[A1 ∩A2],

ãäå ïåðâîå è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíû ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ îáúåäèíåíèÿìè íåñîâìåñò-
íûõ ñîáûòèé.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîâòîðèòü èíäóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà âêëþ÷åíèé è èñêëþ-
÷åíèé äëÿ ìíîæåñòâ. Áàçà íàìè óæå äîêàçàíà.

Äëÿ øàãà, çàìåòèì, ÷òî

Pr [(A1 ∪ · · · ∪An−1) ∪An] = Pr [A1 ∪ · · · ∪An−1] + Pr[An]− Pr [An ∩ (A1 ∪ · · · ∪An)] =
= Pr [A1 ∪ · · · ∪An−1] + Pr[An]− Pr [(An ∩A1) ∪ · · · ∪ (An ∩An−1)] .

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðèíöèïîì âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ. Îñòàëîñü
äëÿ êàæäîãî èç îáúåäèíåíèé A1 ∪ · · · ∪ An−1, (An ∩ A1) ∪ · · · ∪ (An ∩ An−1) âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè.
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Â êîìáèíàòîðèêå îäíèì èç ñòàíäàðòíûõ ïðèëîæåíèé ôîðìóëû âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î êîëè÷åñòâå ïåðåñòàíîâîê n ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ òàê, ÷òîáû íè îäèí íå îñòàë-
ñÿ íà ñâîåì ìåñòå. Â òåðìèíàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòè ìû ìîæåì îöåíèòü äîëþ òàêèõ ïåðåñòàíî-
âîê.

Ëåììà 3 (Çàäà÷à î áåñïîðÿäêàõ). Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå ïåðåñòàíîâêè n ðàçëè÷íûõ îáú-

åêòîâ, òî åñòü ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê íà n çàäàí-

íûõ îáúåêòîâ ñ ðàâíîâåðîÿòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà íèõ. Ïóñòü An � ñîáûòèå, îçíà÷àþ-

ùåå, ÷òî âñå îáúåêòû ïîñëå ïåðåñòàíîâêè îêàçàëèñü íå íà ñâîèõ èçíà÷àëüíûõ ìåñòàõ. Òîãäà

limn→∞ Pr[An] = 1/e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì n è îáîçíà÷èì ÷åðåç Bi, ãäå i = 1, . . . , n, ñîáûòèå îçíà÷àþùåå,
÷òî îáúåêò ñ íîìåðîì i îñòàëñÿ íà ìåñòå. Òîãäà B1 ∪ . . . ∪ Bn îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç
ýëåìåíòîâ îñòàëñÿ íà ìåñòå. Äîïîëíèòåëüíîå ñîáûòèå ê ýòîìó � êàê ðàç ñîáûòèå An.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé ê ñîáûòèþ B1∪ . . .∪Bn. Äëÿ ýòîãî íàì íóæ-
íî áóäåò ïîñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé

⋂
i∈I Bi äëÿ âñåâîçìîæíûõ I ⊆ [n]. Íî ýòî ñäåëàòü

íåñëîæíî. Ïîäõîäÿùèå ïåðåñòàíîâêè � ýòî â òî÷íîñòè ïåðåñòàíîâêè, îñòàâëÿþùèå íà ìåñòå
ýëåìåíòû èç I, è ïåðåñòàâëÿþùèå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Òàêèõ ïåðåñòà-
íîâîê (n− |I|)!. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîãî I

Pr

[⋂
i∈I

Bi

]
=

(n− |I|)!
n!

.

Ìíîæåñòâ I ðàçìåðà k âñåãî
(
n
k

)
, òàê ÷òî ïî ôîðìóëå âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé ìû ïîëó÷àåì

Pr [B1 ∪ . . . ∪Bn] =
(
n

1

)
(n− 1)!

n!
−
(
n

2

)
(n− 2)!

n!
+

(
n

3

)
(n− 3)!

n!
+ . . .+ (−1)n+1

(
n

n

)
1

n!

=
1

1!
− 1

2!
+

1

3!
− . . .+ (−1)n+1 1

n!
.

Òîãäà äëÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ An ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Pr[An] = 1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ . . .+ (−1)n 1

n!
.

Òåïåðü ìû ñîøëåìñÿ íà ôàêò, êîòîðûé áóäåò ïîçäíåå îáñóæäàòüñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, à èìåííî, ÷òî ýòà ñóììà î÷åíü íàïîìèíàåò íà÷àëî ðÿäà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè ex, à
áîëåå êîíêðåòíî, ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî e−1 =

∑∞
k=0(−1)k/k!. Îòñþäà

lim
n→∞

Pr[An] = 1/e.

Ìû óæå ãîòîâû ïîêàçàòü îäèí èç ìîùíûõ ìåòîäîâ, ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ â êîìáèíàòîðèêå
è òåîðåòè÷åñêîé Computer Science, à èìåííî, âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò äî-
êàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå îáúåêòîâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ ýòîãî âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûé
îáúåêò èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò íóæíûì ñâîéñòâàì ñ
ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ìåòîäîì íà ïðèìåðå ÷èñåë Ðàñìåÿ. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ÷èñëîì Ðàìñåÿ R(n, k) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âåðøèí, ÷òî âñÿêèé ãðàô
íà ýòèõ âåðøèíàõ ñîäåðæèò êëèêó ðàçìåðà n èëè íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðàçìåðà k. Ìû âè-
äåëè, ÷òî ÷èñëà Ðàìñåÿ íå ñëèøêîì áîëüøèå, à èìåííî R(n, k) 6

(
n+k−2
k−1

)
. Òåïåðü ìû ïîêàæåì,

÷òî ýòè ÷èñëà è íå ñëèøêîì ìàëåíüêèå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî k > 3 âåðíî R(k, k) > 2(k−1)/2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì N = 2(k−1)/2 âåðøèí è ðàññìîòðèì íà íèõ ñëó÷àéíûé ãðàô.
Òî åñòü â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà U ìû ðàññìàòðèâàåì âñå ãðàôû íà ýòèõ âåð-
øèíàõ, è ìû ïðèïèñûâàåì êàæäîìó èç íèõ îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü. Ìîæíî ñðàçó çàìåòèòü,

÷òî âñåãî òàêèõ ãðàôîâ 2(
n
2). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ðåáðà ãðàôà åñòü äâà âûáîðà, ëèáî

äîáàâèòü åãî â ãðàô, ëèáî íåò. Âñåãî ðåáåð â ãðàôå
(
n
2

)
, òàê ÷òî âñåãî ãðàôîâ ïîëó÷àåòñÿ 2(

n
2).

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûé ãðàô ñîäåðæèò êëèêó èëè íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî
ðàçìåðà k. Îáîçíà÷èì ýòî ñîáûòèå ÷åðåç A. Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü ìåíüøå
1. Òîãäà ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãðàô áåç êëèêè è íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ðàçìåðà k.
×òîáû îöåíèòü ýòó âåðîÿòíîñòü ðàçîáüåì ñîáûòèå â îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ ñîáûòèé. Äëÿ
ýòîãî äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà W ⊆ V ìíîæåñòâà âåðøèí, òàêîãî ÷òî |W | = k ðàññìîòðèì
ñîáûòèå AW , ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â ñëó÷àéíîì ãðàôå W � êëèêà èëè íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

A =
⋃

W⊆V,|W |=k

AW ,

à çíà÷èò
Pr[A] 6

∑
W⊆V,|W |=k

Pr[AW ].

Òåïåðü îöåíèì âåðîÿòíîñòü îòäåëüíîãî ñîáûòèÿ AW . Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ãðàôîâ, ïîïà-
äàþùèõ â ýòî ñîáûòèå. Ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè â W â òàêîì ãðàôå äîëæíû ëèáî âñå ïðèñóò-
ñòâîâàòü, ëèáî âñå îòñóòñòâîâàòü. Ðåáðà, õîòÿ áû îäèí êîíåö êîòîðûõ ëåæèò âíåW ìîãóò áûòü
ïðîèçâîëüíûìè. Êîëè÷åñòâî ðåáåð, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí êîíåö ëåæèò âíå W åñòü

(
n
2

)
−
(
k
2

)
(âñå ðåáðà ìèíóñ ðåáðà â W ). Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî òàêèõ ãðàôîâ åñòü 2 · 2(

n
2)−(

k
2), ãäå

ïåðâàÿ äâîéêà îòâå÷àåò çà âûáîð ðåáåð âíóòðè W , à âòîðîé ìíîæèòåëü � çà âûáîð îñòàëüíûõ
ðåáåð. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

Pr[AW ] =
2(

n
2)−(

k
2)+1

2(
n
2)

= 2−(
k
2)+1.

Òàêèì îáðàçîì,

Pr[A] 6
∑

W⊆V,|W |=k

2−(
k
2)+1 =

(
N

k

)
2−(

k
2)+1 6

Nk

2× 3
2−(

k
2)+1 =

= 2k(k−1)/2−(
k
2)+1/6 = 1/3.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü äîïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ A ïîëîæèòåëüíà, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò ãðàô
íà N âåðøèíàõ áåç êëèê è íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ðàçìåðà k.

Çàìåòèì, ÷òî íàøå äîêàçàòåëüñòâî íå êîíñòðóêòèâíî: ìû íå ñòðîèì ãðàô, â êîòîðîì íåò
êëèêè è íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà, ìû òîëüêî äîêàçûâàåì, ÷òî îí ñóùåñòâóåò.

1 Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

Êðîìå òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü î âåðîÿòíîñòÿõ òåõ èëè èíûõ ñîáûòèé, îêàçûâàåòñÿ íóæíûì ãîâî-
ðèòü è î âåðîÿòíîñòÿõ îäíèõ ñîáûòèé ïðè óñëîâèè äðóãèõ. Ìû õîòèì îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
âûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ A â òîì ñëó÷àå, åñëè ìû çíàåì, ÷òî ñîáûòèå B âûïîëíÿåòñÿ. Â òåðìèíàõ
âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ äîâîëüíî åñòåñòâåííîå: íóæíî ñóçèòü
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî íà ìíîæåñòâî B. Òàê, äëÿ ðàâíîâîçìîæíîé ìîäåëè ìû ïîëó÷àåì,
÷òî âåðîÿòíîñòü A ïðè óñëîâèè B åñòü ïðîñòî |A∩B|/|B|, òî åñòü ÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ
ïîäåëåííîå íà ÷èñëî âñåõ èñõîäîâ (ïîñëå ñóæåíèÿ âñåãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà äî B). Â
ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà íóæíî ó÷åñòü âåñà èñõîäîâ, òî åñòü íóæíî
ñëîæèòü âåðîÿòíîñòè èñõîäîâ â A ∩B è ïîäåëèòü íà ñóììó âåðîÿòíîñòåé èñõîäîâ â B.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáû-
òèÿ A ïðè óñëîâèè B íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Pr[A|B] =
Pr[A ∩B]

Pr[B]
.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü èìååò ñìûñë, òîëüêî åñëè Pr[B] > 0. Èíà÷å çíàìåíàòåëü
îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Îïðåäåëåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pr[A ∩B] = Pr[B] · Pr[A|B].

Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òîáû íàéòè âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèé ñîáûòèé A è B äîñòàòî÷íî íàéòè
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B è óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè ñîáûòèÿ B.

Çàäà÷à 1. Â êëàññå 50% ìàëü÷èêîâ; ñðåäè ìàëü÷èêîâ 60% ëþáÿò ìîðîæåíîå. Êàêîâà äîëÿ ìàëü-
÷èêîâ, ëþáÿùèõ ìîðîæåíîå, ñðåäè ó÷åíèêîâ êëàññà? Êàê ïåðåôîðìóëèðîâàòü ýòîò âîïðîñ â
òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòåé?

Çàäà÷à 2. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, â êîòîðûõ óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü Pr[A | B] áîëüøå âåðîÿòíîñòè
Pr[A], ìåíüøå å¼, à òàêæå ðàâíà åé.

Óæå èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü íà ïåðâûé âçãëÿä íåîæèäàííûå
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4 (ôîðìóëà Áàéåñà). Åñëè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé A è B ïîëîæèòåëüíà, òî

Pr[A|B] = Pr[A] · Pr[B|A]
Pr[B]

.

Ó ýòîé ëåììû åñòü âïîëíå êîíêðåòíûé ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì íåêî-
òîðóþ áîëåçíü, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ åå îáíàðóæåíèÿ ìû ìîæåì äåëàòü íåäîðîãîé àíàëèç,
êîòîðûé ïðè ýòîì ñ çàìåòíîé âåðîÿòíîñòüþ âûäàåò íåïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò, à òàêæå åñòü
äîðîãîñòîÿùåå èññëåäîâàíèå, êîòîðîå óæå íàâåðíÿêà ñîîáùàåò, áîëåí ëè ÷åëîâåê. Ìû õîòèì
ïîïðîáîâàòü îáíàðóæèâàòü áîëåçíü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà äëÿ ÷åëîâåê ñäàåò íåäîðîãîé
àíàëèç, à åñëè îí äàë ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò, òî ïðîâåðÿåì åãî ñ ïîìîùüþ äîðîãîñòîÿùåãî
èññëåäîâàíèÿ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âîçìîæíî, ÷òî áîëüíîé ÷åëîâåê íå áóäåò îáíàðóæåí íàøèì
àíàëèçîì. Ìîæåì ëè ìû ïîíÿòü, êàê ÷àñòî ýòî ïðîèñõîäèò? Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ýòî-
ãî ñäåëàòü íåëüçÿ, âåäü ìû æå íå îáíàðóæèâàåì ýòèõ áîëüíûõ. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ñàìîì
äåëå ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Áàéåñà. Ïóñòü B � ñîáûòèå ¾áûòü áîëüíûì¿, à
A � ñîáûòèå ¾ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò íà àíàëèçå¿. Òîãäà ìû ìîæåì óçíàòü Pr[A]
� âåðîÿòíîñòü äëÿ ÷åëîâåêà ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíûé àíàëèç, ìû ìîæåì ñîáðàòü ñòàòèñòèêó.
Òàêæå ìîæíî ïðèìåðíî ïðåäñêàçàòü Pr[B] � äîëþ áîëüíûõ ðàññìàòðèâàåìîé áîëåçíüþ. Íà-
êîíåö, ìîæíî ïðèáëèçèòåëüíî ïðåäñêàçàòü è Pr[B|A] � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâåê áîëååò
ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ïîëó÷èë ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò àíàëèçà. Îïÿòü æå, ìû ìîæåì ñîáðàòü
ñòàòèñòèêó. Òåïåðü ïî ôîðìóëå Áàéåñà ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü Pr[A|B] � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
áîëüíîé ÷åëîâåê áóäåò îáíàðóæåí íàøèì àíàëèçîì. À ýòî êàê ðàç òî, ÷òî ìû õîòåëè íàéòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Áàéåñà ïî÷òè î÷åâèäíî. Äîñòàòî÷íî ïðîñòî çàïè-
ñàòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ∩B ÷åðåç óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè äâóìÿ ñïîñîáàìè:

Pr[A ∩B] = Pr[B] · Pr[A|B] = Pr[A] · Pr[B|A].

Òåïåðü âòîðîå ðàâåíñòâî ñðàçó äàåò ôîðìóëó Áàéåñà.

Ïîíÿòèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ïîçâîëÿåò íàì òàêæå ãîâîðèòü î íåçàâèñèìûõ ñîáûòèÿõ.
Íåôîðìàëüíî, ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò ñîáûòèÿ B, åñëè èíôîðìàöèÿ î âûïîëíåíèè ñîáûòèÿ
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B íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ A. Ôîðìàëüíî, ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò
ñîáûòèÿ B, åñëè

Pr[A] = Pr[A|B].

×òîáû íå âîçíèêàëî íèêàêèõ òîíêîñòåé ñ íóëåâûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïîëåçíî óñëîâèòüñÿ, ÷òî
âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A è B íåíóëåâûå.

Èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ìû ñðàçó ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå íåçà-
âèñèìîñòè ñîáûòèé. Ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò ñîáûòèÿ B, åñëè

Pr[A ∩B] = Pr[A] · Pr[B].

Èç ýòîé ôîðìû îïðåäåëåíèÿ âèäíî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé: îíà ñèì-
ìåòðè÷íà. Òî åñòü, ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò ñîáûòèÿ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîáûòèå B
íå çàâèñèò îò ñîáûòèÿ A.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, è âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ïîëîæèòåëüíà. Äîêà-
æèòå, ÷òî ñîáûòèÿ A È B íåçàâèñèìû.

Äðóãèì ïîëåçíûì óòâåðæäåíèåì îá óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòÿõ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà ïîëíîé âå-
ðîÿòíîñòè.

Ëåììà 5 (Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè). Ïóñòü B1, . . . , Bn � ðàçáèåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà U , òî åñòü U = B1t. . .tBn, è äëÿ âñÿêîãî i Pr[Bi] > 0. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ñîáûòèÿ
A

Pr[A] =

n∑
i=1

Pr[A|Bi] · Pr[Bi].

Äîêàçàòåëüñòâî.

Pr[A] =

n∑
i=1

Pr[A ∩Bi] =
n∑
i=1

Pr[A|Bi] · Pr[Bi],

ãäå ïåðâîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáû-
òèé, à âòîðîå ðàâåíñòâî � ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.

Çàäà÷à 4. Ðåäàêöèîííóþ êîëîíêó â íåêîòîðîì èçäàíèè êàæäûé ðàç ïèøåò îäèí èç æóðíàëè-
ñòîâ X è Y . Æóðíàëèñò X ïèøåò êîëîíêó â äâà ðàçà ÷àùå æóðíàëèñòà Y . Èçâåñòíî, ÷òî X
äîïóñêàåò ôàêòè÷åñêèå îøèáêè â 25% ñòàòåé, à Y - â 50% ñòàòåé. a) Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ
â ñëó÷àéíîé ðåäàêöèîííîé êîëîíêå îáíàðóæèòñÿ ôàêòè÷åñêàÿ îøèáêà? á) Â ðåäàêöèîííîé
êîëîíêå îáíàðóæåíà ôàêòè÷åñêàÿ îøèáêà. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ åå íàïèñàë æóðíàëèñò X?

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëåçíà ïðè ðàáîòå ñ âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè è ìû
åå íà ñàìîì äåëå óæå èñïîëüçîâàëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ñåìèíàðàõ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî
ïðîñòûì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 2. ÏóñòüG � ïðîñòîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè v1, . . . , vn, òàêîé ÷òî ñòå-
ïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíû íåêîòîðîìó ÷èñëó d (òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì). Êàê ìû óæå
äîêàçûâàëè ó íåãî nd/2 ðåáåð. Ðàññìîòðèì äâà âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ íà åãî ðåáðàõ.
Ïåðâîå � ðàâíîâîçìîæíîå, òî åñòü êàæäîå èç nd/2 ðåáåð âûáèðàåòñÿ ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíî-
ñòüþ. À âòîðîå òàêîå: ñíà÷àëà ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ âåðøèíà (êàæäàÿ ñ îäèíàêîâîé
âåðîÿòíîñòüþ), à çàòåì ñëó÷àéíî ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè âûáèðàåòñÿ ðåáðî, ñîñåäíåå ñ ýòîé
âåðøèíîé. Åñëè íåìíîãî ïîäóìàòü, òî èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ýòè äâà ðàñïðåäåëåíèÿ îäèíà-
êîâûå � êàæäîå ðåáðî âûáèðàåòñÿ â îáîèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ. Íî
êàê ýòî àêêóðàòíî äîêàçàòü?

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî e è ñîáûòèå A, îçíà÷àþùåå, ÷òî âûáðàíî ýòî ðåáðî. Ïîä-
ñ÷èòàåì Pr[A] â êàæäîì èç ðàñïðåäåëåíèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî íå ñëîæíî � ó íàñ çàäàíî
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ðàâíîâåðîÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà nd/2 ðåáðàõ, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü ðàâíà 2/nd. ×òîáû ïîñ÷è-
òàòü âåðîÿòíîñòü âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ñîáûòèå Bi äëÿ âñÿêîãî i ∈ {1, . . . , n}, ñîñòî-
ÿùåå â òîì, ÷òî áûëà âûáðàíà âåðøèíà vi. Ýòè ñîáûòèÿ îáðàçóþò ðàçáèåíèå âåðîÿòíîñòíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Òàê ÷òî ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì

Pr[A] =

n∑
i=1

Pr[A|Bi] · Pr[Bi].

Íà âåðøèíàõ ó íàñ çàäàíî ðàâíîâåðîÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òàê ÷òî äëÿ êàæäîãî i Pr[Bi] =
1/n. Òåïåðü ïîäñ÷èòàåì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü Pr[A|Bi]. Åñëè âåðøèíà vi íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì
ðåáðà e, òî ðåáðî íèêàê íå ìîæåò áûòü âûáðàíî, òàê ÷òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü â ýòîì ñëó÷àå
ðàâíà íóëþ. Åñëè æå vi ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðåáðà e, òî âåðîÿòíîñòü, ÷òî ìû âûáåðåì åãî ðàâíà
1/d: ìû ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåì îäíî èç d ðåáåð ñ êîíöîì â vi. Ó ðåáðà äâà êîíöà, òàê ÷òî
âñå ñëàãàåìûå êðîìå äâóõ ðàâíû 0, à êàæäîå èç äâóõ îñòàâøèõñÿ ðàâíû (1/d) · (1/n). Òàêèì
îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A â ñëó÷àå âòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òàêæå ðàâíà 2/dn, à çíà÷èò
îáà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò.

Ïðèåì ñ çàìåíîé âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíûì, ïîäîáíî òîìó, êàê â òîëüêî
÷òî ðàçîáðàííîì ïðèìåðå, áûâàåò î÷åíü ïîëåçåí íà ïðàêòèêå.

2 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ýòî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü ôóíêöèÿ
âèäà f : U → R. Òî åñòü, ïî ñóòè, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ýòî îáû÷íàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, íî
òåïåðü íà åå àðãóìåíòàõ çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, ìû
ìîæåì ãîâîðèòü î âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà f ðàâíà êàêîìó-òî êîíêðåòíîìó
çíà÷åíèþ a: ýòî åñòü ïðîñòî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ {u ∈ U | f(u) = a}. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè âåðîÿòíîñòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, è íà ñàìîì äåëå,
ìû ñ íèìè óæå íåîäíîêðàòíî ñòàëêèâàëèñü, ïðîñòî íå ãîâîðèëè îá ýòîì. Íàïðèìåð, åñëè ìû
áðîñàåì êóáèê, òî èñõîäîì ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ âûïàäåíèå òîé èëè èíîé ãðàíè, à ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé � ÷èñëî íàïèñàííîå íà ãðàíè (êàæäîé ãðàíè ñîîòâåòñòâóåò ñâîå ÷èñëî � ýòî
ôóíêöèÿ).

Âàæíûì ïàðàìåòðîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Íåôîð-
ìàëüíî � ýòî ÷èñëî, êîòîðîå ìû áóäåì ïîëó÷àòü â ñðåäíåì, åñëè áóäåì ïîâòîðÿòü ýêñïåðèìåíò
ìíîãî ðàç è êàæäûé ðàç ñìîòðåòü íà çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Áîëåå êîíêðåòíî, ïóñòü âåðîÿòíîñòíîå ñîáûòèå ñîñòîèò èç k èñõîäîâ, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
f : U → R ïðèíèìàåò íà íèõ çíà÷åíèÿ a1, . . . , ak ñîîòâåòñòâåííî è âåðîÿòíîñòè èñõîäîâ ðàâíû
p1, . . . , pk ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè,

∑k
i=1 pi = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîâòîðÿåì ýêñïå-

ðèìåíò ïî âûáîðó ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà èç U n ðàç. Åñëè n äîñòàòî÷íî áîëüøîå, òî ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà f ïðèìåò çíà÷åíèå a1 ïðèìåðíî p1n ðàç, çíà÷åíèå a2 � ïðèìåðíî p2n ðàç, è òàê äà-
ëåå, çíà÷åíèå ak � ïðèìåðíî pkn ðàç. Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü ïðèìåðíîå ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå
çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ:

a1p1n+ a2p2n+ . . .+ akpkn

n
=

k∑
i=1

aipi.

Ýòîò íåôîðìàëüíûé ðàññêàç ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó ñòðîãîìó (è î÷åíü âàæíîìó) îïðå-
äåëåíèþ.

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f , ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ a1, . . . , ak ñ
âåðîÿòíîñòÿìè p1, . . . , pk ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E[f ] =

k∑
i=1

aipi.
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Íàïðèìåð, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó, âûïàäàþùåìó íà ãðàíè êóáèêà, ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4, 5, 6 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1/6. Åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî

1 · (1/6) + 2 · (1/6) + 3 · (1/6) + 4 · (1/6) + 5 · (1/6) + 6 · (1/6) = 21/6 = 3, 5.

Òî åñòü, ïðè áðîñàíèè êóáèêà ìû áóäåì â ñðåäíåì ïîëó÷àòü ÷èñëî 3, 5.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ îäíîé ñòîðîíû ÿâëÿåòñÿ îñìûñëåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû, à ñ äðóãîé îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, äåëàþùèìè ðàáîòó ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè
îæèäàíèÿìè óäîáíîé.

Ëåììà 6. Ïóñòü f : U → R è g : U → R � äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà îäíîì è òîì æå

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà

E[f + g] = E[f ] + E[g].

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ëèíåéíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû íåñëîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ñîáñòâåííî, èç ÷åãî æå åùå?).

Ïóñòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî U ñîñòîèò èç èñõîäîâ u1, . . . , uk ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, . . . , pk
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

E[f + g] =

k∑
i=1

(f(ui) + g(ui))pi =

k∑
i=1

(f(ui))pi +

k∑
i=1

(g(ui))pi = E[f ] + E[g].

Óêàçàííàÿ ëåììà âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çàìåòíî óïðîùàåò âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ.

Ïðèìåð 3 (Çàäà÷à î äíÿõ ðîæäåíèÿ). Ðàññìîòðèì n ñëó÷àéíûõ ëþäåé è ïîñìîòðèì íà êî-
ëè÷åñòâî ñîâïàäåíèé äíåé ðîæäåíèÿ ó íèõ, òî åñòü íà êîëè÷åñòâî ïàð ëþäåé, èìåþùèõ äåíü
ðîæäåíèÿ â îäèí äåíü. Êàêèì â ñðåäíåì áóäåò ýòî ÷èñëî?

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå äíè â ãîäó ìîãóò îêàçàòüñÿ äíÿìè ðîæäåíèÿ ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè. Îáîçíà÷èì ëþäåé ÷åðåç x1, . . . , xn, à ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ êîëè÷åñòâó
ïàð ëþäåé ñ ñîâïàäàþùèìè äíÿìè ðîæäåíèÿ, ÷åðåç f . Íàì òðåáóåòñÿ ïîñ÷èòàòü ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f . Íî ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äîâîëüíî ñëîæíàÿ, è
ïîäñ÷èòûâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ òðóäíî.

Èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äàâàéòå ðàçîáüåì ñëîæíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó f â ñóììó
íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òîãäà ìû ñìîæåì ïîäñ÷èòàòü îòäåëüíî ìàòåìàòè÷å-
ñêèå îæèäàíèÿ âñåõ ïðîñòûõ âåëè÷èí, à çàòåì, ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé ëåììîé, ïðîñòî ñëîæèòü
ðåçóëüòàòû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç gij ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ 1, åñëè ó ëþäåé xi è xj äíè ðîæäåíèÿ
ñîâïàäàþò, è ðàâíóþ 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

f =
∑
i<j

gij .

Ïîäñ÷èòàåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû gij . Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó äâóõ ñëó÷àéíûõ ëþäåé äíè ðîæäåíèÿ ñîâïàäàþò ðàâíà 1/365, òàê ÷òî ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1/365 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíà 1, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−1/365 � ðàâíà 0. Òàê ÷òî
E[gij ] = 1/365 (äëÿ âñÿêîé ïàðû i, j). Òàê ÷òî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ f ìû ïîëó÷àåì

E[f ] = E[
∑
i<j

gij ] =
∑
i<j

E[gij ] =
∑
i<j

1/365 =
n(n− 1)

2 · 365
.

Íàïðèìåð, åñëè ÷èñëî ëþäåé n áîëüøå 27, òî E[f ] > 1, òî åñòü åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî áóäåò
îêîëî îäíîãî ñîâïàäåíèÿ äíåé ðîæäåíèé, ÷òî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïðîòèâîðå÷àùèì èíòóèöèè
(ïîýòîìó ýòó çàäà÷ó èíîãäà íàçûâàþò ¾ïàðàäîêñîì äíåé ðîæäåíèÿ¿).
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Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìîæíî îáîáùèòü âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä.

Ëåììà 7. Ïóñòü äëÿ êàêîé-òî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f : U → R âåðíî E[f ] = C. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò u ∈ U , òàêîé ÷òî f(u) > C. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò u ∈ U , òàêîå ÷òî f(u) 6 C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû, âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Íà ñàìîì äåëå, äîêàçàòåëüñòâî äîâîëüíî ïðîñòîå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íå âåðíî,

à çíà÷èò äëÿ âñÿêîãî u ∈ U âåðíî f(u) < C.
Òîãäà

E[f ] =
∑
u∈U

Pr[u]f(u) <
∑
u∈U

Pr[u]C = C,

ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 5. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ñòàðàÿ ôîðìóëèðîâêà âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì íîâîé ôîðìóëèðîâêè.

Íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà óäîáíà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ. Ðàçáåðåì îäèí òàêîé ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì ïðîñòîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E). Ðàçðåçîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ ðàç-

áèåíèå ìíîæåñòâà åãî âåðøèí íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà V = V1 t V2. Ìû ãîâî-
ðèì, ÷òî ðåáðî ïîïàäàåò â ðàçðåç, åñëè îäèí åãî êîíåö ëåæèò â V1, à äðóãîé â V2. Ðàçìåðîì
ðàçðåçà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð, ïîïàäàþùèõ â ðàçðåç. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü áîëüøèå ðàç-
ðåçû ãðàôà.

Òåîðåìà 2. Âñÿêèé ãðàô G = (V,E) èìååò ðàçðåç ðàçìåðà íå ìåíüøå |E|/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ðàçðåç ãðàôà G. Òî åñòü ìû áåðåì ðàâíîâåðîÿòíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà âñåõ ðàçðåçàõ. Ðàçðåç çàäàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì S ⊆ V : òàêîìó ïîäìíîæåñòâó
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàçðåç (S, V \ S). Âñåãî ïîäìíîæåñòâ (à çíà÷èò è ðàçðåçîâ) 2n, òàê
÷òî âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ðàçðåçà åñòü 1/2n. Èç ýòîãî âèäíî, ÷òî âçÿòü ðàâíîâåðîÿòíî ñëó÷àé-
íî ïîäìíîæåñòâî � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî çàäàòü ñëó÷àéíîå ïîäìíîæåñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ êàæäîãî x ∈ V äîáàâëÿåì x â S ñëó÷àéíî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî x äåëà-
åì ýòî íåçàâèñèìî. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ëþáîå êîíêðåòíîå ìíîæåñòâî
åñòü ñíîâà 1/2n, òàê ÷òî ìû òîëüêî ÷òî âòîðûì ñïîñîáîì çàäàëè òî æå ñàìîå ðàñïðåäåëåíèå.
Îòìåòèì, ÷òî íå òî ÷òîáû ðàññóæäåíèå ýòîãî àáçàöà êàê-òî ïðèíöèïèàëüíî âàæíî äëÿ ýòîé
êîíêðåòíîé òåîðåìû è òåñíî ñ íåé ñâÿçàíî. Íî îíî ïîëåçíî â öåëîì, à â ýòîé òåîðåìå íàøåëñÿ
ïîâîä åãî ðàññêàçàòü.

Èòàê, ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ðàçðåç è ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó f , ðàâíóþ ðàçìå-
ðó ðàçðåçà. Ïîñ÷èòàåì åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Äëÿ ýòîãî, êàê è ðàíüøå, ñòîèò ðàçáèòü
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó â ñóììó áîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ âñÿêîãî e ∈ E ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó f , ðàâíóþ 1, åñëè ðåáðî e âõîäèò â ðàçðåç, è ðàâíóþ 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî f =

∑
e∈E fe, à çíà÷èò

E[f ] =
∑
e∈E

E[fe].

Îäíàêî, äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû fe ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå óæå íå òðóäíî ïîñ÷èòàòü. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî ôèêñèðîâàííîãî ðåáðà e âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíî ïîïàäåò â ðàçðåç ðàâíà
1/2. À çíà÷èò äëÿ âñÿêîãî e ∈ E E[fe] = 1/2, îòêóäà

E[f ] =
∑
e∈E

1/2 = |E|/2.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñòü êîíêðåòíûé ðàçðåç, ñîäåðæàùèé íå ìåíüøå |E|/2 ðåáåð.

Íà ñàìîì äåëå, ýòîò ðåçóëüòàò íå ñèëüíî óäèâèòåëåí, åãî ìîæíî äîêàçàòü è �ðóêàìè�.

Çàäà÷à 6. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è ñòðîÿùèé ðàçðåç ðàç-
ìåðà íå ìåíüøå |E|/2.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïðîâîäèòü âåðîÿòíîñòíîå ðàññóæäåíèå àêêóðàòíåå, òî ìîæíî ïîëó-
÷èòü ÷óòü áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó íà ðàçìåð ðàçðåçà.

Òåîðåìà 3. Ðàññìîòðèì ãðàô G = (V,E), â êîòîðîì êîëè÷åñòâî âåðøèí |V | = 2n � ÷åòíî.

Òîãäà â G ñóùåñòâóåò ðàçðåç ðàçìåðà íå ìåíüøå
|E|n
2n−1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðîøëûé ðàç, âñÿêèé ðàçðåç ìîæíî çàäàòü ìíîæåñòâîì S ⊆ V .
Ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâàõ S ⊆ V , òàêèõ ÷òî |S| = n (â ýòîì
îòëè÷èå îò ïðîøëîãî ðàññóæäåíèÿ).

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû f è fe îïðåäåëèì òàêæå êàê è â ïðîøëîì äîêàçàòåëüñòâå. Îöåíèì
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî fe = 1. ×èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ðàâíî 2

(
2n−2
n−1

)
, ãäå äâîéêà îòâå-

÷àåò çà âûáîð êîíöà ðåáðà e, ëåæàùåãî â S, à áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò îòâå÷àåò çà âûáîð
îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ S. ×èñëî âñåõ èñõîäîâ ðàâíî

(
2n
n

)
, òàê ÷òî

E[fe] = Pr[fe = 1] =
2
(
2n−2
n−1

)(
2n
n

) =
2 · n · n

2n · (2n− 1)
=

n

(2n− 1)
.

Òîãäà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïîëó÷àåì

E[f ] =
∑
e∈E

E[fe] =
|E|n
2n− 1

,

à çíà÷èò ñóùåñòâóåò òàêîé ðàçðåç, â êîòîðîì íå ìåíüøå |E|n2n−1 .

Òàêîé ðàçðåç òîæå ìîæíî ïîñòðîèòü íàïðÿìóþ, íî ýòî óæå çàìåòíî ñëîæíåå. À íàøå äîêà-
çàòåëüñòâî áûëî â ñóùíîñòè íå î÷åíü ñëîæíûì (âî âñÿêîì ñëó÷àå, òåõíè÷åñêè).

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ãðàôå G = (V,E) ÷èñëî âåðøèí |V | = 2n+1 � íå÷åòíî, òî åñòü

ðàçðåç ðàçìåðà íå ìåíüøå |E|(n+1)
2n+1 .

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîçâîëÿåò äàâàòü îöåíêè âåðîÿòíîñòåé íåêîòîðûõ ñîáûòèé.

Ëåììà 8 (íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà). Ïóñòü f ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî íåîò-

ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî α > 0 âåðíî

Pr[f > α] 6
E[f ]

α
.

Òî åñòü, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà f ñèëüíî áîëüøå ñâîåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ, íå ñëèøêîì âåëèêà (çàìåòèì, ÷òî ëåììà ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé, êîãäà α >
E[f ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âçãëÿíåì íà íóæíîå íàì íåðàâåíñòâî ñ äðóãîé ñòîðîíû. Íàì íóæíî äîêà-
çàòü, ÷òî

E[f ] > α · Pr[f > α].

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ a1, . . . , ak ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, . . . , pk. Çà-
ïèøåì, ÷åìó ðàâíî åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî îïðåäåëåíèþ:

E[f ] = a1p1 + a2p2 + . . .+ akpk.

Ïîñìîòðèì îòäåëüíî íà òå ai, êîòîðûå ìåíüøå α, è îòäåëüíî íà òå ai, êîòîðûå íå ìåíüøå α.
Åñëè ïåðâûå çàìåíèòü íà íîëü, òî ñóììà ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ. Åñëè âòîðûå çàìåíèòü
íà α, òî ñóììà òàêæå ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ. Ïîñëå òàêèõ çàìåí, ó íàñ îñòàåòñÿ ñóììà
íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü αpi, ãäå pi � âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íå ìåíüøåãî α. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ñóììà êàê ðàç ðàâíà α·Pr[f >
α], è ëåììà äîêàçàíà.
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Çàäà÷à 8. Ãäå â íàøåì äîêàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçîâàëè íåîòðèöàòåëüíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû? Îñòàåòñÿ ëè ëåììà âåðíîé, åñëè óáðàòü óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?

Çàäà÷à 9. Â ëîòåðåå íà âûèãðûøè óõîäèò 40% îò ñòîèìîñòè ïðîäàííûõ áèëåòîâ. Êàæäûé áèëåò
ñòîèò 100 ðóáëåé. Äîêàæèòå, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü 5000 ðóáëåé (èëè áîëüøå) ìåíüøå 1%.

Ïðèìåð 4. Ïðèâåäåì àëãîðèòìè÷åñêèé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà.
Íåêîòîðûå àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ñëó÷àéíûå ÷èñëà, ðàáîòàþò òàê, ÷òî âñåãäà âûäàþò

âåðíûé îòâåò, íî âðåìÿ ðàáîòû ìîæåò çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë è ïðè íåêîòîðîì
íåâåçåíèè ìîãóò ðàáîòàòü äîëãî. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ, ÷òîáû òåì íå ìåíåå ñêàçàòü ÷òî-òî î âðå-
ìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà, ãîâîðÿò î ñðåäíåì âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà. Äåéñòâèòåëüíî, âðåìÿ
ðàáîòû â äàííîì ñëó÷àå � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (çàâèñÿùàÿ îò ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, èñïîëüçóåìûõ
àëãîðèòìîì), è ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû � ýòî ïðîñòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü òàêîé àëãîðèòì A, ðàáîòàþùèé, ñêàæåì, çà âðåìÿ O(n2), ãäå n
� ðàçìåð âõîäíûõ äàííûõ. Äëÿ íàøèõ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé, íàì áû õîòåëîñü, ÷òîáû àëãîðèòì
âñåãäà (òî åñòü íåçàâèñèìî îò ñëó÷àéíûõ ÷èñåë) çàêàí÷èâàë ñâîþ ðàáîòó çà âðåìÿ O(n2), è
÷òîáû äîáèòüñÿ ýòîãî ìû ãîòîâû äàæå ñìèðèòüñÿ ñ òåì, ÷òî â 0, 01% ñëó÷àåâ àëãîðèòì áóäåò
âûäàâàòü íåïðàâèëüíûé îòâåò. Ìîæåì ëè ìû ïîëó÷èòü òàêîé àëãîðèòì?

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæåì. Îáîçíà÷èì ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A ÷åðåç T , è ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé àëãîðèòì: çàïóñêàåì àëãîðèòì A è æäåì ïîêà îí ñäåëàåò 10000 · T øàãîâ. Åñëè
àëãîðèòì óñïåë âûäàòü îòâåò, ïðåêðàñíî. Åñëè íåò, âûäàåì ïðîèçâîëüíûé îòâåò. Èäåÿ â òîì,
÷òî àëãîðèòì A ñ î÷åíü áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ çàêîí÷èò ñâîþ ðàáîòó çà 10000 · T øàãîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç f � (íåîòðèöàòåëüíóþ) ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ âðåìåíè
ðàáîòû àëãîðèòìà A. Òîãäà E[f ] = T . Ïî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà ïîëó÷àåì

Pr[f > 10000 · T ] 6 T

10000 · T
= 1/10000.

Çàìåòèì, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû íîâîãî àëãîðèòìà äåéñòâèòåëüíî åñòü O(n2) (ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñòàðûì àëãîðèòìîì îíî ïðîñòî óìíîæèëîñü íà êîíñòàíòó), à îøèáêà ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî
åñëè ñòàðûé àëãîðèòì ðàáîòàë äîëüøå 10000 · T øàãîâ. Ïî íàøåé îöåíêå ýòî ïðîèñõîäèò ñ
âåðîÿòíîñòüþ íå áîëüøå 0, 01%.

3 ×àñòîòà îðëîâ ïðè ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû è áèíîìèàëüíûå êîýô-

ôèöèåíòû

Åñëè ïîäáðàñûâàòü ¾÷åñòíóþ¿ ìîíåòó ìíîãî ðàç, òî ðàçóìíî îæèäàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî âûïàâ-
øèõ îðëîâ áóäåò ïðèìåðíî ðàâíî ïîëîâèíå îò ÷èñëà ïîäáðàñûâàíèé. Èìåííî ýòî èíòóèòèâíîå
íàáëþäåíèå áûëî ïîëîæåíî â îñíîâó ïîíÿòèÿ ¾âåðîÿòíîñòü¿. Íî ÷òî çíà÷èò ¾ïðèìåðíî ðàâíî¿?
Îêàçûâàåòñÿ, ýòîìó èíòóèòèâíî îæèäàåìîìó ðåçóëüòàòó ìîæíî ïðèäàòü òî÷íûå êîëè÷åñòâåí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè.

Âî-ïåðâûõ, óòî÷íèì, ÷òî ðàçíûå ïîäáðàñûâàíèÿ ¾÷åñòíîé¿ ìîíåòû íåçàâèñèìû: ýòî íåÿâíî
ïðåäïîëàãàåòñÿ â ïðîñòîíàðîäíîì ïîíèìàíèè ¾÷åñòíîñòè¿. Åñëè êòî-òî áóäåò ïîäáðàñûâàòü
ìîíåòó è ïîñëå âûïàäåíèÿ ÷åòâ¼ðòîãî îðëà ïîäðÿä ïåðåâîðà÷èâàòü åãî, òàêèå ïîäáðàñûâàíèÿ
âðÿä ëè ñòîèò ñ÷èòàòü ¾÷åñòíûìè¿.

Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü âñå âîçìîæíûå ðåçóëüòàòû n ïîäáðàñûâàíèé ðàâíîâîçìîæíûìè.
Áóäåì çàïèñûâàòü ðåçóëüòàòû, óêàçûâàÿ 1, åñëè âûïàë îð¼ë, è 0, åñëè âûïàëà ðåøêà.

Êàê ëåãêî âèäåòü, êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ n ïîäáðàñûâàíèé, â êîòîðûõ âûïàëî k îðëîâ,
ðàâíî êîëè÷åñòâó äâîè÷íûõ ñëîâ äëèíû n, â êîòîðûõ ðîâíî k åäèíèö (è n − k íóëåé). Îíî
ðàâíî áèíîìèàëüíîìó êîýôôèöèåíòó (

n

k

)
.
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Ðèñ. 1: Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà äîñêè Ãàëüòîíà

Åñëè æå íàñ èíòåðåñóþò ñîáûòèÿ âèäà ¾âûïàëî íå ìåíüøå k îðëîâ¿ èëè ¾êîëè÷åñòâî îðëîâ
íå ìåíüøå k1 è íå áîëüøå k2¿, òî èõ âåðîÿòíîñòè � ñóììû áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Èòàê, íàì íóæíî îöåíèâàòü âåëè÷èíû áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ýòî ìîæíî äåëàòü
ïî-ðàçíîìó. Ñêàæåì, ìîæíî íàõîäèòü íóæíûå âåëè÷èíû ýêñïåðèìåíòàëüíî. Äëÿ ýòîãî ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ïðèáîð, íàçûâàåìûé äîñêîé Ãàëüòîíà. Åãî ñõåìà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1.

Åñëè íàáðîñàòü ÷åðåç òàêóþ ðåøåòêó ìíîãî øàðèêîâ (â îðèãèíàëüíîì èñïîëíåíèè ýòî áû-
ëè áîáû), òî áóíêåðû áóäóò çàïîëíåíû êàê ðàç ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå ñîîòâåòñòâóþùèõ
áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Êîíå÷íî, â êàæäîì êîíêðåòíîì ýêñïåðèìåíòå çàïîëíåíèå áóíêåðîâ áóäåò ðàçíûì. Íî ôîðìà
ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå øàðèêîâ âñå áîëüøå áóäåò íàïîìè-
íàòü êðèâóþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 2.

n/2−n/2 ∼ c
√
n

Ðèñ. 2: Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû: âçãëÿä èçäàëåêà

Çàäà÷à 10. Ðèñóíîê 2 íåòî÷íûé: äëÿ íàãëÿäíîñòè ìàñøòàá ïî îñè àáñöèññ âûáðàí íåðàâíîìåð-
íûì. Ïîïðîáóéòå ïðåäñòàâèòü, êàê èçäàëåêà âûãëÿäèò ãðàôèê áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
ïðè ðàâíîìåðíîì ìàñøòàáå ïî îñè àáñöèññ.

Äðóãîé ïîäõîä, áîëåå íàì áëèçêèé, ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ìàòåìàòèêè âìåñòî áîáîâ è
ãâîçäèêîâ.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
(
n
k

)
óâåëè÷èâàþòñÿ ñ ðîñòîì k âïëîòü

äî n/2, à çàòåì óáûâàþò.
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À íàñêîëüêî âåëèê öåíòðàëüíûé êîýôôèöèåíò
(
2n
n

)
? ßñíî, ÷òî ñîâñåì ìàëåíüêèì îí áûòü íå

ìîæåò: âñåãî åñòü 2n+1 êîýôôèöèåíò, èõ ñóììà ðàâíà 2n. Ïîýòîìó öåíòðàëüíûé êîýôôèöèåíò
óæ íèêàê íå ìåíüøå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ:(

2n

n

)
>

22n

2n+ 1
.

Íî èíòåðåñíî òàêæå ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó äëÿ öåíòðàëüíîãî áèíîìèàëüíîãî êîýôôè-
öèåíòà. Â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòè ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå 2n ïîäáðàñûâàíèé
ìîíåòû âûïàëî ðîâíî n îðëîâ. Ýòî òî ñàìîå çíà÷åíèå ÷èñëà îðëîâ, êîòîðîå ïîäñêàçûâàåò íàì
èíòóèöèÿ. Ìû ïîêà ëèøü óáåäèëèñü, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü íå ñëèøêîì ìàëà, îíà íå ìåíüøå
1/(n+ 1).

Îêàçûâàåòñÿ, îíà è íå î÷åíü âåëèêà. ×òîáû ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó, ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà äëÿ ôàêòîðèàëà:

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n
(3)

(ïðåäåë îòíîøåíèÿ ýòèõ âûðàæåíèé ïðè n→∞ ðàâåí 1).
Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó äëÿ áèíîìèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà, ïîëó÷àåì(

2n

n

)
=

(2n)!

n! · n!
∼
√
4πn

2πn

(
2n

e

)2n ( e
n

)2n
=

1√
πn

22n. (4)

Èç ýòîé îöåíêè âèäèì, ÷òî ñ ðîñòîì n âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ðîâíî ïîëîâèíó îðëîâ óáûâàåò
ê íóëþ. Åñëè âàì ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû 10000 ïîäáðàñûâàíèé, â êîòîðûõ ïîëó÷èëîñü ðîâíî 5000
îðëîâ, ýòî ñåðü¼çíûé ïîâîä çàäóìàòüñÿ î ¾÷åñòíîñòè¿ ìîíåòû.

Îöåíêè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ñòèðëèíãà äîâîëüíî òî÷íûå,
íî àñèìïòîòè÷åñêèå è íå î÷åíü ïðîñòûå èç-çà ìíîæèòåëåé âèäà

√
2πn. Î÷åíü ÷àñòî îêàçûâàþò-

ñÿ óäîáíûìè áîëåå ãðóáûå, íî áîëåå ïðîñòûå îöåíêè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïðèâåäåì
ñàìóþ ïîïóëÿðíóþ ïàðó: (n

k

)k
6

(
n

k

)
<
(en
k

)k
. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåâîãî íåðàâåíñòâà â (5). Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ áèíîìèàëüíîãî êîýôôè-
öèåíòà: (

n

k

)
=
n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!
=
n

k
· n− 1

k − 1
· . . . · n− (k − 1)

k − (k − 1)
.

Äðîáè â ýòî ïðîèçâåäåíèè óâåëè÷èâàþòñÿ ñëåâà íàïðàâî, òàê êàê

a− 1

b− 1
>
a

b
ïðè a > b.

Çàìåíÿÿ êàæäóþ èç ýòèõ k äðîáåé íà íàèìåíüøóþ ñðåäè íèõ (ýòî êàê ðàç n/k), ïîëó÷àåì
ëåâóþ ÷àñòü ëåâîãî íåðàâåíñòâà â (5).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðàâîãî íåðàâåíñòâà â (5). Ýòî íåðàâåíñòâî óæå òðåáóåò õîòü êàêîãî-íèáóäü
àíàëèçà (îòêóäà-òî äîëæíî âçÿòüñÿ ÷èñëî e).

Ìû èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî

e >

(
1 +

1

k

)k
, (6)

êîòîðîå ñðàçó ñëåäóåò èç ñàìîãî ýëåìåíòàðíîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà e. Ïåðåìíîæèì íåðàâåí-
ñòâà (6) äëÿ k = 1, 2, . . . , n− 1, ïîëó÷èì

en−1 >

(
2

1

)1

·
(
3

2

)2

· . . . ·
(

n

n− 1

)n−1
=

nn−1

(n− 1)!
=
nn

n!
,
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ò.å. n! > e(n/e)n. Îòñþäà (
n

k

)
<
nk

k!
<

1

e
·
(en
k

)k
,

÷òî è òðåáîâàëîñü, òàê êàê e > 2 (ñì. (6) ïðè k = 1).

Ïðèâåä¼ì åù¼ îäíî ïîëåçíîå íåðàâåíñòâî äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ëåììà 9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë k, t, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 0 6 t 6
k 6 n/2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (

n

k − t

)
<

k

t2

(
n

k

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì(
n

k

)/(
n

k − t

)
=
n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!
· (k − t)!
n · (n− 1) · . . . · (n− k + t+ 1)

=

=
(n− k + t) · . . . · (n− k + 1)

k · (k − 1) · . . . · (k − t+ 1)
=
n− k + t

k
· n− k + t− 1

k − 1
· . . . · n− k + 1

k − t+ 1

Ïîñêîëüêó k 6 n/2 ÷èñëèòåëè äðîáåé áîëüøå çíàìåíàòåëåé. Êàê è ðàíüøå, ñàìàÿ ìàëåíüêà
äðîáü â ýòîì ïðîèçâåäåíèè � ïåðâàÿ. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì îöåíêó(

n

k

)/(
n

k − t

)
>

(
n− k + t

k

)t
=

(
1 +

n− 2k + t

k

)t
> 1 +

t(n− 2k + t)

k
>
t2

k
,

÷òî è äà¼ò èñêîìîå íåðàâåíñòâî.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû äîâîëüíî áûñòðî óáûâàþò, íà÷è-
íàÿ ñ ðàññòîÿíèÿ c

√
n îò öåíòðàëüíîãî. Áîëåå òî÷íûå îöåíêè ïðèâîäÿòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

4 Áîëüøèå óêëîíåíèÿ: íåðàâåíñòâî ×åðíîâà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xn ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ êîëè÷åñòâó âûïàâøèõ îðëîâ ïîñëå n ïîä-
áðàñûâàíèé ¾÷åñòíîé¿ ìîíåòû, à ÷åðåç ξn = Xn/n � ÷àñòîòó âûïàâøèõ îðëîâ. Ïðè áîëüøèõ
n ÷àñòîòà ñ î÷åíü áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ îêàçûâàåòñÿ áëèçêîé ê 1/2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
îöåíêà, êîòîðàÿ î÷åíü óäîáíà â ïðèëîæåíèÿõ âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà â êîìáèíàòîðèêå.

Òåîðåìà 4 (íåðàâåíñòâî ×åðíîâà). Pr
[
|Xn − n

2 | > ε
]
= Pr

[
|ξn − 1

2 | > ε
]
< 2e−2ε

2n.

Ýòî è åñòü êîëè÷åñòâåííàÿ ôîðìóëèðîâêà òîãî èíòóèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñ êîòîðîãî ìû
íà÷àëè îáñóæäåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ×åðíîâà ñèììåòðè÷íî, îíî îöåíèâàåò âåðîÿòíîñòü óêëîíåíèé
÷àñòîòû îò 1/2 â îáå ñòîðîíû. Â ñèëó ñèììåòðèè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ(

n

k

)
=

(
n

n− k

)
äîñòàòî÷íî îöåíèâàòü âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ ÷àñòîòû íàä 1/2 (ýòî îáúÿñíÿåò ìíîæèòåëü 2
â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ×åðíîâà).

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà ×åðíîâà. Èçëîæèì âíà÷àëå îáùóþ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà,
ïðîïóñêàÿ äîêàçàòåëüñòâà òåõíè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé.

Îêàçûâàåòñÿ, íåðàâåíñòâî ×åðíîâà � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà äëÿ ïîäõî-
äÿùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîé ôóíêöèè îò âåëè÷èíû Xn.
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Óäîáíåå ïåðåéòè ê ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì Yn = 2Xn−n. Åñëè Xn ðàâíà ñóììå n ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ íåçàâèñèìî è ðàâíîâåðîÿòíî çíà÷åíèÿ 0 è 1, òî Yn ðàâíà ñóììå âåëè÷èí
yn,i, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íåçàâèñèìî ïðèíèìàåò ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî çíà÷åíèÿ 1 è −1.

Íî ýòî íå âñå: íóæíî âçÿòü ýêñïîíåíòó îò Yn ñ óäà÷íûì îñíîâàíèåì. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó

Zn = eλYn =
∏
i

eλyn,i .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî ïðîèçâåäå-
íèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñîìíîæèòåëåé (â îòëè÷èå îò ëèíåéíîñòè, ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü
íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé):

E[Zn] =
∏
i

E[eλyn,i ] =

(
eλ + e−λ

2

)n
= (chλ)n. (7)

Îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé ðàâíû â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ãèïåðáîëè÷åñêîãî
êîñèíóñà chx.

Èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå Xn − n/2 > εn çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Yn êàê
Yn > 2εn, à ÷åðåç âåëè÷èíó Zn êàê Zn > e2λεn.

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà ê âåëè÷èíå Zn:

Pr[Zn > e2λεn] 6
E[Zn]

e2λεn
=

(
chλ

e2λε

)n
Îñòàëîñü âûáðàòü λ, ÷òîáû ñäåëàòü äðîáü â îñíîâàíèè ñòåïåíè ïîìåíüøå. Äëÿ ýòîãî íóæíà
åùå îäíà ïîðöèÿ àíàëèçà, à èìåííî, íåðàâåíñòâî

chx 6 ex
2/2. (8)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì ïðè λ = 2ε

Pr[Zn > e2λεn] 6 e(2ε
2−4ε2)n,

÷òî è äàåò íåðàâåíñòâî ×åðíîâà.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì íóæíî ïðîâåðèòü äâà òåõíè÷åñêèõ óòâåðæäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (7). Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Zn:

E[Xn] =
∑

w∈{0,1}n
2−nZn(w) = 2−n

∑
w∈{0,1}n

n∏
i=1

eλ(2wi−1).

Êàæäîå ñëàãàìîå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì, â êîòîðîì ñòîÿò eλ (åñëè wi = 1) è e−λ (åñëè wi = 0).
Çíà÷èò, ýòî òå æå ñàìûå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç áèíîìà (eλ+e−λ)n ïîñëå ðàñêðûòèÿ
ñêîáîê (è äî ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ). Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ðàâíà 2−n(eλ + e−λ)n,
÷òî ñîâïàäàåò ñ (chλ)n.

Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (8). Òóò íóæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû â ðÿä Òåéëî-
ðà:

ex =

∞∑
k=0

xk

k!
.

Ðÿä äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà ïî÷ëåííûì ñëîæåíèåì ðÿäîâ. Îñòàþòñÿ
òîëüêî ñëàãàåìûå â ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ:

chx =

∞∑
k=0

x2k

(2k)!
.
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Âòîðîé ðÿä ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé x2/2 â ðÿä äëÿ ýêñïîíåíòû. Îïÿòü åñòü òîëüêî ñëààãàåìûå
äëÿ ÷åòíûõ ñòåïåíåé:

e−x
2/2 =

∞∑
k=0

x2k

2kk!
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðè êàæäîì k âûïîëíÿåòñÿ

1

(2k)!
<

1

2kk!
,

ôîðìóëà (8) ïîëó÷àåòñÿ ïî÷ëåííûì ñðàâíåíèåì ðÿäîâ.

5 Ïîäðîáíîñòè äëÿ ëþáîçíàòåëüíûõ

5.1 Åù¼ îäíà ýëåìåíòàðíàÿ îöåíêà îòíîøåíèÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ëåììà 9 äà¼ò äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê ñêîðîñòè óáûâàíèÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ, áëèçêèõ ê ñðåäíåìó. Ìû ñåé÷àñ ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè â äðóãóþ ñòîðîíó,
êîòîðàÿ íå èñïîëüçóåò ôîðìóëû Ñòèðëèíãà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêèå îöåíêè ïðåäïî÷òè-
òåëüíåå, òàê êàê íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ôîðìóëå Ñòèðëèíãà.

Áóäåì îöåíèâàòü ñâåðõó âåëè÷èíó

at =

(
n
n/2

)(
n

n/2−t
) ,

ïðåäïîëàãàÿ n ÷¼òíûì (äëÿ íå÷¼òíûõ âñ¼ àíàëîãè÷íî). Êàê è ðàíüøå, çàïèøåì îòíîøåíèå
áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äðîáåé (ïîëàãàåì k = n/2):

at =

(
n

k

)/(
n

k − t

)
=
n− k + t

k
· n− k + t− 1

k − 1
· . . . · n− k + 1

k − t+ 1
.

Òåïåðü íàñ èíòåðåñóåò âåðõíÿÿ îöåíêà, ïîýòîìó çàìåíèì âñå äðîáè íà íàèáîëüøóþ � ïîñëåä-
íþþ. Ïîëó÷àåì

at <

(
1 +

t

k − t+ 1

)t
. (9)

Ïóñòü t <
√
k/3. Òîãäà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñëàãàåìûå â ðàçëîæåíèè áèíîìà(

1 +
t

k − t+ 1

)t
= 1 +

(
t

1

)
t

k − t+ 1
+

(
t

2

)(
t

k − t+ 1

)2

+ . . .+

(
t

k

)(
t

k − t+ 1

)k
+ . . .

óáûâàþò, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, áûñòðåå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñèè ñî çíàìåíàòåëåì 1/2.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Ïîýòîìó ïðè t <
√
k/3 è k > 1 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

at < 1 +
2t2

k − t+ 1
<

3t2

k
, (10)

÷òî âñåãî â 3 ðàçà áîëüøå íèæíåé îöåíêè èç ëåììû 9.
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5.2 Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà ×åðíîâà

Èäåÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü äðóãóþ ìîíåòó, ó êîòîðîé âåðî-
ÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îðëà p = 1

2 + ε, à âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ðåøêè 1− p = 1
2 − ε. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Xn,ε ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ êîëè÷åñòâó âûïàâøèõ îðëîâ ïîñëå n íåçàâèñèìûõ
ïîäáðàñûâàíèé ýòîé ¾èñïîð÷åííîé¿ ìîíåòû.

Ó èñïîð÷åííîé ìîíåòû âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ îðëîâ áîëüøå. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè ñðàâíèòü
âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé Xn = k (÷åñòíàÿ ìîíåòà äàëà k îðëîâ) è Xn,ε = k (èñïîð÷åííàÿ ìîíåòà
äàëà k îðëîâ) ïðè k > pn, òî ïåðâàÿ âåðîÿòíîñòü íàìíîãî ìåíüøå âòîðîé ïðè áîëüøèõ n.
Íî òîãäà ñóììà âñåõ òàêèõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ÷åñòíîé ìîíåòû íàìíîãî ìåíüøå ñóììû òåõ æå
âåðîÿòíîñòåé äëÿ èñïîð÷åííîé ìîíåòû. À ýòà âòîðàÿ ñóììà óæ òî÷íî íå áîëüøå 1. Îòñþäà è
ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó íà âåðîÿòíîñòü áîëüøèõ óêëîíåíèé âåëè÷èíû Xn.

Ïîäáðàñûâàíèÿ èñïîð÷åííîé ìîíåòû íåçàâèñèìûå, ïîýòîìó ïî ôîðìóëå ïðîèçâåäåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ðåçóëüòàòà, ñîäåðæàùåãî k åäèíèö, ðàâíà
pk(1− p)n−k. Ñóììèðóÿ ïî íåñîâìåñòíûì ñîáûòèÿì (âñå ðåçóëüòàòû ñ k åäèíèöàìè), ïîëó÷àåì

Pr[Xn,ε = k] =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

è
Pr[Xn = k]

Pr[Xn,ε = k]
=

(
n
k

)
2−n(

n
k

)
pk(1− p)n−k

=
1

2n(pk/n(1− p)1−k/n)n
.

Îáîçíà÷èì q = k/n è ïåðåïèøåì ýòî îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé â âèäå

Pr[Xn = qn]

Pr[Xn,ε = qn]
= (2pq(1− p)1−q)−n.

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ïðè p > 1/2 îñíîâàíèå ñòåïåíè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà áîëüøå 1
è óêàçàòü îäíó îáùóþ îöåíêó äëÿ âñåõ p 6 q 6 1. Òîãäà ïîëó÷èì æåëàåìîå: âåðîÿòíîñòè äëÿ
÷åñòíîé ìîíåòû îêàæóòñÿ íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì äëÿ èñïîð÷åííîé (ïîñêîëüêó âîçâîäèì ÷èñëî,
á�îëüøåå 1 â îòðèöàòåëüíóþ ñòåïåíü).

Òàê êàê p/(1− p) = (12 + ε)/( 12 − ε) > 1, ôóíêöèÿ

px(1− p)1−x = (1− p) ·
(

p

1− p

)x
âîçðàñòàþùàÿ. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà ëó÷å [p,+∞) îíà ïðèíèìàåò ïðè x = p. Ïîýòîìó äëÿ
îöåíêè îòíîøåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ñ 1 ôóíêöèþ

2pp(1− p)1−p.

Óäîáíåå âçÿòü ëîãàðèôì, ò.å. ïåðåíåñòè ôóíêöèþ â ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Ïóñòü ýòî áóäåò
äâîè÷íûé ëîãàðèôì:

log2(p
p(1− p)1−p) = p log2 p+ (1− p) log2(1− p)

def

= −h(p).

Çàìåòèì, ÷òî 1 = log2 2 = h(1/2).

Ëåììà 10. Ôóíêöèÿ h(x) íà èíòåðâàëå (0, 1/2) âîçðàñòàåò, à íà èíòåðâàëå (1/2, 1) óáûâàåò.
Òî÷êà 1/2 òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ h(x):

h′(x) = − log2 x−
1

ln 2
+ log2(1− x) +

1

ln 2
= log2

1− x
x

.

Òàê êàê 1−x > x ðàâíîñèëüíî x < 1/2, ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåðâàëå (0, 1/2) ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæè-
òåëüíàÿ, à íà èíòåðâàëå (1/2, 1) ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíàÿ. Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
ëåììû.
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Òåïåðü âîñïîëüóåìñÿ ëåììîé è ïåðåïèøåì îöåíêó íà îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé êàê

Pr[Xn = qn]

Pr[Xn,ε = qn]
6 2−(h(1/2)−h(p))n = 2−η

2n. (11)

×èñëî η > 0 çàâèñèò òîëüêî îò âûáðàííîãî ïîðîãà ÷àñòîòû ε.

Òåîðåìà 5. Pr
[
|ξn − 1

2 | > ε
]
< 2 · 2−η2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì∑
k>n/2+εn

Pr[Xn > k] <
∑

k>n/2+εn

Pr[Xn,ε > k]2−η
2n 6 2−η

2n

(òàê êàê ñóììà âåðîÿòíîñòåé íå ïðåâîñõîäèò 1).

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî.
Ïðèìåíèâ åùå ÷óòü áîëüøå àíàëèçà, ìîæíî ÿâíî âûðàçèòü η ÷åðåç ε. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

h(x) íà èíòåðâàëå (1/2, 1) óáûâàåò, òàê êàê

h′′(x) = − 1

ln 2
· 1

x(1− x)
.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ h(1/2) − h(x) + h′′(1/2)
2 (x − 1/2)2 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé (âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

íåîòðèöàòåëüíà). Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå x = 1/2 ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè ãîðèçîíòàëüíà. Çíà-

÷èò, âåñü ãðàôèê h(x) ëåæèò ëèáî öåëèêîì âûøå ãðàôèêà h(1/2) + h′′(1/2)
2 (x − 1/2)2, ëèáî

öåëèêîì íèæå.

Â òî÷êå x = 1 ôóíêöèÿ h îáðàùàåòñÿ â 0, à h(1/2) + h′′(1/2)
2 (x − 1/2)2 = 1 − 1/2 ln 2 > 0.

Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

h(1/2)− h(1/2 + ε) > −h
′′(1/2)

2
ε2 =

2

ln 2
ε2.

Ïîäñòàâëÿÿ â (11), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî ×åðíîâà

Pr
[
|ξn − 1

2 | > ε
]
< 2e−2ε

2n.
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