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Àíäðåé Àíäðååâè÷ Ìàðêîâ-ñòàðøèé (1856�1922) � âûäàþùèéñÿ
ðóññêèé ìàòåìàòèê. Øèðîêî èçâåñòíû è îáùåïðèçíàíû åãî ðàáî-
òû ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Ðàçðàáî-
òàííàÿ èì òåîðèÿ îáøèðíîãî êëàññà ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ
äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé âðåìåííîé êîìïîíåíòîé, íàçâàííûõ åãî
èìåíåì, èìååò áåñ÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ñîâðåìåííûõ òåîðåòè-
÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ, å¼ âëèÿíèå òðóäíî ïåðåîöå-
íèòü. Îãðîìíûé âêëàä âíåñ À. À. Ìàðêîâ â òåîðèþ íåïðåðûâíûõ
äðîáåé è èñ÷èñëåíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ
îáðàçîâ è çàäà÷àõ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà áîëüøàÿ ÷àñòü àëãî-
ðèòìîâ èñïîëüçóþò ïîíÿòèå ñêðûòîé ìàðêîâñêîé ìîäåëè, êîòîðîå
áåðåò íà÷àëî â ðàáîòàõ Ìàðêîâà.
Îäíàêî íå ìåíåå èçâåñòåí À. À. Ìàðêîâ êàê ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè

÷èñåë. Ïåðâûé çíà÷èìûé ðåçóëüòàò îí ïîëó÷èë â ñâîåé ìàãèñòåð-
ñêîé äèññåðòàöèè �Î áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðìàõ ïîëîæèòåëü-
íîãî îïðåäåëèòåëÿ� [12, 13], ñì. òàêæå [5, 6]. Îäíèì èç öåíòðàëü-
íûõ îáúåêòîâ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå,
êîòîðîå âïîñëåäñòâèè âîçíèêàëî âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè,
äîâîëüíî äàëåêèõ îò èçíà÷àëüíîé çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè êâàäðà-
òè÷íûõ ôîðì. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ìû îáñóäèì ýòîò àñïåêò îá-
øèðíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî íàñëåäèÿ À. À. Ìàðêîâà.

1. Óðàâíåíèå Ìàðêîâà

Óðàâíåíèå Ìàðêîâà � ýòî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå âèäà

(*) x2
1 + x2

2 + x2
3 = 3x1x2x3.

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñåé÷àñ èçâåñòíû êàê òðîéêè Ìàðêîâà, à
÷èñëà Ìàðêîâà � ýòî âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïîÿâëÿþùèåñÿ â ýòèõ
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òðîéêàõ. Ïóñòü (x1, x2, x3) � òðîéêà Ìàðêîâà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùèå òðè ïðåîáðàçîâàíèÿ

(�)

(x1, x
′
2, x3)

(x1, x2, x3)

t2

OO

t3

((
t1

vv
(x′

1, x2, x3) (x1, x2, x
′
3)

ãäå

x′
i :=

3x1x2x3

xi

− xi.

Ïî ôîðìóëàì Âèåòà íîâûå òðîéêè

(�) (x′
1, x2, x3), (x1, x

′
2, x3), (x1, x2, x

′
3)

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ìàðêîâà, ïðè÷åì x′
i ̸= xi.

Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ti íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïåðåñòðîéêîé

èëè ìóòàöèåé â ýëåìåíòå xi, à ñîîòâåòñòâóþùèå òðîéêè íàçû-
âàþòñÿ ñîñåäíèìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå òðè ÷èñëà x1,
x2, x3 ðàçëè÷íû, òî è âñå òðîéêè (�) òàêæå ðàçëè÷íû. Áîëåå òî-
ãî, ýëåìåíòàðíàÿ ïåðåñòðîéêà â ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòå òðîéêè
óìåíüøàåò ýòîò ýëåìåíò. Íàïðèìåð, åñëè x1 = max(x1, x2, x3), òî
x′
1 < max(x2, x3) < x1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Ìàðêîâà ïîëó÷àåòñÿ èç (1, 1, 1) ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíå-
íèåì ýëåìåíòàðíûõ ïåðåñòðîåê. Âñå òðîéêè Ìàðêîâà ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â âèäå ãðàôà, â êîòîðîì ñîñåäíèå ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì.
Ãðàô èìååò ôîðìó áåñêîíîãî òðèâàëåíòíîãî äåðåâà:

(1,1,1)

(1,2,1)

(1,5,2)

(5,29,2)

(29,169,2)

(2,985,169) (29,169,14701)

(5,433,29)

· · · · · ·

(1,13,5)

(13,194,5)

· · · · · ·

(1,34,13)

(1325,34,13) (1,89,34)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîå ÷èñëî Ìàðêîâà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì
â íåêîòîðîé òðîéêå. Â 1913 ã. Ôðîáåíèóñ âûñêàçàë ãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà (ãèïîòåçà åäèíñòâåííîñòè). Òðîéêà Ìàðêîâà îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì.

Íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè, ãèïîòåçà äî ñèõ ïîð íå
äîêàçàíà, î÷åíü õîðîøåå ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèé îáçîð ñì. â [1].

Ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòè Ìàðêîâà. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü X,
çàäàííóþ â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A3 óðàâíåíèåì (*). Åå ïðîåê-
òèâíîå çàìûêàíèå X̄ ⊂ P3 ÿâëÿåòñÿ íîäàëüíîé êóáèêîé ñ åäèí-
ñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé, à ãðàíè÷íûé äèâèçîð � îáúåäèíåíèå òðåõ
ïðÿìûõ, îáðàçóþùèõ �òðåóãîëüíèê�.
Îòîáðàæåíèÿ ti ÿâëÿþòñÿ àâòîìîðôèçìàìè ïîâåðõíîñòè X (êàê

àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ). Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ïîðîæäàþò
ïîäãðóïïó Γ0 ⊂ Aut(X), èçîìîðôíóþ ñâîáîäíîìó ïðîèçâåäåíèþ

(Z/2Z) ∗ (Z/2Z) ∗ (Z/2Z).

Ïîëíàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(X) ïîðîæäàåòñÿ Γ0, ïåðåñòà-
íîâêàìè è îáðàùåíèÿìè çíàêà ó ïàðû êîîðäèíàò [15]. Ïðè ýòîì
Aut(X) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå öåëûõ òî÷åê ïîâåðõ-
íîñòèX, à åå ïîäãðóïïà èíäåêñà 4, èçîìîðôíàÿ PGL2(Z), äåéñòâóåò
òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå òðîåê Ìàðêîâà.
Ïðîåêöèÿ

Ψ : X 99K P2

èç íà÷àëà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì îòîáðàæåíèåì, ò.å.
îíà âçàèìíî îäíîçíà÷íà íà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ïî Çàðèññêîìó ïîä-
ìíîæåñòâàõ U ⊂ X è V ⊂ P2. Áîëåå òîãî, Ψ çàäàåò âëîæåíèå
Aut(X) â ãðóïïó áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè òàê,
÷òî âñå ýëåìåíòû ñîõðàíÿþò, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ñèìïëåêòè÷å-
ñêóþ ôîðìó

du ∧ dv

uv
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 â Aut(X) âêëàäûâàåòñÿ â ñèì-
ïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó Êðåìîíû [7].

2. ×èñëà Ìàðêîâà â òåîðèè ïðèáëèæåíèé è òåîðèè
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

Â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Ìàðêîâà óðàâíåíèå (*) âîçíèêëî â ñâÿ-
çè ñ çàäà÷åé î íàõîæäåíèè àðèôìåòè÷åñêîãî ìèíèìóìà áèíàðíûõ
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.

3



Ðàññìîòðèì áèíàðíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

f(x, y) = αx2 + βxy + γy2, α, β, γ ∈ R.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìà � íåîïðåäåëåííàÿ, ò.å. åå äèñêðèìèíàíò

D := β2 − 4αγ

ïîëîæèòåëåí. Êîíñòàíòà Ìàðêîâà ôîðìû f � ýòî ÷èñëî

µ(f) :=

√
D

min′(f)
,

ãäå min′(f) � àðèôìåòè÷åñêèé ìèíèìóì:

min′(f) := min
{
|f(x, y)|

∣∣ x, y ∈ Z, (x, y) ̸= (0, 0)
}
.

Ñïåêòð Ìàðêîâà � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ êîíñòàíò Ìàðêîâà:

M :=
{
µ(f) | f � áèíàðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ D > 0

}
.

Ôîðìû f è f ′ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ïîëó÷àþòñÿ
äðóã èç äðóãà öåëî÷èñëåííîé çàìåíîé êîîðäèíàò. ßñíî, ÷òî ýêâè-
âàëåíòíûå ôîðìû èìåþò îäèí è òîò æå ìèíèìóì.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à î âû÷èñëåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ ìèíè-

ìóìîâ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé äèîôàíòîâûõ
ïðèáëèæåíèé. Õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ãóðâèöà óòâåðæäàåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà θ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé p

q
∈ Q, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó∣∣∣∣θ− p

q

∣∣∣∣ < 1√
5q2

,

ïðè ýòîì êîíñòàíòó
√
5 â çíàìåíàòåëå íåëüçÿ çàìåíèòü íà á�îëüøóþ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå:
÷èñëîì Ëàãðàíæà äëÿ θ ∈ R íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü λ(θ) ìíî-
æåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë λ òàêèõ, ÷òî íåðàâåíñòâî

(�)

∣∣∣∣θ− p

q

∣∣∣∣ < 1

λq2
.

èìååò ìåñòî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé p
q
∈ Q.

Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå Ãóðâèöà äëÿ èððàöèîíàëüíîãî θ ìû
èìååì λ(θ) ≥ 1√

5
. Ñïåêòð Ëàãðàíæà � ýòî ìíîæåñòâî

L := {λ(θ) | θ ∈ R}
âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ÷èñåë Ëàãðàíæà. ×èñëà θ, θ′ ∈ R íà-
çûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîé îðáèòå
äåéñòâèÿ ãðóïïû GL2(Z) íà R ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ì¼áèóñà. ßñíî,
÷òî ÷èñëà Ëàãðàíæà ýêâèâàëåíòíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíû.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü 2 ïðè q â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(�) íåëüçÿ óâåëè÷èòü: êàê áûëî ïîêàçàíî Ê. Ðîòîì (1955 ã.), äëÿ
ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëî è äëÿ ëþáîãî ϵ > 0
íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣θ− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2+ϵ

èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ p è q.

Ðåçóëüòàòû Ìàðêîâà. Ïóñòü m1 = 1, m2 = 2, m3 = 5,. . . � óïîðÿ-
äî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ÷èñåë Ìàðêîâà. Ïîëîæèì

λm =
√

9− 4/m.

Òàêæå ïî óïîðÿäî÷åííîé òðîéêå Ìàðêîâà (m,m′,m′′),m > m′ > m′′

ïî íåêîòîðîìó ÿâíîìó ïðàâèëó ñòðîèòñÿ íåîïðåäåëåííàÿ êâàäðà-
òè÷íàÿ ôîðìà

Fm,m′,m′′(x, y).

Îíà íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Ìàðêîâà. Ïðèíèìàÿ íà âåðó ãèïîòåçó Ôðî-
áåíèóñà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Fm,m′,m′′ çàâèñèò òîëüêî îò ìàêñèìàëü-
íîãî ýëåìåíòà: Fm,m′,m′′ = Fm.

Òåîðåìà (Ìàðêîâ). Äëÿ íåîïðåäåëåííîé áèíàðíîé êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû f(x, y) íåðàâåíñòâî µ(f) < 3 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà f ýêâèâàëåíòíà êðàòíîìó ôîðìû Fm äëÿ íåêîòîðîãî

÷èñëà Ìàðêîâà m.

Ãóðâèö çàìåòèë, ÷òî ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïîç-
âîëÿþò íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ äè-
îôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé.

Òåîðåìà. Äëÿ èððàöèîíàëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà θ íåðàâåí-
ñòâî λ(θ) < 3 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ(θ) = λm,

ãäå m � íåêîòîðîå ÷èñëî Ìàðêîâà. Ïðè ýòîì θ ýêâèâàëåíòíî êîð-

íþ óðàâíåíèÿ Fm(x, 1) = 0.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà èíòåðâàëå [0, 3) ñïåêòðû
Ëàãðàíæà è Ìàðêîâà äèñêðåòíû è ñîâïàäàþò:

L ∩ [0, 3) = M ∩ [0, 3) = { λn } .
Íàïðîòèâ, â ïðàâîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ýòè ñïåêòðû

íåïðåðûâíû: Ã. À. Ôðåéìàíîì â 1975 ã. áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðû
Ëàãðàíæà è Ìàðêîâà ñîäåðæàò èíòåðâàë [λF, +∞] (ëó÷ Õîëëà), ãäå

λF :=
2221564096 + 283748

√
462

491993569
≈ 4.52.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîâåäåíèå ñïåêòðîâ Ëàãðàíæà è Ìàðêîâà íà
èíòåðâàëå [3, λF] äîâîëüíî ñëîæíî è äî ñèõ ïîð äî êîíöà íå èçó÷åíî.

3. ×èñëà Ìàðêîâà â ãåîìåòðèè

Âûðîæäåíèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì àíàëèòè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî {St}t∈∆ êîìïàêòíûõ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé
íàä äèñêîì ∆ ⊂ C òàêîå, ÷òî ïðè t ̸= 0 ñëîé St èçîìîðôåí ïðîåê-
òèâíîé ïëîñêîñòè P2. Â ýòîé ñèòóàöèè öåíòðàëüíûé ñëîé S0 íàçû-
âàåòñÿ âûðîæäåíèåì P2.

*

*
*

Â îáùåì ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ P2 ìîãóò áûòü óñòðîåíû äîâîëüíî
ñëîæíî. Ì. Ìàíåòòè [4] ïîñòàâèë ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè âûðîæ-
äåíèé P2, äîïóñêàþùèõ ëèøü ôàêòîðîñîáåííîñòè, ò.å. îñîáåííîñòè
àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ôàêòîðàì C2/G, ãäåG ⊂ GL2(C). Ýòà
ïðîáëåìà èíòåðåñíà, âàæíà è ìîòèâèðîâàíà ñâîèìè ïðèëîæåíèÿìè
â òåîðèè ìîäóëåé êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé, à òàêæå â ïðîãðàììå ìè-
íèìàëüíûõ ìîäåëåé.
Íàïîìíèì, ÷òî âçâåøåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü P(d1, d2, d3)

� ýòî ìíîæåñòâî òðîåê ÷èñåë (x1, x2, x3) ̸= (0, 0, 0) ñ îòîæäåñòâëå-
íèåì:

(x1, x2, x3) = (td1x1, td2x2, td3x3), t ∈ C∗.

Çäåñü d1, d2, d3 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå âåñàìè. Ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âåñà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Ïðè d1 = d2 = d3 = 1 ìû
ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
P(d1, d2, d3) èìååò ôàêòîðîñîáåííîñòè.

Òåîðåìà ([3]). Åñëè âçâåøåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ
âûðîæäåíèåì P2, òî îíà èìååò âèä

P(m2
1,m

2
2,m

2
3),

ãäå (m1,m2,m3) � òðîéêà Ìàðêîâà. Îáðàòíî, êàæäàÿ âçâåøåííàÿ

ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü P(m2
1,m

2
2,m

2
3) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì P2.

Â ðàáîòå [3] ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âûðîæäåíèé P2, à
òàêæå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ âûðîæäåíèé äâóìåðíîé êâàä-
ðèêè è äðóãèõ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî.
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Èñêëþ÷èòåëüíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íà P2. Âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå E íà êîìïëåêñíîì íåîñîáîì ïðîåêòèâíîì àëãåáðàè÷å-
ñêîì ìíîãîîáðàçèè X íàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì, åñëè

Hom(E ,E ) = C è Extq(E ,E ) = 0 ïðè q > 0.

Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé E1, . . . ,En íàçûâàåòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíûì, åñëè âñå Ei èñêëþ÷èòåëüíû è

Extq(Ei,Ej) = 0 ïðè i > j è q ≥ 0.

Èñêëþ÷èòåëüíûé íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè îí ïîðîæäàåò îãðàíè-
÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ Db(X) êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X.
Íàëè÷èå ïîëíûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ íàáîðîâ íàêëàäûâàåò íà ìíî-
ãîîáðàçèå X î÷åíü ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî
ñëó÷àé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè X = P2. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå ëè-
íåéíîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì, à òðîéêà(

OP2 , OP2(1), OP2(2)
)

� ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð. Áîëåå òîãî, èñêëþ÷èòåëüíûé íà-
áîð íà P2 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîñòîèò
èç òðåõ ýëåìåíòîâ.
Â ðàáîòàõ À. Í. Ðóäàêîâà [14] è À. Ë. Ãîðîäåíöåâà è Ðóäàêî-

âà [2] áûë óñòàíîâëåí ïîðàçèòåëüíûé ôàêò: íà ìíîæåñòâå ïîëíûõ
èñêëþ÷èòåëüíûõ íàáîðîâ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà P2 îïðåäåëåíû
íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïåðåñòðîéêè), àíàëîãè÷íûå ïåðåñòðîé-
êàì òðîåê Ìàðêîâà (�). Â ÷àñòíîñòè, ðàíãè ðàññëîåíèé â ïîëíûõ
èñêëþ÷èòåëüíûõ íàáîðàõ � ýòî â òî÷íîñòè òðîéêè Ìàðêîâà. Ýòè
ðåçóëüòàòû èìåþò îáîáùåíèÿ íà ïðîèçâîëüíûå ïîâåðõíîñòè äåëü
Ïåööî [11].

×èñëà Ìàðêîâà â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Êëàññè÷åñêîå òîæ-
äåñòâî Ôðèêå óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A, B, C = AB ∈
SL2(R) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

tr(A)2 + tr(B)2 + tr(C)2 = tr(A) tr(B) tr(C) + tr(ABA−1B−1) + 2.

Åñëè ìàòðèöû öåëî÷èñëåííû, à êîììóòàòîð ABA−1B−1 ÿâëÿåòñÿ
ïàðàáîëè÷åñêîé ìàòðèöåé, òî tr(ABA−1B−1) = −2 è ÷èñëà

tr(A)/3, tr(B)/3, tr(C)/3

îáðàçóþò òðîéêó Ìàðêîâà. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìó-
ëèðîâàòü ìíîãèå âîïðîñû î ÷èñëàõ Ìàðêîâà â òåðìèíàõ äåéñòâèÿ
ìîäóëÿðíîé ãðóïïû Γ = PSL2(Z) è åå êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû Γ(3)
íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
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Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ïóàíêàðå H (âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü â C)
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Ïðè äåéñòâèè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ A ∈ Γ(3) íà çàìûêàíèè H̄ èìåþòñÿ äâå âåùåñòâåííûå íåïî-
äâèæíûå òî÷êè θ è θ′. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè
è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåùåñòâåííîé îñè � ïðÿìàÿ ãåîìåòðèè Ëîáà-
÷åâñêîãî,

θ′θ

à åå îáðàç íà ôàêòîðå H/Γ(3) ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé γA. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî γA íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà λ(θ), λ(θ′) < 3, à åå äëèíà âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ÷èñëà Ìàðêîâà.
Ãèïîòåçà åäèíñòâåííîñòè òàêæå èìååò èíòåðïðåòàöèþ â ýòèõ òåð-
ìèíàõ [1]. Òàêîé ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî,
áûë ïðèìåíåí Ä. Ñ. Ãîðøêîâûì [9] äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåäîêàçàòü
ðåçóëüòàòû Ìàðêîâà ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

×èñëà Ìàðêîâà â ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îäíà èç èí-
òåðåñíûõ è âàæíûõ ïðîáëåì â ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè � âî-
ïðîñ î êëàññèôèêàöèè ëàãðàíæåâûõ òîðîâ â êîìïëåêñíîé ïðîåê-
òèâíîé ïëîñêîñòè ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ðàâíîé êýëåðîâîé
ôîðìå ñòàíäàðòíîé ìåòðèêè Ôóáèíè�Øòóäè. Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ
Ð. Âèàíî [8] áûëî ïîëó÷åíî ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîñòðîåíî áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî
íåýêâèâàëåíòíûõ ëàãðàíæåâûõ òîðîâ, ïàðàìåòðèçóåìîå òðîéêàìè
Ìàðêîâà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íàø êðàòêèé îáçîð íå ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì. Íåîæèäàííûå ïðèìåíåíèÿ òðîåê Ìàðêîâà ïðîäîëæàþò ïîÿâ-
ëÿòüñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ ÷àñòÿõ ìàòåìàòèêè. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî áóäåò
åù¼ ìíîãî äðóãèõ ïîÿâëåíèé, à òàêæå áóäóò íàéäåíû èíòåðåñíûå
ñâÿçè ìåæäó íèìè. Âîò ÷òî ïèñàë âûäàþùèéñÿ ñîâåòñêèé ìàòåìà-
òèê Á. Í. Äåëîíå î ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè À. À. Ìàðêîâà [10]:

�Ýòà ðàáîòà, âåñüìà âûñîêî îöåíåííàÿ ×åáûøåâûì,

ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó ñàìûõ îñòðûõ äîñòèæåíèé

ïåòåðáóðãñêîé øêîëû òåîðèè ÷èñåë äà, ïîæàëóé, è

âñåé ðóññêîé ìàòåìàòèêè�.
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