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Þðèé Ãåííàäüåâè÷ Ïðîõîðîâ, 4 àïðåëÿ 2013
ß íà÷íó ñ òîãî, ÷òî ñäåëàþ îáçîð òåîðèè ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé

è âîîáùå áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè. Ïóñòü X � íåïðèâîäèìîå àë-
ãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Áè-
ðàöèîíàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ çàíèìàåòñÿ êëàññèôèêàöèåé òàêèõ ìíî-
ãîîáðàçèé ñ òî÷íîñòüþ äî áèðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Äâà
ìíîãîîáðàçèÿ X è X ′ ìû íàçûâàåì áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû-
ìè, åñëè â íèõ åñòü îòêðûòûå ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X
è U ′ ⊂ X ′, êîòîðûå èçîìîðôíû, ò.å. åñòü èìååòñÿ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ : U → U ′, êîòîðîå çàäà¼òñÿ ðàöèîíàëüíûìè
àëãåáðàè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, è åãî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå òîæå çà-
äà¼òñÿ ðàöèîíàëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ýêâèâàëåíò-
íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà òàêàÿ. Ñ êàæäûì àëãåáðàè÷å-
ñêèì ìíîãîîáðàçèåì X ìîæíî ñâÿçàòü åãî ïîëå C(X) ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé, è ìû îòîæäåñòâëÿåì ìíîãîîáðàçèÿ X è X ′, åñëè
ïîëÿ C(X) è C(X ′) èçîìîðôíû. Òàêîå îòîáðàæåíèå φ : X 99K X ′,
îïðåäåëåííîå íå âñþäó, íàçûâàåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîãîîáðàçèåX ïðîåêòèâíî è íåîñîáî,

ò.å. âêëàäûâàåòñÿ â Pn, çàäà¼òñÿ òàì êàê ìíîæåñòâî íóëåé íåêîòî-
ðîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è ðàçìåðíîñòü êàñàòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà â êàæäîé òî÷êå ðàâíà ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðà-
çèÿ. Åñëè dimX = 1, òî ýòî � àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ èëè, åñëè
ïîëüçîâàòüñÿ ÿçûêîì êîìïëåêñíîé ãåîìåòðèè, êîìïàêòíàÿ ðèìà-
íîâà ïîâåðõíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå îòâåò ïðîñòîé: ìíîãîîáðàçèÿ áè-
ðàöèîíàëüíî èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èçîìîðô-
íû êàê ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè; íèêàêîé áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè
çäåñü íåò. Íî óæå â ðàçìåðíîñòè 2 ñèòóàöèÿ íåòðèâèàëüíà: íàïðè-
ìåð, íåèçîìîðôíûå ìíîãîîáðàçèÿ P2 è P1 × P1 ñîäåðæàò îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî A2 � àôôèííóþ ïëîñêîñòü (îíè íåèçîìîðôíû ïî-
ñêîëüêó íåèçîìîðôíû èõ ãðóïïû êîãîìîëîãèé H2(X,Z)).
Îäèí èç ïåðâûõ âîïðîñîâ, êîòîðûé âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ áèðà-

öèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, � âîïðîñ î ðàöèîíàëüíîñòè. Èíà-
÷å ãîâîðÿ, âîïðîñ î òîì, êîãäà ó ìíîãîîáðàçèÿ åñòü îòêðûòîå â
òîïîëîãèè Çàðèññêîãî ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî àëãåáðàè÷å-
ñêè çàïàðàìåòðèçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì êîîðäèíàò. Åñëè
dimX = 1, òî ó àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé X åñòü äèñêðåòíûé èíâà-
ðèàíò � åå ðîä g. Êðèâàÿ ðàöèîíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
å¼ ðîä g ðàâåí íóëþ. Íî óæå â ðàçìåðíîñòè 2 îòâåò íåòðèâèàëåí.
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Äëÿ íåîñîáîãî ïðîåêòèâíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿX ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ k-ôîðì Ωk

X . Òàêèì îáðàçîì,
H0(X,Ωk

X) � ãëîáàëüíî îïðåäåë¼ííûå ãîëîìîðôíûå ôîðìû. Ðàç-
ìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà � áèðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò. Áîëåå
òîãî, åñëè åñòü áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå X 99K X ′, òî îíî èí-
äóöèðóåò èçîìîðôèçì

H0(X,Ωk
X)

∼= H0(X ′,Ωk
X′).

Ìîæíî çàìåíèòü k-ôîðìû íà ïîëèôîðìû, ò.å. âìåñòî Ωk
X ðàññìàò-

ðèâàòü òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ; ôàêò îñòàíåòñÿ âåðíûì:

H0(X, (Ω1
X)

⊗k) ∼= H0(X ′, (Ω1
X′)⊗k).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = dimX ðàññìîòðèì ωX := Ωn
X � ïó÷îê ñòàð-

øèõ ôîðì, è åñëè ìû ðàññìîòðèì ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ åãî òåíçîð-
íûõ ñòåïåíåé H0(X,ω⊗m

X ), òî ðàçìåðíîñòü

Pm(X) := dimH0(X,ω⊗m
X )

íàçûâàåòñÿ ïëþðèðîäîì. Íàïðèìåð, äëÿ êðèâîé g = P1(X). Ïðè
m → ∞, åñëè ÷èñëà Pm(X) íåíóëåâûå, òî îíè ðàñòóò ïðèáëèçèòåëü-
íî êàê cmκ äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ c è κ. ×èñëî κ = κ(X)
� öåëîå. Îíî íàçûâàåòñÿ êîäàèðîâîé ðàçìåðíîñòüþ X. Òðàäèöè-
îííî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî κ = −∞, åñëè âñå ÷èñëà Pm(X) íóëåâûå. Êî-
äàèðîâà ðàçìåðíîñòü � ñàìûé ïåðâûé è ñàìûé ãðóáûé èíâàðèàíò.
Äëÿ êðèâûõ èìååì

κ =


−∞ åñëè g = 0,

0 åñëè g = 1,

1 åñëè g > 1.

Íàêîíåö, àëãåáðà

R(X) =
⊕
m≥0

H0(X,ω⊗m
X )

òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì èíâàðèàíòîì. Îíà íàçûâàåòñÿ êà-
íîíè÷åñêîé àëãåáðîé.
Òåïåðü ÿ ìîãó ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé Êàñòåëüíóîâî.

Òåîðåìà. Íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü X îíà ðàöèîíàëüíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P2(X) = 0 è H0(X,Ω1

X) = 0.

Ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ äîìèíàíòíûì åñëè åãî
îáðàç ïëîòåí.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, äëÿ êîòîðîé
åñòü äîìèíàíòíîå îòîáðàæåíèå P2 99K X. Òîãäà ïîâåðõíîñòü X
ðàöèîíàëüíà.

Åñëè ìû ïåðåéä¼ì â âûñøèå ðàçìåðíîñòè, òî ñèòóàöèÿ ñòàíîâèò-
ñÿ ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íèêàêèìè ÷èñëåííû-
ìè äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè ðàöèîíàëü-
íûå ìíîãîîáðàçèÿ íåëüçÿ îòëè÷èòü îò íåðàöèîíàëüíûõ. Íàïðèìåð,
èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ êóáè÷åñêàÿ òð¼õìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü X3 ⊂ P4

íåðàöèîíàëüíà [1], îäíàêî âñå å¼ äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå
èíâàðèàíòû H0(X, (Ω1

X)
⊗m) = 0 çàíóëÿþòñÿ; òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ

êâàðòèêè X4 ⊂ P4 [2].
Áîëåå ïðîñòî èçó÷àåìûìè ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâîé-

ñòâà óíèëèíåé÷àòîñòè è ðàöèîíàëüíîé ñâÿçíîñòè. Ìíîãîîáðàçèå X
óíèëèíåé÷àòî, åñëè ÷åðåç åãî îáùóþ òî÷êó P ïðîõîäèò ðàöèîíàëü-
íàÿ êðèâàÿ C. Ìíîãîîáðàçèå X ðàöèîíàëüíî ñâÿçíî, åñëè äëÿ äâóõ
îáùèõ òî÷åê P1 è P2 ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ
êðèâàÿ C, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ. Â ðàçìåðíîñòè 2 ðàöèîíàëüíîñòü
ïîâåðõíîñòè ýêâèâàëåíòíà ðàöèîíàëüíîé ñâÿçíîñòè.
Îäíèì èç âàæíûõ òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ äëÿ èçó÷åíèÿ àëãåáðàè-

÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ÿâëÿåòñÿ åãî êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð. Ðàñ-
ñìîòðèì ìåðîìîðôíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω ñòàðøåé ñòå-
ïåíè è ðàññìîòðèì å¼ äèâèçîð íóëåé è ïîëþñîâ div(ω) = KX . Îí
íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì äèâèçîðîì. Ýòîò äèâèçîð âûáèðàåòñÿ íå
îäíîçíà÷íî, îí âûáèðàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî äèâèçîðà íóëåé è ïî-
ëþñîâ íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì êëàññîì.
Íà ïðîåêòèâíîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè èìååòñÿ åñòåñòâåí-

íîå ñïàðèâàíèå ìåæäó äèâèçîðàìè è êðèâûìè: äëÿ ëþáîãî äèâèçî-
ðà D è ëþáîé êðèâîé C îïðåäåë¼í èõ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ D ·C. Ïðè
ýòîì îò äèâèçîðà D òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îí (èëè õîòÿ áû íåêîòîðîå åãî
êðàòíîå nD) áûë äèâèçîðîì Êàðòüå è òîãäàD · C � ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî. Ãîâîðÿò, ÷òî äèâèçîð D ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, åñëè D ·C ≥ 0
äëÿ ëþáîé êðèâîé C.
Òåïåðü ÿ ðàññêàæó î òåîðèè òåîðèè ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé Ñ. Ìî-

ðè. Èäåÿ ýòîé òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â êàæäîì êëàññå áèðà-
öèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàéòè êàêîé-íèáóäü âûäåëåííûé (íî
âîçìîæíî íå åäèíñòâåííûé) ýëåìåíò, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìèíè-
ìàëüíîé ìîäåëüþ. Òåîðèÿ Ìîðè óòâåðæäàåò, ÷òî ñòàðòóÿ ñ ëþáîãî
íåîñîáîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿX êàêîé-òî ÿâíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî
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ïðèéòè ê íîâîìó ìíîãîîáðàçèþ X ′, êîòîðîå èìååò, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ïðîñòåéøèå îñîáåííîñòè � îíè íàçûâàþòñÿ òåðìèíàëüíûìè
îñîáåííîñòÿìè. Ïðè ýòîì âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ, èñêëþ÷àþùèõ
äðóã äðóãà óñëîâèé:

(a) äèâèçîð KX′ ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí (òîãäà X ′ íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíîé ìîäåëüþ);

(b) ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå f : X ′ → Z, 0 ≤ dimZ <
dimX, ÷òî äèâèçîð −KX′ îáèëåí (ò.å. ñòðîãî ïîëîæèòåëåí)
íà ñëîÿõ (òîãäà X ′/Z íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ôàíî èëè ìîäå-
ëüþ Ôàíî�Ìîðè).

ß íå áóäó âäàâàòüñÿ â òåõíè÷åñêèå äåòàëè îïðåäåëåíèÿ òåðìè-
íàëüíûõ îñîáåííîñòåé, ñêàæó ëèøü, ÷òî èõ êîðàçìåðíîñòü íå ìåíü-
øå 3: codimSing(X) ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, íà ïîâåðõíîñòÿõ èõ íåò;
â ðàçìåðíîñòè 3 ýòî � èçîëèðîâàííûå òî÷êè. ×òîáû ïîñòðîèòü
ïðèìåð òðåõìåðíîé òåðìèíàëüíîé îñîáåííîñòè, ìû äîëæíû âçÿòü
óðàâíåíèå f(x, y, z) = 0 äâóìåðíîé äþâàëåâñêîé îñîáåííîñòè (ïðî-
ñòåéøåé îñîáåííîñòè òèïà An, Dn, En) è íåìíîæêî åãî âîçìóòèòü:

f(x, y, z) + tg(x, y, z, t) = 0.

Åñëè ýòà îñîáåííîñòü èçîëèðîâàíà, îíà áóäåò òåðìèíàëüíîé. Ýòî
ïåðâûé òèï òåðìèíàëüíûõ îñîáåííîñòåé. Âòîðîé òèï ïîëó÷àåòñÿ
êàê ôàêòîð îñîáåííîñòåé ïåðâîãî òèïà ïî öèêëè÷åñêîé ãðóïïå, äåé-
ñòâóþùåé îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ôóíê-
öèÿ g íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â íà÷àëå êîîðäèíàò; â ýòîì ñëó÷àå ìû
ïîëó÷àåì ñåðèþ òåðìèíàëüíûõ ôàêòîðîñîáåííîñòåé � ôàêòîðîâ C3

ïî öèêëè÷åñêèì ãðóïïàì, äåéñòâóþùèì ïî ïðàâèëó

(x, y, z) 7−→ (εax, εy, ε−1z), ε = exp(2πi/r), (r, a) = 1.

Âîçâðàùàÿñü ê ïðîãðàììå ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé è äåëåíèþ íà
ñëó÷àè (a)-(b), îòìåòèì, ÷òî êëàññ ìíîãîîáðàçèé (a) î÷åíü áîëü-
øîé. Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, ãëàäêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü X = Xd ⊂ Pn

ñòåïåíè d. Êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð KX ëåãêî âû÷èñëèòü: KX = (d−
n − 1)H, ãäå H � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå. Åñëè d ≥ n + 1, òî X
� ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü. Òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ äàííîé ðàçìåðíîñòè
ïàðàìåòðèçóþòñÿ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñåìåéñòâ. Íàîáîðîò, ìíîãî-
îáðàçèÿ X = Xd ⊂ Pn, äëÿ êîòîðûõ 1 ≤ d < n + 1, ïðèíàäëåæàò
êîíå÷íîìó ÷èñëó ñåìåéñòâ; ýòî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî, îíè ïðèíàäëå-
æàò êëàññó (b).
Ïåðâîå íàáëþäåíèå òàêîå.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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(1) ìíîãîîáðàçèå X óíèëèíåé÷àòî;
(2) ñóùåñòâóåò îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû îòîáðàæåíèå f : P1 →

X, äëÿ êîòîðîãî f ∗TX (ïðîîáðàç êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ)
ïîðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè;

(3) X îòíîñèòñÿ ê êëàññó (b), ò.å. ó íåãî ñóùåñòâóåò ìîäåëü
Ôàíî�Ìîðè f : X ′ → Z.

Îòìåòèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü (1)⇐⇒ (2) íå çàâèñèò îò ïðîãðàì-
ìû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé (íî çäåñü ïî ñóùåñòâó õàðàêòåðèñòèêà
íóëü). Èç óíèëèíåé÷àòîñòè ìíîãîîáðàçèÿ X ñëåäóåò, ÷òî κ(X) =
−∞. Åñòü ãèïîòåçà, äîêàçàííàÿ â ñëó÷àå dimX ≤ 3, ÷òî âåðíî è
îáðàòíîå: åñëè κ(X) = −∞, òî ìíîãîîáðàçèå X óíèëèíåé÷àòîå.
Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ åñòü è äëÿ ðàöèîíàëüíîé ñâÿçíîñòè:

Ïðåäëîæåíèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ìíîãîîáðàçèå X ðàöèîíàëüíî ñâÿçíî;
(2) ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f : P1 → X, äëÿ êîòîðîãî ïó÷îê

f ∗TX îáèëåí (ñòðîãî ïîëîæèòåëåí);
(3) ó ìíîãîîáðàçèÿ X ñóùåñòâóåò ìîäåëü Ôàíî�Ìîðè f : X ′ →

Z, äëÿ êîòîðîé áàçà Z òîæå ðàöèîíàëüíî ñâÿçíà (èëè ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé).

Èç ðàöèîíàëüíîé ñâÿçíîñòè ñëåäóåò, ÷òî H0(X, (Ω1)⊗n) = 0 äëÿ
âñåõ n ≥ 0. Åñòü ãèïîòåçà, äîêàçàííàÿ ïðè dimX ≤ 3, ÷òî âåðíà
è îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ. Áîëåå òîãî, äëÿ dimX = 3 íóæíî ïðî-
âåðèòü òîëüêî, ÷òî κ = −∞, H0(X,Ω1

X) = 0 è H0(X,S2Ω1
X) = 0;

äîñòàòî÷íî ýòèõ òð¼õ ðàâåíñòâ.
Òåïåðü ÿ ïðåäïîëîæó, ÷òî ìíîãîîáðàçèåX îïðåäåëåíî íàä ïðîèç-

âîëüíûì ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè chark = 0, è ïðåäïîëîæó òàêæå,
÷òî íà X äåéñòâóåò êîíå÷íàÿ ãðóïïà G. Òåõíèêó, î êîòîðîé ÿ ïëà-
íèðóþ ñåé÷àñ îáñóäèòü, ðàçâèëè Þ. È. Ìàíèí è Â. À. Èñêîâñêèõ
â 70-å ãîäû â ñâÿçè ñ àðèôìåòè÷åñêèìè âîïðîñàìè [3], [4], [5], [6].
Òåîðèÿ Ìîðè â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé ñ äåéñòâèåì êîíå÷íîé ãðóïïû
ïðàêòè÷åñêè íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé: ñóùåñòâóåò òà-
êîå ýêâèâàðèàíòíîå áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå X 99K X ′, îïðå-
äåë¼ííîå íàä k, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé (a), (b) âûøå.
Â ñëó÷àå (b) èìååòñÿ âàæíûé ïîäñëó÷àé

(b0) dimZ = 0, ò.å. Z � òî÷êà. Òîãäà X � ýòî ìíîãîîáðàçèå Ôàíî
ñ òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè, ó êîòîðîãî Pic(X)G = Z.

Ðàññìîòðèì ïîäñëó÷àé (b0) ïîäðîáíåå. Òîãäà ïðè dimX = 1, X
� ñõåìà Ñåâåðè�Áðàóýðà, ò.å. X ⊗ k̄ ≃ P1, à ïðè dimX = 2, X
� òàê íàçûâàåìàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî; èõ â äàííîé ñèòóàöèè
ñóùåñòâóåò 8 òèïîâ (â îáùåì ñëó÷àå). Â ðàçìåðíîñòè 3 íà X ìîãóò
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ïîÿâëÿòüñÿ îñîáåííîñòè è ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî ñëîæíåå,
íî âñ¼ ðàâíî ÷èñëî òèïîâ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ òåðìèíàëüíûìè
îñîáåííîñòÿìè òîæå êîíå÷íî. Åñëè dimX ≥ 4, òî êîíå÷íîñòü ÷èñëà
òèïîâ � ýòî ãèïîòåçà Áîðèñîâà�Àëåêñååâà�Áîðèñîâà:

Ãèïîòåçà. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè n ñ
òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ïðèíàäëåæàò êîíå÷íîìó ÷èñëó àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ñåìåéñòâ.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïðàâäîïîäîáíî, ïîòîìó ÷òî îíî âåðíî â ðàçìåð-
íîñòè n ≤ 3 è äëÿ íåîñîáûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî â ëþáîé ðàçìåðíî-
ñòè.
Æ. Ï. Ñåðð çàäàë òàêîé âîïðîñ.

Âîïðîñ. Ðàññìîòðèì ïîëå K, êîòîðîå êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä Q, è
ðàññìîòðèì ãðóïïó åãî àâòîìîðôèçìîâ Aut(K). Âåðíî ëè, ÷òî ýòà
ãðóïïà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

BFS: êîíå÷íûå ïîäãðóïïû èìåþò îãðàíè÷åííûé ïîðÿäîê.

Â íàøåé ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ê. Øðàìîâûì [7] äîêàçàíî, ÷òî
îòâåò ïîëîæèòåëüíûé â ñëó÷àå, êîãäà ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè
K íàä Q íå ïðåâîñõîäèò 3. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà � ñëåäóþùàÿ.
Äëÿ ïîëÿ K ñóùåñòâóåò ìîäåëü � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîá-
ðàçèå X (íàä êàêèì-òî ÷èñëîâûì ïîëåì k), ó êîòîðîãî ïîëå ðà-
öèîíàëüíûõ ôóíêöèé k(X) èçîìîðôíî K. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ãðóïïà G ⊂ Aut(K) äåéñòâóåò íà X áèðåãóëÿðíî, äåéñòâóåò íàñòîÿ-
ùèìè àâòîìîðôèçìàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ãðóïïà êîíå÷íà
G, òî ìîæíî ïðåäúÿâèòü êàêîå-òî àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå X0, íà
êîòîðîì G äåéñòâóåò áèðåãóëÿðíî, çàòåì ïðàâèëüíî çàìêíóòü X0

è ðàçðåøèòü îñîáåííîñòè. Ïðè ýòîì íóæíî ñóùåñòâîâàíèå ýêâè-
âàðèàíòíîãî ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé, îíî äîêàçàíî â íàñòîÿùåå
âðåìÿ. Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ýêâèâàðèàíòíàÿ ïðîãðàììà ìèíèìàëü-
íûõ ìîäåëåé: X 99K X ′. Ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ: (a) è (b). Â ñëó÷àå
(a) ìíîãîîáðàçèå X ′ � ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü (äèâèçîð KX′ ÷èñëåí-
íî ýôôåêòèâåí) è ãðóïïà G äåéñòâóåò íà X (áèðåãóëÿðíî). Ìèíè-
ìàëüíàÿ ìîäåëü íå åäèíñòâåííà, íî èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâå ìèíè-
ìàëüíûõ ìîäåëè X ′ è X ′′ èçîìîðôíû â êîðàçìåðíîñòè 1, ò.å. ñóùå-
ñòâóåò áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå X ′ 99K X ′′, îãðàíè÷åíèå êîòî-
ðîãî íà îòêðûòûå ïî Çàðèññêîìó ìíîæåñòâà U ′ ⊂ X ′ è U ′′ ⊂ X ′′

� èçîìîðôèçì, à äîïîëíåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ íå ñîäåðæàò äèâèçî-
ðîâ (äëÿ ðàçìåðíîñòè 3 ýòè äîïîëíåíèÿ � êðèâûå). Â ÷àñòíîñòè,
H2(X ′,Z) = H2(X ′′,Z). Ýòà ãðóïïà êîãîìîëîãèé � ôèêñèðîâàííàÿ
ðåø¼òêà; íà íåé äåéñòâóåò ãðóïïà G. Êîÿäðî èìååò îãðàíè÷åííûé
ïîðÿäîê ïî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî: êîíå÷íûå ïîäãðóïïû â GLn(Q)

6



îãðàíè÷åíû, ò.å. ïîðÿäîê òàêèõ ãðóïï îãðàíè÷åí êîíñòàíòîé, çàâè-
ñÿùåé òîëüêî îò n. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäÿ ê ïîäãðóïïå êîíå÷íîãî
èíäåêñà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G òðèâèàëüíî äåéñòâóåò íà êîãîìîëî-
ãèÿõ. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî
ðàâíà èëè íåò íóëþ èððåãóëÿðíîñòü q(X) = H0(X,Ω1

X). Â ïåðâîì
ñëó÷àå ðåø¼òêà Ïèêàðà Pic(X ′) âêëàäûâàåòñÿ â H2(X ′,Z), ïîýòîìó
ãðóïïà ôèêñèðóåò îáèëüíûé êëàññ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ìíîãîîáðàçèå X ′ ýêâèâàðèàíòíî âëîæåíî â Pn. Ýòî âëîæåíèå
îïðåäåëåíî íàä ÷èñëîâûì ïîëåì, ïîýòîìó ñíîâà ïî òåîðåìå Ìèí-
êîâñêîãî ïîðÿäîê ãðóïïû îãðàíè÷åí. Ñëó÷àé, êîãäà q(X) ̸= 0, áî-
ëåå òîíêèé. Ñîãëàñíî àðãóìåíòàì, ïðèâåäåííûì âûøå, ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî G ýôôåêòèâíî äåéñòâóåò íà Pic(X ′). Ðàññìîòðèì, íà-
ïðèìåð, ñëó÷àé, êîãäà X � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå � ýòî ñëåäñòâèå çíàìåíèòîé òåîðåìû Ìîðäåëëà: ãðóï-
ïà åãî k-òî÷åê àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ, îïðåäåë¼ííîãî íàä ÷èñëîâûì
ïîëåì k êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Â îáùåì ñëó÷àå íóæíî ðàññìîòðåòü
îòîáðàæåíèå Àëüáàíåçå.
Âòîðîå ïðèëîæåíèå � ýòî òîæå âîïðîñ Æ. Ï. Ñåððà [8], [9] î

æîðäàíîâîñòè ãðóïï áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ. Ïóñòü äàëåå
k = C. Íàïîìíèì êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Æîðäàíà.

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì ãðóïïó GLn(C) è ëþáóþ å¼ êîíå÷íóþ ïîä-
ãðóïïó G. Òîãäà ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà A ⊂ G
îãðàíè÷åííîãî èíäåêñà [G : A] < const(n).

Â.Ë. Ïîïîâ [10] ñôîðìóëèðîâàë òàêîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ãðóïïó Γ. Íàçîâ¼ì å¼ æîðäàíîâîé, åñ-
ëè ëþáàÿ å¼ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà G ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ àáåëåâó
ïîäãðóïïó A îãðàíè÷åííîãî èíäåêñà, [G : A] < const.

Ó ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X åñòü ãðóïïà áèðàöè-
îíàëüíûõ îòîáðàæåíèé â ñåáÿ Bir(X). Â ÷àñòíîñòè ãðóïïà Bir(Pn)
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Êðåìîíû è ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ Crn(C). Æ. Ï.
Ñåðð [8] äîêàçàë æîðäàíîâîñòü ãðóïïû Cr2(C) è çàäàë âîïðîñ î
òîì, âåðíî ëè ýòî òî æå ñàìîå äëÿ Crn(C), n > 2. Âîïðîñ ìîæíî
îáîáùèòü, ñïðîñèâ, êîãäà ãðóïïà Bir(X) áèðàöèîíàëüíûõ èçîìîð-
ôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ æîðäàíîâà? Â ðàçìåðíîñòè
1, äëÿ ëþáîé êðèâîé X, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ãðóïïà Bir(X) æîð-
äàíîâà. Â ðàçìåðíîñòè 2 îòâåò óæå íå òðèâèàëåí. Îêàçàëîñü [10],
÷òî ãðóïïà Bir(X) ïî÷òè âñåãäà æîðäàíîâà, çà îäíèì èñêëþ÷åíèåì.
Èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé � ïîâåðõíîñòü, áèðàöèîíàëüíî èçîìîðô-
íàÿ P1 ×E, ãäå E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Ýòîò ïðèìåð ïîñòðîèë
Þ. Çàðõèí [11].
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Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðà ñ Ê. Øðàìîâûì [12] äîêàçàíî, ÷òî
äëÿ ðàöèîíàëüíî ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ãðóïïà Bir(X) æîðäà-
íîâà, ïðè óñëîâèè âûïîëíèìîñòè ãèïîòåçû Áîðèñîâà�Àëåêñååâà�
Áîðèñîâà. Áîëåå òîãî, ãðóïïà Bir(X) ðàâíîìåðíî æîðäàíîâà: êîí-
ñòàíòà const â îïðåäåëåíèè íå çàâèñèò îò ìíîãîîáðàçèÿ X, à çàâè-
ñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà � ïîõîæàÿ. ×òî-
áû ïðèìåíèòü èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè, ìû äîëæíû íåìíîãî óñè-
ëèòü óòâåðæäåíèå. Äîïîëíèòåëüíî íàëîæèì òàêîå óñëîâèå: X ñî-
äåðæèò ñîáñòâåííîå ðàöèîíàëüíî ñâÿçíîå ïîäìíîãîîáðàçèå V , èí-
âàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî àáåëåâîé ïîäãðóïïû A, êîòîðàÿ ôèãóðè-
ðóåò â îïðåäåëåíèè. Êàê è âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïà G äåé-
ñòâóåò áèðåãóëÿðíî íà ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè X. Äàëåå ïðèìå-
íèì ýêâèâàðèàíòíóþ ïðîãðàììó ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé: X 99K X ′.
Ïîñêîëüêó X ðàöèîíàëüíî ñâÿçíî, ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòü â ýòîì
ñëó÷àå ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü. Ïîýòîìó X ′ èìååò ñòðóêòóðó ìîäå-
ëè Ôàíî�Ìîðè f : X ′ → Z, ãäå áàçà Z òîæå ðàöèîíàëüíî ñâÿçíà.
Åñëè Z � òî÷êà, òî X ′ � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Ãèïîòåçà Áîðèñîâà�
Àëåêñååâà�Áîðèñîâà äà¼ò íàì, ÷òî X ′ ïðèíàäëåæèò ê êîíå÷íîìó
÷èñëó àëãåáðàè÷åñêèõ ñåìåéñòâ, ïîýòîìó X ′ äîïóñêàåò ýêâèâàðè-
àíòíîå âëîæåíèå X ′ ↪→ Pn äëÿ íåêîòîðîãî îãðàíè÷åííîãî n. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ãðóïïà G âêëàäûâàåòñÿ â PGLn+1 è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü
ñòàíäàðòíóþ òåîðåìó Æîðäàíà. Ýòîò ñëó÷àé ïðîñòîé (ïî ìîäóëþ
êîíå÷íîñòè ñåìåéñòâ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî).
Âòîðîé ñëó÷àé òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæåí, íî íåôîðìàëüíî � ýòî

ïðîñòî èíäóêòèâíûé øàã. Ãðóïïà G äåéñòâóåò íà áàçå Z, è ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè åñòü ñîáñòâåííîå îòêðûòîå ïîäìíîæå-
ñòâî W ⊂ Z, èíâàðèàíòíîå ðàöèîíàëüíî ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå.
Òåõíè÷åñêè ñëîæíûé ýëåìåíò äîêàçàòåëüñòâà � ýòî òî, ÷òî ìû
ìîæåì ïîäíÿòü W â X ′ è ïîëó÷èòü òàì ñîáñòâåííîå ðàöèîíàëüíî
ñâÿçíîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Äàëåå ìû äåëàåì øàã èíäóêöèè è ðàáî-
òàåì ñ ìíîãîîáðàçèÿìè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïîìèìî ãèïîòåçû
Áîðèñîâà�Àëåêñååâà�Áîðèñîâà çäåñü âàæíû äâà ìîìåíòà:

(1) ðàöèîíàëüíî ñâÿçíûå ìíîãîîáðàçèÿ âåäóò ñåáÿ õîðîøî ïðè
ìîðôèçìàõ: åñëè åñòü ðàññëîåíèå V → W , ó êîòîðîãî áà-
çà è ñëîé ðàöèîíàëüíî ñâÿçíû, òî è ìíîãîîáðàçèå V òàêæå
ðàöèîíàëüíî ñâÿçíî [13];

(2) ñâÿçíîñòü Øîêóðîâà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîñëåäíåå íà ïðîñòîì ïðèìåðå. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî Z = P1 è dimX = 3. Òîãäà îáùèé ñëîé � ïîâåðõíîñòü äåëü
Ïåööî. Ãðóïïà G äåéñòâóåò íà P1, ïîäãðóïïà G′ ⊂ G êîíå÷íîãî
èíäåêñà èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó W ∈ Z = P1. Ýòà ïîäãðóïïà
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äåéñòâóåò íà ñëîå F íàä òî÷êîé W . Ñëîé ìîæåò íå áûòü ðàöèî-
íàëüíî ñâÿçíûì ìíîãîîáðàçèåì. Íî òîãäà ìíîæåñòâî V îñîáåííî-
ñòåé ïàðû (X,F ), êîòîðûå õóæå, ÷åì ëîã-òåðìèíàëüíûå íåïóñòî.
Ïî ïðèíöèïó Øîêóðîâà îíî ñâÿçíî. Áîëåå òîãî, îíî èíâàðèàíòíî
è ðàöèîíàëüíî ñâÿçíî. Ýòî è åñòü êîíñòðóêöèÿ ïîäúåìà V ⊂ X,
f(V ) = W . Íàïðèìåð, ïóñòü îáùèé ñëîé f � êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü. Îíà ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â êóáè÷åñêèé êîíóñ. Êóáè÷åñêèé
êîíóñ íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíî ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòüþ, íî ó íåãî
èìååòñÿ âåðøèíà. Îíà îäíà è ïîýòîìó èíâàðèàíòíà.
Ïîñëåäíåå, ÷òî ÿ õî÷ó îòìåòèòü, � ýòî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ â ðàç-

ìåðíîñòè 3, ñâÿçàííûõ ñ äâóìåðíîé ñèòóàöèåé. Òåîðåìà Æîðäàíà
íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî êîíå÷íûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå Êðåìî-
íû Crn(C) ìàëîãî ðàíãà ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû. Ïðè n = 2
ýòî äîëãàÿ èñòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Áåðòè-
íè (ìîæåò áûòü, åù¼ ðàíüøå). Íåäàâíî îíà â ðàáîòå Äîëãà÷¼âà
è Èñêîâñêèõ [14] áûëà áîëåå èëè ìåíåå çàâåðøåíà (íî âñ¼ ðàâíî
òàì îñòàëàñü ìàññà ïðîáëåì). Ïðè n = 3 âîïðîñ îòêðûò, îäíàêî è
çäåñü åñòü íàäåæäà ïîëó÷èòü èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû. Íàáëþäàåò-
ñÿ àíàëîãèÿ ñ êîíå÷íûìè ëèíåéíûå ãðóïïû: â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ
èõ ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü, à â âûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ýòî òåðÿåò
ñìûñë.
Â ìàëîìåðíûõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàåò çàìå÷àòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ñâÿ-

çàííàÿ ñ äåéñòâèåì íà ìèíèìàëüíûõ ìîäåëÿõ. Ïóñòü G ⊂ Crn(C) �
êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Êàê è âûøå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî G áèðå-
ãóëÿðíî äåéñòâóåò íà ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè X. Áîëåå òîãî, X
ðàöèîíàëüíî, ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X èìååò ñòðóêòóðó
ìîäåëè Ôàíî�Ìîðè X → Z. Åñëè Z � íå òî÷êà, òî íàøà ãðóïïà G
ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

1 → GF −→ G −→ GZ → 1.

Èçó÷åíèå âîçìîæíîñòåé äëÿ òàêèõ ðàñøèðåíèé � äîâîëüíî ñëîæ-
íûé âîïðîñ. Íàïðèìåð ýòîìó ïîñâÿùåíà áîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîòû
Äîëãà÷¼âà è Èñêîâñêèõ [14]. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà òåõíè÷åñêóþ ñëîæ-
íîñòü âîïðîñà, íåò èäåéíûõ òðóäíîñòåé â èçó÷åíèè ýòîãî ñëó÷àÿ.
Ïîýòîìó ñàìûé èíòåðåñíûé ñëó÷àé, êîãäà Z � òî÷êà. Ïðè dimX =

2; X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî, èõ 8 òèïîâ (ïîÿâëÿþùèõñÿ â íà-
øåé ñèòóàöèè). Äëÿ òåõ, êòî çíàêîì ñ àðèôìåòè÷åñêîé ñèòóàöè-
åé [5], ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íîâîé. Íàïîìíèì, ÷òî
ñòåïåíü ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî � ýòî êâàäðàò êàíîíè÷åñêîãî äè-
âèçîðà d := K2

X . Äâóìåðíûå öåëî÷èñëåííûå êîãîìîëîãèè H2(X,Z)
ÿâëÿþòñÿ ðåøåòêîé ðàíãà r := 10 − d. Â ýòîé ðåø¼òêå åñòü âû-
äåëåííûé ýëåìåíò � êàíîíè÷åñêèé êëàññ [KX ]. Åãî îðòîãîíàëüíîå
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äîïîëíåíèå K⊥
X â ïðîñòðàíñòâå H2(X,R) óæå áóäåò âåùåñòâåííûì

ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè r − 1, íà êîòîðîì ôîðìà ïåðåñå÷åíèÿ
îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Òàì åñòü âûäåëåííûå ýëåìåíòû α, äëÿ
êîòîðûõ α2 = −2, è îíè îáðàçóþò ñèñòåìó êîðíåé ∆ (â êëàññè÷å-
ñêîì ñìûñëå). Â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè d ñèñòåìû êîðíåé ïîëó÷à-
þòñÿ òàêèå:

d 1 2 3 4 5 6
∆ E8 E7 E6 D5 A4 A1 × A2

Ïðè d ≤ 5 ëþáàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ G ⊂ Aut(X)
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó Âåéëÿ ñèñòåìû êîð-
íåé: G ↪→ W (∆). Ýòî ïåðâîå óñëîâèå, àðèôìåòè÷åñêîå. Ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü òàêæå ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ: íàïðèìåð, ïðè d = 1 íà X
èìååòñÿ íåêîòîðàÿ âûäåëåííàÿ òî÷êà. Äåéñòâèòåëüíî, àíòèêàíîíè-
÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | −KX | � ïó÷îê ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ
îäíîé áàçèñíîé òî÷êîé, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü èíâàðèàíòíà. Ãðóï-
ïà G äåéñòâóåò â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ýòîé òî÷êè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îíà èìååò òî÷íîå äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Êîìáèíèðóÿ
ýòè äâà óñëîâèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ ïîäãðóïï
G ⊂ Aut(X).
Â èäåàëå õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü ÷òî-òî ïîäîáíîå â ðàçìåðíîñòè 3.

Ìíîãîå çäåñü ïåðåñòàåò ðàáîòàòü, íî êîå-÷òî è íåò. Ðàññìîòðèì òà-
êîé ïðèìåð. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî òàêîå, ÷òî
KX � äèâèçîð Êàðòüå, ò.å. îñîáåííîñòè X � ãèïåðïîâåðõíîñòíûå.
Êàê è âûøå, ðàññìîòðèì ðåøåòêó H2(X,Z). ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì
çàïèñàòü −KX = rH äëÿ íåêîòîðûõ r ∈ Z è H ∈ H2(X,Z). Ìàê-
ñèìàëüíîå r ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ìíîãîîáðàçèÿ
Ôàíî X. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| íåïóñòà è ñîäåðæèò íåîñîáóþ ïî-
âåðõíîñòü, êîòîðóþ ìû òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç H.
Òîãäà r = 1, 2, 3 èëè 4, ïðè÷åì r = 4 òîëüêî â ñëó÷àå X = P3.

Åñëè r = 3, òî X = Q2 ⊂ P4 � êâàäðèêà (âîçìîæíî îñîáàÿ). Òàêèì
îáðàçîì, ïðè r ≥ 3 ñîäåðæàòåëüíîãî â âîïðîñå îá àâòîìîðôèçìàõ
X íåò. Ïåðâûé ñîäåðæàòåëüíûé ñëó÷àé: r = 2. Öåëîå ÷èñëî d = H3

íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ X. Ïðè r = 2 îíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 ≤
d ≤ 7. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî òîãäà H � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî.
Íàñ äîëæåí èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé îñîáîãî X ïî äâóì ïðè÷èíàì.

Âî-ïåðâûõ, ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî èíäåêñà 2 ñòåïåíè d ≤ 3 íåðàöèî-
íàëüíû, à äëÿ ïðèëîæåíèé ê ãðóïïå Êðåìîíû âàæíû òîëüêî ðàöè-
îíàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Âî-âòîðûõ, çà äâóìÿ èñêëþ÷åíèÿìè, ðå-
øåòêà H2(X,Z) îäíîìåðíà è åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå àâòîìîð-
ôèçìîâ â ýòîé ðåøåòêå òðèâèàëüíî. Ïî íåêîòîðûì ïðè÷èíàì, ýòî

10



ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(X) äîâîëüíî �ìà-
ëà�. Â îñîáîì æå ñëó÷àå ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü äðóãóþ, áîëü-
øóþ ðåøåòêó H2(X,Z) (ãðóïïó êëàññîâ äèâèçîðîâ Âåéëÿ). Íà íåé
èìååòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨D1, D2⟩ = D1 ·D2 ·H ñèãíàòóðû
(1, ρ − 1). Çà íåáîëüøèì ÷èñëîì òðèâèàëüíûõ èñêëþ÷åíèé, â ïðî-
ñòðàíñòâå H2(X,R), êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, âîçíèêàåò ñèñòåìà
êîðíåé ∆ è åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ â
ãðóïïå Âåéëÿ. Âñå âîçìîæíîñòè äëÿ ∆ êëàññèôèöèðîâàíû [15] â
çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè d. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé, êîãäà
ðàçìåðíîñòü H2(X,R) � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ (ðàâíà 9− d).

d 1 2 3 4
∆ E7 D6 A5 A1 × A3

#Sing(X) 28 16 10 6

Ïðè d = 4 ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ñïå-
öèàëüíûõ êâàäðèê

x2
1 − x2

2 = x2
3 − x2

4 = x2
5 − x2

6

â P4. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ X áåñêîíå÷íà è ñîäåðæèò íåïðåðûâ-
íóþ ÷àñòü.
Ïðè d = 3 ìíîãîîáðàçèå X � çíàìåíèòàÿ êóáèêà Ñåãðå{∑

xi =
∑

x3
i = 0

}
⊂ P5.

Åå ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ èçîìîðôíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S6.
Ïðè d = 2 X ðåàëèçóåòñÿ êàê äâóëèñòíîå íàêðûòèå P3 ðàçâåòâ-

ëåííîå â êóììåðîâîé ïîâåðõíîñòè B4 ⊂ P3. Èìååòñÿ òðåõìåðíîå ñå-
ìåéñòâî òàêèõ ìíîãîîáðàçèé è ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ çàâèñèò îò
âûáîðà êîíêðåòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ, íî â ëþáîì ñëó÷àå îíà ñîäåð-
æèò èíâîëþöèþ Ãàëóà äâîéíîãî íàêðûòèÿ. Àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå
èìååòñÿ äëÿ d = 1.
Äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî èíäåêñà 1 ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ åùå áî-

ëåå èíòåðåñíîé. Â ýòîì ñëó÷àå îáùèé àíòèêàíîíè÷åñêèé äèâèçîð
H ∈ |−KX | ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ òèïà K3 è, êàê è âûøå, èìååò-
ñÿ ïðèìèòèâíîå âëîæåíèå ðåøåòîê H2(X,Z) ↪→ H2(H,Z). Íåñìîò-
ðÿ íà òî, ÷òî ðåøåòêà K3 H2(H,Z) èçó÷åíà î÷åíü õîðîøî, ýòîò
ñëó÷àé ïîêà íå èññëåäîâàí. Òàêèì îáðàçîì, òåõíèêà èçó÷åíèÿ êî-
íå÷íûõ ïîäãðóïï â ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïå Êðåìîíû â íàõîäèòñÿ
â ïðîöåññå àêòèâíîãî ðàçâèòèÿ. Òåì íå ìåíåå, èíòåðåñíûå êëàññû
ïîäãðóïï ìîãóò èçó÷åíû è â íàñòîÿùåå âðåìÿ (íàïðèìåð, â ðàáîòå
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[16] êëàññèôèöèðîâàíû ïðîñòûå ïîäãðóïïû â Cr3(C)). Íåñîïðÿæåí-
íîñòü ïîäãðóïï â ãðóïïàõ Êðåìîíû ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñðàâíèâà-
íèåì ìíîæåñòâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê [17], âû÷èñëåíèåì êîãîìîëîãèé
[18] èëè ìåòîäîì ìàêñèìàëüíûõ îñîáåííîñòåé [19].
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