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0. Ââåäåíèå

Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî � ýòî ïðîåêòèâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîá-
ðàçèÿ ñ îáèëüíûì àíòèêàíîíè÷åñêèì êëàññîì. Êëàññèôèêàöèÿ òà-
êèõ ìíîãîîáðàçèé áûëà íà÷àòà â ðàáîòàõ Äæèíî Ôàíî [17], [18]. Áî-
ëåå òî÷íî, îí ðàññìàòðèâàë òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, âëîæåííûå
â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, ó êîòîðûõ êðèâûå � ñå÷åíèÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè êîðàçìåðíîñòè äâà, ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè êðèâûìè.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ïî÷òè ýêâèâàëåíòíî ñîâðå-
ìåííîìó: òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ � ýòî â òî÷íîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî
ñ î÷åíü îáèëüíûì àíòèêàíîíè÷åñêèì êëàññîì (ñì., óïðàæíåíèå 2,
ñòð. 188).

Ñ ïîÿâëåíèåì òåîðèè ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé ñòàëî ÿñíî, ÷òî ìíî-
ãîîáðàçèÿ Ôàíî î÷åíü âàæíû, ïîñêîëüêó îíè îáðàçóþò ñóùåñòâåí-
íûé êëàññ â áèðàöèîíàëüíîé êëàññèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé îòðèöà-
òåëüíîé êîäàèðîâîé ðàçìåðíîñòè [51], [30], [38].

Íàñòîÿùåå èçäàíèå ïîñâÿùåíî êëàññèôèêàöèè òðåõìåðíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé Ôàíî. Çàïèñêè íèñêîëüêî íå ïðåòåíäóþò íà íîâèçíó èëè
îðèãèíàëüíîñòü. Öåëüþ àâòîðà áûëî ñèñòåìàòèçèðîâàòü è èçëîæèòü
ïîñëåäîâàòåëüíî êëàññèôèêàöèþ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ
÷èñëîì Ïèêàðà 1. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàñïûëå-
íà ïî ìíîãî÷èñëåííûì èñòî÷íèêàì, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîäåðæàò
îøèáêè è íåòî÷íîñòè. Êîíå÷íî, àâòîð íå óòâåðæäàåò, ÷òî íàñòîÿùåå
èçäàíèå íå èìååò àíàëîãè÷íûõ ïîãðåøíîñòåé. Èñòîðè÷åñêèé îïûò
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî÷òè âñå äîñòàòî÷íî ñëîæíûå êëàññèôèêàöèîííûå
ðåçóëüòàòû ñîäåðæàò ïðîáåëû. Òî, ÷òî îøèáêè îáíàðóæåíû, ãîâîðèò
î âîñòðåáîâàííîñòè ðåçóëüòàòà, à èñïðàâëåíèå îøèáîê � íåïðîñòàÿ
íåïðåðûâíàÿ ðàáîòà.

Îñíîâíîé êëàññèôèêàöèîííûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû áóäåì äî-
êàçûâàòü, ìîæåò áûòü ïîäûòîæåí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

0.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
Ôàíî ñ ÷èñëîì Ïèêàðà ρ(X) = 1 íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïî-
ëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 è ïóñòü ι(X) � åãî èíäåêñ Ôàíî, ò.å. ìàê-
ñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íà êîòîðîå äåëèòñÿ êàíîíè÷åñêèé
êëàññ â ãðóïïå Pic(X) (ñì. îïðåäåëåíèå 1.4.1). Òîãäà èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

• Åñëè ι(X) ≥ 3, òî X èçîìîðôíî ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàí-
ñòâó P3 èëè íåâûðîæäåííîé êâàäðèêå Q ⊂ P4.
• Åñëè ι(X) = 2, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 5 äåôîðìàöèîííûõ
òèïîâ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. Îíè íàçûâàþòñÿ ìíîãî-
îáðàçèÿìè äåëü Ïåööî è ïåðå÷èñëåíû â òàáëèöå 1, ñòð.
66.

3



• Åñëè ι(X) = 1, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 10 äåôîðìàöèîííûõ
òèïîâ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. Îíè ïåðå÷èñëåíû â òàá-
ëèöå 4, ñòð. 154.

Çàìåòèì, ÷òî â òåîðèè Ìîðè [51], [38] ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
òàêæå îñîáûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî (ñ òåðìèíàëüíûìè, êàíîíè÷åñêè-
ìè èëè ëîãòåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè). Îäíàêî, çà íåäîñòàòêîì
âðåìåíè ìû ïîëíîñòüþ èãíîðèðóåì ýòîò çàïðîñ: âñå íàøè ìíîãî-
îáðàçèÿ Ôàíî íåîñîáû.

Íàñòîÿùèé òåêñò � ïîäðîáíûå çàïèñêè ëåêöèé, ïðî÷èòàííûõ â
ÍÎÖ ÌÈÀÍ îñåíüþ 2017 ã., à òàêæå â Öåíòðå ãåîìåòðèè è ôèçèêè
óíèâåðñèòåòà ã. Ïîõàíã (Þ. Êîðåÿ) âåñíîé 2018 ã. ß î÷åíü áëàãî-
äàðåí ñëóøàòåëÿì ìîèõ ëåêöèé çà âíèìàíèå, òåðïåíèå, ïðàâèëüíûå
ñâîåâðåìåííûå âîïðîñû è êîììåíòàðèè.

Îêîí÷àòåëüíàÿ âåðñèÿ ýòèõ çàïèñîê áûëà ïîäãîòîâëåíà â òå÷å-
íèå ìîåãî ïðåáûâàíèÿ â Öåíòðå ãåîìåòðèè è ôèçèêè. ß õîòåë áû
ïîáëàãîäàðèòü ýòîò èíñòèòóò è ëè÷íî Äæ. Ïàðêà çà ïðèãëàøåíèå è
îòëè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàáîòû.

ß òàêæå õî÷ó âûðàçèòü ìîþ ïðèçíàòåëüíîñòü À. Ã. Êóçíåöîâó çà
òùàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ïðåäâàðèòåëüíîé ðóêîïèñè è ìíîãî÷èñëåííûå
öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ.

Ëèòåðàòóðíûå óêàçàíèÿ. Áîëüøóþ ÷àñòü èçëàãàåìîãî çäåñü
ìàòåðèàëà àâòîð ïîä÷åðïíóë èç êíèãè [84], îðèãèíàëüíûõ ñòàòåé
[80], [81], [85] è êóðñà ëåêöèé, ïðî÷èòàííîãî Â. À. Èñêîâñêèõ íà
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ â 1988 ã. Áîëåå ïîçäíèé
èñòî÷íèê, íàïèñàííûé ñîâðåìåííûì ÿçûêîì � êíèãà [23]. Ïîäðîá-
íûå ññûëêè äàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ.
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1. Îáîçíà÷åíèÿ, ââîäíûå ïîíÿòèÿ è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà
ìíîãîîáðàçèé Ôàíî

Âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñíîâíîå ïîëå � ýòî ïîëå êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë C.

1.1. Îáîçíà÷åíèÿ.

• pa(X) := (−1)dim(X) (χ(OX)− 1) � àðèôìåòè÷åñêèé ðîä
ìíîãîîáðàçèÿ X.
• Pic(X) îáîçíà÷àåò, êàê îáû÷íî, ãðóïïó Ïèêàðà, ò.å. ãðóïïó
îáðàòèìûõ ïó÷êîâ íà X ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
• Cl(X) � ãðóïïà êëàññîâ äèâèçîðîâ Âåéëÿ íîðìàëüíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ X. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî èìååòñÿ îòîæäåñòâëåíèå
Pic(X) ñ ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ Êàðòüå ïî ìîäóëþ ëè-
íåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, Pic(X) ⊂ Cl(X).
• ∼ è ∼∼∼ îáîçíà÷àþò ëèíåéíóþ è ÷èñëåííóþ ýêâèâàëåíòíîñòè,
ñîîòâåòñòâåííî.
• ∼Q îáîçíà÷àåò Q-ëèíåéíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äèâèçîðîâ èëè
Q-äèâèçîðîâ Âåéëÿ, ò.å.D1∼QD2 åñëè ñóùåñòâóåò n ∈ Z\{0}
òàêîå, ÷òî nD1 è nD2 � öåëûå äèâèçîðû è nD1 ∼ nD2.
• NS(X) := Pic(X)/Pic0(X) � ãðóïïà Íåðîíà�Ñåâåðè.
• ρ(X) := rk NS(X) � ÷èñëî Ïèêàðà.
• κ(X) � ðàçìåðíîñòü Êîäàèðû ìíîãîîáðàçèÿ X.
• KX îáîçíà÷àåò êàíîíè÷åñêèé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ X.
• TX � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê ìíîãîîáðàçèþ X.
• hp,q(X) := dimHq(X,Ωp

X) � ÷èñëà Õîäæà.
• NZ/X � íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Z â X.
• PX(E ) � ïðîåêòèâèçàöèÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E íà
ìíîãîîáðàçèè X, ò.å. îòíîñèòåëüíûé ïðîåêòèâíûé ñïåêòð
Proj S ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû S := ⊕d≥0 Sd(E ) (ìû èñ-
ïîëüçóåì îïðåäåëåíèå Ãðîòåíäèêà, ñì. [101, ãë. II, � 7]).
• Fe = PP1(OP1 ⊕ OP1(−e)) � ðàöèîíàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïî-
âåðõíîñòü [101, ãë. V, � 2]; ÷åðåç Σ è Υ ìû îáû÷íî îáîçíà÷à-
åì åå ìèíèìàëüíîå ñå÷åíèå è ñëîé, ñîîòâåòñòâåííî. Èíîãäà
Σ è Υ òàêæå îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû â ãðóï-
ïå Pic(Fe).
• Φ|D| : X 99K PN � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå
ëèíåéíîé ñèñòåìîé |D|, ãäå N = dim |D|.
• TP,X := (mP,X/m

2
P,X)∨ � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Çàðèñ-

ñêîãî ê ìíîãîîáðàçèþ X â òî÷êå P . Åñëè X âëîæåíî â
ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî PN , òî TP,X îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
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àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â ñîîòâåòñòâóþùåé àôôèí-
íîé êàðòå AN ⊂ PN è ÷åðåç TP,X ⊂ PN îáîçíà÷àåòñÿ åãî
çàìûêàíèå.
• P(w0, . . . , wn) � âçâåøåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âå-
ñàìè wi (ñì. 1.12).
• dαe (ñîîòâåòñòâåííî, bαc) îáîçíà÷àåò âåðõíþþ (ñîîòâåò-
ñòâåííî, íèæíþþ) öåëóþ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α.
Äëÿ Q-äèâèçîðà B =

∑
biBi ìû ïîëàãàåì

dBe :=
∑
dbieBi, bBc :=

∑
bbicBi.

Ñòÿãèâàíèåì íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûé ïðîåêòèâíûé ìîðôèçì
íîðìàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, ñëîè êîòîðîãî ñâÿçíû.

1.2. Îïðåäåëåíèå. Íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå X íà-
çûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî, åñëè åãî àíòèêàíîíè÷åñêèé äèâèçîð
−KX îáèëåí.

Åñëè X � êðèâàÿ ðîäà g, òî degKX = 2g − 2. Ïîýòîìó X �
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî òîãäà è òîëüêî òîãäà g = 0. Èíà÷å ãîâîðÿ, åäèí-
ñòâåííîå îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî � ýòî ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ.
Äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî òðàäèöèîííî íàçûâàþòñÿ ïîâåðõíî-
ñòÿìè äåëü Ïåööî. Êëàññèôèêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî õîðî-
øî èçâåñòíà è ìîæåò áûòü íàéäåíà âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ (ñì., íàïð.,
[89], [16], [96]). Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èòàòåëü óæå îçíàêîìèëñÿ ñ ýòîé
òåîðèåé.

1.2.1. Ïðèìåð. Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ñ
÷èñëîì Ïèêàðà ρ(X) = 1 (íàïðèìåð, ãèïåðïîâåðõíîñòü ðàçìåðíîñòè
≥ 3 â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàíîíè÷åñêîãî
êëàññà èìåþòñÿ òîëüêî òðè âîçìîæíîñòè:

(i) KX îáèëåí, òîãäà X � ìíîãîîáðàçèå îáùåãî òèïà,
(ii) KX ÷èñëåííî òðèâèàëåí, òîãäà X � ìíîãîîáðàçèå ÷èñëåí-

íîãî òèïà Êàëàáè-ßó (â ýòîì ñëó÷àå èç òåîðåìû îá èçáû-
òî÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî KX � ýëåìåíò êðó÷åíèÿ â ãðóïïå
Pic(X)),

(iii) −KX îáèëåí, òîãäà X ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî.

Â îòëè÷èå îò ìíîãîîáðàçèé Ôàíî, ìíîãîîáðàçèÿ îáùåãî òèïà îáðàçó-
þò ãîðàçäî áîëåå îáøèðíûé êëàññ, îíè íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè
â ñìûñëå ìíîãîîáðàçèé ìîäóëåé.

1.3. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà
ìíîãîîáðàçèé Ôàíî, êîòîðûå ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-
íèé è ñòàíäàðòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ è àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàê-
òîâ.

6



1.3.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Òîãäà

(i) Hq(X,OX(mKX)) = 0 ïðè m ≤ 0, q > 0 è ïðè m ≥ 1,
q < dim(X);

(ii) Hq(X, OX) = H0(X,Ωq
X) = 0 ïðè q > 0, â ÷àñòíîñòè,

χ(OX) = 1;

(iii) πalg
1 (X) = {1};

(iv) H1(X,Z) = H1(X,Z) = 0;
(v) Pic(X) ' H2(X,Z) � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ñâîáîäíàÿ àáå-

ëåâà ãðóïïà;
(vi) åñëè M � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà X, òî ëèíåé-

íàÿ ñèñòåìà |nM | íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò è
áàçèñíûõ òî÷åê äëÿ íåêîòîðîãî n > 0;

(vii) ãðóïïà Aut(X) àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ X ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé.

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ëþáîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî îäíîñâÿçíî, ò.å.
åãî òîïîëîãè÷åñêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(X) òðèâèàëüíà. Îä-
íàêî, ýòî óæå íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò [9, òåîðåìà 3.5], [10].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà (i) è (ii) ñëåäóþò èç òåîðåìû Êî-
äàèðû îá îáðàùåíèè â íóëü, äâîéñòâåííîñòè Ñåððà è òåîðèè Õîäæà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (iii) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî X íå èìååò
íåòðèâèàëüíûõ êîíå÷íûõ ýòàëüíûõ íàêðûòèé. Ïðåäïîëîæèì, ïðî-
òèâíîå: ñóùåñòâóåò ýòàëüíîå íàêðûòèå π : X ′ → X ñòåïåíè n > 1.
Òîãäà äèâèçîð −KX′ = −π∗KX îáèëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, X ′ � ìíîãî-
îáðàçèå Ôàíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

χ(X ′,OX′) = nχ(X,OX) = n > 1.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (ii).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà (iv) çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó

H1(X, OX) = 0 òî èç òåîðèè Õîäæà ñëåäóåò, ÷òî H1(X,C) = 0. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ôîðìóëàì óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
è ïóíêòà (iii) ãðóïïû H1(X,Z) è H1(X,Z) íå èìåþò êðó÷åíèÿ.

Äîêàæåì (v). Èç ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(1.3.2) 0 −−−→ Z 2πi−−−−→ OX
exp−−−−→ O∗X −−−→ 0

è ñâîéñòâà (ii) ïîëó÷àåì èçîìîðôèçì Pic(X) ' H2(X,Z). Òàê êàê
X � êîìïàêòíîå (â õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèè) ìíîãîîáðàçèå, òî ïî-
ñëåäíÿÿ ãðóïïà êîíå÷íî ïîðîæäåíà è îíà íå èìååò êðó÷åíèÿ ñîãëàñ-
íî (iv).

Óòâåðæäåíèå (vi) � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå òåîðåìû î ñâî-
áîäå îò áàçèñíûõ òî÷åê 14.4.

Íàêîíåö, óòâåðæäåíèå (vii) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëèíåéíàÿ ñè-
ñòåìà | − nKX |, äëÿ íåêîòîðîãî n > 0, çàäàåò âëîæåíèå X ↪→ PN ,
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êîòîðîå äîëæíî áûòü Aut(X)-ýêâèâàðèàíòíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå
àâòîìîðôèçìû X èíäóöèðîâàíû ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè PN
è ïîýòîìó ãðóïïà Aut(X) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ PGLN+1(C), ïåðåâî-
äÿùèõ X â ñåáÿ. �

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà 1.3.1 ñîâåðøåííî íå î÷åâèäíû â ïîëî-
æèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå. Îäíàêî, èìåþòñÿ íåêîòîðûå ÷àñòè÷íûå
ðåçóëüòàòû â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ (ñì. [35, � III.3], [67]).

1.3.3. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü
X 99K Z � äîìèíàíòíîå ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå íà íåîñîáîå
ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Z. Òîãäà äëÿ âñåõ q > 0 èìååì

H0(Z,Ωq
Z) = Hq(Z, OZ) = 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Z � êðèâàÿ, òî Z ' P1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå
X 99K Z äîìèíàíòíî, òî îíî çàäàåò âëîæåíèå

H0(Z,Ωq
Z) ⊂ H0(X,Ωq

X)

(ñì., íàïð., [103, ãë. III, � 6, òåîðåìà 2]). �

1.3.4. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Òîãäà

(i) ïîâåðõíîñòü X ðàöèîíàëüíà,
(ii)

K2
X + ρ(X) = 10.

Â ÷àñòíîñòè, 1 ≤ K2
X ≤ 9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ ðàöè-
îíàëüíîñòè Êàñòåëüíóîâî è îáðàùåíèÿ â íóëü

H1(X, OX) = H0(X, OX(2KX)) = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) çàìåòèì, ÷òî

χtop(X) = 2 + rkH2(X,Z) = 2 + ρ(X)

ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.1 (iv)- (v) è äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå. Òå-
ïåðü (ii) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.3.1 (ii) è ôîðìóëû Í¼òåðà

K2
X + χtop(X) = 12χ(X,OX). �

Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ðàçìåðíîñòè áîëüøåé ÷åì 2 ìîãóò áûòü íåðà-
öèîíàëüíûìè. Îäíàêî, îíè ðàöèîíàëüíî ñâÿçíû [10], [35]. Ýòî ãîðàç-
äî áîëåå ãëóáîêèé ðåçóëüòàò, ÷åì ñâîéñòâà 1.3.1. Îí îñíîâàí íà òåõ-
íèêå äåôîðìàöèé è ðàñùåïëåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ (bend and
break [51], [35]). Â íàñòîÿùåì êóðñå ýòà òåõíèêà íå îáñóæäàåòñÿ.
Îäíàêî, ìû ïðèâåäåì îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå.
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1.3.5. Òåîðåìà ([35, ñëåäñòâèå VI.3.8]). Ïóñòü X � ìíîãîîáðà-
çèå Ôàíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî q > 0 âåðíî ðàâåíñòâî

H0
(
X, (Ω1

X)⊗q
)

= 0.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàöèîíàëüíîé
ñâÿçíîñòüþ X. Ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî C ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ, òà-
êîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ îáùèõ òî÷åê P1, P2 ∈ X èìååòñÿ êðèâàÿ C ∈ C,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P1 è P2. Ïóñòü C ⊂ X � îáùàÿ ðàöèîíàëüíàÿ
êðèâàÿ èç ýòîãî ñåìåéñòâà C è ïóñòü

ν : P1 −−−→ C ⊂ X

� íîðìàëèçàöèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññëîåíèå ν∗TX îáèëüíî.
Çíà÷èò, ν∗Ω1

X � ñóììà ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè.
Ïîýòîìó

H0(P1, ν∗(Ω1
X)⊗q) = 0

äëÿ ëþáîãî q > 0, ò.å. ëþáîå ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ (Ω1
X)⊗q

îáðàùàåòñÿ â íóëü âäîëü C. Ïîñêîëüêó íàøå ñåìåéñòâî äîìèíàíòíî,
ýòî ñå÷åíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü âñþäó. �

1.4. Èíäåêñ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî.

1.4.1. Îïðåäåëåíèå. Íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî ι = ι(X) òàêîå,
÷òî

(1.4.2) −KX = ιH

äëÿ íåêîòîðîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà H íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì Ôàíî
ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X. Ïðè ýòîì èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Hdim(X)

íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
åãî ÷åðåç d(X).

Îòìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 1.3.1 (v) êëàññ äèâèçîðà H â (1.4.2) îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëåí. Èíîãäà îí íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì äè-
âèçîðîì.

1.4.3. Ïðèìåð (ñì., íàïð., [96, ïðåäëîæåíèå 6.2.1]). Ïóñòü X �
ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Òîãäà ι(X) ≤ 3. Åñëè ι(X) = 3, òî X ' P2.
Åñëè ι(X) = 2, òî X ' P1 × P1.

1.5. Äèâèçîðû íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî.

1.5.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðàçìåð-
íîñòè n ≥ 3 è èíäåêñà ι = ι(X). Çàïèøåì −KX = ιH è ïóñòü
Y ∈ |mH| � íåîñîáûé ýëåìåíò.

(i) Åñëè m < ι, òî Y � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà ι−m.
(ii) Åñëè m = ι, òî Y � ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè-ßó. Â ÷àñòíî-

ñòè, åñëè dim(X) = 3, òî Y � ïîâåðõíîñòü òèïà K3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ äèâèçîð
−KY = (ι−m)H|Y îáèëåí è Y � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà, äåëÿ-
ùåãîñÿ íà ι − m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Ëåôøåöà î ãèïåð-
ïëîñêîì ñå÷åíèè Pic(X) âêëàäûâàåòñÿ â Pic(Y ) êàê ïðèìèòèâíàÿ
ïîäðåøåòêà. Çíà÷èò, H|Y � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò â Pic(Y ).

(ii) Ñíîâà ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ KY = 0. Èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

0 −−−→ OX(KX) −−−→ OX −−−→ OY −−−→ 0

ïîëó÷àåì Hq(Y, OY ) = 0 ïðè 1 ≤ q ≤ dim(Y ) − 1. Çíà÷èò, Y �
ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè-ßó. �

1.5.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
Ôàíî è ïóñòü S ⊂ X � íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà äèâèçîðà D ∈
|−KX |. Òîãäà èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

(i) S � áèðàöèîíàëüíî ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü,
(ii) S = D è S � ïîâåðõíîñòü òèïà K3, âîçìîæíî, èìåþùàÿ

äþâàëåâñêèå îñîáåííîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì

D = mS +R ∼ −KX ,

ãäå R � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð, íå ñîäåðæàùèé S â êà÷åñòâå ñâîåé
êîìïîíåíòû, à m � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

(1.5.3) − (KX + S) = (m− 1)S +R∼Q
m−1
m

(−KX) + 1
m
R.

Ïî ëåììå 1.5.4 êîäàèðîâà ðàçìåðíîñòü κ(S) íåïîëîæèòåëüíà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî κ(S) = 0. Òîãäà ñíîâà ïî ëåììå 1.5.4 îñîáåííîñòè
ïîâåðõíîñòè S íå õóæå ÷åì äþâàëåâñêèå è KS∼Q 0. Èç ïðàâîé ÷àñòè
(1.5.3) ïîëó÷àåì, ÷òî m = 1 (ïîñêîëüêó −KX îáèëåí) è R = 0 (ïî-
ñêîëüêó íîñèòåëüD ñâÿçåí). Çíà÷èò,KS ∼ 0 è òîãäà S � ïîâåðõíîñòü
òèïà K3 (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.5.1 (ii)). �

1.5.4. Ëåììà. Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå òðåõìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü S ⊂ X � íåïðèâîäèìàÿ (âîçìîæíî íåíîð-
ìàëüíàÿ) ïîâåðõíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(1.5.5) KX + S ∼Q −G,
ãäå G � ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð. Òîãäà êîäàèðîâà ðàçìåðíîñòü
κ(S) íåïîëîæèòåëüíà. Áîëåå òîãî, åñëè κ(S) = 0, òî îñîáåííîñòè
ïîâåðõíîñòè S íå õóæå ÷åì äþâàëåâñêèå è KS ∼Q 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X̃ → X � ðàçäóòèå ñ íåîñîáûì
öåíòðîì C, ëåæàùèì â îñîáîé ÷àñòè S, ïóñòü S̃ ⊂ X̃ � ñîáñòâåí-
íûé ïðîîáðàç S è ïóñòü E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Ìû ìîæåì
çàïèñàòü

KX̃ = f ∗KX + aE, S̃ ∼ f ∗S −mE,
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ãäå a = 2− dim(C) ≤ 2, à m ≥ 2 � êðàòíîñòü S âäîëü C. Òîãäà

KX̃ + S̃ ∼ f ∗(KX + S) + (a−m)E ∼Q −(m− a)E − f ∗G, a−m ≤ 0.

Çàìåòèì, ÷òî Q-äèâèçîð G̃ := (m − a)E + f ∗G ýôôåêòèâåí. Áîëåå
òîãî, åñëè S̃ ∩ Supp(G̃) = ∅, òî S ∩ Supp(G) = ∅ è a = m = 2, ò. å. f
� ðàçäóòèå òî÷êè êðàòíîñòè 2 íà S.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Õèðîíàêè, ïðèìåíÿÿ ê (X,S) ðàçäóòèÿ îïèñàí-
íîãî âûøå âèäà, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü âëîæåííîå ðàçðåøåíèå îñîáåí-
íîñòåé

(X̂ ⊃ Ŝ) −−−→ (X ⊃ S)

ïîâåðõíîñòè S. Ïðè ýòîì KX̂ + Ŝ ∼Q −Ĝ, Ĝ ≥ 0. Ïóñòü κ(Ŝ) ≥ 0. Ïî
ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ

KŜ ∼Q −Ĝ|Ŝ.

Ñëåäîâàòåëüíî, KŜ ∼Q 0 è Ŝ ∩ Supp(Ĝ) = ∅. Ñîãëàñíî íàøåé èí-

äóêòèâíîé êîíñòðóêöèè, S ∩ Supp(G) = ∅ è ðàçðåøåíèå X̂ → X,
ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ðàçäóòèé òî÷åê êðàòíîñòè 2 íà ñîáñòâåííûõ
ïðîîáðàçàõ S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî KS ∼Q 0, ïîâåðõíîñòü S íîðìàëüíà,
à åå îñîáåííîñòè äþâàëåâñêèå. �

1.6. Êîíóñ ýôôåêòèâíûõ êðèâûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôà-
íî. Ñëåäóþùèé âàæíûé ôàêò ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåä-
ñòâèåì òåîðåìû î êîíóñå 14.3.

1.6.1. Òåîðåìà ([51]). Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Òîãäà
êîíóñ Ìîðè NE(X) ïîëèýäðàëåí è ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì
ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé R1, . . . ,Rn. Êàæäûé ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ Ri

èìååò âèä Ri = R+[`i], ãäå `i � ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ íà X òàêàÿ,
÷òî

−KX · `i ≤ dim(X) + 1.

1.6.2. Ñëåäñòâèå. Äèâèçîð D íà ìíîãîîáðàçèè Ôàíî X îáèëåí
(ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà D·R > 0 (ñîîòâåòñòâåííî, D·R ≥ 0) äëÿ ëþáîãî ýêñòðåìàëüíîãî
ëó÷à R íà X.

1.7. Òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî. Íàì
ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìà òåîðåìû Ðèìàíà-
Ðîõà (ñì., íàïð., [35, ãë. VI, òåîðåìà 2.15.9]).

1.7.1. Òåîðåìà. Ïóñòü H � äèâèçîð íà íåîñîáîì ïðîåêòèâíîì
ìíîãîîáðàçèè X ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
χ(X, OX(tH)) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì âèäà

(1.7.2) χ(X, OX(tH)) =
1

n!
Hntn +

1

2(n− 1)!
(−KX) ·Hn−1tn−1 + · · ·
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Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôàêòû, êîòîðûå áóäóò ìíîãî-
êðàòíî èñïîëüçîâàòüñÿ íèæå.

1.7.3. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðàçìåðíîñòè n
è èíäåêñà ι = ι(X). Ïóñòü H � äèâèçîð òàêîé, ÷òî −KX = ιH.
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) ι(X) ≤ n+ 1.
(ii) Åñëè ι(X) = n+ 1, òî Hn = 1.
(iii) Åñëè ι(X) = n, òî Hn = 2.
(iv) Ïðè ι(X) ≥ n − 2 ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû |H| âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

(1.7.4) dimH0(X, OX(H)) =


n+ 1 åñëè ι(X) = n+ 1,

n+ 2 åñëè ι(X) = n,

n+ d− 1 åñëè ι(X) = n− 1,

n+ g − 1 åñëè ι(X) = n− 2,

ãäå

d := d(X) = Hn, g :=
1

2
Hn + 1

� öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Â ÷àñòíîñòè, |−KX | 6= ∅
ïðè ι(X) ≥ n− 2.

(v) Ïóñòü n = 2, ι := ι(X). Òîãäà

(1.7.5) dimH0(X, OX(tH)) =
1

2
dt(t+ ι) + 1.

(vi) Ïóñòü n = 3. Òîãäà

(1.7.6) dimH0(X, OX(tH)) =
1

6
(g − 1)t(t+ 1)(2t+ 1) + 2t+ 1

ïðè ι(X) = 1, t ≥ 0 è

(1.7.7) dimH0(X, OX(tH)) =
1

12
t(t+ ι)(2t+ ι)d+

2t

ι
+ 1

ïðè ι := ι(X) = 2, t > −ι.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (1.7.2),

χ(t) := χ(X, OX(tH))

� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Êîäàèðû îá
îáðàùåíèè â íóëü

χ(t) = h0(X,OX(tH)),

åñëè äèâèçîð−KX+tH îáèëåí, ò. å. ïðè t > −ι. Â ÷àñòíîñòè, χ(0) = 1
è ìíîãî÷ëåí χ(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè

t = −1, . . . ,−(ι− 1).

12



Òàê êàê χ(t) èìååò ñòåïåíü n, òî ι ≤ n+ 1. Ýòî äîêàçûâàåò (i) *.
Ïðè ι ≥ n− 2 ìíîãî÷ëåí χ(t) ìîæíî âû÷èñëèòü ÿâíî. Ýòî äîêà-

æåò (ii), (iii) è (iv). Ïðèâåäåì ýòè âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ι = n−2.
Ðàçáîð îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ ïðîùå è îñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ. Òàê êàê
χ(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ t = −1, . . . ,−(n− 3), òî

(1.7.8) χ(t) =
d

n!
(t+ 1) · · · (t+ n− 3)χ3(t),

ãäå χ3(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3 ñî ñòàðøèì ÷ëåíîì t3. Èç äâîéñòâåí-
íîñòè Ñåððà ñëåäóåò, ÷òî

hi(X, OX(tH)) = hn−i(X, OX(KX − tH)), χ(t) = (−1)nχ(−ι− t).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà χ(t) ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè −ι/2 = −(n − 2)/2. Ïîýòîìó ïîñëåäíèé
ìíîæèòåëü â (1.7.8) èìååò âèä

χ3(t) =
(
t+ n−2

2

) ((
t+ n−2

2

)2
+ a
)
.

äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Q. Òàêèì îáðàçîì,

(1.7.9) χ(t) = 1
n!
d(t+ 1) · · · (t+ n− 3)

(
t+ n−2

2

) ((
t+ n−2

2

)2
+ a
)
.

Òàê êàê χ(0) = 1, òî îòñþäà ïîëó÷àåì

n! = d(n− 3)! · n−2
2
·
((

n−2
2

)2
+ a
)
, 2n(n− 1) = d

((
n−2

2

)2
+ a
)
.

Îêîí÷àòåëüíî

a = 2
d
n(n− 1)−

(
n−2

2

)2
.

Ïîäñòàâèì ýòî â (1.7.9), ïîëó÷èì

χ(t) = 1
n!

(
dt (t+ n− 2) + 2n(n− 1)

)
(t+ 1) · · · (t+ n− 3)

(
t+ n−2

2

)
.

Îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ íóæíûå ôîðìóëû (1.7.4), (1.7.6)
è (1.7.5). �

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå (äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî âûñøåé
ðàçìåðíîñòè è ìàëîãî èíäåêñà) íåïóñòîòà àíòèêàíîíè÷åñêîé ëèíåé-
íîé ñèñòåìû íå èçâåñòíà.

1.7.10. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü

ψ : X 99999K Z

� äîìèíàíòíîå ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå íà ïîâåðõíîñòü Z. Òî-
ãäà Z ðàöèîíàëüíà.

*Îãðàíè÷åííîñòü èíäåêñà (i) òàêæå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.6.1.
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Ðàöèîíàëüíîñòü Z ñëåäóåò èç ðàöèîíàëüíîé ñâÿçíîñòè ìíîãîîá-
ðàçèé Ôàíî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàöèîíàëüíàÿ ñâÿçíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè äîìèíàíòíûõ îòîáðàæåíèÿõ, à ðàöèîíàëüíî ñâÿçíûå ïîâåðõ-
íîñòè ðàöèîíàëüíû. Ïîñêîëüêó ýòî óòâåðæäåíèå î÷åíü âàæíî äëÿ
äàëüíåéøåãî, ìû ïðèâåäåì çäåñü íåçàâèñèìîå (íî �êóñòàðíîå�) äîêà-
çàòåëüñòâî, ðàáîòàþùåå òîëüêî â ðàçìåðíîñòè 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dim(X) = 3. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü Z íåîñîáà, ïðîåêòèâíà è íå
ñîäåðæèò (−1)-êðèâûõ. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.3.3, èìååì

H1(Z, OZ) = H0(Z,Ωq
Z) = 0, ∀q > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Z íåðàöèîíàëüíà. Òîãäà Z íå ìîæåò
áûòü ëèíåé÷àòîé (ïîñêîëüêó H1(Z, OZ) = 0). Ñîãëàñíî êëàññèôèêà-
öèè àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, κ(Z) ≥ 0.

Ðàññìîòðèì ðàçðåøåíèå òî÷åê íåîïðåäåëåííîñòè íàøåãî îòîáðà-
æåíèÿ

X̄
σ

~~

ψ̄

  
X

ψ // Z

(çäåñü σ � êîìïîçèöèÿ ðàçäóòèé ñ ãëàäêèìè öåíòðàìè). Åñëè íåêîòî-
ðûé σ-èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð E ñþðúåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà Z,
òî κ(Z) = −∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñêàçàííîìó âûøå. Çíà÷èò, îòîáðà-
æåíèå ψ îïðåäåëåíî âáëèçè ñâîåãî îáùåãî ñëîÿ, ò.å. âáëèçè σ(ψ̄−1(z))
äëÿ îáùåé òî÷êè z ∈ Z.

Ïî òåîðåìå 1.7.3 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | èìååò ïîëîæèòåëü-
íóþ ðàçìåðíîñòü. Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò D ∈ |−KX |. Ïîñêîëüêó
äèâèçîð D ∼ −KX îáèëåí, òî îí èìååò íåíóëåâîå ïåðåñå÷åíèå ñ îá-
ùèì ñëîåì îòîáðàæåíèÿ ψ. Ïîýòîìó ó äèâèçîðà D ñóùåñòâóåò êîì-
ïîíåíòà, ñêàæåì S, êîòîðàÿ äîìèíàíòíî îòîáðàæàåòñÿ íà Z (âîç-
ìîæíî, S = D). Òàê êàê κ(Z) ≥ 0, òî κ(S) ≥ 0. Ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 1.5.2, S � ïîâåðõíîñòü òèïà K3, âîçìîæíî, èìåþùàÿ äþâàëåâ-
ñêèå îñîáåííîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, κ(Z) = κ(S) = 0. Ñíîâà èñïîëü-
çóÿ êëàññèôèêàöèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, ïîëó÷àåì, ÷òî Z
� ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà.

Òîãäà èìååòñÿ äâóëèñòíîå íåðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå Z ′ → Z, ãäå
Z ′ � ïîâåðõíîñòü òèïà K3. Ñäåëàåì çàìåíó áàçû äëÿ ψ̄. Òîãäà

X̄ ′ = X̄ ×Z Z ′ −−−→ X̄

� òàêæå äâóëèñòíîå íåðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå. Ïîñêîëüêó ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ãðóïïà πalg

1 (X) � áèðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò â êàòåãî-
ðèè íåîñîáûõ ïîëíûõ ìíîãîîáðàçèé, òî ìíîãîîáðàçèå X̄ îäíîñâÿçíî
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(ñì. 1.3.1 (iii)). Çíà÷èò, íàêðûòèå X̄ ′ → X̄ ðàñïàäàåòñÿ: X̄ ′ = X̄ ′1tX̄ ′2,
ãäå X̄ ′i ' X̄. Íî òîãäà, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 1.3.3, èìååì

H0(X,Ω2
X) = H0(X̄ ′i,Ω

2
X̄′i

) ⊃ H0(Z̄,Ω2
Z′) 6= 0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1.3.1 (ii). �

1.8. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî áîëüøîãî èíäåêñà. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî áîëüøîãî èíäåêñà óñòðîåíû î÷åíü ïðîñòî:

1.8.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðàçìåðíîñòè n
è ïóñòü ι = ι(X) � åãî èíäåêñ Ôàíî. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

(i) Åñëè ι(X) = dim(X) + 1, òî X ' Pn.
(ii) Åñëè ι(X) = dim(X), òî X èçîìîðôíî êâàäðèêå â Pn+1.

Â ñâÿçè ñ ýòèì íåñëîæíûì ðåçóëüòàòîì ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

1.8.2. Îïðåäåëåíèå. Êîèíäåêñîì ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X íàçû-
âàåòñÿ (íåîòðèöàòåëüíîå) ÷èñëî

c(X) := dim(X) + 1− ι(X).

Òàêèì îáðàçîì, c(X) = 0 (ñîîòâåòñòâåííî, c(X) = 1) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà X ' Pn (ñîîòâåòñòâåííî, èçîìîðôíî êâàäðèêå â Pn+1).
Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî êîèíäåêñà 2 íàçûâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè äåëü
Ïåööî [20], à ìíîãîîáðàçèÿ êîèíäåêñà 3 � ìíîãîîáðàçèÿìè Ìóêàè
[55]. Äëÿ n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ìóêàè X ÷èñëî

g(X) :=
1

2
Hn + 1

íàçûâàåòñÿ åãî ðîäîì (ñì. (1.7.4)). Çäåñü, êàê îáû÷íî, H = −1
ι
KX .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëîæíîñòü â êëàññèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé Ôà-
íî âîçðàñòàåò ñ âîçðàñòàíèåì êîèíäåêñà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ
êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ c(X) ≤ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.8.1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.7.3,
èìååì

(1.8.3)
ι = n+ 1 =⇒ Hn = 1, dim |H| = n,
ι = n =⇒ Hn = 2, dim |H| = n+ 1.

Ïî ëåììå 1.8.5 íèæå ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| ñîäåðæèò ýëåìåíò Y ,
ÿâëÿþùèéñÿ íåîñîáûì ìíîãîîáðàçèåì. Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ
−KY = (ι− 1)H|Y . Çíà÷èò, Y � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà ι(Y ) =
ι(X)−1 (ïðè dim(X) > 2; ïðè dim(X) = 2 èìååì Y ' P1). Èç òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(1.8.4) 0 −−−→ OX −−−→ OX(H) −−−→ OY (H) −−−→ 0
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è îáðàùåíèÿ â íóëü H1(X, OX) ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå îãðàíè-
÷åíèÿ

H0(X, OX(H)) −−−→ H0(Y, OY (H))

ñþðúåêòèâíî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H|Y |
íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Çíà÷èò, òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ |H|. Òàêèì
îáðàçîì, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| çàäàåò ìîðôèçì Φ : X → Pn+d−1 òàê,
÷òî

deg Φ · deg Φ(X) = Hn.

Òàê êàê Φ(X) íå ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè, òî deg Φ = 1, ò. å. ìîð-
ôèçì Φ áèðàöèîíàëåí íà ñâîé îáðàç. Òàê êàê äèâèçîð H îáèëåí, òî
Φ êîíå÷åí. Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå ñòåïåíè ≤ 2 íîðìàëüíî, òî Φ �
èçîìîðôèçì. Òåîðåìà 1.8.1 äîêàçàíà. �

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íåîñîáîãî ýëåìåíòà Y ∈ |H|.

1.8.5. Ëåììà. Â îáîçíà÷åíèÿõ âûøå ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| ñî-
äåðæèò ýëåìåíò Y , ÿâëÿþùèéñÿ íåîñîáûì ìíîãîîáðàçèåì.

Â ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû îáñóäèì îáùèé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèé ïîäîáíîãî ðîäà (ñì. óïðàæíåíèå 8, ñòð. 41). Çäåñü ìû
ïðèâåäåì �êóñòàðíîå� äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ðàáîòàåò â ðàçìåðíî-
ñòè ≤ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé dim(X) = 3. Ñëó÷àé
dim(X) = 2 ñóùåñòâåííî ïðîùå è îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ äëÿ ñàìî-
ñòîÿòåëüíîãî ðàçáîðà.

Ïóñòü ι(X) = 4. Òîãäà ñîãëàñíî (1.8.3) èìååì dim |H| = 3 è H3 =
1. Ïîñêîëüêó H îáèëåí, òî ëþáîé ýëåìåíò ëèíåéíîé ñèñòåìû |H|
ïðèâåäåí è íåïðèâîäèì. Âîçüìåì äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà H1, H2 ∈
|H|. Ïóñòü C := H1 ∩ H2 è ïóñòü P ⊂ |H| � ïó÷îê, ïîðîæäåííûé
H1 è H2. ßñíî, ÷òî Bs P ⊂ C. Ïî òåîðåìå Áåðòèíè îáùèé ýëåìåíò
H ∈P íåîñîá âíå C.

Òàê êàê H · C = 1, òî C � ïðèâåäåííàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ.
Ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà

2pa(C)− 2 = (KX +H1 +H2) · C = −2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî C � íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ è ïîýòîìó
âñå ïîâåðõíîñòè H ∈ P íåîñîáû âäîëü C. Çíà÷èò, îáùèé ýëåìåíò
H ∈P íåîñîá âñþäó.

Ïóñòü ι(X) = 3. Òîãäà ñîãëàñíî (1.8.3) èìååì dim |H| = 4 è H3 =
2. Ïîýòîìó ëþáîé ýëåìåíò H ∈ |H| èëè ïðèâåäåí è íåïðèâîäèì,
èëè èìååò äâå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ñ êðàòíîñòüþ 1, èëè èìååò
îäíó íåïðèâîäèìóþ êîìïîíåíòó ñ êðàòíîñòüþ 2. Òàê êàê ι(X) = 3,
òî ïîñëåäíèé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáùèé ýëåìåíòH ∈ |H| ïðèâîäèì:H = F+M ,
ãäå M, F > 0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî dim |M | > 0. Èìååì

H3 = 2 = H2 · (F +M).

Îòñþäà
H2 · F = H2 ·M = 1.

Â ÷àñòíîñòè, F è M � íåïðèâîäèìûå ïîâåðõíîñòè. Íîñèòåëü îáèëü-
íîãî äèâèçîðà H = F +M ñâÿçåí. Ïîýòîìó F ∩M � êðèâàÿ è

H · F ·M > 0.

Åñëè áû ïåðåñå÷åíèå îáùèõ ýëåìåíòîâ M1, M2 ∈ |M | áûëî ïóñòî,
òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |M | íå èìåëà áû áàçèñíûõ òî÷åê, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò òåîðåìå Áåðòèíè, ïðèìåíåííîé ê |H| = |M + F |. Çíà÷èò,
ïåðåñå÷åíèå îáùèõ ýëåìåíòîâ M1, M2 ∈ |M | � êðèâàÿ è H ·M2 > 0.
Íî òîãäà

H2 ·M = 1 = H ·M2 +H · F ·M ≥ 2.

Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî îáùèé ýëåìåíò H ∈ |H| íåïðèâîäèì
è ïðèâåäåí.

Òåïåðü ìû óòâåðæäàåì, ÷òî îáùèé ýëåìåíò H ∈ |H| òàêæå íîð-
ìàëåí. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ïî êðèòåðèþ Ñåððà H îñîá
âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé Z. Ïî òåîðåìå Áåðòèíè Z ñîäåðæèòñÿ â áà-
çèñíîì ìíîæåñòâå Bs |H|, à çíà÷èò ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò H1 ∈ |H|
òàêæå îñîá âäîëü Z. Ïîýòîìó Z ñîäåðæèòñÿ ñ êðàòíîñòüþ ≥ 4 â
ïåðåñå÷åíèè H ∩H1. Íî òîãäà

4Z ·H ≤ H ·H1 ·H = 2.

Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî H � íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü.
Ïóñòü µ : H̃ → H � ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå (ñì., íàïð., [95]).

Ðàññìîòðèì êðèâóþ C := H ∩ H1 êàê äèâèçîð Êàðòüå íà H è ïî-
ëîæèì M := µ∗C. Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ KH = −2C. Ïîýòîìó
ìû ìîæåì çàïèñàòü

(1.8.6) KH̃ ∼Q µ
∗KH −∆∼Q −2M −∆.

ãäå ∆ � ýôôåêòèâíûé (âîçìîæíî íóëåâîé) Q-äèâèçîð ñ íîñèòåëåì
â èñêëþ÷èòåëüíîì ìíîæåñòâå ìîðôèçìà µ [95]. Ýòî ìíîæåñòâî íå
ñîäåðæèò (−1)-êðèâûõ. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé (−1)-êðèâîé E íà H̃ ìû
èìååì

M · E > 0, ∆ · E ≥ 0.

Îòñþäà KH̃ · E < −1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, H̃ íå ñîäåð-
æèò (−1)-êðèâûõ. Èç (1.8.6) ñëåäóåò, ÷òî −KH̃ � îáúåìíûé äèâèçîð
(ïîñêîëüêó îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû îáúåìíîãî è ýôôåêòèâ-
íîãî äèâèçîðîâ). Ñëåäîâàòåëüíî, κ(H̃) = −∞ è ïîýòîìó H̃ � ìè-
íèìàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü. Ìîðôèçì µ äîëæåí ñòÿãèâàòü
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îäíó íåïðèâîäèìóþ êðèâóþ Σ. Ïóñòü Υ � ñëîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõ-
íîñòè. Òàê êàê äèâèçîðM îáúåìåí, òî îí íå ïðîïîðöèîíàëåí Υ. Åñëè
∆ 6= 0, òî ∆2 < 0 è òîãäà Q-äèâèçîð ∆ òàêæå íå ïðîïîðöèîíàëåí Υ.
Òàê êàê KH̃ ·Υ = −2, òî èç (1.8.6) ïîëó÷àåì, ÷òî ∆ = 0 è M ·Υ = 1.
Òîãäà KH̃ · Σ = 0 è

2pa(Σ)− 2 = (KH̃ + Σ) · Σ = Σ2 < 0.

Çíà÷èò, pa(Σ) = 0, Σ2 = −2 è H̃ � ðàöèîíàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõ-
íîñòü F2. Â ýòîì ñëó÷àå H � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ Q ⊂ P3 è äèâèçîð
C î÷åíü îáèëåí íà H. Òîãäà óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òî÷íîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (1.8.4), êàê è âûøå. �

Äàëåå ìû ïðèâåäåì ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé Ôàíî.

1.8.7. Ïðèìåðû. (i) Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà Pn.
(ii) Íåîñîáàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Xd ⊂ Pn � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d < n+ 1.
(iii) Ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ. Íåîñîáîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèåXd1···dr ⊂

Pn ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé d1, . . . , dr � ìíîãîîáðàçèå
Ôàíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑
di < n+ 1.

(iv) Ïðîèçâåäåíèÿ. X × Y � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà X è Y� ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî.

1.9. Ðàçäóòèÿ. Â ýòîì ïóíêòå ìû îáñóäèì âîïðîñ î òîì, êîãäà
ðàçäóòèå íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî.
Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, ïóñòü L � ëèíåé-
íàÿ ñèñòåìà äèâèçîðîâ Êàðòüå íà X áåç íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò è
ïóñòü Z := Bs L (êàê ñõåìà). Ïóñòü f : X̃ → X � ðàçäóòèå Z. Îòìå-
òèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X̃ ìîæåò áûòü î÷åíü îñîáûì è èìåòü ñëîæíóþ
ñòðóêòóðó. Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñõåìà Z ïðèâåäåíà è íåîñîáà.
Â ýòîì ñëó÷àå íåîñîáî è ìíîãîîáðàçèå X̃. Ïóñòü L̃ := f−1

∗ L � ñîá-

ñòâåííûé ïðîîáðàç. Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà L̃ íå èìååò áàçèñíûõ
òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, îíà ÷èñëåííî ýôôåêòèâíà è f -îáèëüíà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ìû ìîæåì ðàçëîæèòü àíòèêàíîíè÷åñêèé êëàññ −KX̃

êàê âûïóêëóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

−KX̃ ≡ αL̃ + βf ∗H, α, β > 0

ãäå H � îáèëüíûé äèâèçîð íà X. Òîãäà äèâèçîð −KX̃ îáèëåí ïî
êðèòåðèþ îáèëüíîñòè Êëåéìàíà 14.1.1, ò.å. X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî.

1.9.1. Ïðèìåð. Â îáîçíà÷åíèÿõ âûøå, ïóñòü X = Pn è ïóñòü
Z = Pk ⊂ Pn � ëèíåéíîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ðàçäóòèå X̃ â Z
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü L � ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà ãèïåðïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç Z. Òîãäà

−KX̃ ∼ −f
∗KX − (n− k − 1)E, f ∗L = L̃ + E,
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ãäå E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Îòñþäà

−KX̃ ∼ (n+ 1)f ∗L − (n− k − 1)E ∼ (n− k − 1)L̃ + (k + 2)f ∗L .

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ýòîò äèâèçîð îáèëåí.

Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ èíäåêñû ïåðåñå÷åíèÿ äèâèçîðîâ íà ðàçäó-
òèè ìíîãîîáðàçèÿ âäîëü íåîñîáîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ýòè ôîðìóëû
áóäóò ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿòüñÿ íèæå.

1.9.2. Ëåììà. Ïóñòü V � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è
ïóñòü σ : Ṽ → V � ðàçäóòèå ñ öåíòðîì â ãëàäêîé êðèâîé Z ⊂ V
ðîäà g(Z). Ïóñòü E := σ−1(Z) � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Òîãäà

E ' P
(
N ∨
Z/V

)
è äëÿ ëþáûõ äèâèçîðîâ D1, D2, D3 íà V èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

(1.9.3)

σ∗D1 · σ∗D2 · σ∗D3 = D1 ·D2 ·D3,

σ∗D1 · σ∗D2 · E = 0,

σ∗D1 · E2 = −D1 · Z,

E3 = − deg(NZ/V ) = 2− 2g(Z) +KV · Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþò èç ôîðìóëû ïðî-
åêöèè è òîãî, ÷òî OE(E) ' OP(N ∨

Z/V
)(−1). Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè

ñòåïåíü deg(NZ/V ) íàõîäèòñÿ èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ TZ −−−→ TV |Z −−−→ NZ/V −−−→ 0. �

1.10. Ãðàññìàíèàíû è îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà.

1.10.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G = Gr(r, n) � ìíîãîîáðàçèå
Ãðàññìàíà. Òîãäà Pic(G) ' Z è −KG ∼ nH, ãäå H � îáèëüíàÿ îá-
ðàçóþùàÿ Pic(G). Â ÷àñòíîñòè, G � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà
n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíò a ∈ G çàäàåòñÿ r × n-ìàòðèöåé A
ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ïðè÷åì ìàòðèöû, îòëè÷àþùèåñÿ ýëåìåíòàð-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê, çàäàþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò. Çà-
ïèøåì A =

(
A1 | A2

)
, ãäå A1 (ñîîòâ. A2) � ìàòðèöà ðàçìåðà r × r

(ñîîòâ. r × (n − r)). Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ G,
çàäàííîå óñëîâèåì detA1 6= 0. Ëþáîé ýëåìåíò a ∈ U îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöåé âèäà A =

(
E | X

)
. Ïóñòü X = (xi,j). Çäåñü

xi,j ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîîðäèíàòû íà U . Òàêèì îáðàçîì,
U ' Ar(n−r). Ïóñòü H = G \ U . ßñíî, ÷òî H � çàìêíóòîå ïîäìíîãî-
îáðàçèå êîðàçìåðíîñòè 1. Ýòî ìíîãîîáðàçèå íåïðèâîäèìî, ïîñêîëüêó
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îïðåäåëèòåëü, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ìíîãî÷ëåí îò ñâîèõ ýëåìåíòîâ
íåïðèâîäèì. Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûðåçàíèÿ èìååì

H · Z −−−→ Pic(G) −−−→ Pic(U) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Pic(G) = Z ·H.
Äàëåå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 5, r = 2. Îáùèé ñëó÷àé îòëè÷àåò-

ñÿ îò íåãî òîëüêî ãðîìîçäêîñòüþ. Òîãäà

A =

(
1 0 x1,3 x1,4 x1,5

0 1 x2,3 x2,4 x2,5

)
Ïåðåéäåì â äðóãóþ êàðòó. Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè ñòðîê ïåðåéäåì îò A ê ìàòðèöå(

1
x1,3

0 1 x1,4

x1,3

x1,5

x1,3

−x2,3

x1,3
1 0 x2,4−

x1,4x2,3
x1,3

x2,5−
x1,5x2,3
x1,3

)
Íîâûìè êîîðäèíàòàìè áóäóò

x′1,3 =
1

x1,3

, x′2,3 = −x2,3

x1,3

,

x′1,j =
x1,j

x1,3

, x′2,j = x2,j −
x1,jx2,3

x1,3

, j = 4, 5.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω = dx′1,3 ∧ · · · ∧ dx′2,5. Òîãäà

ω =
u

x5
1,3

dx1,3 ∧ · · · ∧ dx2,5,

ãäå u � îáðàòèìûé ýëåìåíò. Ïîëó÷àåì KG = div(ω) = −5H, ãäå
äèâèçîð H çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x1,3 = 0. �

Çàìåòèì, ÷òî äèâèçîð H ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêèì ñå÷åíèåì ïðè
âëîæåíèè Ïëþêêåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |mH| î÷åíü
îáèëüíà ïðè m > 0.

Èìååòñÿ ãîðàçäî áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò, ÷åì ïðåäëîæåíèå 1.10.1

1.10.2. Ïðåäëîæåíèå ([35, ãë. V, òåîðåìà 1.4]). Ïóñòü G � ëè-
íåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è ïóñòü X � îäíîðîäíîå ïðîñòðàí-
ñòâî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî äåéñòâèÿ G. Åñëè ìíîãîîáðàçèå X
ïðîåêòèâíî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ôàêòîð ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ïî åå ïà-
ðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî.
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1.11. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî è êîíå÷íûå ìîðôèçìû. Ïóñòü
f : X → Y � êîíå÷íûé ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì íåîñîáûõ ìíîãî-
îáðàçèé. Âûáåðåì òî÷êó P ∈ X è ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû x1, . . . , xn
â îêðåñòíîñòè P ∈ U ⊂ X. Ïóñòü Q := f(P ) è ïóñòü y1, . . . , yn �
ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè Q ∈ V ⊂ Y . Îòîáðàæåíèå f
çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè yi = yi(x1, . . . , xn). Ïóñòü

ω = φ dy1 ∧ · · · ∧ dyn

� ìåðîìîðôíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòàðøåé ñòåïåíè. Òîãäà
KY |V = div(φ) è

f ∗KY |U = div
(
φ(y1(x1, . . . , xn), . . . , yn(x1, . . . , xn))

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, KX |U ìîæåò áûòü çàäàí äèâèçîðîì ìåðîìîðôíîé
ôîðìû f ∗ω, êîòîðàÿ ðàâíà

φ(y1(x1, . . . , xn), . . . , yn(x1, . . . , xn)) det(∂yi/∂xj) dx1 ∧ · · · ∧ dxn

Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî KY − f ∗KX çàäàåòñÿ îá-
ðàùåíèåì â íóëü ÿêîáèàíà det(∂yi/∂xj). Îí ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèåé, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü âäîëü äèâèçîðà � äèâèçîðà âåòâ-
ëåíèÿ. Ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ãóðâèöà

(1.11.1) KX = f ∗KY +R, R ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî f � öèêëè÷åñêîå íàêðûòèå ñòåïåíè m.
Âûáèðàÿ êîîðäèíàòû x1, . . . , xn−1 âäîëü êîìïîíåíòû R è xn � òðàíñ-
âåðñàëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî y1 = x1,. . . , yn−1 = xn−1, yn = xmn .
Òîãäà

(1.11.2) R =
m− 1

m
f ∗B, ãäå B = f(R).

Òàêèì îáðàçîì,

(1.11.3) KX = f ∗
(
KY +

m− 1

m
B

)
.

ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äèâèçîð B äîëæåí áûòü íåîñîáûì è åãî
êëàññ â Pic(Y ) äîëæåí äåëèòüñÿ íà m.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìíîãîîáðàçèÿ X è Y ïðîåêòèâíû, òî èç (1.11.2)
ïîëó÷àåì, ÷òî X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äèâèçîð −(KY + m−1

m
B) îáèëåí.

1.11.4. Ïðèìåð. Ïóñòü â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ Y = Pn è ïóñòü
B � ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè md, çàäàííàÿ îäíîðîäíûì óðàâíå-
íèåì φ(x0, . . . , xn) = 0. Ìíîãîîáðàçèå X ìîæåò áûòü ðåàëèçîâà-
íî êàê ãèïåðïîâåðõíîñòü âî âçâåøåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå
P(1n+1, d) (ñì. íèæå), çàäàííàÿ óðàâíåíèåì ym = φ(x0, . . . , xn), ãäå xi
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� êâàçèîäíîðîäíûå êîîðäèíàòû ñòåïåíè 1, à y � êîîðäèíàòà ñòåïå-
íè d. Ïðè ýòîì X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(m− 1)d ≤ n.

1.12. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî âî âçâåøåííûõ ïðîåêòèâíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Áîëüøîé çàïàñ ïðèìåðîâ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî äà-
þò ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ âî âçâåøåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâ îñíîâíûå ñâîéñòâà âçâåøåííûõ ïðîåê-
òèâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Çà äåòàëÿìè ìû îòñûëàåì ê ðàáîòå [15].

Ðàññìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R = C[x0, . . . , xn] ñ íåñòàíäàðò-
íîé ãðàäóèðîâêîé deg xi = wi, wi ∈ Z>0. Ïðîåêòèâíûé ñïåêòð
Proj(R) íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàç-
ìåðíîñòè n ñ âåñàìè wi. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P(w0, . . . , wn). Èñ-
ïîëüçóåòñÿ òàêæå ñîêðàùåííàÿ çàïèñü: P(dk0

0 , . . . , d
km
m ) îçíà÷àåò, ÷òî

êàæäîå di ïîâòîðÿåòñÿ ki ðàç. ßñíî, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà wi âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè.

Ìíîãîîáðàçèå P := P(w0, . . . , wn) ÿâëÿåòñÿ òîðè÷åñêèì, åãî ìîæ-
íî ðåàëèçîâàòü êàê ôàêòîð

Pn/µw0
× · · · × µwn ,

ãäå µwi
� öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà wi, êîòîðàÿ äåéñòâóåò óìíî-

æåíèåì íà êîðåíü ñòåïåíè wi èç åäèíèöû íà êîîðäèíàòó xi. Ìíîãî-
îáðàçèå P ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêæå êàê ôàêòîð Cn+1/C∗ ïî îäíî-
ìåðíîìó òîðó C∗ ñ äåéñòâèåì

(x0, . . . , xn)
λ∈C∗7−−−−−−−→ (λw0x0, . . . , λ

wnxn).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈ Z>0 èìååòñÿ èçîìîðôèçì

P(rw0, . . . , rwi−1, wi, rwi+1, . . . , rwn) ' P(w0, . . . , wn).

Òàêèì îáðàçîì, ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ÍÎÄ(w0, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) = 1 äëÿ ëþáîãî i

ò.å. ëþáîé íàáîð n âåñîâ èç {w0, . . . , wn} âçàèìíî ïðîñò â ñîâîêóï-
íîñòè. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âàæíî è âñåãäà ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì
àâòîìàòè÷åñêè. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð {w0, . . . , wn} õî-
ðîøî ñôîðìèðîâàí.

Ìíîãîîáðàçèå P = P(w0, . . . , wn) ïîêðûâàåòñÿ àôôèííûìè êàð-
òàìè

(1.12.1) Uk = {xk 6= 0} ' Cn/µwk
(w0, . . . , wk−1, wk+1, . . . , wn).
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ãäå Cn/µr(a1, . . . , an) îçíà÷àåò ôàêòîð Cn ïî ãðóïïå µr, äåéñòâóþùåé
íà Cn äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåéexp

(
2πia0

r

)
. . .

exp
(

2πian
r

)


Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî P èìååò ëèøü öèêëè-
÷åñêèå ôàêòîðîñîáåííîñòè è îíè èçîëèðîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ÷èñëà wi ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû (ïðè íàøåì ïðåäïîëîæå-
íèè õîðîøåé ñôîðìèðîâàííîñòè). Òàêæå ÿñíî, ÷òî P íåîñîáî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èçîìîðôíî îáû÷íîìó ïðîåêòèâíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó.

Êàæäîå ïîäìíîãîîáðàçèå X ⊂ P êîðàçìåðíîñòè 1 çàäàåòñÿ êâà-
çèîäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì f(x0, . . . , xn) (îòíîñèòåëüíî âåñîâ wi).
Òàêîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â P. Ïîä ñòåïå-
íüþ ãèïåðïîâåðõíîñòè â P ìû ïîíèìàåì âçâåøåííóþ ñòåïåíü ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ìíîãî÷ëåíà f . Íåñëîæíî ïîêàçàòü (èñïîëüçóÿ òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûðåçàíèÿ [101, ãë. 3, � 6]), ÷òî ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè Dk := {xk = 0} ïîðîæäàþò ãðóïïó êëàññîâ äèâèçîðîâ Âåéëÿ
Cl(P). Áîëåå òîãî ãðóïïà Cl(P) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé è îòîáðàæåíèå

deg : Cl(P)→ Z
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ãðóïïà Ïèêàðà Pic(X) åñòåñòâåííî âëîæåíà â Cl(X) è èìååò òàì
èíäåêñ ÍÎÊ(w0, . . . , wn). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü I := [Cl(X) : Pic(X)]
Â êàðòå Uk = {xk 6= 0} èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1.12.1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî äèâèçîðà Âåéëÿ D åãî êðàòíîñòü wkD ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàð-
òüå â Uk. Ñëåäîâàòåëüíî, I äåëèò ÍÎÊ(w0, . . . , wn). Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ïóñòü Ck ⊂ P � êîîðäèíàòíàÿ ïðÿìàÿ 〈xk, xl〉, k 6= l. Ïî ôîðìóëå
ïðîåêöèè â êàðòå Uk âû÷èñëÿåì IDl · Ck = I/wk, ãäå Dl := {xl = 0}.
Ýòî ÷èñëî äîëæíî áûòü öåëûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÍÎÊ(w0, . . . , wn) äå-
ëèò I.

Ïóñòü A � ïîëîæèòåëüíàÿ îáðàçóþùàÿ Cl(P). Òîãäà èíäåêñ ñà-
ìîïåðåñå÷åíèÿ An êîððåêòíî îïðåäåëåí êàê ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è

An =
1

w0 . . . wn
.

Êàíîíè÷åñêèé êëàññ íà P òàêæå êîððåêòíî îïðåäåëåí (êàê äèâèçîð
Âåéëÿ). Âû÷èñëåíèÿ ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ïîêàçûâàþò,
÷òî

−KP = (
∑
wi)A,

ãäå A � ïîëîæèòåëüíàÿ îáðàçóþùàÿ Cl(P). Êàê è íà ëþáîì ïðîåê-
òèâíîì ñïåêòðå, íà ïðîñòðàíñòâå P îïðåäåëåíû êîãåðåíòíûå ïó÷êè
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O(m) [101, ãë. 3, � 5]. Âñå òàêèå ïó÷êè ðåôëåêñèâíû è

OP(m) ' OP(mA).

Òàêîé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m ≡ 0
mod wi äëÿ âñåõ i.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ÷èñëà wi ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû è
ïóñòü d � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà w0 · · ·wn. Òîãäà ïðî-
ñòðàíñòâî P èìååò ëèøü èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè è ïî òåîðåìå
Áåðòèíè îáùàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü X = Xd ⊂ P ñòåïåíè d íåîñîáà.
Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ

KX = (d−
∑
wi)A|X .

Òàêèì îáðàçîì, X ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà d <

∑
wi. Åñëè n ≥ 4, òî â íàøåé ñèòóàöèè âåðíà òåîðåìà

Ëåôøåöà äëÿ ãðóïï êëàññîâ äèâèçîðîâ [15], ò.å. îòîáðàæåíèå îãðà-
íè÷åíèÿ

Cl(P) −−−→ Pic(X)

� èçîìîðôèçì. Òîãäà ìû ìîæåì âû÷èñëèòü èíäåêñ íàøåãî ìíîãî-
îáðàçèÿ Ôàíî:

ι(X) = −d+
∑

wi.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñòðîèòü ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî, ÿâëÿþùèåñÿ ïîë-
íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè áîëüøèõ êîðàçìåðíîñòåé.

1.13. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî è áèðàöèîíàëüíûå ìîðôèçìû.

1.13.1. Ëåììà. Ïóñòü f : X → Y � áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì
íåîñîáûõ ìíîãîîáðàçèé. Çàïèøåì

(1.13.2) KX = f ∗KY +
∑

aiEi

ãäå Ei � (âñå) íåïðèâîäèìûå èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû. Òîãäà
ai > 0 äëÿ ëþáîãî i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì òî÷êó P ∈ X è ëîêàëüíûå êîîð-
äèíàòû x1, . . . , xn â îêðåñòíîñòè P ∈ U ⊂ X. Ïóñòü Q := f(P ) è
ïóñòü y1, . . . , yn � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè Q ∈ V ⊂ Y .
Îòîáðàæåíèå f çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè yi = yi(x1, . . . , xn). Ïóñòü ω =
φ dy1 ∧ · · · ∧dyn � ìåðîìîðôíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòàðøåé
ñòåïåíè. Òîãäà KY |V = (φ) è

f ∗KY |U = div
(
φ(y1(x1, . . . , xn), . . . , yn(x1, . . . , xn))

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, KX |U ìîæåò áûòü çàäàí äèâèçîðîì ìåðîìîðôíîé
ôîðìû f ∗ω, êîòîðàÿ ðàâíà

φ
(
y1(x1, . . . , xn), . . . , yn(x1, . . . , xn)

)
det(∂yi/∂xj) dx1 ∧ · · · ∧ dxn
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Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî KX − f ∗KY çàäàåòñÿ îá-
ðàùåíèåì â íóëü ÿêîáèàíà det(∂yi/∂xj). Îí ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèåé, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü âäîëü âñåõ êîìïîíåíò èñêëþ÷è-
òåëüíîãî äèâèçîðà. �

1.13.3. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü
f : X → Y � áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì íà íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå
Y òàêîé, ÷òî dim f(Exc(f)) = 0. Òîãäà Y � òàêæå ìíîãîîáðàçèå
Ôàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì n� 0 òàêîå, ÷òî äèâèçîð | − nKX |
î÷åíü îáèëåí. Ïîñêîëüêó f∗| − nKX | ⊂ | − nKY |, òî äèâèçîð −nKY

îáúåìåí è Bs | − nKY | ⊂ f(Exc(f)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äèâèçîð
−nKY ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Ïî òåîðåìå î ñâîáîäå îò áàçèñíûõ òî-
÷åê 14.4 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | −mKY | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê ïðè
m � 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ C ⊂ Y òàêàÿ, ÷òî −KY ·C = 0.
Ïóñòü C ′ ⊂ X � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç C. Òîãäà C ′ 6⊂ Exc(f) è
ïîýòîìó KX · C ′ ≥ 0 (ñì. (1.13.2)). Ïðîòèâîðå÷èå. �

1.13.4. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïå-
íè d. Åñëè X 6' P1×P1 è X 6' P2, òî X ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì òî÷êè
íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè d+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîâåðõíîñòü X ñîäåð-
æèò (−1)-êðèâóþ, òî X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçäóòèÿ òî÷êè íà
íåîñîáîé ïîâåðõíîñòè Y è êîòîðàÿ, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.13.3,
ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íå ñîäåð-
æèò (−1)-êðèâûõ è X 6' P1 × P1, P2. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.3.4 (i),
èìååì X ' Fn, n ≥ 2. Íî òîãäà

KX · Σ = 2pa(Σ)− 2− Σ2 = n− 2 ≥ 0.

ãäå Σ � èñêëþ÷èòåëüíîå ñå÷åíèå. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îáèëüíîñòè
−KX . �

Çàäà÷è. 1. Íàéäèòå âñå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ãðàñ-
ñìàíèàíàõ.

2. Êîãäà ðàçäóòèå m ≥ 2 òî÷åê íà Pn ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
Ôàíî?

3. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü è ïóñòü C ⊂ X �
îáèëüíûé ýôôåêòèâíûé äèâèçîð òàêîé, ÷òî pa(C) ≤ 1. Äî-
êàæèòå, ÷òî X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî.
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4. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü òàêàÿ,
÷òî −KX ·C > 0 äëÿ ëþáîé êðèâîé C. Äîêàæèòå, ÷òî X �
ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî.

5. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 9. Íå èñïîëü-
çóÿ êëàññèôèêàöèè ïîâåðõíîñòåé, äîêàæèòå, ÷òî X ' P2.
Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü äâîéñòâåííîñòüþ Ïóàíêàðå è äî-
êàæèòå, ÷òî ι(X) = 3.

6. ÏóñòüX � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 8. Íå èñïîëüçóÿ
êëàññèôèêàöèè ïîâåðõíîñòåé, äîêàæèòå, ÷òî X ' P1 × P1

èëè F1. Óêàçàíèå: Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, âîñïîëü-
çóéòåñü äâîéñòâåííîñòüþ Ïóàíêàðå. Åñëè ôîðìà ïåðåñå÷å-
íèÿ íà Pic(X) ÷åòíà, òî äîêàæèòå, ÷òî ι(X) = 2, à åñëè îíà
íå÷åòíà, òî äîêàæèòå, ÷òî íà X ñóùåñòâóåò (−1)-êðèâàÿ.

7. Ïóñòü f : X → P3 � ðàçäóòèå íåîñîáîé êðèâîé C. Íàéäèòå
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî.

8. Íàéäèòå âñå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî, ÿâëÿþùèåñÿ ïîëíû-
ìè ïåðåñå÷åíèÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ïðîèçâåäåíèè ïðî-
åêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ Pn1 × · · · × Pnl .

9. Íàéäèòå âñå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî, ÿâëÿþùèåñÿ
ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ïðîèçâåäåíèè
ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ Pn1 × · · · × Pnl .

10. Ïóñòü X = X3 ⊂ P4 � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3,
íå ëåæàùàÿ â ãèïåðïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî X � ïîâåðõ-
íîñòü äåëü Ïåööî.

11. Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü òàêàÿ, ÷òî
åå àíòèêàíîíè÷åñêèé äèâèçîð −KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí.
Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ:
(a) KX

∼∼∼ 0;
(b) X ðàöèîíàëüíà;
(c) X áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíà ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíî-

ñòè íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
12. Ïóñòü X è Y � ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîðôèçì f : X → Y ñòåïåíè 2. Êàêèå
çíà÷åíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü ñòåïåíè X è Y ? Ðàññìîòðèòå âñå
ñëó÷àè.

13. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü f : X →
Y � ïëîñêèé ìîðôèçì íà (íåîñîáóþ) ïîâåðõíîñòü. Äîêàæè-
òå, ÷òî Y � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Óêàçàíèå: Ïîêàæè-
òå, ÷òî −f∗(K2

X) ∼∼∼ 4KY +∆, ãäå ∆ ⊂ Y � äèñêðèìèíàíòíûé
äèâèçîð.
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14. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü D �
ïðîñòîé äèâèçîð íà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D íå ÿâëÿåò-
ñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì. Äîêàæèòå, ÷òî D èçîìîðôåí
èëè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2, èëè íåîñîáîé ëèíåé÷àòîé
ïîâåðõíîñòè, èëè êâàäðàòè÷íîìó êîíóñó Q ⊂ P3. Óêàçà-
íèå: Âîñïîëüçóéòåñü êëàññèôèêàöèåé ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé
14.7.

15. Ïóñòü X ⊂ PN � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå òàêîå,
÷òî åãî îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ
êîäàèðîâîé ðàçìåðíîñòè 0. Äîêàæèòå, ÷òî X � ìíîãîîáðà-
çèå Ôàíî.

16. Ïóñòü X � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü D
� äèâèçîð ñ ïðîñòûìè íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè íà X.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèâèçîð −(KX + D) îáèëåí. Âû÷èñëè-
òå ìíîãî÷ëåí χ(X, OX(−t(KX + D))). Óêàçàíèå: Âîñ-
ïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Êàâàìàòû-Ôèâåãà îá îáðàùåíèè â
íóëü 2.5.1.

17. Íàéäèòå âñå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî, ÿâëÿþùèåñÿ
ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ãðàññìàíèà-
íàõ.
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2. Ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêîãî äèâèçîðà

Ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå íåîñîáîãî äèâèçîðà â àíòèêàíîíè÷å-
ñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìå íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî.

2.1. Òåîðåìà (Â. Â. Øîêóðîâ [105]). Ïóñòü X � òðåõìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà ι = ι(X) è ïóñòü H := −1

ι
KX . Òîãäà

ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| ñîäåðæèò ãëàäêèé íåïðèâîäèìûé äèâèçîð.

Ýòî áàçèñíûé ôàêò, íà êîòîðîì îñíîâûâàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ
òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. Âïåðâûå îí áûë äîêàçàí Â. Â. Øî-
êóðîâûì [105]. Íèæå ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå
áîëåå ñîâðåìåííóþ òåõíèêó. Òåîðåìà èìååò îáîáùåíèÿ êàê íà ìíî-
ãîìåðíûé ñëó÷àé, òàê è íà ñëó÷àé îñîáûõ ìíîãîîáðàçèé (ñì., íàïð.,
[71], [64], [94], [2]). Ïðèâåäåííîå çäåñü äîêàçàòåëüñòâî � ñèëüíî
óïðîùåííûé âàðèàíò ðàáîòû [2].

2.1.1. Îáñóæäåíèå. Ìû ñâîäèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè �õîðî-
øèõ� äèâèçîðîâ â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ê âîïðîñó î íåîáðàùåíèè â
íóëü ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé îãðàíè÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ
ðàññëîåíèé íà îïðåäåëåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ïî òåîðåìå Áåðòèíè
îáùèé ýëåìåíò ëèíåéíîé ñèñòåìû íåîñîá, åñëè ýòà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê (è íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò). Ïîýòîìó äà-
ëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî áàçèñíîå ìíîæåñòâî èçó÷àåìîé ëèíåéíîé
ñèñòåìû íåïóñòî.

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíûé ïðèìåð.

2.1.2. Ïðèìåð. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Ïî òåîðåìå
Ðèìàíà-Ðîõà dim |−KX | > 0. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ëè-
íåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | èìååò ðîâíî îäíó íåïîäâèæíóþ êîìïîíåíòó
F . Òàê êàê

h2(X, OX(F )) = h0(X, OX(KX − F )) = 0

(äâîéñòâåííîñòü Ñåððà), òî ñíîâà ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

h0(X, OX(F )) ≥ 1

2
F · (F −KX) + 1.

Òàê êàê dim |F | = 0, òî F 2 < 0. Ïîýòîìó F ÿâëÿåòñÿ (−1)-êðèâîé. Â
÷àñòíîñòè, F ' P1 è ïîýòîìó H0(F,OF (−KX)) 6= 0. Ïîñêîëüêó F �
íåïîäâèæíàÿ êîìïîíåíòà, òî

H0(X,OX(−KX − F )) ' H0(X, OX(−KX)).

Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åíèÿ

0 −−−→ OX(−KX − F ) −−−→ OX(−KX) −−−→ OF (−KX) −−−→ 0
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ïîëó÷àåì

H1(X,OX(−KX − F )) 6= 0

è òîãäà ïî òåîðåìå Êîäàèðû îá îáðàùåíèè â íóëü äèâèçîð −2KX −
F íå ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äèâèçîð −(KX + F )
íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì, ò. å. ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìàÿ
êðèâàÿ C òàêàÿ, ÷òî −(KX + F ) · C < 0. Íî òîãäà C äîëæíà áûòü
íåïîäâèæíîé êîìïîíåíòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû |−(KX +F )|, à çíà÷èò
è ëèíåéíîé ñèñòåìû |−KX |. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ C = F . Íî
òîãäà −(KX + F ) · C = 2. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàçîáðàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ èíäóêòèâ-
íîãî ïîäõîäà ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ íåîñîáûõ äèâèçîðîâ
íåîáõîäèìî äâà èíãðåäèåíòà: âûäåëåíèå �õîðîøåé� êîìïîíåíòû áà-
çèñíîãî ìíîæåñòâà è îáðàùåíèå â íóëü âûñøèõ êîãîìîëîãèé.

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ áàçèñíûå ñâåäåíèÿ îá îñîáåííîñòÿõ ïàð.
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà. Áîëåå ïîäðîá-
íîå èçëîæåíèå ñì., íàïðèìåð, â [38], [36], [95].

2.2. Ïóñòü X � íîðìàëüíîå (íåîáÿçàòåëüíî ïîëíîå) ìíîãîîáðà-
çèå è ïóñòü B =

∑
biBi � ëþáîé Q-äèâèçîð íà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äèâèçîð KX + B ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Q-Êàðòüå. Ðàññìîòðèì ëþáîé
áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì f : X̃ → X, ãäå ìíîãîîáðàçèå X̃ òàêæå
íîðìàëüíî. Àíàëîãè÷íî (1.13.2) ìîæíî çàïèñàòü

(2.2.1) KX̃ + B̃ = f ∗(KX +B) +
∑

aiEi,

ãäå Ei � èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû, B̃ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç B
íà X̃, à ÷èñëà ai ðàöèîíàëüíû. Îíè íàçûâàþòñÿ äèñêðåïàíòíîñòÿ-
ìè. Êàæäîå ai çàâèñèò îò X, B è äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ
ôóíêöèé C(X), çàäàííîãî äèâèçîðîì Ei (è íå çàâèñèò îò f). Ïîýòî-
ìó èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ai = a(X,B,Ei). Ìîæíî òàêæå îïðå-
äåëèòü äèñêðåïàíòíîñòè ïðîñòûõ äèâèçîðîâ ñ íîñèòåëåì íà ñàìîì
ìíîãîîáðàçèè X:

a(X,B,E) =

{
−bi åñëè E = Bi,

0 åñëè E 6⊂ Supp(B).

2.2.2. Çàìå÷àíèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ 2.2 ïóñòü F � äèâèçîð Q-
Êàðòüå. Ïîëîæèì Bt := B + tF . Òîãäà èç (2.2.1) ñëåäóåò, ÷òî

a(X,Bt, E) = a(X,B,E)− tmF ,

ãäå mF � êðàòíîñòü f ∗F âäîëü E. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
a(X,Bt, E) ëèíåéíà ïî t.
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2.2.3. Çàìå÷àíèå. Îáû÷íî â òåîðèè ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ïàðû (X,B), ñîñòîÿùèå èç íîðìàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
X è ýôôåêòèâíîãî Q- èëè R-äèâèçîðà B =

∑
biBi. Ýôôåêòèâíîñòü

B âàæíà âî ìíîãèõ óòâåðæäåíèÿõ, íî îïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ñôîð-
ìóëèðîâàíû â îáùåì âèäå.

Íàïîìíèì, ÷òî áèðàöèîíàëüíîé ìîäåëüþ ìíîãîîáðàçèÿ X íàçû-
âàåòñÿ äðóãîå ìíîãîîáðàçèå X̃ òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëü-
íîå îòîáðàæåíèå f : X̃ 99K X. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòîé äèâèçîð E íà X̃
èìååò íåïóñòîé öåíòð íà X, åñëè îòîáðàæåíèå f ðåãóëÿðíî â îá-
ùåé òî÷êå E. Â ýòîì ñëó÷àå öåíòðîì E íà X íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå
îáðàçà f(E).

Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåïàíòíîñòü îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî äèâèçî-
ðà E íà íåêîòîðîé áèðàöèîíàëüíîé ìîäåëè X̃ ìíîãîîáðàçèÿ X ïðè
óñëîâèè, ÷òî E èìååò (íåïóñòîé) öåíòð íà X.

2.2.4. Îïðåäåëåíèå. (i) Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà (X,B) èìååò
ëîãêàíîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè, åñëè a(X,B,E) ≥ −1 äëÿ
ëþáîãî äèâèçîðà E ñ öåíòðîì íà X.

(ii) Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà (X,B) èìååò ëîãòåðìèíàëüíûå ïî Êàâà-
ìàòå îñîáåííîñòè, åñëè a(X,B,E) > −1 äëÿ ëþáîãî äèâè-
çîðà E ñ öåíòðîì íà X.

(iii) Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà (X,B) èìååò ÷èñòî ëîãòåðìèíàëüíûå
îñîáåííîñòè, åñëè a(X,B,E) > −1 äëÿ ëþáîãî èñêëþ÷è-
òåëüíîãî äèâèçîðà E ñ öåíòðîì íà X.

ßñíî, ÷òî äëÿ ÷èñòî ëîãòåðìèíàëüíîé ïàðû (X,B =
∑
biBi) èìå-

þò ìåñòî íåðàâåíñòâà bi ≤ 1 äëÿ ëþáîãî i. Ïîýòîìó ÷èñòî ëîãòåðìè-
íàëüíàÿ ïàðà ëîãêàíîíè÷íà. Â ñëó÷àå B = 0 îáà ïîíÿòèÿ ëîãòåðìè-
íàëüíîñòè (ii) è (iii) ýêâèâàëåíòíû è òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî îñîáåííîñòè
X ëîãòåðìèíàëüíû.

2.2.5. Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ a(X,B,E) ≥
−1 (ñîîòâåòñòâåííî, a(X,B,E) > −1) â îïðåäåëåíèè 2.2.4 äîñòàòî÷-
íî ïðîâåðèòü äëÿ îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî ñþðúåêòèâíîãî áèðàöèî-
íàëüíîãî ìîðôèçìà f : X̃ → X òàêîãî, ÷òî X̃ íåîñîáî, à îáúåäèíåíèå
èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà è ñîáñòâåííîãî ïðîîáðàçà B ÿâëÿåòñÿ
äèâèçîðîì ñ ïðîñòûìè íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè. Ïîýòîìó óñëî-
âèå ëîãêàíîíè÷íîñòè è ëîãòåðìèíàëüíîñòè ýêâèâàëåíòíî âûïîëíå-
íèþ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà íåðàâåíñòâ. Åñëè âñå êîìïîíåíòû
Bi � äèâèçîðû Q-Êàðòüå, òî ýòè íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ bi.

2.2.6. Ïðèìåð. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå X íåîñîáî è íîñèòåëü äèâè-
çîðà B èìååò ïðîñòûå íîðìàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðà
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(X,B =
∑
biBi) èìååò ëîãêàíîíè÷åñêèå (ñîîòâåòñòâåííî, ëîãòåðìè-

íàëüíûå ïî Êàâàìàòå) îñîáåííîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bi ≤ 1
(ñîîòâåòñòâåííî, bi < 1) äëÿ âñåõ i. Ïàðà (X,B =

∑
biBi) èìååò ÷è-

ñòî ëîãòåðìèíàëüíûå îñîáåííîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bi ≤ 1
äëÿ âñåõ i è êîìïîíåíòû, äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî bi = 1,
íå ïåðåñåêàþòñÿ.

2.2.7. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X,B) � ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç íîð-
ìàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X è Q-äèâèçîðà B íà X, òàêàÿ, ÷òî äèâèçîð
KX + B ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Q-Êàðòüå. Íåïðèâîäèìîå ïîäìíîãîîá-
ðàçèå W ⊂ X íàçûâàåòñÿ ëîãêàíîíè÷åñêèì öåíòðîì (èëè öåíòðîì
ëîãêàíîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé) ïàðû (X,B), åñëè ñóùåñòâóåò áèðà-
öèîíàëüíûé ìîðôèçì f : X̃ → X è ïðîñòîé äèâèçîð E ⊂ X̃ òà-
êîé, ÷òî a(X,B,E) ≤ −1 è f(E) = W . Íàïðèìåð, åñëè E = Bi

� êîìïîíåíòà B ñ êîýôôèöèåíòîì bi ≥ 1, òî E � ëîãêàíîíè÷å-
ñêèé öåíòð. Îáúåäèíåíèå âñåõ ëîãêàíîíè÷åñêèõ öåíòðîâ íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâîì ëîãêàíîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ
LCS(X,B).

2.2.8. Ïðåäëîæåíèå ([27, ïðåäëîæåíèå 1.5]). Ïóñòü (X,B) �
ëîãêàíîíè÷åñêàÿ ïàðà, ãäå ìíîãîîáðàçèå X èìååò ëèøü ëîãòåð-
ìèíàëüíûå îñîáåííîñòè, à B � ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð. Ïóñòü
W1, W2 ⊂ X � ëîãêàíîíè÷åñêèå öåíòðû äëÿ (X,B). Åñëè W1∩W2 6=
∅, òî è ëþáàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ïåðåñå÷åíèÿ W1∩W2 òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ ëîãêàíîíè÷åñêèì öåíòðîì äëÿ (X,B).

Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî ëîãêàíîíè÷åñêèõ öåíòðîâ ñîäåðæèò ìè-
íèìàëüíûå ýëåìåíòû ïî âêëþ÷åíèþ. Òàêèå öåíòðû íàçûâàþòñÿ ìè-
íèìàëüíûìè. Åñëè ïàðà (X,B) ÷èñòî ëîãòåðìèíàëüíà, òî ïî îïðå-
äåëåíèþ 2.2.4 (iii) ëîãêàíîíè÷åñêèå öåíòðû � ýòî â òî÷íîñòè êîì-
ïîíåíòû bBc. Â ÷àñòíîñòè, âñå îíè ìèíèìàëüíû.

2.3. Ïðèñîåäèíåíèå ëîãäèâèçîðîâ. Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà
ïðèñîåäèíåíèÿ âûðàæàåò êàíîíè÷åñêèé êëàññ äèâèçîðà ÷åðåç êàíî-
íè÷åñêèé êëàññ îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæ-
íî ïèñàòü àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ïðèñîåäèíåíèÿ äëÿ ïîäìíîãîîáðà-
çèé, ÿâëÿþùèõñÿ ëîãêàíîíè÷åñêèìè öåíòðàìè ëþáîé êîðàçìåðíî-
ñòè. Îíè ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èíäóêòèâíûõ ïðîöåäóð â
òåîðèè ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé.

2.3.1. Òåîðåìà ([107, � 3], [19, ãë. 16]). Ïóñòü X � íîðìàëüíîå
ìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü B � ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð íà X òàêîé,
÷òî ïàðà (X,B) ÷èñòî ëîãòåðìèíàëüíà. Òîãäà bBc � íîðìàëüíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü Z � êîìïîíåíòà bBc (òàêèì îáðàçîì, Z
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� ìèíèìàëüíûé öåíòð ëîãêàíîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé êîðàçìåðíî-
ñòè 1 äëÿ (X,B)). Òîãäà ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåííûé ýô-
ôåêòèâíûé Q-äèâèçîð BZ íà Z òàêîé, ÷òî

(2.3.2) (KX +B)|Z ∼Q KZ +BZ

è ïàðà (Z,BZ) ëîãòåðìèíàëüíà ïî Êàâàìàòå.

2.3.3. Ïðèìåðû. (i) Åñëè ìíîãîîáðàçèå X íåîñîáî, òî
BZ = (B − Z)|Z è (2.3.2) � îáû÷íàÿ ôîðìóëà ïðèñîåäè-
íåíèÿ.

(ii) Ïóñòü X = X2 ⊂ P3 � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ ñ âåðøèíîé P
è ïóñòü Z ⊂ X � ïðÿìàÿ. Òîãäà äëÿ B = Z äèâèçîð BZ

èìååò âèä BZ = 1
2
P .

Â îáùåì ñëó÷àå èìååòñÿ ðåöåïò âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà BZ

â ëþáîì ïðîñòîì äèâèçîðå P ⊂ Z â òåðìèíàõ B è îñîáåííîñòåé X
âäîëü P .

2.3.4. Ïðèìåð. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü è ïóñòü Z � êðèâàÿ íà
X òàêàÿ, ÷òî ïàðà (X,B = Z) ÷èñòî ëîãòåðìèíàëüíà. Â ýòîì ñëó÷àå
âáëèçè ëþáîé òî÷êè P ∈ Z ⊂ X, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ X,
ïàðà (X,Z) àíàëèòè÷åñêè èçîìîðôíà ôàêòîðó

(C2, {x1 = 0})/µm,

ãäå äåéñòâèå µm íà C2 äèàãîíàëüíî è ñâîáîäíî âíå íà÷àëà êîîðäèíàò.
Òîãäà êîýôôèöèåíò P â äèâèçîðå BZ ðàâåí 1− 1/m [107, ïðåäëîæå-
íèå 3.9], [19, ïðåäëîæåíèå 16.6].

Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíî èìåòü îáîáùåíèå ôîðìóëû (2.3.2) íà ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ âûñøåé êîðàçìåðíîñòè.

2.3.5. Òåîðåìà ([28]). Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå ñ ëîãòåðìè-
íàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè. Ïóñòü B � ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð íà
X òàêîé, ÷òî ïàðà (X,B) ëîãêàíîíè÷íà. Ïóñòü Z � ìèíèìàëüíûé
öåíòð ëîãêàíîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé äëÿ (X,B). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî codimZ = 2. Òîãäà ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå Q-äèâèçîðû BZ

è MZ íà Z òàêèå, ÷òî

(2.3.6) (KX +B)|Z ∼Q KZ +BZ +MZ

è ïàðà (Z,BZ +MZ) ëîãòåðìèíàëüíà ïî Êàâàìàòå.

Äèâèçîð BZ íàçûâàåòñÿ äèâèçîðèàëüíîé, à MZ � ìîäóëüíîé ÷à-
ñòüþ ïðèñîåäèíåíèÿ. Îíè èìåþò ðàçíóþ ïðèðîäó. Äèâèçîð BZ �ôè-
çè÷åñêè� ôèêñèðîâàí, îí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé (X,B), à
åãî êîýôôèöèåíòû BZ âû÷èñëÿþòñÿ ëîêàëüíî. Ñ ñâîþ î÷åðåäü, MZ

îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî Q-ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè è çàâèñèò îò
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âàðèàöèè (X,B) âäîëü Z. Â ÷àñòíîñòè, MZ íå çàâèñèò îò òåõ êîìïî-
íåíò B, êîòîðûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç Z.

Èìååòñÿ îáîáùåíèå ôîðìóëû (2.3.6) äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèé ëþáîé
êîðàçìåðíîñòè [29], îäíàêî îíî íàì íå ïîòðåáóåòñÿ.

2.4. Ìíîæèòåëüíûé èäåàë. Àëãåáðàè÷åñêèì àíàëîãîì ìíî-
æåñòâà ëîãêàíîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëüíûé èäå-
àë. Ïðèâåäåì åãî îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Çà íåäîñòàò-
êîì âðåìåíè ìû îïóñêàåì ïîäðîáíîñòè, ñì. [43], [44].

2.4.1. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü B � ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð íà
íåîñîáîì ìíîãîîáðàçèè X. Çàôèêñèðóåì ëîãðàçðåøåíèå f : X̃ → X
ïàðû (X,B), ò.å. ñþðúåêòèâíûé ñîáñòâåííûé áèðàöèîíàëüíûé ìîð-
ôèçì òàêîé, ÷òî X̃ íåîñîáî, à îáúåäèíåíèå èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíî-
æåñòâà è ñîáñòâåííîãî ïðîîáðàçà B ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì ñ ïðîñòû-
ìè íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè. Òîãäà ìíîæèòåëüíûì èäåàëîì
(multiplier ideal) íàçûâàåòñÿ ïó÷îê

(2.4.2) I (X,B) := f∗OX̃

(
KX̃/X − bf

∗Bc
)
.

ãäå KX̃/X = KX̃/X − f ∗KX � îòíîñèòåëüíûé êàíîíè÷åñêèé êëàññ.

Èìåþòñÿ áîëåå îáùèå âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ ïó÷êà I (X,B) (íà-
ïðèìåð, äëÿ îñîáîãî ìíîãîîáðàçèÿ X). Îäíàêî, îíè íàì íå ïîíàäî-
áÿòñÿ.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïó÷îê I (X,B) íå çàâèñèò
îò âûáîðà ëîãðàçðåøåíèÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íîñèòåëü äèâèçîðà
KX̃/X ñîñðåäîòî÷åí â èñêëþ÷èòåëüíîì ìíîæåñòâå, à òàê êàê ìíîãî-

îáðàçèå X íåîñîáî, òî îí ýôôåêòèâåí. Ïîýòîìó f∗OX̃(KX̃/X) = OX

è èç (2.4.2) ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

I (X,B) ↪→ f∗OX̃(KX̃/X) = OX .

Çíà÷èò, I (X,B) � äåéñòâèòåëüíî ïó÷îê èäåàëîâ â OX . Åñëè ïàðà
(X,B) ëîãêàíîíè÷íà, òî èäåàë I (X,B) çàäàåò ïðèâåäåííóþ ïîäñõå-
ìó â X, ñîâïàäàþùóþ ñ ìíîæåñòâîì ëîãêàíîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé
LCS(X,B).

2.4.3. Ïðèìåðû. (i) Åñëè íîñèòåëü B èìååò ïðîñòûå íîð-
ìàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ, òî I (X,B) = OX(−bBc).

(ii) Åñëè B � öåëûé äèâèçîð, òî I (X,B) = OX(−B).

Ïåðåôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå 2.4.1. Çàïèøåì

f ∗B =
∑

miEi, mi ∈ Q≥0, KX̃/X =
∑

aiEi, mi ∈ Z≥0,
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ãäå Ei � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå äèâèçîðû íà X̃. Òîãäà ñå÷åíèÿ ïó÷êà
I (X,B) íàä îòêðûòîì ìíîæåñòâîì U ⊂ X ñîñòîÿò èç ðåãóëÿðíûõ
íà U ôóíêöèé ϕ ∈ C(X) òàêèõ, ÷òî

ordEi(ϕ) ≥ bmic − ai.

2.5. Òåîðåìû îá îáðàùåíèè â íóëü. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ
íåñêîëüêî îáîáùåíèé òåîðåìû Êîäàèðû îá îáðàùåíèè â íóëü. Ïåð-
âîå èç íèõ áûëî ïðåäëîæåíî íåçàâèñèìî Êàâàìàòîé è Ôèâåãîì
(ñì. [30]).

2.5.1. Òåîðåìà (òåîðåìà Êàâàìàòû-Ôèâåãà îá îáðàùåíèè â
íóëü). Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è B � ÷èñ-
ëåííî ýôôåêòèâíûé îáúåìíûé Q-äèâèçîð íà X òàêîé, ÷òî íîñè-
òåëü åãî äðîáíîé ÷àñòè èìååò ëèøü íîðìàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ. Òî-
ãäà

Hq(X, OX(KX + dBe)) = 0, ∀q > 0.

2.5.2. Òåîðåìà (òåîðåìà Íàäåëÿ îá îáðàùåíèè â íóëü [43]).
Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è B � ýôôåêòèâ-
íûé Q-äèâèçîð íà X. Ïóñòü M � öåëûé äèâèçîð íà X òàêîé, ÷òî
ðàçíîñòü M − (KX + B) � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé è îáúåìíûé äè-
âèçîð. Òîãäà

Hq
(
X, I (X,B)⊗ OX(M)

)
= 0, ∀q > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íîñèòåëü B èìååò ïðîñòûå íîðìàëüíûå ïåðå-
ñå÷åíèÿ. Òîãäà

I (X,B)⊗ OX(M) = OX

(
M − bBc

)
= OX

(
KX + dM −KX −Be

)
,

ãäå äèâèçîð M − KX − B ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è îáúåìåí. Òàêèì
îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà 2.5.2 � ýòî â òî÷íîñòè òåîðåìà
Êàâàìàòû-Ôèâåãà.

Ñëåäóþùèé ôàêò ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçåí ïðè ðàáîòå ñ ìíîæåñòâîì
ëîãêàíîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé. Îí áûë âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàí è
äîêàçàí Â. Â. Øîêóðîâûì [107, ëåììà 5.7]. Èçÿùíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî, âåðíîå â ëþáîé ðàçìåðíîñòè, áûëî äàíî ß. Êîëëàðîì [19, òåî-
ðåìà 17.4].

2.5.3. Òåîðåìà (òåîðåìà Øîêóðîâà î ñâÿçíîñòè). Ïóñòü X �
íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è B � ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð
íà X òàêîé, ÷òî Q-äèâèçîð −(KX + B) ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è
îáúåìåí. Òîãäà LCS(X,B) � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z := LCS(X,B). Èìååì òî÷íóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −−−→ I (X,B) −−−→ OX −−−→ OZ −−−→ 0.
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Ïî òåîðåìå Íàäåëÿ H1(X,I (X,B)) = 0. Çíà÷èò, H0(X, OZ) = C.
�

2.6. Òåïåðü ìû ïðèìåíèì èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ê äîêà-
çàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ õîðîøèõ äèâèçîðîâ. Íà÷íåì ñ äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿ.

2.6.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Ñóùå-
ñòâóåò íåîñîáàÿ êðèâàÿ H ∈ |−KX |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

dim |−KX | = K2
X > 0.

Â ÷àñòíîñòè, |−KX | 6= ∅. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáùèé äèâèçîð H ∈
|−KX | îñîá. Ïîëîæèì

λ := max{t ∈ Q | ïàðà (X, tH) ëîãêàíîíè÷íà}.

ßñíî, ÷òî 0 < λ ≤ 1 è ïàðà (X,λH) íå ÿâëÿåòñÿ ëîãòåðìèíàëüíîé
ïî Êàâàìàòå. Â ÷àñòíîñòè, LCS(X,λH) 6= ∅. Ïóñòü Z ⊂ LCS(X,λH)
� ìèíèìàëüíûé öåíòð ëîãêàíîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé. Ïî òåîðåìå
Áåðòèíè Bs |−KX | 6= ∅ è Z ⊂ Bs |−KX |.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z � êðèâàÿ. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå,
Z ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé êîìïîíåíòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû |−KX | è
λH = Z + D, ãäå D � ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð, íå ñîäåðæàùèé Z
ñâîåé êîìïîíåíòîé. Òàê êàê H îáèëüíûé äèâèçîð, òî åãî íîñèòåëü
ñâÿçåí. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.2.8, êðèâàÿ Z íå ïåðåñåêàåò äðóãèõ
ëîãêàíîíè÷åñêèõ öåíòðîâ. Ïîýòîìó Z � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà bλHc è
λ < 1. Òîãäà äèâèçîð −(KX + λH) îáèëåí è ïî òåîðåìå Øîêóðîâà
î ñâÿçíîñòè Z = LCS(X,λH). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïî òåîðåìå 2.3.1
êðèâàÿ Z íåîñîáà è −KZ = (KX +λH)|Z−D|Z � îáèëüíûé äèâèçîð.
Ñëåäîâàòåëüíî, Z ðàöèîíàëüíà.

Òåïåðü çàäàäèì âñïîìîãàòåëüíûé Q-äèâèçîð B íà X ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Åñëè Z = LCS(X,λH), òî ìû ïîëîæèì B := λH. Ïóñòü Z  
LCS(X,λH). Òîãäà Z � òî÷êà. Âîçüìåì îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå
F ⊂ X, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç Z, è äëÿ 0 ≤ ε ≤ λ, t ≥ 0 ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé Q-äèâèçîð

Bε,t := (λ− ε)H + tF.

ßñíî, ÷òî ïàðà (X,Bε,0) ëîãòåðìèíàëüíà ïî Êàâàìàòå ïðè ε > 0.
Ïîýòîìó ÷èñëî

δ = δ(ε) := max
{
t ∈ Q | ïàðà

(
X, (λ− ε)H + tF

)
ëîãêàíîíè÷íà

}
ïîëîæèòåëüíî. Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ δ(ε) êóñî÷íî ëèíåéíà, ìîíîòîí-
íà è íåïðåðûâíà è δ(0) = 0 (ñì. çàìå÷àíèÿ 2.2.2 è 2.2.5). Âîçüìåì
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0 < ε � 1. Òîãäà 0 < δ(ε) � 1 è Z = LCS(X,Bε,δ(ε)). Ïîëîæèì
B := Bε,δ(ε).

Èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ I (X,B)⊗ OX(−KX) −−−→ OX(−KX) −−−→ OZ(−KX) −→ 0.

Òàê êàê äèâèçîð −2KX −B �î÷åíü ìàëî� îòëè÷àåòñÿ îò

−2KX − λH = (2− λ)H,

òî îí îáèëåí è ïî òåîðåìå 2.5.2 èìååì

H1
(
X,I (X,B)⊗ OX(−KX)

)
= 0.

Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ

H0
(
X, OX(−KX)

)
−−−→ H0

(
Z,OZ(−KX)

)
ñþðúåêòèâíî. Íàïîìíèì, ÷òî Z � èëè òî÷êà, èëè íåîñîáàÿ ðàöèî-
íàëüíàÿ êðèâàÿ. Ïîýòîìó

H0(Z,OZ(−KX)) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Z 6⊂ Bs |−KX |. Ïðîòèâîðå÷èå. �

2.7. Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1. Ñîãëàñ-
íî (1.7.4), ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| íåïóñòà è, áîëåå òîãî, dim |H| ≥ 2.

2.7.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü H1, . . . , Hm ∈ |H| � ðàçëè÷íûå äè-
âèçîðû è ïóñòü D :=

∑
λiHi, ãäå λi ≥ 0 è

(2.7.2)
∑

λi < ι+ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà (X,D) ëîãêàíîíè÷íà. Òîãäà ëþáîé ëîãêà-
íîíè÷åñêèé öåíòð ïàðû (X,D) íå ñîäåðæèòñÿ â Bs |H|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî LCS(X,D) 6= ∅, ò.å.
ïàðà (X,D) íå ÿâëÿåòñÿ ëîãòåðìèíàëüíîé ïî Êàâàìàòå. Ïóñòü Z ′ ⊂
LCS(X,D) � öåíòð ëîãêàíîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî Z ′ ⊂ Bs |H|. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Z ′ � ìèíèìàëüíûé öåíòð.
Ñîãëàñíî (2.7.2), äèâèçîð H − (KX +D) îáèëåí.

Òåïåðü, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå 2.6.1 ìû �íåìíîãî ïîøåâåëèì�
äèâèçîð D, ÷òîáû ëîêàëèçîâàòü ëîãêàíîíè÷åñêèé öåíòð.

2.7.3. Ëåììà. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ âûøå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâ-
íûé Q-äèâèçîð B íà X òàêîé, ÷òî äèâèçîð H − (KX + B) îáèëåí,
à ìíîæåñòâî ëîãêàíîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ïàðû (X,B) ñîñòîèò
ðîâíî èç îäíîãî öåíòðà Z, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â Bs |H|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Z ′ = LCS(X,D), òî ìû ïîëîæèì B :=
D è Z = Z ′. Ïóñòü Z ′  LCS(X,D). Äëÿ 0 ≤ ε ≤ 1, t ≥ 0 ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé Q-äèâèçîð

D′ε,t := (1− ε)D + tF,

ãäå F � îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå (F ∈ |nH|, n� 0), ïðîõîäÿùåå
÷åðåç Z ′. Ïîëîæèì

δ(ε) := max{t ∈ Q | ïàðà (X,D′ε,t) ëîãêàíîíè÷íà}.

Ôóíêöèÿ δ(ε) êóñî÷íî ëèíåéíà, ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà è δ(0) = 0
(ñì. çàìå÷àíèÿ 2.2.2 è 2.2.5). Âîçüìåì 0 < ε� 1. Òîãäà 0 < δ(ε)� 1
è

Z ′ = LCS
(
X,D′ε,δ(ε)

)
 LCS(X,D).

Åñëè Z ′ � ìèíèìàëüíûé ëîãêàíîíè÷åñêèé öåíòð äëÿ
(
X,D′ε,δ(ε)

)
, òî

ìû ïîëîæèì B := D′ε,δ(ε) è Z = Z ′. Åñëè æå èìååòñÿ ìèíèìàëüíûé

öåíòð Z ′′  Z ′, òî ìû ïðîäîëæèì ïðîöåññ, çàìåíÿÿ Z ′ íà Z ′′. Ïðîöåññ
îáîðâåòñÿ, ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü öåíòðà ëîãêàíîíè÷åñêèõ îñîáåí-
íîñòåé óìåíüøàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì B è Z, òàêèå êàê è
òðåáóåòñÿ â óòâåðæäåíèè ëåììû. �

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.7.1. Èìååì òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −−−→ I (X,B)⊗ OX(H) −−−→ OX(H) −−−→ OZ(H) −−−→ 0.

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ Z ⊂ Bs |H|. Çíà÷èò, âñå ñå÷åíèÿ
H0(X, OX(H)) çàíóëÿþòñÿ íà Z. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê äèâèçîð
H −KX −B îáèëåí, òî ïî òåîðåìå 2.5.2 èìååì

H1(X,I (X,B)⊗ OX(H)) = 0.

Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ

H0(X, OX(H)) −−−→ H0(Z,OZ(H))

ñþðúåêòèâíî. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

H0(Z,OZ(H)) 6= 0.

Ýòî î÷åâèäíî, åñëè Z � òî÷êà. Åñëè Z � êðèâàÿ, òî ïî òåîðåìå 2.3.5
îíà íåîñîáà è

2g(Z)− 2 = degKZ ≤ (KX +B) · Z < H · Z.

Òàêèì îáðàçîì,

deg OZ(H) ≥ max{1, 2g(Z)− 1}.

Òîãäà ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà H0(Z,OZ(H)) 6= 0.
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Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé dim(Z) = 2, ò. å. êîãäà Z � íåïðè-
âîäèìàÿ êîìïîíåíòà bBc. Â ýòîì ñëó÷àå ïî íàøåé êîíñòðóêöèè ïî-
âåðõíîñòü Z òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ëîãêàíîíè÷åñêèì öåí-
òðîì äëÿ (X,D). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðà (X,D) ÷èñòî ëîãòåðìèíàëü-
íà âäîëü Z è Z � íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà bDc, à òàêæå íåïîäâèæ-
íàÿ êîìïîíåíòà |H|. Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ (2.7.2), äèâè-
çîð −(KX +D) îáèëåí. Ïî òåîðåìå 2.3.1 ïîâåðõíîñòü Z íîðìàëüíà
è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(KX +D)|Z = KZ +DZ ,

ãäå DZ ≥ 0, ïàðà (Z,DZ) ëîãòåðìèíàëüíà ïî Êàâàìàòå è äèâèçîð
−(KZ +DZ) îáèëåí. Ïî ëåììå 2.7.5 íèæå ëþáîé îáèëüíûé îáðàòè-
ìûé ïó÷îê íà Z èìååò íåíóëåâûå ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ. Ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå. �

2.7.4. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S � íîðìàëüíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïî-
âåðõíîñòü è ïóñòü ∆ ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð Âåéëÿ íà S òàêîé, ÷òî
ïàðà (S,∆) ëîãòåðìèíàëüíà ïî Êàâàìàòå è äèâèçîð −(KS + ∆) ÷èñ-
ëåííî ýôôåêòèâåí è îáúåìåí. Òîãäà (S,∆) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé
ëîãïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî.

2.7.5. Ëåììà. Ïóñòü (S,∆ =
∑
δi∆i) � îáîáùåííàÿ ëîãïîâåðõ-

íîñòü äåëü Ïåööî è ïóñòü A � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáúåìíûé
äèâèçîð Êàðòüå íà S. Òîãäà ïîâåðõíîñòü S ðàöèîíàëüíà è

H0(S, OS(A)) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü S
íåîñîáà. Äîêàæåì ðàöèîíàëüíîñòü S. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. ßñ-
íî, ÷òî |nKS| = ∅ äëÿ âñåõ n > 0. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü S áèðà-
öèîíàëüíî ëèíåé÷àòàÿ è èìååòñÿ ñòÿãèâàíèå τ : S → Γ íà êðèâóþ
ïîëîæèòåëüíîãî ðîäà, à îáùèé ñëîé τ � íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðè-
âàÿ. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé êîìïîíåíòû ∆i âûïîëíåíî ∆2

i ≥ 0, òî ìû
ìîæåì çàìåíèòü ∆ íà ∆′ := ∆ − δi∆i ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ óñëîâèé.
Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∆2

i < 0 äëÿ âñåõ i (èëè ∆ = 0).
Òîãäà

(KS + ∆i) ·∆i = (KS + ∆) ·∆i + (1− δi)∆2
i − (∆− δi∆i) ·∆i < 0.

Îòñþäà pa(∆i) = 0, ò.å. ∆i � ãëàäêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ. Åñëè
τ(∆i) = Γ, òî g(Γ) ≤ pa(∆i) = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ. Çíà÷èò, âñå êîìïîíåíòû ∆ ëåæàò â ñëîÿõ τ . Äëÿ ëþáîé
êðèâîé Γ, ëåæàùåé â ñëîÿõ τ , èìååì

2pa(Γ)− 2 = (KX + Γ) · Γ < 0, pa(Γ) < 0.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íîñèòåëü ∆ èìååò ïðîñòûå íîðìàëüíûå ïåðå-
ñå÷åíèÿ. Òàê êàê d−∆e = 0, òî ïî òåîðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà, ïðè-
ìåíåííîé ê −(KS + ∆), ïîëó÷àåì H1(S, OS) = 0 è òîãäà g(Γ) = 0.
Ýòî ñíîâà ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì,
ïîâåðõíîñòü S ðàöèîíàëüíà.

Äàëåå, ïî äâîéñòâåííîñòè Ñåððà

h2(S, OS(A)) = h0(S, OS(KS − A)) = 0.

Òàê êàê äèâèçîðû −(KS + ∆) è A ÷èñëåííî ýôôåêòèâíû, òî −(KS +
∆) · A ≥ 0. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

h0(S, OS(A)) ≥ 1

2
(A2 − A ·KS) + χ(OS) ≥ 1

2
(A2 + A ·∆) > 0.

Ïóñòü òåïåðü ïîâåðõíîñòü S îñîáà. Ðàññìîòðèì åå ìèíèìàëüíîå
ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé f : S̃ → S. Ìû ìîæåì çàïèñàòü

KS̃ + ∆̃ = f ∗(KS + ∆),

ãäå ∆̃ � ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð íà S̃ (ñì. [95]) è ïàðà (S̃, ∆̃) ëîã-
òåðìèíàëüíà ïî Êàâàìàòå. Òàêèì îáðàçîì, (S̃, ∆̃) � ñíîâà ëîãïî-
âåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå, ïîâåðõíîñòü S̃
ðàöèîíàëüíà, ïîýòîìó ðàöèîíàëüíà òàêæå è S.

Òàê êàê f∗OS̃ = OS, òî OS(A) = f∗f
∗OS(A) (ôîðìóëà ïðîåêöèè).

Îñîáåííîñòè ïîâåðõíîñòè S ðàöèîíàëüíû [95], ò. å. Rqf∗OS̃ = 0 ïðè
q > 0. Òîãäà èç ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëåðý ïîëó÷àåì

H0(S, OS(A)) = H0(S̃, f ∗OS(A)) 6= 0. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7.1 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå

2.7.6. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü H1, . . . , Hm ∈ |H| � îáùèå ýëåìåíòû.
Ïîëîæèì D :=

∑
λiHi, ãäå 0 ≤ λi ≤ 1,

∑
λi ≤ ι + 1. Òîãäà ïàðà

(X,D) ëîãêàíîíè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Óìåíüøàÿ êî-
ýôôèöèåíòû λi ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ïàðà (X,D′ =

∑
λ′iHi)

áóäåò ìàêñèìàëüíî ëîãêàíîíè÷íà è λ′i < 1 äëÿ âñåõ i. Ïî òåîðåìå
Áåðòèíè âíå Bs |H| ïîâåðõíîñòè Hi íåîñîáû è ïåðåñåêàþò äðóã äðó-
ãà òðàíñâåðñàëüíî. Áîëåå òîãî äèâèçîð

∑
Hi èìååò òîëüêî ïðîñòûå

íîðìàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå X \Bs |H|. Çíà-
÷èò, ïàðà (X,D′) ëîãòåðìèíàëüíà ïî Êàâàìàòå âíå Bs |H|. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 2.7.1, ëþáîé ìèíèìàëüíûé ëîãêàíîíè÷åñêèé öåíòð
(X,D) íå ñîäåðæèòñÿ â Bs |H|. Ïðîòèâîðå÷èå. �

2.7.7. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü H1, . . . Hι+1 ∈ |H| � îáùèå äèâèçîðû.
Òîãäà ïàðà

(
X,
∑ι+1

i=1 Hi

)
ëîãêàíîíè÷íà.
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2.7.8. Ñëåäñòâèå. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| íå èìååò íåïîäâèæ-
íûõ êîìïîíåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å äèâèçîð
∑ι+1

i=1 Hi èìå-
åò êîìïîíåíòó êðàòíîñòè ≥ 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëîãêàíîíè÷íîñòè
ïàðû (X,

∑
Hi) èç ñëåäñòâèÿ âûøå. �

2.7.9. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü P ∈ Bs |H| � íåêîòîðàÿ òî÷êà. Òîãäà
îáùèé äèâèçîð H ∈ |H| íåîñîá â P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âñå ýëåìåíòû H îñîáû â P , òî, ðàçäó-
âàÿ P , ìû ïîëó÷èì èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð E ñ äèñêðåïàíòíîñòüþ

a
(
E,

ι+1∑
i=1

Hi, X
)

= 2−
ι+1∑
i=1

multP (Hi) ≤ 2− 2(i+ 1) = −2i ≤ −2.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ 2.7.7. �

2.7.10. Ñëåäñòâèå. Åñëè ι(X) ≥ 3, òî Bs |H| = ∅. Åñëè ι(X) =
2, òî dim Bs |H| ≤ 0 è îáùèé äèâèçîð H ∈ |H| íåîñîá.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ âû-
øå. �

Òåïåðü ìû ãîòîâû çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáùèé
äèâèçîð H îñîá. Òîãäà ïî òåîðåìå Áåðòèíè Bs |H| 6= ∅ è Sing(H) ⊂
Bs |H|. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå (ñëåäñòâèå 2.7.10), ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ι(X) = 1. Áîëåå òîãî, ïàðà (X,H + H ′) ëîãêàíîíè÷íà
äëÿ îáùèõ äèâèçîðîâ H,H ′ ∈ |H| (ñëåäñòâèå 2.7.7). Òàê êàê ïîâåðõ-
íîñòüH íåîñîáà âíåH∩H ′, òî ïàðà (X,H) ÷èñòî ëîãòåðìèíàëüíà. Ïî
òåîðåìå 2.3.1 ïîâåðõíîñòü H íîðìàëüíà (â ÷àñòíîñòè íåïðèâîäèìà,
ïîñêîëüêó îíà ñâÿçíà) è èìååò ëèøü ëîãòåðìèíàëüíûå îñîáåííîñòè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ KH = 0. Â ÷àñòíî-
ñòè, KH � äèâèçîð Êàðòüå. Ëîãòåðìèíàëüíûå îñîáåííîñòè ïîâåðõ-
íîñòåé, ó êîòîðûõ êàíîíè÷åñêèé êëàññ ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå
� ýòî, òàê íàçûâàåìûå, äþâàëåâñêèå îñîáåííîñòè [95, � 9]. Êàê è â
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.5.1 (ii) èìååì H1(H, OH) = 0. Òàêèì
îáðàçîì, H � îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü òèïà K3 (ñì. 16.6).

Äàëåå ìû èìååì dim Bs |H| ≤ 1. Ïóñòü C � íåïðèâîäèìàÿ êîì-
ïîíåíòà ìíîæåñòâà Bs |H|, íà êîòîðîé îáùèé ýëåìåíò H ∈ |H| èìååò
îñîáåííîñòè. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.7.9, îáùèé äèâèçîð íåîñîá â îá-
ùåé òî÷êå C. Çíà÷èò, C � êðèâàÿ è îáùèé ýëåìåíò H ∈ |H| èìååò
ëèøü èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè (ò. å. ýëåìåíòû H èìåþò ïåðåìåí-
íûå îñîáûå òî÷êè íà C). Òàê êàê H1(X, OX) = 0, òî îòîáðàæåíèå
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îãðàíè÷åíèÿ

H0(X, OX(H ′)) −−−→ H0(H, OH(H ′))

ñþðúåêòèâíî. Ïîýòîìó ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H ′H | èìååò êðèâóþ
C ñâîåé íåïîäâèæíîé êîìïîíåíòîé. Íî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 16.6.1
ïîâåðõíîñòü H äîëæíà áûòü íåîñîáà âäîëü C. Ïðîòèâîðå÷èå çàâåð-
øàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. �

Çàäà÷è. 1. Ïóñòü C1 è C2 � íåîñîáûå êðèâûå íà ïëîñêî-
ñòè C2, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè y = 0 è y = x2. Ïðè êàêèõ
çíà÷åíèÿõ α1 è α2 ïàðà (C2, α1C1 + α2C2) ëîãêàíîíè÷íà?

2. Ïóñòü C � íåîñîáàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè C2, çàäàííàÿ óðàâ-
íåíèåì y2 = x3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ïàðà (C2, αC)
ëîãêàíîíè÷íà?

3. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ èç ïðèìåðà 2.4.3.
4. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî è ïóñòü A � îáèëüíûé

äèâèçîð íà X. Ïîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |A| ñîäåð-
æèò íåîñîáóþ êðèâóþ.

5. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà K3 è ïóñòü A � îáèëüíûé
äèâèçîð íà X. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ îáùåãî äèâèçîðà D ∈ |A|
ïàðà (X,D) ëîãêàíîíè÷íà.

6. Ïóñòü X � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü D
� äèâèçîð ñ ïðîñòûìè íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè íà X.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèâèçîð −(KX + D) îáèëåí. Äîêàæè-
òå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | − (KX +D)| ñîäåðæèò íåîñîáûé
äèâèçîð.

7. Îáîáùèòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè íåîñîáîé êðèâîé â ëè-
íåéíîé ñèñòåìå |−KX | äëÿ ñëó÷àÿ îáîáùåííîé ïîâåðõíîñòè
äåëü Ïåööî X (ò.å. ïîâåðõíîñòè ñ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì
è îáúåìíûì àíòèêàíîíè÷åñêèì êëàññîì).

8. Ïóñòü X � ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðàçìåðíîñòè n è èí-
äåêñà ι(X) ≥ n. Ïîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | − 1

ι
KX |

ñîäåðæèò íåîñîáûé äèâèçîð.
9. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.1, îöåíèòå ñâåðõó ÷èñëî Ïèêàðà òðåõ-

ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî (ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íå áóäåò
îïòèìàëüíîé, ñð. ñ òåîðåìîé 13.1.1).

10. Ïóñòü S � íîðìàëüíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü è ïóñòü ∆
ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð Âåéëÿ íà S òàêîé, ÷òî ïàðà (S,∆)
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÷èñòî ëîãòåðìèíàëüíà è äèâèçîð −(KS + ∆) îáèëåí. Äî-
êàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü S ðàöèîíàëüíà (îáîáùåíèå ëåì-
ìû 2.7.5). Ìîæíî ëè îñëàáèòü óñëîâèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ,
çàìåíèâ ÷èñòóþ ëîãòåðìèíàëüíîñòü íà ëîãêàíîíè÷íîñòü?
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3. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî èíäåêñà 2

Íà ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì êëàññèôèêàöèþ òðåõìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèé Ôàíî èíäåêñà 2. Íàïîìíèì, ÷òî òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ òàêæå
íàçûâàþòñÿ (òðåõìåðíûìè) ìíîãîîáðàçèÿìè äåëü Ïåööî (ñì. îïðå-
äåëåíèå 1.8.2). Îñíîâíîé êëàññèôèêàöèîííûé ðåçóëüòàò ïîäûòîæåí
â òàáëèöå 1, ñòð. 66.

3.1. Íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåíüþ òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äåëü
Ïåööî íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

d(X) :=
1

8
(−KX)3.

3.1.1. Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, íà ìíîãîîáðàçèè äåëü
Ïåööî X îáùèé ýëåìåíò H ∈ |− 1

2
KX | íåîñîá. Ïî òåîðåìå Ëåôøåöà î

ãèïåðïëîñêîì ñå÷åíèè îãðàíè÷åíèå Pic(X) → Pic(H) ÿâëÿåòñÿ âëî-
æåíèåì è åãî îáðàç � ïðèìèòèâíàÿ ïîäðåøåòêà â Pic(H). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ KH = −H|H . Ïîýòîìó −KH

� ïðèìèòèâíûé îáèëüíûé ýëåìåíò ðåøåòêè Pic(H è ïîýòîìó H �
ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè d(X) ñ ι(H) = 1. Òàêèì îáðàçîì,

1 ≤ d(X) ≤ 8

ïî ôîðìóëå Í¼òåðà (ñì. ñëåäñòâèå 1.3.4) è H 6' P1 × P1 â ñëó÷àå
d(X) = 8.

Äàëåå ìû ñèñòåìàòè÷åñêè áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî ðàç-
ìåðíîñòè. Äëÿ ýòîãî î÷åíü ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

3.1.2. Ëåììà. Ïóñòü V � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå òàêîå,
÷òî H1(V, OV ) = 0. Ïóñòü D ⊂ V � (ïðèâåäåííîå) ïîäìíîãîîáðàçèå
êîðàçìåðíîñòè 1, ÿâëÿþùååñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Òîãäà

Bs |OD(D)| = Bs |OV (D)|.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |OD(D)| íà D íå èìååò áà-
çèñíûõ òî÷åê, òî è ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D| íà V íå èìååò áàçèñíûõ
òî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå |D| çàäàåò ìîðôèçì Φ|D| : V → Pdim |D| òàê,
÷òî äèàãðàììà

V
Φ|D| // Pdim |D|

D
Φ|OD(D)|

//
?�

OO

Pdim |D|−1
?�

OO

êîììóòàòèâíà, ãäå Φ|OD(D)| � ìîðôèçì, çàäàííûé ëèíåéíîé ñèñòå-
ìîé |OD(D)|. Ïðè ýòîì Φ|D|(D) � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ìíîãîîáðà-
çèÿ Φ|D|(V ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî Bs |D| ⊂ Supp(D) è Bs |D| =
Bs |D|D, ãäå |D|D � îãðàíè÷åíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû |D| íà ïîäìíî-
ãîîáðàçèå D. Ïó÷îê èäåàëîâ ïîäñõåìû D â X îáðàòèì è ñîâïàäàåò
ñ OV (−D). Ïîýòîìó èìååòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñì. [101,
ãë. II, �� 3, 6])

0 −−−→ OV (−D) −−−→ OV −−−→ OD −−−→ 0.

Ïó÷îê OV (D) òàêæå îáðàòèì, ïîýòîìó òåíçîðíîå óìíîæåíèå íà íåãî
íå ìåíÿåò òî÷íîñòü:

0 −−−→ OV −−−→ OV (D) −−−→ OD(D) −−−→ 0.

Ïî íàøåìó óñëîâèþ H1(V, OV ) = 0 îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ

H0(V, OV (D)) −−−→ H0(D,OD(D))

ñþðúåêòèâíî. Çíà÷èò, |D|D = |OD(D)|. �

3.2. Ïðèìåíèì ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè ãëàäêîãî äèâèçî-
ðà 2.1 ê îïèñàíèþ ïðîåêòèâíûõ âëîæåíèé ïîâåðõíîñòåé è òðåõìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé äåëü Ïåööî. Íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåíü d = K2

X ïî-
âåðõíîñòè äåëü Ïåööî X ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1 ≤ d ≤ 9 (ñì.
ñëåäñòâèå 1.3.4). Ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 8 è 9 îïèñûâàþòñÿ
çàäà÷àìè 5 è 6 íà ñòð. 26.

3.2.1.Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòå-
ïåíè d. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Ïðè d = 1 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | � ïó÷îê ñ åäèíñòâåí-
íîé áàçèñíîé òî÷êîé, à ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−2KX | çàäàåò
ìîðôèçì

Φ|−2KX | : X −−−→ P3,

ÿâëÿþùèéñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì ñâîåãî îáðàçà Q ⊂
P3, ýòîò îáðàç � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ, à äèâèçîð âåòâëå-
íèÿ íåîñîá è âûñåêàåòñÿ êóáèêîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåð-
øèíó. Îáðàòíî, åñëè íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü X ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ êâàäðàòè÷íîãî êîíóñà
Q ⊂ P3 ñ âåòâëåíèåì â êðèâîé B = B6 ⊂ Q, âûñåêàåìîé
êóáèêîé, òî X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1.

(ii) Ïðè d = 2 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | çàäàåò ìîðôèçì

Φ|−KX | : X −−−→ P2,

ÿâëÿþùèéñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì ñ âåòâëåíèåì â
íåîñîáîé êðèâîé B4 ⊂ P2 ñòåïåíè 4. Îáðàòíî, åñëè íåîñîáàÿ
ïîâåðõíîñòü X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóëèñòíîãî íàêðû-
òèÿ P2 ðàçâåòâëåííîãî â êðèâîé B = B4 ⊂ P2 ñòåïåíè 4,
òî X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2.
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(iii) Ïðè d = 3 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | çàäàåò ìîðôèçì

Φ|−KX | : X −−−→ P3,

ÿâëÿþùèéñÿ âëîæåíèåì, è åãî îáðàç X3 ⊂ P3 � êóáè÷åñêàÿ
ïîâåðõíîñòü. Îáðàòíî, ëþáàÿ íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü X3 ⊂ P3 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî ñòåïå-
íè 3.

(iv) Ïðè d = 4 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | çàäàåò ìîðôèçì

Φ|−KX | : X −−−→ P4,

ÿâëÿþùèéñÿ âëîæåíèåì, è åãî îáðàç X4 ⊂ P4 � ïåðåñå-
÷åíèå äâóõ êâàäðèê. Îáðàòíî, ëþáîå íåîñîáîå ïåðåñå÷åíèå
äâóõ êâàäðèê X4 ⊂ P4 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî
ñòåïåíè 4.

3.2.2. Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå (i) êðèâàÿ B = B6 ⊂ Q � ýòî äèâè-
çîðèàëüíàÿ ÷àñòü âåòâëåíèÿ. Ïðè ýòîì êðèâàÿ B íåîñîáà. Ìîðôèçì
ðàçâåòâëåí òàêæå íàä âåðøèíîé êîíóñà o ∈ Q. ò.å. ïðîîáðàç o � îäíà
(íåîñîáàÿ) òî÷êà íà X. Êâàäðàòè÷íûé êîíóñ â P3 èçîìîðôåí âçâå-
øåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P(12, 2).

Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå Φ|−KX | :
X 99K P1 ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

Φ|−KX | : X
Φ|−2KX |−−−−−−−→ Q 99999K P1,

ãäå Q 99K P1 � ïðîåêöèÿ èç âåðøèíû êîíóñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ïðè d ≥ 2 ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà |−KX | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê è çàäàåò ìîðôèçì

Φ|−KX | : X −−−→ Pd.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî âûòåêàåò èç ëåììû 3.1.2, ïðèìåíåííîé ê íåîñî-
áîìó ýëåìåíòó D ∈ |−KX |, è ñîîòâåòñòâóþùåãî ôàêòà îá ýëëèïòè-
÷åñêèõ êðèâûõ: íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñòåïåíè
≥ 2 íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê (ñì. [101, ãë. IV, ñëåäñòâèå 3.2]). Àíà-
ëîãè÷íî, ïðè d = 1 îáùèé ýëåìåíò D ∈ |−2KX | � íåîñîáàÿ êðèâàÿ
ðîäà 2 è −2KX |D = 2KD ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ. Ñíîâà ïî ëåì-
ìå 3.1.2 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−2KX | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê è çàäàåò
ìîðôèçì

Φ|−2KX | : X −−−→ P3.

Òàêæå ïðè d = 1 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | � ýòî ýëëèïòè÷åñêèé ïó-
÷îê ñ åäèíñòâåííîé áàçèñíîé òî÷êîé. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñòåïåíè 1 íóëüìåðíà,
ò. å. ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (iv)* îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ⊂ P4 îáðàç ìîðôèç-
ìà Φ|−KX | è çàìåòèì, ÷òî

(deg Y ) · (deg Φ|−KX |) = (−KX)2 = 4.

Òàê êàê Y íå ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè, òî deg Y > 2. Åäèíñòâåííàÿ
âîçìîæíîñòü:

deg Y = 4, deg Φ|−KX | = 1.

Òàêèì îáðàçîì, Φ|−KX | � áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì íà ñâîé îáðàç.
Òàê êàê äèâèçîð −KX îáèëåí, òî ýòîò ìîðôèçì òàêæå êîíå÷åí. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

Φ = Φ|−KX | : X −−−→ Y

� èëè èçîìîðôèçì, èëè ñîâïàäàåò ñ íîðìàëèçàöèåé Y . Äëÿ îáùåé
êðèâîé D ∈ |−KX | îãðàíè÷åíèå ΦD : D → P3 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì íà ñâîé îáðàç (ñì. [101, ãë. IV, ñëåäñòâèå 3.2]). Ïî ëåììå 3.1.2
îáðàç Φ(D) � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå Y . Çíà÷èò, îáùåå ãèïåðïëîñêîå
ñå÷åíèå Y íåîñîáî è ïîýòîìó dim Sing(Y ) ≤ 0.

Ïóñòü JY � ïó÷îê èäåàëîâ Y â P4. Èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

0 −−−→JY (2) −−−→ OP4(2) −−−→ OY (2) −−−→ 0.

Òàê êàê h0(P4,OP4(2)) = 15 è

h0(Y,OY (2)) ≤ h0(X,Φ∗OY (2)) = h0(X,OX(−2KX)) = 13

(ñì. (1.7.5)), òî îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó h0(Y,JY (2)) ≥ 2. Äâà ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèÿ ïó÷êà JY (2) çàäàþò äâå
ðàçëè÷íûå êâàäðèêè Q1, Q2 ⊂ P4, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç Y . Òàêèì îá-
ðàçîì, Y ⊂ Q1 ∩Q2. ßñíî, ÷òî êâàäðèêè Qi íåïðèâîäèìû. Ïîýòîìó
dim(Q1 ∩ Q2) = 2 è èç ñîâïàäåíèÿ ñòåïåíåé ïîëó÷àåì Y = Q1 ∩ Q2.
Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî Y ⊂ P4 � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå. Òàê êàê îñî-
áåííîñòè Y èçîëèðîâàííû, òî ïî êðèòåðèþ Ñåððà (ñì. [88, ãë. III,
ïðåäë. 2], [72, � 11.2]) ìíîãîîáðàçèå Y íîðìàëüíî. Çíà÷èò, Φ : X → Y
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî (iii) àíàëîãè÷íî è îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Â ñëó÷àå (ii) ìîðôèçì

Φ = Φ|−KX | : X → P2

êîíå÷åí è èìååò ñòåïåíü 2. Ïóñòü B ⊂ P2 � êðèâàÿ âåòâëåíèÿ, ïóñòü
l � êëàññ ïðÿìîé íà P2 è ïóñòü n := degB. Ïî ôîðìóëå Ãóðâè-
öà (1.11.3) èìååì

KX = Φ∗
(
KP2 + 1

2
B
)

= Φ∗
(
n−6

2
l
)
.

*Ïîçäíåå áóäåò äàíî äðóãîå, áîëåå êîíöåïòóàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîðôèçì Φ çàäàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé |−KX |.
Çíà÷èò, −KX = Φ∗l. Òàê êàê Pic(P2) = Z · [l] è Φ∗l íå ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì êðó÷åíèÿ â Pic(X) (ïîñêîëüêó ýòî îáèëüíûé äèâèçîð),
òî îòñþäà ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì n = 4. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
òàêæå ñëåäóåò èç (1.11.3).

Â ñëó÷àå (i) èìååì êîíå÷íûé íà ñâîé îáðàç ìîðôèçì

Φ = Φ|−2KX | : X −−−→ Q ⊂ P3,

ãäå
(degQ) ·

(
deg Φ|−KX |

)
= (−2KX)2 = 4.

Îãðàíè÷åíèå Φ íà îáùóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ D ∈ |−KX | äâó-
ëèñòíî íà ñâîé îáðàç. Ïîýòîìó degQ = 2 è deg Φ = 2. Òàêèì îáðàçîì,
Q ⊂ P3 � (íåïðèâîäèìàÿ) êâàäðèêà, à îáðàç D � ïðÿìàÿ íà Q. Áî-
ëåå òîãî, òàê êàê D2 = (−KX)2 = 1, òî âñå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå
D ∈ |−KX | ïðîõîäÿò ÷åðåç åäèíñòâåííóþ áàçèñíóþ òî÷êó D1 ∩ D2,
ãäå D1, D2 ∈ |−KX |, D1 6= D2. Ïîýòîìó íà Q èìååòñÿ ïó÷îê ïðÿìûõ
Φ(D), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Q � êîíóñ.

Ïóñòü l � êëàññ ïðÿìîé íà Q. Òîãäà Cl(Q) = Z·l è Pic(Q) = Z·(2l)
(ñì. [101, ãë. II, � 6]) è −KQ = 4l. Ïóñòü B ⊂ Q � êðèâàÿ âåòâëåíèÿ.
Òîãäà B ∼ nl äëÿ íåêîòîðîãî n. Ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà

(3.2.3) KX = Φ∗
(
KQ + 1

2
B
)

= Φ∗
(
n−8

2
l
)
.

Êàê è â ñëó÷àå (ii) ïîëó÷àåì, ÷òî n = 6, ò.å. B ∼ 6l. Èç òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ OP3(1) −−−→ OP3(3) −−−→ OQ(6l) −−−→ 0

è îáðàùåíèÿ â íóëü H1(P3, OP3(1)) ïîëó÷àåì, ÷òî B âûñåêàåòñÿ êó-
áèêîé. �

3.2.4. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
äåëü Ïåööî ñòåïåíè d = d(X) è ïóñòü −KX = 2H. Òîãäà ïðè d = 1,
ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| èìååò åäèíñòâåííóþ áàçèñíóþ òî÷êó, à ïðè
d ≥ 2 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê è çàäàåò
ìîðôèçì Φ|H| : X → Pd+1. Áîëåå òîãî, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

(i) Ïðè d = 1 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | íå èìååò áàçèñíûõ
òî÷åê è çàäàåò ìîðôèçì

Φ|−KX | : X −−−→ P6,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì ñâîåãî îáðàçà
Y ⊂ P6 è ýòîò îáðàç � êîíóñ íàä ïîâåðõíîñòüþ Âåðî-
íåçå S4 ⊂ P5, à äèâèçîð âåòâëåíèÿ íåîñîá è âûñåêàåòñÿ
êóáèêîé. Îáðàòíî, åñëè íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ êîíóñà
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Y = Y4 ⊂ P6 íàä ïîâåðõíîñòüþ Âåðîíåçå S4 ⊂ P5 ñ äèâèçî-
ðîì âåòâëåíèÿ â ïîâåðõíîñòè B ⊂ Y , êîòîðàÿ âûñåêàåòñÿ
êóáèêîé, òî X � ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1.

(ii) Ïðè d = 2 îòîáðàæåíèå

Φ|H| : X −−−→ P3

ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì ñ âåòâëåíèåì â íåîñî-
áîé ïîâåðõíîñòè B4 ⊂ P3 ñòåïåíè 4. Îáðàòíî, åñëè íåîñî-
áîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ P3 ðàçâåòâëåííîãî â ïîâåðõíîñòè
B = B4 ⊂ P3 ñòåïåíè 4, òî X � ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî
ñòåïåíè 2.

(iii) Ïðè d = 3 îòîáðàæåíèå Φ|H| � èçîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç
è îáðàç X3 ⊂ P4 � êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Îáðàò-
íî, ëþáàÿ íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü X3 ⊂ P4

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì äåëü Ïåööî ñòåïåíè 3.
(iv) Ïðè d = 4 îòîáðàæåíèå Φ|H| � èçîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç

è îáðàç X4 ⊂ P5 � ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê. Îáðàòíî, ëþ-
áîå íåîñîáîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê X4 ⊂ P5 ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4.

3.2.5. Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå d = 1 ïîâåðõíîñòü âåòâëåíèÿ B ⊂ Y
íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó êîíóñà o ∈ Y . Îäíàêî, íàêðûòèå

Φ|−KX | : X −−−→ Y ⊂ P6

ðàçâåòâëåíî â o. Îñîáàÿ òî÷êà o ∈ Y ëîêàëüíî àíàëèòè÷åñêè èçî-
ìîðôíà ôàêòîðó C3/µ2(1, 1, 1). Ïîýòîìó íàêðûòèåX → Y ñîâïàäàåò
ñ óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì â ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè o. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ−1

|−KX |(o) � íåîñîáàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ X.

Îòîáðàæåíèå Φ|H| : X 99K P2 ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

Φ|H| : X
Φ|−KX |−−−−−−−→ Y 99999K P2,

ãäå Y 99K P2 � ïðîåêöèÿ èç âåðøèíû êîíóñà Y .
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êîíóñ íàä ïîâåðõíîñòüþ Âåðîíåçå � òîðè÷å-

ñêîå ìíîãîîáðàçèå. Îíî èçîìîðôíî âçâåøåííîìó ïðîåêòèâíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó P(13, 2) [15].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâà áîëüøèíñòâà óòâåðæäåíèé
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåð-
æäåíèé äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî è îñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ.
Íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ íóæíû òîëüêî â ñëó÷àå (i).

Ïóñòü d(X) = 1. Òîãäà dim |H| = 2 è dim |−KX | = 6 ñîãëàñíî
(1.7.7). Ðàññìîòðèì ìîðôèçì

Φ = Φ|−KX | : X −−−→ P6.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ⊂ P6 åãî îáðàç. Ïóñòü H ∈ |H| � îáùèé ýëåìåíò
(íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1). Òàê êàê

OH(−KX) = OH(2H) = OH(−2KH)

è

H1(X, OX(−KX −H)) = H1(X, OX(H)) = 0,

òî èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ OX(−KX −H) −−−→ OX(−KX) −−−→ OH(−KX) −−−→ 0

ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

H0(X, OX(−KX)) −−−→ H0(H, OH(−2KH))

ñþðúåêòèâíî. Çíà÷èò, ìîðôèçì-îãðàíè÷åíèå ΦH : H → Φ(H) çàäàåò-
ñÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé |−2KH | è ïîýòîìó îí êîíå÷åí ñòåïåíè
2 (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.2.1 (i)). Â ÷àñòíîñòè, ìîðôèçì Φ : X → Y íå
ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì è deg Φ = 2.

Áîëåå òîãî, âñå ïîâåðõíîñòè Φ(H) ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷-
êó � îáðàç åäèíñòâåííîé áàçèñíîé òî÷êè ëèíåéíîé ñèñòåìû |H| è
îáùàÿ òàêàÿ ïîâåðõíîñòü � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â o
(ñì. 3.2.1 (i)). Çíà÷èò, Y � òàêæå êîíóñ íàä íåêîòîðîé ïîâåðõíî-
ñòüþ S ⊂ P5. Äàëåå

(deg Y ) · (deg Φ) = (−KX)3 = 8.

Îòñþäà deg Y = 4 è degS = 4. Òàê êàê S � îáùåå ãèïåðïëîñ-
êîå ñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèÿ Y , à Φ(H) � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ, òî
S ∩ Φ(H) = P5 ∩ Φ(H) � ïëîñêàÿ êîíèêà. Çíà÷èò, S = S4 ⊂ P5 �
ïîâåðõíîñòü Âåðîíåçå (ñì. ïðåäëîæåíèå 15.4), ò. å. îáðàç P2 ïðè îòîá-
ðàæåíèè ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé êîíèê. Äëÿ äèâèçîðà âåòâëåíèÿ
B ⊂ Y ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà èìååì B ∼ 3S (ñð. (3.2.3) è (1.11.3)).
Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 15.2, ïîâåðõíîñòü B âûñåêàåòñÿ íà Y
êóáèêîé. �

3.3. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ ìíîãîîáðà-
çèé äåëü Ïåööî áîëåå äåòàëüíî. Äëÿ ýòîãî î÷åíü óäîáíî ðàññìàòðè-
âàòü äèâèçîðèàëüíûå àëãåáðû.

Ïóñòü V � ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü D
äèâèçîð íà V . Ðàññìîòðèì ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó

R(V,D) :=
⊕
d≥0

H0(V, OV (dD)).

Íàïîìíèì, ÷òî

H0(V, OV (dD)) = {ϕ ∈ C(V ) | div(ϕ) +D ≥ 0} ∪ {0}
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� ïîäïðîñòðàíñòâî â C(V ). Ïîýòîìó R(V,D) óäîáíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïîäàëãåáðó àëãåáðû C(V )[t], ãäå êàæäîå ïðîñòðàíñòâî
H0(V, OV (dD)) âëîæåíî â êîìïîíåíòó C(V )td.

Äëÿ ëþáîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû

R =
⊕
d≥0

Rd

÷åðåç R[n] ìû îáîçíà÷èì ïîäàëãåáðó Âåðîíåçå (èëè ïðîðåæåííóþ
ïîäàëãåáðó)

R[n] =
⊕
k≥0

Rnk.

Òàêèì îáðàçîì, R(V,D[n]) = R(V, nD).

3.3.1.Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A � îáèëüíûé äèâèçîð íà V . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî àëãåáðà R(V, A) ïîðîæäàåòñÿ ñâîåé êîìïîíåíòîé
ñòåïåíè 1. Òîãäà äèâèçîð A î÷åíü îáèëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ïó÷îê OV (A) ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè
ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ãëîáàëüíûå ñå÷å-
íèÿ H0(V, OV (A)) ðàçäåëÿþò òî÷êè è êàñàòåëüíûå âåêòîðû. Ïóñòü
P1, P2 ∈ V � ðàçëè÷íûå òî÷êè. Ïóñòü W ⊂ H0(V, OV (A)) ïîäïðî-
ñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè 1, ñîñòîÿùåå èç ñå÷åíèé, îáðàùàþùèõñÿ â
íóëü â òî÷êå P1. Âûáåðåì áàçèñ s1, . . . , sm ∈ W è äîïîëíèì åãî äî
áàçèñà

s0, s1, . . . , sm ∈ H0(V, OV (A)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû W îáðàùàþòñÿ â íóëü òàêæå è â
P2. Äëÿ íåêîòîðîãî d � 0 äèâèçîð dA î÷åíü îáèëåí, ïîýòîìó ýëå-
ìåíòû H0(V, OV (dA)) ðàçäåëÿþò òî÷êè, ò. å. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
f ∈ H0(V, OV (dA)) òàêîé, ÷òî f(P1) = 0 è f(P2) 6= 0. Ïî óñëîâèþ f
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñå÷åíèé

sd0
0 s

d1
1 · · · sdmm ,

∑
di = d.

Òàê êàê f(P1) = 0, s0(P1) 6= 0 è si(P1) = 0 ïðè i = 1, . . .m, òî â ýòîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îòñóòñòâóåò ÷ëåí sd0. Òàê êàê f(P2) 6= 0, òî
si(P2) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ i ≤ m. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî si ðàçäåëÿåò
òî÷êè P1 è P2. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñå÷åíèÿ H

0(V, OV (A))
ðàçäåëÿþò êàñàòåëüíûå âåêòîðû. �

3.3.2.Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A � îáèëüíûé äèâèçîð íà V . Òîãäà
àëãåáðà R(V, A) êîíå÷íî ïîðîæäåíà è V ' Proj R(V, A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî äèâèçîð A î÷åíü
îáèëåí. Ïóñòü V ⊂ PN � ñîîòâåòñòâóþùåå âëîæåíèå è ïóñòü JV ⊂
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OPN � ïó÷îê èäåàëîâ. Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ JV (d) −−−→ OPN (d) −−−→ OV (dA) −−−→ 0

è òåîðåìû Ñåððà îá îáðàùåíèè â íóëü [101, ãë. III, òåîðåìà 5.2]
ïîëó÷àåì ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèé

H0(OPN (d)) = SdH0(OPN (1)) = SdH0(OV (A)) −−−→ H0(OV (dA))

ïðè d ≥ d1 äëÿ íåêîòîðîãî d1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R(V, A) ïîðîæäàåòñÿ
êîìïîíåíòàìè ñòåïåíè ≤ d1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà A âîçüìåì d0 òàê, ÷òî
d0A î÷åíü îáèëåí è ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó Âåðîíåçå R(V, d0A).
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà R(V, A) êîíå÷íî ïîðîæäåíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ R(V, d0A) (ñì., íàïð., [75,
ãë. III, � 1, ï. 3]). Ýòî äîêàçûâàåò êîíå÷íóþ ïîðîæäåííîñòü R(V, A).
Ñëåäîâàòåëüíî, Proj R(V, A) � ñõåìà êîíå÷íîãî òèïà è åñòåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå X → Proj R(V, A) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. �

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð, êîòîðûé áóäåò íåîáõîäèì íèæå:

3.3.3. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü C � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è
ïóñòü A � äèâèçîð íà C ñòåïåíè d > 0.

(i) Åñëè d = 1, òî ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà R(C, A) èìååò âèä

(3.3.4) R(C, A) = C[x, y, z]/(f),

ãäå deg x = 1, deg y = 2, deg z = 3, à f ∈ C[x, y, z] � êâàçè-
îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí âçâåøåííîé ñòåïåíè 6.

(ii) Åñëè d = 2, òî ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà R(C, A) ïîðîæäà-
åòñÿ ñâîèìè êîìïîíåíòàìè ñòåïåíè 1 è 2. Áîëåå òîãî, â
ýòîì ñëó÷àå

R(C, A) = C[x1, x2, y1]/(h),

ãäå deg xi = 1, deg y1 = 2, à h ∈ C[x1, x2, y1] � êâàçèîäíîðîä-
íûé ìíîãî÷ëåí âçâåøåííîé ñòåïåíè 4.

(iii) Åñëè d ≥ 3, òî ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà R(C, A) ïîðîæäà-
åòñÿ ñâîåé êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1.

(iv) Åñëè d ≥ 4, òî èäåàë ñîîòíîøåíèé â R(C, A) ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè ñòåïåíè 1 ïîðîæäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ñòåïå-
íè 2.

Âíà÷àëå äîêàæåì ëåììó.

3.3.5. Ëåììà. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 3.3.3 ñóùåñòâóåò
òî÷êà P ∈ C òàêàÿ, ÷òî A ∼ dP .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

φ : C −−−→ Pic0(C), P 7−−−→ [dP − A].

Îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì. Çíà÷èò, îíî ñþðúåêòèâíî è
ïîýòîìó φ(P ) = 0 äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè P ∈ C. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
A ∼ dP . �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.3.3. (i) Ïî òåîðåìå
Ðèìàíà-Ðîõà èìååì h0(C, OC(nA)) = n ïðè n > 0. Ïóñòü x
� ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò H0(C, OC(A)). Âûáåðåì ýëåìåíò
y ∈ H0(C, OC(2A)), êîòîðûé íå ïðîïîðöèîíàëåí x2, è ýëåìåíò
z ∈ H0(C, OC(3A)), êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé x3

è xy. Ïóñòü P ∈ C � òî÷êà, çàäàííàÿ ñå÷åíèåì x. Äëÿ m > 1 èìååì
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ H0(C, OC((m−1)A))
·x−−−→ H0(C, OC(mA)) −−−→ H0(P, OP )→ 0.

Èç íåå, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî y è z íå íå îáðàùàþòñÿ â íóëü
â P . Òàêæå, êàæäîå ïðîñòðàíñòâî H0(C, OC(mA)) ïîðîæäàåòñÿ
xH0(C, OC((m − 1)A)) è îäíèì äîïîëíèòåëüíûì ýëåìåíòîì, êîòî-
ðûé íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â P . Ýòîò ýëåìåíò ìîæíî âûáðàòü â âèäå
ykzl, ãäå 2k + 3l = m. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî x, y, z ïîðîæäàþò àë-
ãåáðó R(C, A). Òàêæå îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû x4, x2y, y2, xz
îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H0(C, OC(4A)), ýëåìåíòû

x5, x3y, xy2, x2z, yz

îáðàçóþò áàçèñ H0(C, OC(5A)), à ìåæäó ýëåìåíòàìè

x6, x4y, x2y2, x3z, xyz, z2, y3

â àëãåáðå R(C, A) èìååòñÿ îäíî ñîîòíîøåíèå f(x, y, z) = 0 ñòåïåíè
6. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

(3.3.6) f(x, y, z) = z2 + y3 + xg(x, y, z) = 0.

ßäðî ãîìîìîðôèçìà

C[x, y, z] −−−→ R(C, A)

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòûì èäåàëîì I âûñîòû 1. Òàê êàê C[x, y, z]
� êîëüöî ñ îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè, òî òàêîé èäåàë
äîëæåí áûòü ãëàâíûì. Òàêèì îáðàçîì, I = (f).

(ii) Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé d = 2. Ïî ëåììå 3.3.5 èìååì
A ∼ 2P äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè P ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ âëî-
æåíèå R(C, A) ⊂ R(C, P ) òàê, ÷òî R(C, A) ñîâïàäàåò ñ ïîäàëãåáðîé
Âåðîíåçå:

R(C, A) = R(C, P )[2] = (C[x, y, z]/(f))[2].
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Ïîëîæèì x1 = x2, x2 = y, y1 = xz. Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå àëãåáðû
R(C, P ) ïðèâåäåííîå â (i), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû x1, x2, y1

ïîðîæäàþò R(C, A) è ìåæäó íèìè èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå ñòåïåíè 4.
(iii) Êàê è âûøå ïî ëåììå 3.3.5 èìååì A ∼ dP äëÿ íåêîòîðîé

òî÷êè P ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ âëîæåíèå R(C, A) ⊂ R(C, P )
òàê, ÷òî R(C, A) ñîâïàäàåò ñ ïîäàëãåáðîé Âåðîíåçå:

R(C, A) = R(C, P )[d] = (C[x, y, z]/(f))[d]

(ñì. (3.3.4)). Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (3.3.6), ïîëó÷àåì, ÷òî îäíîðîä-
íàÿ êîìïîíåíòà R(C, A)n = (C[x, y, z]/(f))dn ïîðîæäàåòñÿ ìîíîìàìè
âèäà

(3.3.7) xkylzm, k + 2l + 3m = dn, m ∈ {0, 1}.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ýëåìåíòû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòû êîì-
ïîíåíòû R(C, A)1 = (C[x, y, z]/(f))d. Ïðåäïîëîæèì, ïðîòèâíîå, ò.å.
íåêîòîðûé ìîíîì M ∈ R(C, A)n âèäà (3.3.7) íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ìîíîìû èç êîìïîíåíòû R(C, A)1 = (C[x, y, z]/(f))d. Âûáåðåì n ìè-
íèìàëüíûì ñ ýòèì óñëîâèåì. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷åòíîãî d (íå÷åò-
íûé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí è îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ). Åñëè k ≥ d, òî
M = xdM ′, ãäåM ′ ñíîâà èìååò âèä (3.3.7) ñ d′ = d−1. Ýòî ïðîòèâîðå-
÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, k ≤ d−1. Åñëè l ≥ d/2,
òî àíàëîãè÷íî M = yd/2M ′, M ′ ∈ R(C, A)n−1. Çíà÷èò, l ≤ d/2 − 1.
Îòñþäà k + 2l ≤ 2d− 3. Ó÷èòûâàÿ (3.3.7), ïîëó÷àåì

k + 2l = 2d− 3, n = 2, k = d− 1, l = d/2− 1 ≥ 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàïèñàòü

M = xd−2yM ′, M ′ ∈ R(C, A)1.

Ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (iv) îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. �

3.3.8. Ñëåäñòâèå. (i) Ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ìî-
æåò áûòü âëîæåíà â P(1, 2, 3) è çàäàíà òàì óðàâíåíèåì
ñòåïåíè 6.

(ii) Ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ìîæåò áûòü âëîæåíà â
P(12, 2) è çàäàíà òàì óðàâíåíèåì ñòåïåíè 4.

(iii) Ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ìîæåò áûòü âëîæåíà â P2

è çàäàíà òàì óðàâíåíèåì ñòåïåíè 3.
(iv) Ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ìîæåò áûòü âëîæåíà â P3

è çàäàíà òàì äâóìÿ óðàâíåíèÿìè ñòåïåíè 2.

53



3.3.9. Òåîðåìà (ïðèíöèï ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé, ñð. [50, òåîðå-
ìà 3.6]). Ïóñòü X � íåïðèâîäèìîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ðàç-
ìåðíîñòè ≥ 2, L � îáðàòèìûé ïó÷îê íà X è Y ∈ |L | � ýôôåê-
òèâíûé äèâèçîð. Ïîëîæèì LY := L ⊗ OY . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(3.3.10) H1(X, L ⊗m) = 0, ∀m ≥ 0.

Ïóñòü x0 ∈ H0(X, L ) � ñå÷åíèå, îïðåäåëÿþùåå äèâèçîð Y . Òîãäà
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −−−→ R(X, L )
·x0−−−−→ R(X, L )

ϕ−−−→ R(Y, LY ) −−−→ 0,

ãäå ϕ � îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ.
(ii) Ïóñòü x̄1, . . . , x̄k � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû, ïîðîæäàþùèå

R(Y, LY ), è ïóñòü x1, . . . , xk ∈ R(X, L ) � îäíîðîäíûå ýëå-
ìåíòû òàêèå, ÷òî x̄i = ϕ(xi). Òîãäà R(X, L ) ïîðîæäàåò-
ñÿ ýëåìåíòàìè x0, x1, . . . , xk.

(iii) Åñëè ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî R(Y, LY ) ïîðîæäàåòñÿ êîì-
ïîíåíòàìè ñòåïåíè ≤ r, òî è ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî
R(X, L ) ïîðîæäàåòñÿ êîìïîíåíòàìè ñòåïåíè ≤ r.

(iv) Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (ii) ïóñòü f̄1, . . . , f̄n � îäíîðîäíûå ïî-
ðîæäàþùèå èäåàëà ñîîòíîøåíèé ìåæäó x̄1, . . . , x̄k. Òîãäà
ñóùåñòâóþò îäíîðîäíûå ñîîòíîøåíèÿ f1, . . . , fn ìåæäó
x0, x1, . . . , xn â R(X,L ) òàêèå, ÷òî f̄i = ϕ(fi) è f1, . . . , fn
ïîðîæäàþò âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó x0, x1, . . . , xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ (ii) è (iii) äîêàçûâàþòñÿ èí-
äóêöèåé ïî m. Ñîãëàñíî (3.3.10), èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òî÷íàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ

(3.3.11) 0 −−→ H0(X,L ⊗(m−1))
·x0−−→

−−→ H0(X,L ⊗m) −−→ H0(Y,L ⊗m
Y ) −−→ 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ (i). Ïóñòü s ∈ H0(X,L ⊗m) � ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò è s̄ ∈ H0(Y,L ⊗m

Y ) � åãî îáðàç. Òîãäà ïî óñëîâèþ s̄ =
p(x̄1, . . . , x̄k), ãäå p � íåêîòîðûé êâàçèîäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòå-
ïåíè m. Ñå÷åíèå s − p(x1, . . . , xk) îáðàùàåòñÿ â 0 íà Y è ïîýòîìó
èìååò âèä x0v äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ H0(X,L ⊗(m−1)). Ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ èíäóêöèè v = q(x0, . . . , xk), ãäå q � êâàçèîäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè m− 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

s = p(x1, . . . , xk) + x0q(x0, . . . , xk),

ò.å. x0, x1, . . . , xk ïîðîæäàþò ⊕i≤mR(X,L )m. Ýòî äîêàçûâàåò (ii)
è (iii). Ïóíêò (iv) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (ii) ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.3.11). �
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Òåïåðü èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3.3, òåîðåìû 2.1 è òåîðåìû 3.3.9 ïî
èíäóêöèè ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

3.3.12. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Y � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî
ñòåïåíè d.

(i) Åñëè d = 1, òî

R(Y,−KY ) = C[x0, x1, y, z]/(f),

ãäå deg xi = 1, deg y = 2, deg z = 3, à f � êâàçèîäíîðîä-
íûé ìíîãî÷ëåí âçâåøåííîé ñòåïåíè 6. Â ÷àñòíîñòè, Y
èçîìîðôíà ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíè 6 â P(12, 2, 3).

(ii) Åñëè d = 2, òî

R(Y,−KY ) = C[x0, x1, x2, y]/(h),

ãäå deg xi = 1, deg y = 2, à h � êâàçèîäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí
âçâåøåííîé ñòåïåíè 4. Â ÷àñòíîñòè, èçîìîðôíà ãèïåðïî-
âåðõíîñòè ñòåïåíè 4 â P(13, 2).

(iii) Åñëè d ≥ 3, òî ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà R(Y, −KY ) ïîðîæ-
äàåòñÿ ñâîåé êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1. Â ÷àñòíîñòè, äèâè-
çîð −KY î÷åíü îáèëåí è çàäàåò âëîæåíèå Y = Yd ⊂ Pd.

(iv) Åñëè d ≥ 4, òî àíòèêàíîíè÷åñêèé îáðàç Y = Yd ⊂ Pd ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê.

3.3.13. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
äåëü Ïåööî ñòåïåíè d è ïóñòü −KX = 2H.

(i) Åñëè d = 1, òî

R(X,H) = C[x0, x1, x2, y, z]/(f),

ãäå deg xi = 1, deg y = 2, deg z = 3, à f � êâàçèîäíîðîäíûé
ìíîãî÷ëåí âçâåøåííîé ñòåïåíè 6. Â ÷àñòíîñòè, X èçî-
ìîðôíî ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíè 6 â P(13, 2, 3).

(ii) Åñëè d = 2, òî

R(X,H) = C[x0, x1, x2, x3, y]/(h),

ãäå deg xi = 1, deg y = 2, à h � êâàçèîäíîðîäíûé ìíîãî-
÷ëåí âçâåøåííîé ñòåïåíè 4. Â ÷àñòíîñòè, X èçîìîðôíî
ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíè 4 â P(14, 2).

(iii) Åñëè d ≥ 3, òî ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà R(X,H) ïîðîæäà-
åòñÿ ñâîåé êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1. Â ÷àñòíîñòè, äèâèçîð
H î÷åíü îáèëåí è çàäàåò âëîæåíèå X = Xd ⊂ Pd+1.

(iv) Åñëè d ≥ 4, òî ïîëó-àíòèêàíîíè÷åñêèé îáðàç X = Xd ⊂
Pd+1 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê.
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3.3.14. Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå (i) ïðîåêöèÿ X → P(13, 2) � ðåãó-
ëÿðíûé ìîðôèçì (ñì. (3.3.6)). Îí ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì,
îïèñàííûì â ïðåäëîæåíèè 3.2.4 (i). Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå (ii) ïðîåê-
öèÿX → P(14) = P3 � ðåãóëÿðíûé äâóëèñòíûé ìîðôèçì, îïèñàííûé
â ïðåäëîæåíèè 3.2.4 (ii).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå � ñëåäñòâèå òåîðåìû Ëåôøåöà î ãèïåð-
ïëîñêèõ ñå÷åíèÿõ (ñì. [15, òåîðåìà 3.2.4(i)]).

3.3.15. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå äåëü
Ïåööî ñòåïåíè d(X) ≤ 4. Òîãäà Pic(X) ' Z.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåö-
öî óñëîâèå Pic(X) ' Z ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ d(X) ≤ 5.

3.4. Òåïåðü ìû èçó÷èì ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî ñ ρ(X) > 1.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåõíèêó ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé
(ñì. ðàçäåë 14). Ñíà÷àëà ìû ïðèâåäåì äâà îáùèõ ôàêòà.

3.4.1. Ëåììà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî,
ïóñòü R1, . . . ,Rn � âñå ýêñòðåìàëüíûå ëó÷è íà X è ïóñòü f1,. . . , fn
� ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñòðåìàëüíûå ñòÿãèâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âñå ñòÿãèâàíèÿ fi íà X áèðàöèîíàëüíû è ïóñòü E1, . . . , En �
èõ èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû (âîçìîæíî, ÷òî Ei = Ej ïðè i 6= j).
Òîãäà Ei ∩ Ej 6= ∅ äëÿ íåêîòîðûõ i è j òàêèõ, ÷òî Ei 6= Ej. Â
÷àñòíîñòè, îáðàç fi(Ei) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé äëÿ ïî êðàéíåé ìåðå
îäíîãî i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî i ïóñòü Ci � ëþáàÿ êðèâàÿ, ïî-
ðîæäàþùàÿ ëó÷ Ri. Òîãäà Ej · Cj < 0. Äàëåå, ïóñòü Z � êðèâàÿ,
âûñåêàåìàÿ íà X äâóìÿ îáùèìè ãèïåðïëîñêèìè ñå÷åíèÿìè. Òîãäà
Ej · Z > 0 äëÿ ëþáîãî j è ïî òåîðåìå î êîíóñå

Z ∼∼∼
∑

αiCi, αi ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ei ∩ Ej = ∅ êàê òîëüêî Ei 6= Ej. Òîãäà

Ej · Ci

{
= 0 åñëè Ei 6= Ej,

< 0 åñëè Ei = Ej.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ej · Z ≤ 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñëîè ðàçíûõ ýêñòðå-

ìàëüíûõ ñòÿãèâàíèé íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî ìíîæåñòâó ïîëîæè-
òåëüíîé ðàçìåðíîñòè. �

3.4.2. Ëåììà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X èìååòñÿ ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå òèïà
D. Òîãäà âòîðîå ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå èìååò òèï C èëè B1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàêæå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñëîè ýêñòðåìàëü-
íûõ ñòÿãèâàíèé íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî ìíîæåñòâó ïîëîæèòåëüíîé
ðàçìåðíîñòè. �

Èç êëàññèôèêàöèè ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé íà òðåõìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ 14.7 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.

3.4.3. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî ñ
ρ(X) > 1 è ïóñòü f : X → Y � ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå Ìî-
ðè. Òîãäà f ìîæåò èìåòü òîëüêî îäèí èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:

B2: ìîðôèçì f � ðàçäóòèå òî÷êè, Y � ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåö-
öî èëè Y ' P3 è ïðè ýòîì (−KY )3 = (−KX)3 + 8;

C2: ìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ P1-ðàññëîåíèåì è Y � ïîâåðõíîñòü
äåëü Ïåööî ñòåïåíè 10− ρ(Y ) = 11− ρ(X);

D2: ìîðôèçì f � ðàññëîåíèå íà êâàäðèêè è Y ' P1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî ýêñòðå-
ìàëüíîãî ëó÷à â íàøåé ñèòóàöèè äåëèòñÿ íà 2, òî èç òåîðåìû 14.7
ïîëó÷àåì, ÷òî ñòÿãèâàíèå ìîæåò áûòü òîëüêî òèïîâ B2, C2 èëè D2.
Â ñëó÷àå B2 êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð KY = f∗KX äåëèòñÿ íà 2 è Y
� ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ÷åòíîãî èíäåêñà ïî ïðåäëîæåíèþ 1.13.3. Â
ñëó÷àå C2 äëÿ îáùåãî (íåîñîáîãî) äèâèçîðà H ∈ |−KY | îãðàíè÷åíèå
ìîðôèçìà fH : H → Y áèðàöèîíàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, Y � ïîâåðõ-
íîñòü äåëü Ïåööî ñíîâà ïî ïðåäëîæåíèþ 1.13.3. �

3.4.4. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
äåëü Ïåööî ñ ρ(X) > 1. Òîãäà èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé:

(i) d(X) = 7 è X = X7 ⊂ P8 � ðàçäóòèå òî÷êè íà P3;
(ii) d(X) = 6 è X ' P1 × P1 × P1;
(iii) d(X) = 6 è X � äèâèçîð áèñòåïåíè (1, 1) â P2 × P2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, êàê îáû÷íî, H := −1
2
KX , d := d(X).

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ρ(X) = 2. Ïóñòü f : X → Y è
f ′ : X → Y ′ � ðàçëè÷íûå ýêñòðåìàëüíûå ñòÿãèâàíèÿ. Ñîãëàñíî ñëåä-
ñòâèþ 3.4.3, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè äëÿ òèïîâ ñòÿãèâàíèé f
è f ′ èìåþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:

C2-D2, C2-C2, C2-B2, D2-D2, B2-B2, B2-D2.

Ïî ëåììàì 3.4.2 è 3.4.1 ñëó÷àè D2-D2, B2-B2, B2-D2 íåâîçìîæíû.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f èìååò òèï C2, ò.å. dim(Y ) =
2 è f ÿâëÿåòñÿ P1-ðàññëîåíèåì. Òàê êàê ρ(Y ) = 1, òî Y ' P2.

Ïóñòü l ⊂ P2 � ïðÿìàÿ è ïóñòü M := f−1(l). Èç òî÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (14.7.3) ïîëó÷àåì, ÷òî

Pic(X) = Z ·H ⊕ Z ·M.
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ßñíî, ÷òî M3 = 0 è

KX ·M2 = KX · f−1(pt) = −2.

Îòñþäà H ·M2 = 1. Ïîâåðõíîñòü M ðàöèîíàëüíà è ãåîìåòðè÷åñêè
ëèíåé÷àòàÿ. Ïîýòîìó K2

M = 8. Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ

8 = K2
M = (KX +M)2 ·M = (M − 2H)2 ·M = −4 + 4H2 ·M.

Îòñþäà H2 ·M = 3.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim(Y ′) = 1. Òîãäà Y ′ ' P1 è f ′ : X → P1

� ðàññëîåíèå íà äâóìåðíûå êâàäðèêè. Ïóñòü F � îáùèé ñëîé f ′.
Ñíîâà èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (14.7.3) ñëåäóåò, ÷òî

Pic(X) = Z ·H ⊕ Z · F = Z ·H ⊕ Z ·M.

Çíà÷èò, ìû ìîæåì çàïèñàòü F ∼ aH ±M , ãäå a ∈ Z>0. Òàê êàê F íå
ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì, òî F ∼ aH −M . ßñíî, ÷òî F 2 ∼∼∼ 0. Ïîýòîìó

0 = F 2 ·M = (aH −M)2 ·M = 3a2 − 2a.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íå èìååò öåëî÷èñëåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðå-
øåíèé. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim(Y ′) = 2. Òîãäà Y ′ ' P2 è f ′ : X → P2 �
òàêæå P1-ðàññëîåíèå. Ïóñòü l′ ⊂ Y ′ = P2 � ïðÿìàÿ è ïóñòü M ′ :=
f ′−1(l′). Êàê è âûøå èìååì

Pic(X) = Z ·H ⊕ Z ·M ′, M ′ ∼ aH −M,

3 = M ′ ·H2 = (aH −M) ·H2 = ad− 3.

Ïîñêîëüêó ìû óæå çíàåì, ÷òî d ≥ 5 (ñì. ñëåäñòâèå 3.3.15), òî åäèí-
ñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü:

d = 6, a = 1, H ∼M +M ′.

Äàëåå, ìîðôèçì

f̂ = f × f ′ : X −−−→ Y × Y ′ = P2 × P2

êîíå÷åí íà ñâîé îáðàç V := f̂(X) ⊂ P2 × P2. Èç íàøèõ ñîîòíîøåíèé
ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî M2 ·M ′ = M ·M ′2 = 1. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìîðôèçì f̂ òàêæå áèðàöèîíàëåí íà ñâîé îáðàç è V � äèâèçîð áè-
ñòåïåíè (1, 1). Òàêîå ìíîãîîáðàçèå V äîëæíî áûòü íîðìàëüíûì (ñì.

çàäà÷ó 4). Ñëåäîâàòåëüíî, f̂ : X → V � èçîìîðôèçì. Ïîëó÷àåì
ñëó÷àé (iii).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim(Y ′) = 3. Òîãäà f ′ : X → Y ′ � ðàçäóòèå
òî÷êè è Y ′ � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 2 èëè 4 ñ ρ(Y ′) = 1. Ïóñòü
E ⊂ X � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Åñëè ι(Y ′) = 4, òî Y ′ ' P3 è ìû
ïîëó÷àåì ñëó÷àé (i). Ïóñòü ι(Y ′) = 2. Â ýòîì ñëó÷àå äèâèçîð f ′∗H
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ïîðîæäàåò ãðóïïó Pic(Y ′). Êàê è âûøå ìû ìîæåì çàïèñàòü E ∼
aH −M ,

1 = H2 · E = H2 · (aH −M) = ad− 3.

Îòñþäà d ≤ 4. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ 3.3.15.
Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ρ(X) ≥ 3. Òîãäà X íå èìååò ýêñ-

òðåìàëüíûõ ñòÿãèâàíèé òèïà D2. Ïî ëåììå 3.4.1 èìååòñÿ ñòÿãèâàíèå
f : X → Y òèïà C2, ò.å. X èìååò ñòðóêòóðó P1-ðàññëîåíèÿ íàä ïî-
âåðõíîñòüþ Y . Åñëè ñóùåñòâóåò òàêæå áèðàöèîíàëüíîå ñòÿãèâàíèå
f ′ : X → Y ′, òî åãî èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð èçîìîðôåí P2 è äîìè-
íàíòíî (è êîíå÷íî) îòîáðàæàåòñÿ íà Y . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Y ' P2.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ρ(X) ≥ 3. Çíà÷èò, âñå
ýêñòðåìàëüíûå ñòÿãèâàíèÿ íà X ÿâëÿþòñÿ P1-ðàññëîåíèÿìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Y ñîäåðæèò (−1)-êðèâóþ C.
Ïóñòü F := f−1(C) è ïóñòü Σ � ìèíèìàëüíîå ñå÷åíèå ëèíåé÷àòîé
ïîâåðõíîñòè F ' Fn. Èìååì

(KF + Σ) · Σ = −2 = KX · Σ + F · Σ + (Σ)2
F .

Ïî ôîðìóëå ïðîåêöèè F · Σ = f ∗C · Σ = C2 = −1. Îòñþäà

(Σ)2
F = −1 + 2H · Σ ≥ 1.

Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Y � ïîâåðõ-
íîñòü, íå ñîäåðæàùàÿ (−1)-êðèâûõ. Ïîñêîëüêó Y � ïîâåðõíîñòü
äåëü Ïåööî, òî Y ' P1 × P1 è ïîýòîìó ρ(X) = 3.

Ïóñòü

φ1 : X
f−−−→ Y = P1 × P1 −−−→ P1 =: T1

� êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìà f ñ ïðîåêöèåé íà ïåðâûé ìíîæèòåëü. ßñíî,
÷òî ýòî ãëàäêèé ìîðôèçì. Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ ëþáîé ñëîé
F1 ýòîãî ìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî ñ ι(F1) = 2.
Ïîýòîìó, F1 ' P1 × P1, ò.å. φ1 � ðàññëîåíèå íà êâàäðèêè. Äàëåå,
ρ(X/T1) = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíûé êîíóñ Ìîðè NE(X/T1)
èìååò äâà ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷à è ïîýòîìó, êðîìå f , ñóùåñòâóåò äðó-
ãîå ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå f ′ : X → Y ′ = P1 × P1 íàä T1:

X
f
ww

f ′

''
P1 × P1

''

P1 × P1

wwP1

Çíà÷èò, èìååòñÿ ìîðôèçì

φ : X −−−→ Y ×P1 Y ′ = P1 × P1 × P1.
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Ïóñòü φi : X → P1, i = 1, 2, 3 � êîìïîçèöèè ìîðôèçìà φ ñ ïðî-
åêöèÿìè íà ìíîæèòåëè. Äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ 1 ≤ i 6= j ≤ 3
ìîðôèçì

φi × φj : X −−−→ P1 × P1

ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì ñòÿãèâàíèåì Ìîðè (ïîñêîëüêó −KX îáè-
ëåí è ρ(X/P1 × P1) = 1. Ïóñòü F1, F2 è F3 � ñëîè φ1, φ2 è φ3,
ñîîòâåòñòâåííî Êàê è âûøå, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî Fi ' P1 × P1 è
OFi(H) ' OP1×P1(1, 1). Òàê êàê h0(X, OX(H)) = d(X) + 2 ≥ 7, òî èç
ñòàíäàðòíîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ OX(H − Fi) −−−→ OX(H) −−−→ OFi(H) −−−→ 0

ïîëó÷àåì, ÷òî |H−Fi| 6= ∅. Òàê êàê íà ìíîãîîáðàçèè X íåò áèðàöè-
îíàëüíûõ ñòÿãèâàíèé, òî íà íåì êàæäûé ýôôåêòèâíûé äèâèçîð ÷èñ-
ëåííî ýôôåêòèâåí (ñì. ñëåäñòâèå 1.6.2). Ñëåäîâàòåëüíî,H ·C ≥ Fi·C
äëÿ ëþáîé êðèâîé C.

Ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà

−2H = KX = φ∗KP1×P1×P1 +G = −2F1 − 2F2 − 2F3 +G,

ãäå G � äèâèçîð âåòâëåíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò (öåëûé)
äèâèçîð D òàêîé, ÷òî Òîãäà

2D ∼ G, F1 + F2 + F3 ∼ H +D.

Äëÿ ñëîÿ ` ñòÿãèâàíèÿ φ1 × φ2 èìååì ` ∼∼∼ F1 · F2, F1 · ` = F2 · ` = 0,
F3 · ` ≤ H · ` = 1 è

1 ≥ F1 · F2 · F3 = F3 · ` = (F1 + F2 + F3) · ` = H · `+D · ` = 1 +D · `.

Ñëåäîâàòåëüíî, D · ` = 0. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî D òðèâèàëüíî
ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñëîÿìè âñåõ ñòÿãèâàíèé φi×φj, i 6= j. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òîD ∼∼∼ 0 èG ∼∼∼ 0. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òîG = 0 (ïîñêîëüêó äèâèçîð
G ýôôåêòèâåí). Òàêèì îáðàçîì, ìîðôèçì φ ýòàëåí. Ïîñêîëüêó ìíî-
ãîîáðàçèå P1 × P1 × P1 îäíîñâÿçíî, îí äîëæåí áûòü èçîìîðôèçìîì.
Ïîëó÷àåì ñëó÷àé (ii). Ïðåäëîæåíèå 3.4.4 äîêàçàíî. �

3.5. Òåïåðü ìû ìîæåì çàâåðøèòü êëàññèôèêàöèþ ìíîãîîáðà-
çèé äåëü Ïåööî. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àè ρ(X) = 1. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 3.3.13, ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àÿìè d(X) ≥ 5.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò � òåîðåìà 3.6, íî ñíà÷àëà ìû ïðèâåäåì íåîáõî-
äèìûå ñâåäåíèÿ î ñåìåéñòâàõ ïðÿìûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ äåëü Ïåööî.

3.5.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X = Xd ⊂ Pd+1 � ìíîãîîáðàçèå
äåëü Ïåööî ñòåïåíè d = d(X) ≥ 4 ñ ρ(X) = 1. Èìåþò ìåñòî ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Íà X ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ.
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(ii) Ïóñòü l ⊂ X � ïðÿìàÿ. ×åðåç l ìîæíî ïðîâåñòè íåîñîáîå
ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå.

(iii) Nl/X ' OP1 ⊕ OP1 èëè OP1(−1)⊕ OP1(1).
(iv) Ïóñòü F1(X) � ñõåìà Ãèëüáåðòà, ïàðàìåòðèçóþùàÿ ïðÿ-

ìûå íà X. Òîãäà F1(X) ïðèâåäåíà, íåîñîáà è ëþáàÿ åå êîì-
ïîíåíòà äâóìåðíà.

(v) ×åðåç êàæäóþ òî÷êó P ∈ X ïðîõîäèò êîíå÷íîå (íåíóëå-
âîå) ÷èñëî ïðÿìûõ.

(vi) Ïðÿìàÿ l ⊂ X, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äîñòàòî÷íî îáùåé òî÷-
êå â êîìïîíåíòå F1(X), èìååò íîðìàëüíûé ïó÷îê âèäà
OP1 ⊕ OP1.

(vii) Êàæäóþ ïðÿìóþ ïåðåñåêàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà äðóãàÿ
ïðÿìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïðÿìàÿ ñóùåñòâóåò íà íåîñîáîì ãèïåð-
ïëîñêîì ñå÷åíèè H ⊂ X ïîñêîëüêó K2

H ≤ 8 è H 6' P1 × P1 (ñì.
çàìå÷àíèå 3.1.1).

(ii) Ñ÷åò ïàðàìåòðîâ: ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
l îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè 2 â (Pd+1)∗. Îñîáûå â
íåêîòîðîé òî÷êå l ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ îáðàçóþò ïîäìíîãîîáðàçèå
êîðàçìåðíîñòè ≥ 3.

(iii) Èìååì ðàçëîæåíèå Nl/X = OP1(a) + OP1(b). Äàëåå

0 −−−→ Nl/H −−−→ Nl/X −−−→ NH/X |l −−−→ 0

ãäå Nl/H = OP1(−1) è NH/X |l = OP1(1). Îòñþäà a + b = 0. Òàê êàê
h0(Nl/X) ≤ h0(NH/X |l) = 2, òî a, b ≤ 1.

(iv) Ñëåäóåò èç òåîðèè äåôîðìàöèé (ñì. [35, òåîðåìû 2.8 è 2.15]).
Òàê êàê H1(X,Nl/X) = 0, òî ñõåìà F1(X) íåîñîáà â òî÷êå [l]. Òàê êàê

dimT[l],F1(X) = h0(l,Nl/X) = 2,

òî îíà äâóìåðíà.
(v) Åñëè ÷åðåç òî÷êó P ∈ X ïðîõîäèò îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî

ïðÿìûõ, òî ýòè ïðÿìûå çàìåòàþò ïîâåðõíîñòü F ⊂ X, êîòîðàÿ ñî-
äåðæèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè X ∩TP,X , ãäå P3 = TP,X ⊂ Pd+1 � âëîæåííîå
ïðîåêòèâíîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Íî òîãäà ãèïåðïëîñêîå ñå-
÷åíèå H ⊂ X, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç TP,X ïðèâîäèìî. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ Pic(X) = Z ·H.
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Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó P ∈ X ïðîõîäèò íå áîëåå
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ. Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî ïðÿ-
ìûõ è äèàãðàììó

(3.5.2)

U(X)
p

zz

q

!!
F1(X) X

Òàê êàê dimU(X) = 3 = dim(X), òî q � êîíå÷íûé ìîðôèçì. Çíà÷èò,
÷åðåç êàæäóþ òî÷êó P ∈ X ïðîõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïðÿìàÿ.

(vi) Ñíîâà ðàññìîòðèì äèàãðàììó (3.5.2). Òàê êàê
Hom(OP1 , OP1(1)) = 0, òî äèôôåðåíöèàë

dq : Nl/U(X) = OP1 ⊕ OP1 −−−→ Nl/X

âûðîæäåí âäîëü l òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Nl/X ' OP1(1) ⊕
OP1(−1). Èíà÷å ãîâîðÿ, Nl/X ' OP1(1)⊕ OP1(−1) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ïðÿìàÿ l ⊂ X ñîäåðæèòñÿ â äèâèçîðå âåòâëåíèÿ ìîðôèçìà
q.

Íàêîíåö, äîêàæåì (vii). Ïóñòü l � ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ íà X.
Âîçüìåì êðèâóþ Γ ⊂ F1(X), íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó [l] ∈ F1(X).
Òîãäà q(p−1(Γ)) � ïîâåðõíîñòü, çàìåòàåìàÿ îäíîìåðíûì ñåìåéñòâîì
ïðÿìûõ, íå ñîäåðæàùåì l. Òàê êàê Pic(X) ' Z, òî q(p−1(Γ)) � îáèëü-
íûé äèâèçîð è ïîýòîìó l∩q(p−1(Γ)) 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, l ïåðåñåêàåò
ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïðÿìóþ èç ñåìåéñòâà Γ. �

3.6. Òåîðåìà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî
ñ d(X) ≥ 5 è ρ(X) = 1. Òîãäà d(X) = 5, ìíîãîîáðàçèå X = X5 ⊂ P6

åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà è X = Gr(2, 5)∩P6 ⊂ P9

(âëîæåíèå Ïëþêêåðà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îáû÷íî, çàïèøåì −KX = 2H. Ïóñòü l ⊂
X � ïðÿìàÿ è ïóñòü ψ : X 99K Y ⊂ Pd−1 � ïðîåêöèÿ èç l, ãäå Y =
ψ(X) � îáðàç ψ. Îòîáðàæåíèå ψ çàäàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé |H − l|
ãèïåðïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç l. Â ýòîì ñëó÷àå l ñîâïàäàåò (êàê
ñõåìà) ñ áàçèñíûì ìíîæåñòâîì Bs |H − l| ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû.
Ïóñòü σ : X̃ → X � ðàçäóòèå l, ïóñòü H∗ := σ∗H è ïóñòü E �
èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Òîãäà ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç |H − l| íà X̃
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé |H∗ − E| ðàçìåðíîñòè

(3.6.1) dim |H∗ − E| = d− 1.

Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè, ýòà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íå èìååò áàçèñíûõ òî-
÷åê. Ìû ìîæåì çàïèñàòü

−KX̃ = σ∗(−KX)− E = H∗ +H∗ − E,
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ãäå äèâèçîðû H∗ è H∗ − E ÷èñëåííî ýôôåêòèâíû è íå ïðîïîðöèî-
íàëüíû. Òàê êàê ρ(X̃) = 2, òî èõ ñóììà � îáèëüíûé äèâèçîð, ò.å. X̃
� ìíîãîîáðàçèå Ôàíî.

Ïîñêîëüêó deg N = 0 (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.5.1 (iii)), òî èç ëåì-
ìû 1.9.2 ïîëó÷àåì

(3.6.2) H∗3 = d, H∗2 · E = 0, H∗ · E2 = −1, E3 = 0.

Èç (3.6.1) è òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ OX̃(H∗ − 2E) −−−→ OX̃(H∗ −E) −−−→ OE(H∗ −E) −−−→ 0

ïîëó÷àåì

(3.6.3) dim |H∗ − 2E| ≥ d− 5.

Â ÷àñòíîñòè, |H∗− 2E| 6= ∅. Íàïîìíèì, ÷òî ρ(X̃) = 2. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êîíóñ NE(X̃) èìååò ðîâíî äâà ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷à (è îíè îáà
îòðèöàòåëüíû îòíîñèòåëüíî KX̃). Ïóñòü Rϕ ⊂ NE(X̃) � ýêñòðåìàëü-
íûé ëó÷ îòëè÷íûé îò ëó÷à, ïîðîæäåííîãî èñêëþ÷èòåëüíûìè êðè-
âûìè äëÿ σ, è ïóñòü ϕ : X̃ → Y � ñòÿãèâàíèå Rϕ. Òîãäà Pic(Y ) ' Z.
Ïóñòü M � îáèëüíàÿ îáðàçóþùàÿ ýòîé ãðóïïû. Ïóñòü J � ëþáàÿ
ïðÿìàÿ íà X, ïåðåñåêàþùàÿ l è ïóñòü J̃ � åå ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç.
Òîãäà (H∗−E) · J̃ = 0. Ïîñêîëüêó äèâèçîð H∗−E ÷èñëåííî ýôôåê-
òèâåí, òî îí ÿâëÿåòñÿ îïîðíûì äèâèçîðîì äëÿ ëó÷à Rϕ = R+[J̃ ], ò.å.

ðàâåíñòâî (H∗−E) ·C = 0 âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîé êðèâîé C íà X̃
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [C] ∈ Rϕ. Òàêèì îáðàçîì, H∗−E = ϕ∗M .
Îòñþäà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ñëîÿìè ϕ áóäóò ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû
ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ l.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ëèíåéíîé ñèñòåìû

σ∗
(
|H∗ − 2E|

)
⊂ |H|

íåïðèâîäèì. Îäíàêî, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H∗−2E| ìîæåò èìåòü äèâè-
çîð E ñâîåé íåïîäâèæíîé êîìïîíåíòîé. Âîçüìåì m ìàêñèìàëüíûì
òàêèì, ÷òî |H∗ −mE| 6= ∅ è ïóñòü D ∈ |H∗ −mE| � ïðîèçâîëüíûé
äèâèçîð. (Íà ñàìîì äåëå, èç íàøèõ âû÷èñëåíèé íèæå ïîëó÷èòñÿ, ÷òî
m = 2.) Òîãäà D � íåïðèâîäèìûé äèâèçîð. Ñîãëàñíî (3.6.3), èìååì
m ≥ 2. Ïîýòîìó D · J̃ < 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ϕ � áèðàöèîíàëüíîå
ñòÿãèâàíèå è D � åãî èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð.

Íî òîãäà

dim |H∗ −mE| = dim |H∗ − 2E| = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, d = 5 (ñì. (3.6.3)). Ó÷èòûâàÿ (3.6.2), ìû ìîæåì çà-
ïèñàòü

0 = (ϕ∗M)2 ·D = (H∗ − E)2 ·D = (H∗ − E)2 · (H∗ −mE) = 4− 2m.
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Îòñþäà m = 2, ò.å. D ∼ H∗ − 2E. Äàëåå

ϕ∗M ·D2 = (H∗ − E) ·D2 = (H∗ − E) · (H∗ − 2E)2 = −3.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ñòÿãèâàåò D íà êðèâóþ Z. Áîëåå òîãî, ϕ � ñòÿãè-
âàíèå òèïà B1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Y � íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå, Z �
íåîñîáàÿ êðèâàÿ è ϕ � ðàçäóòèå Y âäîëü Z. Áîëåå òîãî,

M · Z = −ϕ∗M ·D2 = 3.

Òàê êàê

−KY = ϕ∗(−KX) = ϕ∗(2H
∗ − E) = ϕ∗(3ϕ

∗M −D) = 3M,

òî Y � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 3, ò.å. Y = Q ⊂ P4 � íåîñîáàÿ
êâàäðèêà. Ïðè ýòîì Z ⊂ Q ⊂ P4 � êðèâàÿ ñòåïåíè 3. Òàêàÿ êðèâàÿ
íå ìîæåò òàêæå ëåæàòü â ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, Z � ñêðó÷åííàÿ
ðàöèîíàëüíàÿ êóáèêà â P3.

Íåñëîæíî òàêæå ïîëó÷èòü, ÷òî (H∗ − E)2 · E = 2, ò. å. ϕ(E) �
ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå. Åñëè Nl/X ' OP1 ⊕ OP1 , òî E ' P1 × P1 è
ϕ(E) � íåîñîáîå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå, èçîìîðôíîå P1 × P1. Â ýòîì
ñëó÷àå Z � äèâèçîð áèñòåïåíè (1, 2) íà ϕ(E) ' P1 × P1. Åñëè æå
Nl/X ' OP1(−1) ⊕ OP1(1), òî E ' F2 è ìîðôèçì ϕ ñòÿãèâàåò îò-
ðèöàòåëüíîå ñå÷åíèå ýòîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ(E) � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ â ýòîì ñëó÷àå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äèâè-
çîð ϕ(E) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðèâîé Z: îí âûñåêàåòñÿ íà Q
ëèíåéíîé îáîëî÷êîé 〈Z〉 = P3.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äèàãðàììó

(3.6.4)

X̃
σ

��

ϕ

��
X

ψ // Q

ãäå σ � ðàçäóòèå ïðÿìîé l ⊂ X, ϕ � ðàçäóòèå ðàöèîíàëüíîé ñêðó-
÷åííîé êóáè÷åñêîé êðèâîé Z íà íåîñîáîé êâàäðèêå Q, à ψ � ïðîåê-
öèÿ èç l. Êîíñòðóêöèÿ (3.6.4) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé (X, l).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà÷èíàÿ ñ (íåîñîáîé) êâàäðèêè Q ⊂ P4 è ñêðó÷åí-
íîé êóáèêè Z ⊂ Q, ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü äèàãðàììó,
à çíà÷èò è (X, l).

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Nl/X ' OP1 ⊕ OP1 (ñì. ïðåäëîæåíèå
3.5.1 (vi)). Ãðóïïà Aut(Q) àâòîìîðôèçìîâ êâàäðèêè Q òðàíçèòèâíî
äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå íåîñîáûõ ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé, à ñòàáèëè-
çàòîð ëþáîãî íåîñîáîãî ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ òðàíçèòèâíî äåéñòâó-
åò íà ìíîæåñòâå íåîñîáûõ äèâèçîðîâ áèñòåïåíè (1, 2). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íàøå ìíîãîîáðàçèåX åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñå÷åíèå Gr(2, 5)∩ P6 ⊂ P9 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçè-
åì Ôàíî èíäåêñà 2 ñòåïåíè 5. Çíà÷èò, X ' Gr(2, 5)∩P6. Òåîðåìà 3.6
äîêàçàíà. �

3.6.5. Ñëåäñòâèå. Ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî X5 ⊂ P6 ñòåïåíè 5
ðàöèîíàëüíî.

Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ôîðìû ìíîãîîáðàçèÿ X5 ⊂ P6 íàä
íåçàìêíóòûìè ïîëÿìè [40].

3.6.6. Çàìå÷àíèå. Êîíñòðóêöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ èñïîëüçóåìîé â
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ìíîãîîáðàçèþ
äåëü Ïåööî X4 ⊂ P5 � ïîëíîìó ïåðåñå÷åíèþ äâóõ êâàäðèê (ñì.
óïðàæíåíèå 1, ñòð. 99).

3.6.7. Çàìå÷àíèå (ñì. [59], [42]). Ìíîãîîáðàçèå X5 ⊂ P6 ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû PSL2(C).
×òîáû ïîÿñíèòü ýòî îáîçíà÷èì ÷åðåç Md ïðîñòðàíñòâî áèíàðíûõ
ôîðì ñòåïåíè îò ïåðåìåííûõ x1, x2. Ýëåìåíòû Md ÿâëÿþòñÿ îäíî-
ðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè d îò x1, x2. Ãðóïïà SL2(C) äåéñòâóåò
åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà ïðîñòðàíñòâå Md è èíäóöèðóåò äåéñòâèå
PSL2(C) íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(Md).

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f(x1, x2) = x1x2(x4
1 − x4

2) ∈M6

è ïóñòü [f ] ∈ P(M6) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà. Ìíîãî÷ëåí f ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëóèíâàðèàíòîì áèíàðíîé ãðóïïû îêòàýäðà Oct ⊂ SL2(C)

[99, ãë. 4]. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî çàìûêàíèå PSL2(C) · [f ] ⊂ P(M6)
îðáèòû PSL2(C) · [f ] ' SL2(C)/Oct ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî
X5 ⊂ P6 (ñì. [59]). Äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå SL2(C)-
ïðåäñòàâëåíèé:

∧2M4 = M6 ⊕M2.

Ïðè ýòîì ýëåìåíò f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå f = h1∧h2 ∈M6 ⊂ ∧2M4,
ãäå h1, h2 ∈ M4 � äâà ðàçëè÷íûõ ïîëóèíâàðèàíòà òåòðàýäðàëüíîé
ïîäãðóïïû Tet ⊂ Oct. Ãðóïïà PSL2(C) åñòåñòâåííî äåéñòâóåò íà

Gr(2, 5) = Gr(2,M4) ⊂ P(∧2M4)

ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå Gr(2,M4) ∩ P(M6) èíâàðèàíòíî è ñîäåð-
æèò òî÷êó [f ] = [h1 ∧ h2]. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ñîäåðæèò è îðáèòó
PSL2(C) · [f ], êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïëîòíûì îòêðûòûì ïîäìíîæå-
ñòâîì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Gr(2,M4)∩P(M6) íåîñîáî, ñëåäîâàòåëü-
íî, ýòî ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî ñòåïåíè 5 (ñì. çàäà÷ó 8).

Òàêèì îáðàçîì, òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî èíäåêñà 2 îïèñû-
âàþòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé 1 (íàïîìíèì, ÷òî h1,2(X) = dimH1,2(X)
� ñðåäíåå ÷èñëî Õîäæà ìíîãîîáðàçèÿ X).
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Òàáëèöà 1. Òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî.

d(X) ρ(X) h1,2(X) X

1.1o 1 1 21 ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 6 â
P(13, 2, 3)

1.2o 2 1 10 ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 4 â P(14, 2)

1.3o 3 1 5 X3 ⊂ P4, ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3

1.4o 4 1 2 X4 ⊂ P5, ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê

1.5o 5 1 0 X5 ⊂ P6, ñå÷åíèå ãðàññìàíèàíà
Gr(2, 5), âëîæåííîãî ïî Ïëþêêåðó â
P(∧2C5) = P9, ïîäïðîñòðàíñòâîì êî-
ðàçìåðíîñòè 3

1.6o 6 3 0 X6 ⊂ P7, X ' P1 × P1 × P1

1.7o 6 2 0 X6 ⊂ P7, äèâèçîð áèñòåïåíè (1, 1) íà
P2 × P2

1.8o 7 2 0 X7 ⊂ P8, ðàçäóòèå òî÷êè íà P3

Ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (ò.å. n-
ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî èíäåêñà n− 1) êëàññèôèöèðîâàíû â ðà-
áîòàõ Ò. Ôóæèòû. Îíè èìåþò òàêîå æå îïèñàíèå, ÷òî è òðåõìåðíûå
(ñì. çàäà÷è 11 è 12 íèæå).

Çàäà÷è. 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå
îáðàçóþùèõ x, y, z àëãåáðû ñîîòíîøåíèå f â (3.3.4) ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå f = z2 + y3 + ayx4 + bx6, a, b ∈ C.
Êàêèå óñëîâèÿ íàêëàäûâàþòñÿ ïðè ýòîì íà êîýôôèöèåíòû
a, b? Âûâåäèòå îòñþäà ÿâíûé âèä ñîîòíîøåíèÿ f â 3.3.12 (i)
è 3.3.13 (i).

2. Âû÷èñëèòå êàíîíè÷åñêóþ àëãåáðó R(C,KC) äëÿ êðèâîé C
ðîäà 2. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî C âêëàäûâàåòñÿ âî âçâåøåí-
íóþ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü P(12, 3).

3. Âû÷èñëèòå ÷èñëà Õîäæà h1,2(X) äëÿ ìíîãîîáðàçèé äåëü
Ïåööî ñòåïåíè d ≤ 4.
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4. Ïóñòü V � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå P2 × P2 ⊂ P8 (âëîæåíèå
Ïëþêêåðà). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî òðè êëàññà (ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) òàêèõ ìíîãîîáðàçèé V : íåîñî-
áîå, èìåþùåå îäíó îáûêíîâåííóþ äâîéíóþ òî÷êó, è ïðèâî-
äèìîå, èìåþùåå äâå êîìïîíåíòû. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðà-
çèå V íîðìàëüíî, åñëè îíî íåïðèâîäèìî.

5. Ïóñòü Y � òðåõìåðíîå íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü f :
X → Y � ðàçäóòèå íåîñîáîé êðèâîé C ⊂ Y . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî, à Y òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ. Äî-
êàæèòå, ÷òî êðèâàÿ C íåîñîáà è ðàöèîíàëüíà, à äèâèçîð
−KY ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Óêàçàíèå: Ïðèìåíèòå òåîðå-
ìó î êîíóñå íà X è íàéäèòå êðèâóþ, îòðèöàòåëüíî ïåðåñå-
êàþùóþñÿ ñ èñêëþ÷èòåëüíûì äèâèçîðîì E = f−1(C).

6. Êàêèå óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.5.1 íàðóøàþòñÿ äëÿ
ìíîãîîáðàçèé äåëü Ïåööî ñòåïåíè ≤ 3?

7. Äîêàæèòå, ÷òî èìåþòñÿ ñëåäóþùèå äâà àíàëîãà êîíñòðóê-
öèè èç çàìå÷àíèÿ 3.6.7 (àíàëîã äëÿ ãðóïïû èêîñàýäðà ñì.
â ïðèìåðå 13.5.1).
(a) Áèíàðíàÿ ãðóïïà òåòðàýäðà Tet ⊂ SL2(C) èìååò äâà ïî-

ëóèíâàðèàíòà hi = x4
1± 2
√

3x2
1x

2
2 +x4

2 ∈M4. Çàìûêàíèå
îðáèòû PSL2(C) · [hi] ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé êâàäðèêîé.

(b) Áèíàðíàÿ ãðóïïà äèýäðà D3 ⊂ SL2(C) èìååò äâà ïî-
ëóèíâàðèàíòà hi = x3

1 ± x3
2 ∈ M3. Çàìûêàíèå îðáèòû

PSL2(C) · [hi] ñîâïàäàåò ñ P(M3) = P3.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îïèøèòå PSL2(C)-îðáèòû ðàçìåðíîñòè
≤ 2.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Gr(2,M4) ∩ P(M6) â çàìå÷à-
íèè 3.6.7 íåîñîáî (è èìååò ïðàâèëüíóþ ðàçìåðíîñòü). Îïè-
øèòå PSL2(C)-îðáèòû ðàçìåðíîñòè ≤ 2 íà ýòîì ìíîãîîáðà-
çèè.

9. Ïóñòü X = X5 ⊂ P6 � ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî ñòåïåíè 5.
Äîêàæèòå, ÷òî ñõåìà Ãèëüáåðòà F1(X) ïðÿìûõ íà X íåïðè-
âîäèìà è èçîìîðôíà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî ÷åðåç îáùóþ òî÷êó X ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå. Óêàçà-
íèå: Âîñïîëüçóéòåñü êîíñòðóêöèåé (3.6.4) è ïîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìûå íà X, ïåðåñåêàþùèå äàííóþ, ïàðàìåòðèçóþòñÿ ðà-
öèîíàëüíîé êðèâîé è îáùèå òàêèå êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî
îäíîé òî÷êå.

10. Îïèøèòå ñõåìó Ãèëüáåðòà F1(X) ïðÿìûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ
äåëü Ïåööî ñòåïåíè ≥ 6.
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11. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî ñòå-
ïåíè d ≤ 4 (ò.å. ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ðàçìåðíîñòè n èíäåêñà
n− 1) èìåþò òî æå îïèñàíèå, êàê è 1.1o� 1.4o òàáëèöû 1.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðàçìåðíîñòè n ≥ 4 èí-
äåêñà n− 1 è ñòåïåíè d ≥ 6 èçîìîðôíî P2 × P2.

13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X ÿâëÿ-
åòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì äðóãîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî Y .
Îïèøèòå âñå âîçìîæíîñòè äëÿ òàêèõ íàêðûòèé.
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4. Áàçèñíûå òî÷êè â àíòèêàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå

Â ýòîé ëåêöèè ìû çàäàäèìñÿ âîïðîñîì î òîì, êîãäà àíòèêàíî-
íè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | íà ìíîãîîáðàçèè Ôàíî èìååò áà-
çèñíûå òî÷êè. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ìíîãîîáðàçèÿ ñ ÷èñëîì
Ïèêàðà 1, òî îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ.

4.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ
ρ(X) = 1. Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | íå èìååò áàçèñíûõ òî-
÷åê.

Îäíàêî, òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ áàçèñíûìè òî÷êàìè
â ëèíåéíîé ñèñòåìå |−KX | ñóùåñòâóþò, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé
ïðèìåð.

4.2. Ïðèìåð. Ïóñòü Y � ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 è
ïóñòüM := −1

2
KY . Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå π : Y 99K

P2, çàäàííîå ëèíåéíîé ñèñòåìîé |M |. Îáùèé ñëîé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ
� íåîñîáàÿ êðèâàÿ ðîäà 1. Ïóñòü B ⊂ Y � ëþáîé íåîñîáûé ñëîé è
ïóñòü ϕ : X → Y � ðàçäóòèå ñ öåíòðîì B. Îáîçíà÷èì M̄ := ϕ∗M è
ïóñòü D := ϕ−1(B) � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. ßñíî, ÷òî êðèâàÿ B
ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî-ñõåìíûì ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ýëåìåíòîâM1,M2 ∈
|M |. Ïîýòîìó ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |M̄−D| � ïó÷îê áåç áàçèñíûõ òî÷åê.
Èìååì KX = −2M̄ + D. Ïî êðèòåðèþ îáèëüíîñòè Êëåéìàíà 14.1.1
äèâèçîð

−KX ∼ (M̄ −D) + M̄

îáèëåí, ò.å. X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.9.3),
ïîëó÷àåì

(−KX)3 = (2M̄ −D)3 = 8− 6 + 2 = 4.

Çíà÷èò, X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1 ðîäà 3 ñ ρ(X) = 2.*

Íà X èìååòñÿ ðîâíî äâà ýêñòðåìàëüíûõ ñòÿãèâàíèÿ: áèðàöèî-
íàëüíûé ìîðôèçì ϕ : X → Y è ìîðôèçì ψ : X → P1, çàäàí-
íûé ëèíåéíîé ñèñòåìîé |M̄ − D|. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ψ : X → P1

ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1. Ïóñòü
Ω ∈ |M̄−D| � îáùèé ñëîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Òàê êàê −KX−Ω ∼ M̄ ,
òî ïî òåîðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà îá îáðàùåíèè â íóëü èìååì

H1(X, OX(−KX − Ω)) = 0.

Çíà÷èò, ïî ëåììå 3.1.2

Ω ∩ Bs |−KX | = Bs |−KΩ|.

*Íàïîìíèì, ÷òî ðîäîì òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X íàçûâàåòñÿ öåëîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî g(X) = 1

2 (−KX)3 + 1 (ñì. 1.8.2)
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Òàê êàê íà Ω ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KΩ| èìååò åäèíñòâåííóþ áàçèñíóþ
òî÷êó P = Bs |−KΩ|, òî ìíîæåñòâî Bs |−KX | � êðèâàÿ Z = ϕ−1(P ),
ÿâëÿþùàÿñÿ ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ ψ : X → P1.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ Bs |−KX | 6= ∅ è ïðîèç-
âîëüíûì ÷èñëîì Ïèêàðà íåìíîãî. Ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü òàêèå
ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíîñòüþ:

4.3. Òåîðåìà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî òà-
êîå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | èìååò áàçèñíûå òî÷êè. Òîãäà
X èëè èçîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ F × P1, ãäå F � ïîâåðõíîñòü äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 1, èëè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì èç ïðèìåðà 4.2.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 4.1 è 4.3 ïîñâÿùåíà âñÿ ëåêöèÿ. Ïåðâûé
øàã â äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ òåîðåì � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ôàêòîâ î ïîâåðõíîñòÿõ òèïà K3 (ñì. ðàçäåë 16).

4.4. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôà-
íî ðîäà g = g(X) è ïóñòü S ∈ |−KX | � íåîñîáûé äèâèçîð. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | èìååò áàçèñíûå òî÷êè.
Òîãäà

(4.4.1) OS(−KX) = OS(Z + gC), g ≥ 3,

ãäå Z � ãëàäêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ (−2)-êðèâàÿ íà S, à C � ñëîé ýëëèï-
òè÷åñêîãî ïó÷êà áåç áàçèñíûõ òî÷åê íà S è Z ·C = 1. Â ÷àñòíîñòè,

(4.4.2) −KX · C = 1, ι(X) = 1 è −KX · Z = g − 2.

Áîëåå òîãî, Bs |−KX | = Z (êàê ñõåìà). Îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ
Φ|−KX | : X 99K Pg+1 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè
(ñì. ðàçäåë 15)

W = Wg ⊂ Pg+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî S � ïîâåðõíîñòü òèïà K3
(ñì. ïðåäëîæåíèå 1.5.1). Ïóñòü A := −KX |S. Òîãäà ïó÷îê OS(A) =
OS(−KX) îáèëåí íà S è A2 = 2g − 2. Òàê êàê H1(X, OX) = 0, òî ïî
ëåììå 3.1.2

Bs |A| = S ∩ Bs |−KX | = Bs |−KX |.
Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 16.5 èìååì |A| = Z + m|C|, ãäå Z è C � òàêèå
êàê â (4.4.1), à m ≥ 3 ïîñêîëüêó

−2 +m = (Z +mC) · Z = A · Z = −KX · Z > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, |−KX | èìååò åäèíñòâåííóþ áàçèñíóþ êðèâóþ Z è
íå èìååò äðóãèõ áàçèñíûõ òî÷åê, ïîñêîëüêó èõ íå èìååò ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà |mC| íà S. Äàëåå,

2g − 2 = (−KX)3 = A2 = (Z +mC)2 = −2 + 2m.
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Îòñþäà g = m. Îãðàíè÷åíèå ΦS îòîáðàæåíèÿ Φ íà ïîâåðõíîñòü S
ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì, çàäàííûì ëèíåéíîé ñèñòåìîé |gC|. Ýòà ëè-
íåéíàÿ ñèñòåìà ñîñòàâëåíà èç ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà |C|, ïîýòîìó ΦS

ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

ΦS : S
Φ|C|−−−−−→ P1

Φ|OP1 (g)|
−−−−−−−−→ Λ ⊂ Pg,

ãäå Λ ⊂ Pg � ðàöèîíàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè g. Íî ýòà
êðèâàÿ Λ = ΦS(Z) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñå÷åíèå W = Φ(S) ãè-
ïåðïëîñêîñòüþ â Pg+1, ñîîòâåòñòâóþùåé äèâèçîðó S. Ñëåäîâàòåëüíî,
dim(W ) = 2 è degW = g. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïóñòü σ : X̃ → X � ðàçäóòèå êðèâîé Z, ïóñòü E := σ−1(Z) �
èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð è ïóñòü S̃ ⊂ X̃ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç
ïîâåðõíîñòè S. Òîãäà E ñ ïðîåêöèåé íà Z � ðàöèîíàëüíàÿ ëèíåé-
÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü èçîìîðôíàÿ Fe äëÿ íåêîòîðîãî e ≥ 0. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Σ èñêëþ÷èòåëüíóþ êðèâóþ � ñå÷åíèå E ' Fe è ÷åðåç Υ �
åå ñëîé. Ïîëîæèì H∗ := σ∗(−KX). Èìååì −KX̃ ∼ H∗ − E ∼ S̃.
Èç (1.9.3) ïîëó÷àåì

(4.4.3) H∗3 = 2g − 2, H∗2 · E = 0, H∗ · E2 = 2− g, E3 = 4− g.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

δ := Φ|−KX | ◦ σ : X̃ 99999K Pg+1.

Îíî çàäàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé

|S̃| = |−KX̃ | = |H
∗ − E|,

êîòîðàÿ íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê, ïîñêîëüêó êðèâàÿ Z ÿâëÿåòñÿ
ñõåìíûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì ëèíåéíîé ñèñòåìû |−KX |. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äèâèçîð −KX̃ = H∗ − E ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è δ � ìîð-
ôèçì. Åãî îáùèé ñëîé ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåïðèâîäèìîé ãëàä-
êîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Äåéñòâèòåëüíî, ñðåäè ñëîåâ ìîðôèçìà δ
ñîäåðæàòñÿ ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû êðèâûõ èç ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷-
êà |C| íà S. Òàêèì îáðàçîì, èìååì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

X̃
σ

��

δ

��
X

Φ // W = Wg ⊂ Pg+1

4.4.4. Ëåììà. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(4.4.5) −KX̃ |E ∼ Σ +
g + e

2
Υ, g ≥ e.
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Â ÷àñòíîñòè, g ≡ e mod 2. Äàëåå, îãðàíè÷åíèå δ íà E ÿâëÿåò-
ñÿ áèðàöèîíàëüíûì ìîðôèçìîì, ïåðåâîäÿùèì ñëîè ëèíåé÷àòîé ïî-
âåðõíîñòè E â ïðÿìûå íà W = Wg ⊂ Pg+1. Ñëåäîâàòåëüíî, W =
Wg ⊂ Pg+1 � ëèáî íåîñîáàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü (â ñëó÷àå, êî-
ãäà g > e), ëèáî êîíóñ íàä ðàöèîíàëüíîé íîðìàëüíîé êðèâîé (åñëè
g = e).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð ðàç-
äóòèÿ, òî

E = PZ
(
N ∨
Z/X

)
, OE(E) ' OPZ

(
N ∨
Z/X

)(−1).

Îòñþäà

−KX̃ |E = (H∗ − E)|E ∼ Σ + aΥ

äëÿ íåêîòîðîãî a. Èñïîëüçóÿ (4.4.3), âû÷èñëÿåì:

−e+ 2a = (Σ + aΥ)2 = (H∗ − E)2 · E = g.

Îòñþäà ïîëó÷àåì (4.4.5), à òàêæå deg δ = 1 ïîñêîëüêó degW = g.
Òàê êàê (H∗−E)|E ∼ Σ+aΥ, òî ñëîè ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè E = Fe
ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå ïðè îòîáðàæåíèè, çàäàííîì ëèíåéíîé ñèñòåìîé
|H∗ − E|. Ïîýòîìó W � èëè íåîñîáàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü, èëè
êîíóñ íàä ðàöèîíàëüíîé íîðìàëüíîé êðèâîé. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1. Â ýòîì ñëó÷àå ρ(X̃) = 2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ρ(W ) = 1 è ïîýòîìó W = Wg ⊂ Pg+1 � êîíóñ íàä
ðàöèîíàëüíîé íîðìàëüíîé êðèâîé ñòåïåíè g ≥ 3. Ïóñòü l ⊂ W �
ïðÿìàÿ-îáðàçóþùàÿ êîíóñà è ïóñòü w0 ∈ W � åãî âåðøèíà. Òîãäà
gl � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè W è ïîýòîìó −KX̃ ∼ δ∗(gl).

Òàê êàê Pic(X̃) = Z·(−KX̃)⊕Z·E â íàøåì ñëó÷àå, òî ëþáîé äèâèçîð

D̃ íà X̃, íå ïåðåñåêàþùèé îáùèé ñëîé ìîðôèçìà δ, ïðîïîðöèîíàëåí
−KX̃ , ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì äèâèçîðà íàW . Â ÷àñòíîñòè,

îáðàç D̃ íå ìîæåò áûòü òî÷êîé. Ñëåäîâàòåëüíî, dim δ−1(w0) = 1. Ïî

òåîðåìå Áåðòèíè äëÿ îáùåãî âûáîðà l çàìûêàíèå F̃ := δ−1(l \ {w0})
ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé ïîâåðõíîñòüþ. Íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå
Ũ := X̃ \δ−1(w0) èìååò ìåñòî ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü δ∗(gl) ∼ gF̃ .
Ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü åå íà âñå ìíîãîîáðàçèå X̃:

−KX̃ ∼ δ∗(gl) ∼ gF̃ .

Íî òîãäà −KX = −σ∗KX̃ äåëèòñÿ íà g. Çíà÷èò, ι(X) ≥ g > 1. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò (4.4.2), ñëåäîâàòåëüíî, è äîêàçûâàåò òåîðåìó 4.1. �

Òåïåðü ìû ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.3.

4.4.6. Ëåììà. Äèâèçîð E îòíîñèòåëüíî îáèëåí íàä W .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ïî îòíîñè-
òåëüíîé âåðñèè êðèòåðèÿ îáèëüíîñòè Êëåéìàíà E · z ≤ 0 äëÿ íåêî-
òîðîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà z ∈ NE(X̃/W ). Çíà÷èò

σ∗(−KX) · z = (E −KX̃) · z = E · z ≤ 0.

Òàê êàê σ � ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå, òî σ∗(−KX)·z = 0 è z ∼∼∼ α[Υ],
ãäå Υ � ñëîé E ' Fe, a α > 0. Íî òàê êàê −KX̃ · Υ > 0, òî ýëåìåíò

z íå ìîæåò ëåæàòü â NE(X̃/W ). Ïðîòèâîðå÷èå. �

4.4.7. Ëåììà. Ëþáîé ñëîé ìîðôèçìà δ íàä òî÷êîé w ∈ W \
Sing(W ) ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé íåïðèâîäèìîé êðèâîé àðèôìåòè÷å-
ñêîãî ðîäà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X̃w � ñõåìíûé ñëîé ìîðôèçìà δ íàä
òî÷êîé w ∈ W \ Sing(W ).

Åñëè N ⊂ X̃w � äâóìåðíàÿ êîìïîíåíòà, òî ïåðåñå÷åíèå E ∩ N
íåïóñòî ïî ëåììå 4.4.6 è ýòî ìíîæåñòâî äîëæíî áûòü ñòÿãèâàåìîé íà
E êðèâîé, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, äîëæíà áûòü èñêëþ÷èòåëüíûì
ñå÷åíèåì Σ ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè E = Fe → Z. Ñëåäîâàòåëüíî,W
� êîíóñ ñ âåðøèíîé â w. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ
w ∈ W \ Sing(W ).

Çíà÷èò, âñå ñëîè íàä ãëàäêèìè òî÷êàìè w ∈ W îäíîìåðíû.
Òîãäà ñëîé X̃w ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì â X̃. Â
÷àñòíîñòè, X̃w íå èìååò âëîæåííûõ êîìïîíåíò. Åñëè X̃w ⊂ S̃, òî
E · X̃w = (Z · σ(X̃w))S = 1. Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå X̃ íåîñîáî, òî
ìîðôèçì δ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì íàä W \ Sing(W ) (ñì., íàïð., [45, òåî-
ðåìà 23.1]). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî E · X̃w = 1 èìååò ìåñòî äëÿ
ëþáîé òî÷êè w ∈ W \ Sing(W ). Òàê êàê äèâèçîð E îòíîñèòåëüíî
îáèëåí, òî ñëîé X̃w íåïðèâîäèì è ïðèâåäåí. Òàê êàê KX̃ · X̃w = 0, òî

pa(X̃w) = 1. �

4.5. Ëåììà. Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

(4.5.1) −KX̃ = D̃ +
g + e

2
F̃ , g ≥ e, g ≥ 3,

ãäå D̃ � ïðîñòîé äèâèçîð ñ íîñèòåëåì â δ−1(δ(Σ)), à F̃ � ñëîé íàä
ïðÿìîé δ(Υ), ò.å.

F̃ := δ−1(δ(Υ) \ δ(Σ)),

ïðè÷åì dim |F̃ | > 0 è F̃ � íåïðèâîäèìàÿ ïîâåðõíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì l := δ(Υ) è ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùèé äèâèçîð íà W :

Θ :=

{
δ(Σ) åñëè δE : E → W � èçîìîðôèçì,

0 åñëè W � êîíóñ.
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Ïî êîíñòðóêöèè äèâèçîð −KX̃ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì êëàñ-
ñà ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ L ïîâåðõíîñòè W = Wg ⊂ Pg+1, ïðè÷åì

L ∼ Θ + g+e
2
l. Íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå U := X̃ \ D̃ èìååò ìåñòî

ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü δ∗L ∼ g+e
2
F̃ . Ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü åå

íà âñå ìíîãîîáðàçèå X̃:

−KX̃ ∼ δ∗L = D̃ +
g + e

2
F̃ ,

ãäå D̃ � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð ñ íîñèòåëåì â δ−1(δ(Σ)). Îãðàíè-
÷èì ýòî ðàâåíñòâî íà E. Òàê êàê äèâèçîð E ÿâëÿåòñÿ δ-îáèëüíûì,
òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ïðàâîé ÷àñòè ïåðåñåêàåò E. Ïî êîíñòðóêöèè
Supp(D̃ ∩ E) = Σ è Supp(F̃ ∩ E) = Υ. Ñðàâíèâàÿ ñ (4.4.5), ïîëó÷èì
D̃ ∩ E = Σ è F̃ ∩ E = Υ (ïåðåñå÷åíèÿ â ñõåìíîì ñìûñëå). Ïîýòîìó
äèâèçîð D̃ íåïðèâîäèì è âûñåêàåò íà E èñêëþ÷èòåëüíîå ñå÷åíèå Σ.
Ïî ïîñòðîåíèþ äèâèçîð F̃ âàðüèðóåòñÿ â ñåìåéñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî,
dim |F̃ | > 0. �

4.5.2. Ñëåäñòâèå. Åñëè W ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, òî ñëîé δ íàä
âåðøèíîé w0 ∈ W äâóìåðåí.

4.5.3. Ñëåäñòâèå. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

(4.5.4) −KX = D +
g + e

2
F, g ≥ e, g ≥ 3,

ãäå F := σ(F̃ ), dim |F | > 0, à D := σ(D̃) � ïðîñòîé äèâèçîð òàêîé,
÷òî D ∩ S = Z. Áîëåå òîãî, äëÿ îáùåãî ýëåìåíòà S ∈ |−KX | ïå-
ðåñå÷åíèå F ∩ S = C � ýëåìåíò ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà è ïîýòîìó
F · C = 0.

4.6. Ëåììà. Åñëè äèâèçîð D ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì,
òî X ' Y × P1, ãäå Y � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î êîíóñå ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëü-
íûé ëó÷ R òàêîé, ÷òî F ·R > 0. Ïóñòü ϕ : X → Y � åãî ñòÿãèâàíèå.
Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìèíèìàëüíîé ýêñòðåìàëüíîé êðèâîé ` èìååì
(ñì. òåîðåìó 14.7)

3 ≥ −KX · ` = µ(R) = D · `+
g + e

2
F · ` ≥ g + e

2
≥ 2.

ãäå µ(R) � äëèíà ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à R. Òàê êàê g ≥ 3 è D · ` ≥ 0,
òî F · ` = 1 è g + e ≤ 6.

Åñëè g+ e > 4, òî g+ e = 6 è D · ` = 0. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå
µ(R) = 3. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé 14.7, ëó÷
R èìååò òèï D3 è äèâèçîð D ÿâëÿåòñÿ ñëîåì ñòÿãèâàíèÿ ϕ. Â ÷àñò-
íîñòè, dim |D| > 0 è Bs |D| = ∅. Íî òîãäà êðèâàÿ Z = D ∩S äîëæíà
áûòü ïîäâèæíîé íà S. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Çíà÷èò, g + e = 4 è ëó÷ R ìîæåò èìåòü òèï D2, D3, C2 èëè B2

(ïî òåîðåìå 14.7 òàê êàê µ(R) ≥ 2). Âûáåðåì äâà îáùèõ ýëåìåíòà
F1, F2 ∈ |F |. Òîãäà ïåðåñå÷åíèÿ Fi∩S � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ýëëèï-
òè÷åñêîãî ïó÷êà |C| è ïîýòîìó F1 ∩ F2 ∩ S = ∅. Òàê êàê S ∈ |−KX |
� îáèëüíûé äèâèçîð, òî F1 ∩F2 = ∅. Åñëè ϕ èìååò äâóìåðíûé ñëîé
N , òî F1 ∩ F2 ∩ N 6= ∅ (ïîñêîëüêó äèâèçîðû F1 è F2 îáèëüíû îò-
íîñèòåëüíî ϕ). Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî R èìååò òèï C2, ò.å.
ϕ ÿâëÿåòñÿ P1-ðàññëîåíèåì íàä íåîñîáîé ïîâåðõíîñòüþ Y . Ïðè ýòîì
F1 è F2 � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñå÷åíèÿ. Òîãäà X ' Y × P1. ßñíî, ÷òî
Y � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî è K2

Y = 1 ïîñêîëüêó Bs |−KY | 6= ∅. �

Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äèâèçîð D íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî
ýôôåêòèâíûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ R òàêîé, ÷òî
D · R < 0. Ïóñòü ϕ : X → Y � åãî ñòÿãèâàíèå. Òîãäà ϕ áèðàöèî-
íàëüíî è åãî èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð ñîâïàäàåò ñ D. Ïî êðèòåðèþ
îáèëüíîñòè Êëåéìàíà (ñì. çàäà÷ó 2) äèâèçîð

−2KX −D = −KX +
g + e

2
F

îáèëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êîäàèðû îá îáðàùåíèè â íóëü

H1(X,OX(−KX −D)) = 0.

Òîãäà ïî ëåììå 3.1.2 ïîëíàÿ îáèëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |OD(−KX)|
íà D èìååò êðèâóþ Z ñâîåé íåïîäâèæíîé êîìïîíåíòîé.

Ñíîâà, ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé (òåîðå-
ìà 14.7), ïîâåðõíîñòü D èçîìîðôíà P2 èëè êâàäðàòè÷íîìó êîíó-
ñó, èëè ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé ìèíèìàëüíîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ.
Îáèëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íà òàêîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò èìåòü áà-
çèñíûå òî÷êè òîëüêî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå è åñëè ïðè ýòîì ïîâåðõ-
íîñòü íåðàöèîíàëüíà [101, ãë. V, òåîðåìà 2.17]. Òàêèì îáðàçîì, D
� ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü íàä íåðàöèîíàëüíîé êðèâîé. Â ÷àñòíî-
ñòè, R èìååò òèï B1, ò.å. Y íåîñîáî è ϕ ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì íåîñîáîé
íåðàöèîíàëüíîé êðèâîé B ⊂ Y . Òîãäà Y � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî (ñì.
çàäà÷ó 5, ñòð. 67).

Äëÿ ñëîÿ ` ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè D/B èìååì −KX · ` = 1 è
D · ` = −1. Èç (4.5.4) ïîëó÷àåì F · ` = 1 è g + e = 4. Îòñþäà g ≤ 4.
Òàê êàê g ≥ 3, òî g > e è ïîýòîìó E ' W (ñì. ëåììó 4.4.4). Òîãäà
δ(D̃) = δ(Σ) � êðèâàÿ è D̃ → δ(D̃) � ýëëèïòè÷åñêîå ðàññëîåíèå (ñì.
ëåììó 4.4.7). Ñëåäîâàòåëüíî, B := ϕ(D) íåîñîáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ
êðèâàÿ. Ìû òàêæå èìååì −KX · Z = g − 2. Òàê êàê Z � íåîñîáàÿ
ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ íà D, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñëîåì ëèíåé-
÷àòîé ïîâåðõíîñòè D. Ïîýòîìó D · Z = −1 è −KX · Z = 1 = g − 2
(ñì. (4.4.2)), ò.å. g = 3 è e = 1. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.9.3), ìû
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ìîæåì çàïèñàòü

4 = 2g−2 = (−KX)3 = (−KY )3+2g(B)−2+2KY ·B = (−KY )3+2KY ·B.
Èç (4.5.4) ñëåäóåò, ÷òî −KY = ϕ∗(−KX) = 2M , ãäåM := φ∗F . Òàêèì
îáðàçîì, èíäåêñ ι(Y ) ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî Y ÷åòåí è

2M3 = 1 +M ·B.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî M íå äåëèòñÿ íà 2 è ïîýòîìó ι(Y ) = 2.

Ðàññìîòðèì äâà îáùèõ ýëåìåíòà F1, F2 ∈ |F | è ïóñòüMi := ϕ(Fi).
Òîãäà B ⊂ M1 ∩M2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, M1 ∩M2 � êðèâàÿ àðèô-
ìåòè÷åñêîãî ðîäà 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî B = M1 ∩ M2 è òîãäà
M · B = M3 = 1. Ïîëó÷àåì ñëó÷àé èç ïðèìåðà 4.2. Òåîðåìà 4.3
ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî òðåõìåðíûå îñîáûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî (ñ êàíî-
íè÷åñêèìè ãîðåíøòåéíîâûìè îñîáåííîñòÿìè) êëàññèôèöèðîâàíû â
ðàáîòå [24].

Çàäà÷è. 1. Ïóñòü X = Y × P1, ãäå Y � ïîâåðõíîñòü äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 1. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX |
èìååò áàçèñíûå òî÷êè.

2. ÏóñòüX � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü |F |� ëè-
íåéíàÿ ñèñòåìà íà X ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè, íå èìå-
þùàÿ íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò. Äîêàæèòå, ÷òî äèâèçîð F
÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü êëàññè-
ôèêàöèåé ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé 14.7.

3. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå
òàêîå, ÷òî àíòèêàíîíè÷åñêèé êëàññ −KX ÷èñëåííî ýôôåê-
òèâåí è îáúåìåí (îáîáùåííîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî). Ïóñòü
(−KX)3 = 2 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX |
ñîäåðæèò íåîñîáóþ ïîâåðõíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî |−KX | çà-
äàåò ìîðôèçì

Φ|−KX | : X −−−→ P3

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì â îáùåé òî÷êå è èìååò ñòå-
ïåíü 2.
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5. Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî

5.1. Îïðåäåëåíèå. Òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X íàçûâà-
åòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì, åñëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | íå èìååò
áàçèñíûõ òî÷åê (è çàäàåò ìîðôèçì), íî íå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü îáèëüíîé.

Íàïðèìåð, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.2.4 (i) ìíîãîîáðàçèå äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 1 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì. Òåðìèí �ãèïåðýë-
ëèïòè÷åñêîå Ôàíî� ïîÿñíÿåò ñëåäóþùèé ëåììà 5.2 íèæå.

Âíà÷àëå íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå 2.1 è ïðåäëîæåíèþ 1.5.1 íà
ëþáîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè Ôàíî X ðîäà g îáùèé ýëåìåíò S ∈
|−KX | ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé ïîâåðõíîñòüþ òèïà K3. Åñëè æå ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà |−KX | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê, òî ïåðåñå÷åíèå C = S1 ∩S2

îáùèõ ýëåìåíòîâ S1, S2 ∈ |−KX | ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé êðèâîé ðîäà g è
ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ KC = −KX |C .

5.2. Ëåììà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X òà-
êîå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) X ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì,
(ii) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò S ∈ |−KX |, ÿâëÿþùèéñÿ íåîñîáîé ãè-

ïåðýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ òèïà K3 (îòíîñèòåëüíî
ïîëÿðèçàöèè OS(−KX), ñì. òåîðåìó 16.8),

(iii) ñóùåñòâóþò, ýëåìåíòû H1, H2 ∈ |−KX | ïåðåñå÷åíèå êîòî-
ðûõ ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Áîëåå òîãî, ýêâèâàëåíòíîñòü ñîõðàíèòñÿ, åñëè â (ii) è (iii) �ñóùå-
ñòâóåò� çàìåíèòü íà �ëþáîé íåîñîáûé�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèè (iii) =⇒ (ii) =⇒ (i) î÷åâèä-
íûì îáðàçîì ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé è ñþðúåêòèâíîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé îãðàíè÷åíèÿ. Äîêàæåì (i) =⇒ (ii). Åñëè
ïîâåðõíîñòü S òèïà K3 íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé, òî ñîãëàñíî
òåîðåìå 16.8 (i) ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà R(S,−KX |S) ïîðîæäàåòñÿ
ñâîåé êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1. Òàê êàê

H1(X, OX(−mKX)) = 0 ∀m ≥ 0,

òî ïî òåîðåìå 3.3.9 òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ àëãåáðû R(X,−KX).
Çíà÷èò, äèâèçîð −KX î÷åíü îáèëåí. Äîêàçàòåëüñòâî (ii) =⇒ (iii)
àíàëîãè÷íî è èñïîëüçóåò òåîðåìó Ì. Í¼òåðà î êàíîíè÷åñêèõ êðè-
âûõ 16.1. �

5.3. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X ðîäà g. Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | çàäàåò
êîíå÷íûé äâóëèñòíûé ìîðôèçì Φ = Φ|−KX | : X → Y ⊂ Pg+1 íà ñâîé
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îáðàç Y = Φ(X). Ïðè ýòîì îáðàç Y ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ìèíè-
ìàëüíîé ñòåïåíè (ñì. ðàçäåë 15). Åñëè ι(X) = 1, òî ìíîãîîáðàçèå
Y íåîñîáî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ

H0(X, OX(−KX)) −−−→ H0(S, OS(−KX))

ñþðúåêòèâíî. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 16.8 è ëåììå 5.2 ìîðôèçì

Φ|−KX | : X −−−→ Y ⊂ Pg+1

íå ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì íà ñâîé îáðàç. Èìååì

2g − 2 = (−KX)3 = (deg Φ) · (deg Y ),

ãäå deg Φ ≥ 2 è deg Y ≥ g + 1 − 3 + 1 ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 15.1.
Îòñþäà deg Φ = 2 è deg Y = g − 1.

Äîêàæåì íåîñîáîñòü Y . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ìíîãî-
îáðàçèå Y îñîáî. Â ÷àñòíîñòè, X 6' P3 è ïîýòîìó g = g(X) ≥ 3.
Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè íîðìàëüíî (ñì.
ïðåäëîæåíèå 15.4).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé dim Sing(Y ) = 1. Òîãäà Sing(Y ) = L� ïðÿìàÿ
è Y � êîíóñ ñ âåðøèíîé L íàä ðàöèîíàëüíîé íîðìàëüíîé êðèâîé
C = Cg−1 ⊂ Pg−1 (ñì. ïðåäëîæåíèå 15.4). Íåñëîæíî âû÷èñëèòü, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà Cl(Y ) ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì ïëîñêîñòè Π ⊂ Y
(ñì. óïðàæíåíèå 2, ñòð. 84). Òàê êàê Φ � äîìèíàíòíûé êîíå÷íûé
ìîðôèçì, òî èìååòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå

Φ∗ : Z ' Cl(Y ) −−−→ Cl(X) = Pic(X),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, ïîñêîëüêó åãî îáðàç íå ìîæåò áûòü
ãðóïïîé êðó÷åíèÿ. Ïðè ýòîì −KX = Φ∗HY , ãäå HY � êëàññ ãè-
ïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ Y . Ïîäñ÷åò ñòåïåíåé äàåò íàì HY ∼ (g − 1)Π.
Çíà÷èò, −KX ∼ (g − 1)Φ∗Π, ò.å. ι(X) ≥ g − 1 ≥ 2. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim Sing(Y ) = 0. Òîãäà Sing(Y ) = {o} � òî÷êà
è Y � êîíóñ ñ âåðøèíîé o íàä íåîñîáîé ðàöèîíàëüíîé ëèíåé÷àòîé
ïîâåðõíîñòüþ S = Sg−1 ⊂ Pg èëè íàä ïîâåðõíîñòüþ Âåðîíåçå S =
S4 ⊂ P5 (ñíîâà ïî ïðåäëîæåíèþ 15.4). Âî âòîðîì ñëó÷àå, êàê è
âûøå, ïîëó÷àåì ι(X) > 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà S = Sg−1 ⊂ Pg
� íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå Y
ñîäåðæèò ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõñÿ òîëüêî â âåðøèíå
o. Èõ ïðîîáðàçû íàX ïåðåñåêàþòñÿ ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó Φ−1(o).
Íî ýòî íåâîçìîæíî íà íåîñîáîì ìíîãîîáðàçèè. �

5.4. Òåîðåìà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ ρ(X) = 1. Òîãäà X � îäíî èç ñëåäóþùèõ:

(i) ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1;
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(ii) ι(X) = 1, g(X) = 2, X = X6 ⊂ P(14, 3) � ãèïåðïîâåðõíîñòü
ñòåïåíè 6;

(iii) ι(X) = 1, g(X) = 3, X = X2·4 ⊂ P(15, 2) � ïåðåñå÷åíèå êâàä-
ðàòè÷íîãî êîíóñà è ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíè 4. Â ýòîì
ñëó÷àå X ìîæíî çàäàòü â P(15, 2) ñëåäóþùèìè óðàâíåíè-
ÿìè:

φ2(x0, . . . , x4) = φ4(x0, . . . , x4, y) = 0, deg xi = 1, deg y = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.2.1, ïðè ι(X) > 1
ìû ïîëó÷àåì ñëó÷àé (i). Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ι(X) = 1. Ïóñòü Y ⊂ Pg+1 � àíòèêàíîíè÷åñêèé îáðàç X, ãäå g :=
g(X). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.3, Y = Yg−1 ⊂ Pg+1 � íåîñîáîå ìíîãîîá-
ðàçèå ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè. Åñëè ρ(Y ) > 1, òî èç ïðåäëîæåíèÿ 15.4
ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Y èìååò ñòðóêòóðó P2-ðàññëîåíèÿ íàä P1.
Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå X èìååò ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì íà êðèâóþ.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ρ(X) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(Y ) = 1. Ñíîâà èç ïðåäëîæåíèÿ 15.4 ñëåäóåò,
÷òî ìíîãîîáðàçèå Y èçîìîðôíî èëè ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó P3

èëè íåîñîáîé êâàäðèêå Y2 ⊂ P4.
Â ñëó÷àå Y ' P3 ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà (1.11.3) äèâèçîð âåòâëåíèÿ

B ⊂ P3 � ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 6, à â ñëó÷àå Y = Y2 ⊂ P4 äèâèçîð
âåòâëåíèÿ B âûñåêàåòñÿ íà Y2 ⊂ P4 ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ñòåïåíè 4.
Äàëåå, êàê è â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé äåëü Ïåööî ñòðîèòñÿ âëîæåíèå
X âî âçâåøåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. �

Â ñëó÷àå ρ(X) > 1 ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî òàê-
æå ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäñòâèÿ 5.3
è ïðåäëîæåíèÿ 15.3. Ìû âîñïðîèçâåäåì ýòó êëàññèôèêàöèþ íèæå.
Íàø ïîäõîä íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò [82, ãë. 2, òåîðåìà 2.2] è îñíîâàí
íà ìåòîäå ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé [52].

5.5. Òåîðåìà ([82, ãë. 2, òåîðåìà 2.2]). Ïóñòü X � òðåõìåðíîå
ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðîäà g := g(X) ñ ρ(X) > 1.
Òîãäà X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ íåîñîáîãî
ðàöèîíàëüíî-ëèíåé÷àòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Y = PP1(E ), ãäå

(5.5.1) E = OP1(d1)⊕ OP1(d2)⊕ OP1(d3), di > 0

ñ âëîæåíèåì

Φ|OP(E )(1)| : Y ↪−−−→ Pg+1,

çàäàííûì òàâòîëîãè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé |M | = |OP(E )(1)|, ãäå

(5.5.2) g = d1 + d2 + d3 + 1.
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Äèâèçîð âåòâëåíèÿ B ⊂ Y íàêðûòèÿ Φ : X → Y ïðèíàäëåæèò
ëèíåéíîé ñèñòåìå

(5.5.3) |4M + 2(2− d1 − d2 − d3)F | ,
ãäå F � ñëîé ïðîåêöèè π : Y = PP1(E )→ P1.

Èìåþò ìåñòî òîëüêî ñëó÷àè â òàáëèöå 2. Âñå ýòè ñëó÷àè ðå-
àëèçóþòñÿ.

Òàáëèöà 2. Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå òðåõìåðíûå ìíîãî-
îáðàçèÿ Ôàíî ñ ρ(X) > 1.

g di ρ Y B X

4 (1, 1, 1) 2 P1×P2 ñ âëîæå-
íèåì Ñåãðå â P5

äèâèçîð áèñòå-
ïåíè (2, 4)

ñì. çàäà÷ó 5

5 (2, 1, 1) 2 ðàçäóòèå P3

âäîëü ïðÿìîé
l ⊂ P3

ñîáñòâåííûé
ïðîîáðàç íåîñî-
áîé êâàðòèêè
B̄ ⊂ P3, òðàíñ-
âåðñàëüíî
ïåðåñåêàþùåé
ïðÿìóþ l

ðàçäóòèå ìíî-
ãîîáðàçèÿ äåëü
Ïåööî V ñòå-
ïåíè 2 âäîëü
ãëàäêîé êðèâîé
� ïåðåñå÷åíèÿ
äâóõ äèâèçî-
ðîâ H1, H2 ∈
| − 1

2
KV |

7 (2, 2, 2) 9 P1 × P2, âëîæå-
íèå â P8 çàäà-
åòñÿ äèâèçîðîì
áèñòåïåíè (2, 1)

äèâèçîð áèñòå-
ïåíè (0, 4)

F × P1, F � ïî-
âåðõíîñòü äåëü
Ïåööî ñòåïåíè
2

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Çàìåòèì, ÷òî ι(X) = 1 ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 3.2.1. Ïóñòü

Φ : X −−−→ Y = Yg−1 ⊂ Pg+1

� àíòèêàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, ãäå Y = Φ(X). Ïî íàøåìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ è ñëåäñòâèþ 5.3 ìîðôèçì Φ ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íà-
êðûòèåì, à Y = Yg−1 ⊂ Pg+1 � íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå ìèíèìàëüíîé
ñòåïåíè. Ïóñòü B ⊂ Y � äèâèçîð âåòâëåíèÿ ìîðôèçìà Φ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè g ≤ 3 ìíîãîîáðàçèå Y èçîìîðôíî P3 èëè
êâàäðèêå â P4. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
ïåðåñå÷åíèåì âî âçâåøåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå (êàê â ñëó-
÷àÿõ 5.4 (ii) è (iii),). Íî òîãäà ρ(X) = 1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøèì
ïðåäïîëîæåíèÿì. Çíà÷èò, g ≥ 4. Òîãäà ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 15.4

80



ìíîãîîáðàçèå èìååò âèä PP1(E ), ãäå E = π∗OY (1). Ïðè ýòîì êëàññ
ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ � ýòî êëàññ òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ
OP(E )(1). Ðàçëîæèì ðàññëîåíèå E â ñóììó ëèíåéíûõ: E = ⊕OP1(di).
Òàê êàê ðàññëîåíèå E îáèëüíî, òî di > 0 äëÿ ëþáîãî i. Çàïèøåì E â
âèäå (5.5.1). Òîãäà

g + 2 = h0
(
PP1(E ), OPP1 (E )(1)

)
= h0(P1, E ) =

∑
di + 3.

Îòêóäà ïîëó÷àåì (5.5.2). Äàëåå, ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà

KX = Φ∗
(
KY + 1

2
B
)
.

Ïóñòü M � òàâòîëîãè÷åñêèé äèâèçîð íà Y = PP1(E ). Òàê êàê M
� òàêæå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèÿ Y = Yg−1 ⊂ Pg+1, òî
−KX = Φ∗M . Ôîðìóëó äëÿ êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà 15.3 (v) â
íàøåé ñèòóàöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

KY = −3M + (−2 +
∑
di)F.

Òàêèì îáðàçîì,

−Φ∗M = KX = Φ∗
(
−3M + (−2 +

∑
di)F + 1

2
B
)
.

Îòñþäà
B ∼ 4M + 2 (2−

∑
di)F.

Ýòî äîêàçûâàåò (5.5.3).
Äàëåå, êîìïîçèöèÿ

λ : X
Φ−−−→ Y

π−−−→ P1

ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàíèåì (íåîáÿçàòåëüíî ýêñòðåìàëüíûì). Ïî ôîðìó-
ëå ïðèñîåäèíåíèÿ îáùèé ñëîé S ìîðôèçìà λ � ïîâåðõíîñòü äåëü
Ïåööî. Îãðàíè÷åíèå àíòèêàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ Φ íà S ÿâëÿ-
åòñÿ êîíå÷íûì ìîðôèçìîì S → Φ(S) = P2 ñòåïåíè 2 íà ñëîé PP1(E )
íàä P1. ßñíî, ÷òî ýòî ìîðôèçì ðàçâåòâëåí íàä êâàðòèêîé Φ(S)∩B.
Ñëåäîâàòåëüíî, S � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2.

Èç (5.5.2) è (5.5.3) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè g = 4 è g = 5
äëÿ X èìåþò ìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àè â òàáëèöå 2. Äàëåå ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî g > 5.

Äëÿ ëþáîãî k èìååò ìåñòî åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

H0
(
Y, OY (M + kF )

)
' H0(P1, π∗OY (M + kF )) = H0(P1, E (k)).

Òàê êàê deg E =
∑
di = g − 1 ≥ 5, òî ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

dimH0
(
Y, OY (M − 2F )

)
> 1.

Îòñþäà dim |M − 2F | > 0 è ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

−KX ∼ 2S +D,

ãäå D = Φ∗(M−2F ) � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð òàêîé, ÷òî dim |D| > 0.
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Ïî òåîðåìå î êîíóñå íà X ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ R òà-
êîé, ÷òî S ·R > 0. Ïóñòü ϕ � åãî ñòÿãèâàíèå, ïóñòü µ(R) � åãî äëèíà
è ïóñòü ` � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìàëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ
(ñì. (14.5.3)). Ïîñêîëüêó S · R > 0, òî íèêàêàÿ êðèâàÿ íà X íå ìî-
æåò îäíîâðåìåííî ñòÿãèâàòüñÿ ìîðôèçìàìè ϕ è λ, ïîýòîìó íèêàêîé
ñëîé ϕ íå ìîæåò áûòü äâóìåðíûì. Ñëåäîâàòåëüíî R èìååò òèï C
èëè B1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R èìååò òèï B1 (ò.å. ϕ ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì
ãëàäêîé êðèâîé íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè). Ïóñòü E � ñîîòâåòñòâó-
þùèé èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Òàê êàê E · ` = −1 è

1 = −KX · ` = 2S · `+D · ` ≥ 2 +D · `,

òî D · ` < 0 è E � íåïîäâèæíàÿ êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñèñòåìû |D|,
ò.å. ìû ìîæåì çàïèñàòü

|D| = rE + |L|,

ãäå r > 0, à |L| � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ó êîòîðîé E íå ÿâëÿåòñÿ íåïî-
äâèæíîé êîìïîíåíòîé. Òîãäà, êàê è âûøå, èìååì

1 = −KX · ` = −r + 2S · `+ L · `.

Åñëè |L| ñîñòàâëåíà èç ñëîåâ λ, òî L · ` > 0 è r > 1. Â ýòîì ñëó-
÷àå −KS = −KX |S = rE|S äåëèòñÿ íà r > 1 â ãðóïïå Pic(S). Ýòî
íåâîçìîæíî íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2. Òàêèì îáðàçîì,
äèâèçîð L ïåðåñåêàåò îáùèé ñëîé S. Òàê êàê |L| � ïîäâèæíàÿ ëè-
íåéíàÿ ñèñòåìà, E ∩ S 6= ∅ è (rE + L)|S = −KS, òî

2 = K2
S = r(−KS) · (E ∩ S) + (−KS) · (L ∩ S) ≥ r + 1 ≥ 3.

Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî R èìååò òèï C. Òîãäà

µ(R) = −KX · ` ≥ 2S · ` ≥ 2.

Çíà÷èò, R èìååò òèï C2 (ò.å. ϕ ÿâëÿåòñÿ P1-ðàññëîåíèåì) è S · ` = 1.
Ïîýòîìó S è S ′ � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñå÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó îíè ëèíåé-
íî ýêâèâàëåíòíû, òî X, íà ñàìîì äåëå, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäå-
íèåì P1 è ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2 (ñëó÷àé g = 7). Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Ïîçäíåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò îòíîñÿùèéñÿ ê ìíî-
ãîîáðàçèÿì áîëåå îáùèì, ÷åì ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî.

5.6. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ïðîåê-
òèâíîå ìíîãîîáðàçèå òàêîå, ÷òî àíòèêàíîíè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ ñè-
ñòåìà |−KX | îáúåìíà è íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Ïóñòü

Φ = Φ|−KX | : X −−−→ X1 ⊂ PN
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� àíòèêàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì, ãäå X1 � åãî îáðàç. Òîãäà ìíîãîîá-
ðàçèå X1 íîðìàëüíî è èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ:

(i) ìîðôèçì Φ : X → X1 áèðàöèîíàëåí è èìååò ñâÿçíûå ñëîè
è ìíîãîîáðàçèå X1 èìååò íå õóæå ÷åì êàíîíè÷åñêèå ãî-
ðåíøòåéíîâû îñîáåííîñòè;

(ii) ìîðôèçì Φ : X → X1 êîíå÷åí â îáùåé òî÷êå, èìååò ñòå-
ïåíü 2 è X1 ⊂ PN � ìíîãîîáðàçèå ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.7.3, èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëó Ðèìàíà-Ðîõà è îáðàùåíèå â íóëü Êàâàìàòû-
Ôèâåãà, çàïèøåì

N = dim |−KX | = g + 1, ãäå (−KX)3 = 2g − 2.

ßñíî, ÷òî
(deg Φ) · (degX1) = (−KX)3 = 2g − 2.

Îòñþäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 15.1, èìååì deg Φ ≤ 2. Åñëè deg Φ =
2, òî X1 ⊂ Pg+1 � ìíîãîîáðàçèå ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè g− 1 (â ÷àñò-
íîñòè, îíî íîðìàëüíî). Ïîëó÷àåì ñëó÷àé (ii).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg Φ = 1. Òîãäà ìîðôèçì Φ áèðàöèîíàëåí
è degX1 = 2g − 2. Ðàññìîòðèì îáùèé ýëåìåíò S ∈ |−KX |. Ïî òåî-
ðåìå Áåðòèíè S � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
S � ïîâåðõíîñòü òèïà K3. Äèâèçîð A = −KX |S ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî
ýôôåêòèâíûì è îáúåìíûì. Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü S âìåñòå ñ äè-
âèçîðîì −KX |S íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî
òåîðåìå 16.8 (i), àëãåáðà R(S, −KX |S) ïîðîæäàåòñÿ ñâîåé êîìïîíåí-
òîé ñòåïåíè 1. Ñíîâà ïî òåîðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà îá îáðàùåíèè â
íóëü îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ

H0(X, OX(−nKX)) −−−→ H0(S, OX(−nKX))

ñþðúåêòèâíî ïðè n ≥ 1. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 3.3.9, àëãåáðû
R(X,−KX) òàêæå ïîðîæäàåòñÿ ñâîåé êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1.

Ðàññìîòðèì ôàêòîðèçàöèþ Øòåéíà

Φ : X
ψ0−−−−→ X0

ψ1−−−−→ X1.

Ïóñòü H1 � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå X1 è ïóñòü H0 := ψ∗1H1. Òîãäà
H1 � äèâèçîð Êàðòüå è ψ∗0H0 = −KX . Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì
ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð

R(X, −KX) ' R(X0, H0).

è àëãåáðà R(X0, H0) òàêæå ïîðîæäàåòñÿ ñâîåé êîìïîíåíòîé ñòå-
ïåíè 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äèâèçîð H0 î÷åíü îáèëåí (ñì. ïðåäëîæå-
íèå 3.3.1) è ψ1 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðà-
çèå X1 íîðìàëüíî è −KX = Φ∗H1. Ïðèìåíèì Φ∗ ê ýòîìó ðàâåíñòâó:
KX1 = −H1. Â ÷àñòíîñòè, KX1 � äèâèçîð Êàðòüå è KX = Φ∗KX1 .
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñîáåííîñòè X1 � êàíîíè÷åñêèå ãîðåíøòåéíîâû.
Ïîëó÷àåì ñëó÷àé (i). �

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî òðåõìåðíûå ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ ãîðåíøòåéíîâûìè êàíîíè÷åñêèìè îñîáåííî-
ñòÿìè êëàññèôèöèðîâàíû â ðàáîòå [91].

Çàäà÷è. 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ìíîãîîá-
ðàçèÿ òèïà 5.4 (iii) è òðåõìåðíûå êâàðòèêè â P4 ïðèíàäëå-
æàò îäíîìó íåïðèâîäèìîìó ñåìåéñòâó. Áîëåå òîãî, ìíîãî-
îáðàçèÿ 5.4 (iii) ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåíèÿìè êâàðòèê.

2. Ïóñòü X = Xd ⊂ Pd+2 � òðåõìåðíûé êîíóñ íàä ðàöèîíàëü-
íîé íîðìàëüíîé êðèâîé Cd ⊂ Pd (ñ âåðøèíîé â ïðÿìîé).
Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà êëàññîâ äèâèçîðîâ Âåéëÿ Cl(X) ïî-
ðîæäàåòñÿ êëàññîì ïëîñêîñòè Π ⊂ X. Êàê â íåå âëîæåíà
ãðóïïà Ïèêàðà?

3. Ïóñòü S = Sd ⊂ Pd+1 � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü ìèíèìàëüíîé
ñòåïåíè, èçîìîðôíàÿ Fe è ïóñòü X = Xd ⊂ Pd+2 � êîíóñ
íàä S. ×åì ïîðîæäàåòñÿ ãðóïïà êëàññîâ äèâèçîðîâ Âåéëÿ
Cl(X)? Êàê â íåå âëîæåíà ãðóïïà Ïèêàðà?

4. Îïèøèòå âñå ýêñòðåìàëüíûå ëó÷è äëÿ ìíîãîîáðàçèé èç òàá-
ëèöû 2.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ðîäà 4 èç òàáëèöû â òåîðå-
ìå 5.5 äîïóñêàåò âëîæåíèå âî âçâåøåííîå ïðîåêòèâíîå ïðî-
ñòðàíñòâî P(112, 2) è ðåàëèçóåòñÿ òàì êàê ïåðåñå÷åíèå êîíó-
ñà íàä P1 × P2, âëîæåííîãî â P11 ëèíåéíîé ñèñòåìîé áèñòå-
ïåíè (1, 2), è êâàäðèêè.
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6. Òðèãîíàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Í¼òåðà-Ýíðèêâåñà-Ïåòðè
óòâåðæäàåò, ÷òî ãëàäêàÿ êàíîíè÷åñêàÿ êðèâàÿ C ⊂ Pg−1 ðîäà g ≥ 4
âûñåêàåòñÿ êâàäðèêàìè çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, êîãäà C � èëè òðè-
ãîíàëüíàÿ êðèâàÿ (ò.å. îáëàäàåò îäíîìåðíûì ðÿäîì g1

3) èëè êðèâàÿ
ðîäà 6, èçîìîðôíàÿ ïëîñêîé êâèíòèêå (ñì. òåîðåìó 16.2). Êàê è
ãèïåðýëëèïòè÷íîñòü, òðèãîíàëüííîñòü êàíîíè÷åñêèõ êðèâûõ èìååò
àíàëîã äëÿ ïîâåðõíîñòåé òèïà K3 (òåîðåìà 16.9) è äëÿ ìíîãîîáðàçèé
Ôàíî:

6.1. Îïðåäåëåíèå. Òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X íàçûâà-
åòñÿ òðèãîíàëüíûì, åñëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | ÿâëÿåòñÿ î÷åíü
îáèëüíîé, íî àíòèêàíîíè÷åñêîé îáðàç X = X2g−2 ⊂ Pg+1 íå ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê.

6.2. Ëåììà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X òà-
êîå, ÷òî äèâèçîð −KX î÷åíü îáèëåí. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-
âèâàëåíòíû:

(i) X ÿâëÿåòñÿ òðèãîíàëüíûì,
(ii) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò S ∈ |−KX |, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òðè-

ãîíàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ òèïà K3 (îòíîñèòåëüíî ïîëÿðè-
çàöèè OS(−KX)),

(iii) ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû H1, H2 ∈ |−KX |, ïåðåñå÷åíèå êî-
òîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé òðèãîíàëüíîé êàíîíè÷åñêîé êðè-
âîé.

Áîëåå òîãî ýêâèâàëåíòíîñòü ñîõðàíèòñÿ, åñëè â (ii) è (iii) �ñóùå-
ñòâóåò� çàìåíèòü íà �ëþáîé íåîñîáûé�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèè (iii) =⇒ (ii) =⇒ (i) î÷åâèä-
íûì îáðàçîì ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé. Äîêàæåì (i) =⇒ (ii). Åñëè
ïîâåðõíîñòü S òèïà K3 íå ÿâëÿåòñÿ òðèãîíàëüíîé, òî ñîãëàñíî òåî-
ðåìå 16.9 îäíîðîäíûé èäåàë IY ⊂ R(S, −KX |S)) ïîðîæäàåòñÿ ýëå-
ìåíòàìè ñòåïåíè 2. Ïî òåîðåìå 3.3.9 òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ èäåàëà
IX ⊂ R(X, −KX). Äîêàçàòåëüñòâî (ii) =⇒ (iii) àíàëîãè÷íî è èñïîëü-
çóåò òåîðåìó Ýíðèêâåñà-Ïåòðè î êàíîíè÷åñêèõ êðèâûõ 16.2. �

6.3. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1 � òðåõìåðíîå
òðèãîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X ðîäà g. Òîãäà âñå êâàäðèêè â
Pg+1, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç X, âûñåêàþò ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
W = Wg−2 ⊂ Pg+1 ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè (ñì. ðàçäåë 15). Åñëè
g ≥ 5, òî ýòî ìíîãîîáðàçèå íåîñîáî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êó P ∈ W è ðàññìîòðèì
äîñòàòî÷íî îáùåå ëèíåéíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Pg ⊂ Pg+1
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òàêîå, ÷òî S := X ∩ Pg � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü (òèïà K3). Ïî òåî-
ðåìå 3.3.9 (iv) ëþáàÿ êâàäðèêà Q ⊂ Pg, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç S, ïðî-
äîëæàåòñÿ äî êâàäðèêè Q′ ⊂ Pg+1, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç X. Çíà÷èò,
V := W ∩ Pg âûñåêàåòñÿ êâàäðèêàìè â Pg, ñîäåðæàùèìè S, è â ñèëó
òåîðåìû 16.9 (ii) ìíîãîîáðàçèå V íåïðèâîäèìî è ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
îáðàçèåì ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè V = Vg−2 ⊂ Pg. Ñëåäîâàòåëüíî, W
òàêæå íåïðèâîäèìî è ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ìèíèìàëüíîé ñòåïå-
íè W = Wg−2 ⊂ Pg+1. Åñëè g ≥ 5, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 16.9 (iii),
ìíîãîîáðàçèå V íåîñîáî â òî÷êå P , è ýòî æå âåðíî äëÿ W . Ñëåäî-
âàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå W íåîñîáî âñþäó è óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ
äîêàçàíî. �

6.4. Òåîðåìà. Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1 � òðåõìåðíîå ìíîãî-
îáðàçèå Ôàíî ñ ι(X) = 1, ρ(X) = 1 òàêîå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
|−KX | î÷åíü îáèëüíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X òðèãîíàëüíî. Òîãäà X
� îäíî èç ñëåäóþùèõ:

(i) g(X) = 3, X = X4 ⊂ P4 � êâàðòèêà;
(ii) g(X) = 4, X = X2·3 ⊂ P5 � ïåðåñå÷åíèå êâàäðèêè è êóáèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W ⊂ Pg+1 � ïåðåñå÷åíèå âñåõ êâàä-
ðèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç X. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.3, W = Wg−2 ⊂
Pg+1 � ìíîãîîáðàçèå ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, ãäå g = g(X). Áîëåå òî-
ãî, ïðè g ≥ 5 îíî íåîñîáî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 15.4 ñëåäóåò, ÷òî ïðè
g ≥ 5 ìíîãîîáðàçèå W èìååò ñòðóêòóðó P3-ðàññëîåíèÿ íàä P1. Çíà-
÷èò, â ýòîì ñëó÷àå X ñþðúåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà êðèâóþ. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ρ(X) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, g = 3 èëè 4. Â ñëó÷àå g = 3 ìíîãîîáðàçèå X =
X4 ⊂ P4 � ãèïåðïîâåðõíîñòü. Â ñëó÷àå g = 4 ìíîãîîáðàçèåX = X6 ⊂
P5 � èìååò ñòåïåíü 6 è ñîäåðæèòñÿ â êâàäðèêå W = W2 ⊂ P4. Ïî
òåîðåìå 16.9 (i) ÷åðåç X òàêæå ïðîõîäèò íåïðèâîäèìàÿ êóáèêà. �

Â ñëó÷àå ρ(X) > 1 òðèãîíàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî (êàê è ãè-
ïåðýëëèïòè÷åñêèå) òàêæå ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñëåäñòâèÿ 6.3 è ïðåäëîæåíèÿ 15.3. Ìû âîñïðîèçâåäåì ýòó
êëàññèôèêàöèþ íèæå. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 5.5 è îñíîâàíî íà ìåòîäå ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé [52].

6.5. Òåîðåìà ([82, ãë. 2, òåîðåìà 3.4]). Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1

� òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðîäà g = g(X) ñ ρ(X) > 1 òàêîå,
÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | î÷åíü îáèëüíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
X òðèãîíàëüíî. Ïóñòü W ⊂ Pg+1 � ïåðåñå÷åíèå âñåõ êâàäðèê, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç X. Òîãäà W = Wg−2 ⊂ Pg+1 � íåîñîáîå ðàöèîíàëüíî-
ëèíåé÷àòîå ìíîãîîáðàçèå W = PP1(E ), ãäå

(6.5.1) E = OP1(d1)⊕ · · · ⊕ OP1(d4), di > 0,
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ñ âëîæåíèåì

Φ = Φ|OP(E )(1)| : W ↪−−−→ Pg+1,

çàäàííûì òàâòîëîãè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé |M | = |OP(E )(1)|, à
(6.5.2) g =

∑
di + 2.

Ïðè ýòîì X ⊂ W ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì, ïðèíàäëåæàùèì ëèíåéíîé
ñèñòåìå

(6.5.3)
∣∣∣3M ⊗ (2−

∑
di

)
F
∣∣∣ ,

ãäå F � ñëîé ïðîåêöèè π : W = PP1(E )→ P1.
Èìåþò ìåñòî òîëüêî ñëó÷àè â òàáëèöå 3. Âñå ýòè ñëó÷àè ðå-

àëèçóþòñÿ.

Òàáëèöà 3. Òðèãîíàëüíûå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ
Ôàíî ñ ρ(X) > 1.

g di ρ W X

6 (1, 1, 1, 1) 2 P1 × P3 ⊂ P7, âëîæåíèå
Ñåãðå

äèâèçîð áèñòåïåíè
(1, 3)

7 (2, 1, 1, 1) 2 ðàçäóòèå P4 âäîëü
ïëîñêîñòè

ðàçäóòèå V3 ⊂ P4 âäîëü
ïëîñêîé êóáèêè

8 (2, 2, 1, 1) 3 ìàëîå ðàçðåøåíèå
êâàäðèêè Q ⊂ P5

êîðàíãà 2 (ðàçäóòèå
P3 ⊂ Q)

ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç
äèâèçîðà òèïà (3, 4)

10 (2, 2, 2, 2) 8 P1×P3 ⊂ P11, âëîæåíèå
çàäàåòñÿ äèâèçîðîì áè-
ñòåïåíè (2, 1)

X ' F × P1, F � ïî-
âåðõíîñòü äåëü Ïåööî
ñòåïåíè 3

6.5.4. Çàìå÷àíèå. Ìíîãîîáðàçèå ðîäà 8 èç òàáëèöû 3 áûëî
ïðîïóùåíî Èñêîâñêèõ [82] è âïåðâûå ïîÿâëÿåòñÿ ó Ìîðè è Ìóêàÿ
[52, Table 3, � 2], íà ýòî àâòîðó óêàçàë È. ×åëüöîâ (ñì. [91, òåîðå-
ìà 1.6, T11], [102, ëåììà 8.2]).

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü

X = X2g−2 ⊂ Pg+1

� òðèãîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðîäà g ñ ρ(X) > 1 è ïóñòü

W = Wg−2 ⊂ Pg+1
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� ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïåðåñå÷åíèå êâàäðèê, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç X2g−2 (ñì. ñëåäñòâèå 6.3).

Åñëè g ≤ 4, òî W èçîìîðôíî P4 èëè êâàäðèêå â P5. Íî òîãäà X
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì, êàê â òåîðåìå 6.4 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(X) = 1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøèì ïðåäïîëîæåíèÿì. Çíà÷èò, ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî g ≥ 5. Òîãäà ñíîâà ïî ñëåäñòâèþ 6.3 ìíîãîîá-
ðàçèå Wg−2 íåîñîáî è èìååò âèä W = PP1(E ).

Ïóñòü M � òàâòîëîãè÷åñêèé äèâèçîð íà W = PP1(E ) è ïóñòü F
� ñëîé ïðîåêöèè PP1(E ) → P1. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 15.4 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî M � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå W , ò.å.
−KX = M |X . Òàê êàê ðàññëîåíèå E îáèëüíî, òî di > 1 äëÿ âñåõ i.
Êðîìå òîãî, degW =

∑
di = g − 2. Îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ (6.5.2). Ôîð-

ìóëó äëÿ êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà 15.3 (v) â íàøåé ñèòóàöèè ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

KW = −4M + (−2 +
∑
di)F.

Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ

−M |X = KX = (KW +X)|X =
(
− 4M + (−2 +

∑
di)F +X

)
|X .

Îòñþäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äèâèçî-
ðîâ íà W :

X ∼ 3M + (2−
∑
di)F.

Ýòî äîêàçûâàåò (6.5.3).
Äàëåå, çàïèøåì E â âèäå (6.5.1). Òîãäà

g + 2 = h0
(
PP1(E ), OPP1 (E )(1)

)
= h0(P1, E ) =

∑
di + 4.

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè g = 6 è g = 7 äëÿ X èìåþò
ìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àè â òàáëèöå 3. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
g > 7.

Ïðîåêöèÿ π : W = PP1(E ) → P1 èíäóöèðóåò ñòÿãèâàíèå λ : X →
P1. Ïðè ýòîì îáùèé ñëîé S ìîðôèçìà λ � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåö-
öî, àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííàÿ â ñëîé PP1(E ) íàä P1. Çíà÷èò, S �
êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â P3.

Äëÿ ëþáîãî k èìååò ìåñòî åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

(6.5.5) H0
(
W, OW (M + kF )

)
' H0(P1, E (k)).

Òàê êàê deg E =
∑
di = g − 2 ≥ 6, òî ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

dimH0
(
Y, OY (M − 2F )

)
> 1.

Îòñþäà dim | −KX − 2S| > 0, ò.å. èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

−KX ∼ 2S +D,

ãäå D � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð òàêîé, ÷òî dim |D| > 0.
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Ïî òåîðåìå î êîíóñå íà ìíîãîîáðàçèè X ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëü-
íûé ëó÷ R òàêîé, ÷òî S · R > 0. Ïóñòü ϕ � åãî ñòÿãèâàíèå, ïóñòü
µ(R) � åãî äëèíà è ïóñòü ` � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìàëüíàÿ ðàöè-
îíàëüíàÿ êðèâàÿ (ñì. (14.5.3)). Íèêàêàÿ êðèâàÿ íà X íå ìîæåò îä-
íîâðåìåííî ñòÿãèâàòüñÿ ìîðôèçìàìè ϕ è λ, ïîýòîìó íèêàêîé ñëîé
ϕ íå ìîæåò áûòü äâóìåðíûì. Ñëåäîâàòåëüíî R èìååò òèï C èëè B1.
Åñëè R èìååò òèï C, òî

µ(R) = −KX · ` ≥ 2S · ` ≥ 2.

Çíà÷èò, R èìååò òèï C2 (ò.å. ϕ ÿâëÿåòñÿ P1-ðàññëîåíèåì). Òàê êàê S è
S ′ � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñå÷åíèÿ, êîòîðûå ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû, òî
X, íà ñàìîì äåëå, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì P1 è ïîâåðõíîñòè
äåëü Ïåööî ñòåïåíè 3 (ñëó÷àé g = 10 â òàáëèöå 3).

Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî R èìååò òèï B1 (ò.å. ϕ ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì
ãëàäêîé êðèâîé íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè). Ïóñòü E � ñîîòâåòñòâó-
þùèé èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Òàê êàê E · ` = −1 è

1 = −KX · ` = 2S · `+D · ` ≥ 2 +D · `,

òî D · ` < 0 è E � íåïîäâèæíàÿ êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñèñòåìû |D|,
ò.å. ìû ìîæåì çàïèñàòü

|D| = rE + |L|,

ãäå r > 0, à |L| � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ó êîòîðîé E íå ÿâëÿåòñÿ íåïî-
äâèæíîé êîìïîíåíòîé. Òîãäà, êàê è âûøå, èìååì

(6.5.6) 1 = −KX · ` = −r + 2S · `+ L · `.

Åñëè |L| ñîñòàâëåíà èç ñëîåâ λ, òî L · ` > 0 è r > 1. Â ýòîì ñëó÷àå
−KS = −KX |S = rE|S äåëèòñÿ íà r > 1 â Pic(S), à ýòî íåâîçìîæíî íà
êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Çíà÷èò, äèâèçîð L ïåðåñåêàåò îáùèé ñëîé
S. Òàê êàê |L| � ïîäâèæíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, E ∩S 6= ∅ è äèâèçîð

(rE + L)|S = −KS

� ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè S = S3 ⊂ P3, òî
îãðàíè÷åíèå |L|

∣∣
S
äîëæíî áûòü ïó÷êîì êîíèê, r = 1 è `′ := E ∩ S �

ïðÿìàÿ íà S. Èç (6.5.6) ñëåäóåò, ÷òî

S · ` = 1, L · ` = 0.

Òàê êàê E · `′ = (`′)2
S = −1, òî `′ � òàêæå ýêñòðåìàëüíàÿ êðèâàÿ è

E äîïóñêàåò ñòÿãèâàíèå â äðóãîì íàïðàâëåíèè. Â ÷àñòíîñòè, E '
P1×P1 è ρ(X) > 2. Òàê êàê (L−S) · ` < 0, òî H0(X, OX(L−S)) = 0.
Òîãäà èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ OX(L− S) −−−→ OX(L) −−−→ OS(L) −−−→ 0
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ïîëó÷àåì, ÷òî dim |D| = dim |L| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, g = 8. Òîãäà
èìåþòñÿ ëèøü äâå âîçìîæíîñòè:

(d1, . . . , d4) = (3, 1, 1, 1) èëè (2, 2, 1, 1).

Â ïåðâîì ñëó÷àå èç (6.5.5) ïîëó÷àåì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |M −
3F | íåïóñòà, à ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |M − F | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê.
Âîçüìåì ëþáûå ýëåìåíòû G ∈ |M − F | è G′ ∈ |M − 3F |. Òàê êàê X
íå ìîæåò áûòü êîìïîíåíòîé G′, òî X ·G′ ·G2 ≥ 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü:

X ·G′ ·G2 = (3M − 4F ) · (M − 3F ) · (M −F )2 = 3M4− 19M3 ·F = −1.

Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî (d1, . . . , d4) 6= (3, 1, 1, 1). Ìû ïîëó÷àåì
ñëó÷àé g = 8 â òàáëèöå 3. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïîäûòîæèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òðåõ ïðåäûäóùèõ ëåêöè-
ÿõ.

6.6. Òåîðåìà (Â. À. Èñêîâñêèõ [82]). Ïóñòü X � òðåõìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðîäà g ñ ι(X) = 1, ρ(X) = 1. Òîãäà

(i) ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê;
(ii) ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | íå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü îáèëüíîé

òîëüêî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
a) g = 2 è Φ|−KX | : X → P3 � äâîéíîå íàêðûòèå ñ âåòâ-

ëåíèåì â ïîâåðõíîñòè ñòåïåíè 6.
b) g = 3 è Φ|−KX | : X → Q ⊂ P4 � äâîéíîå íàêðûòèå

êâàäðèêè ñ âåòâëåíèåì â ïîâåðõíîñòè ñòåïåíè 8.
(iii) Ïóñòü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | çàäàåò âëîæåíèå Φ|−KX | :

X ↪→ Pg+1. Òîãäà g ≥ 3 è îáðàç X = Φ|−KX |(X) èìååò
ñòåïåíü 2g − 2. Áîëåå òîãî,
a) ïðè g = 3 ìíîãîîáðàçèå X = X4 ⊂ P4 � êâàðòèêà,
b) ïðè g = 4 ìíîãîîáðàçèå X = X6 ⊂ P4 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèêè è êóáèêè.
(iv) Ïðè g ≥ 5 îáðàç X2g−2 = Φ|−KX |(X) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì

êâàäðèê (è X = X8 ⊂ P6 � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå êâàäðèê ïðè
g = 5).

Îñîáûå òðåõìåðíûå òðèãîíàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî (ñ ãîðåí-
øòåéíîâûìè êàíîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè) êëàññèôèöèðîâàíû â
ðàáîòå [91].

Çàäà÷è. 1. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ðîäà
g(X) ≤ 5 (íåîáÿçàòåëüíî ρ(X) = 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
àíòèêàíîíè÷åñêèé äèâèçîð −KX î÷åíü îáèëåí. Íå èñïîëü-
çóÿ òåîðåìó 6.5, äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X � îäíî èç
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ñëåäóþùèõ: êâàðòèêà â P4, ïåðåñå÷åíèå êâàäðèêè è êóáèêè
â P5 èëè ïåðåñå÷åíèå òðåõ êâàäðèê â P6.

2. Íå èñïîëüçóÿ òåîðåìû 6.4 è 6.5, èññëåäóéòå íà òðèãîíàëü-
íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî èíäåêñà > 1.

3. Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü Fd ⊂ Pd+1

ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì 1
2
d(d−1) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êâàä-

ðèê.
4. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç êàíîíè÷åñêóþ êðèâóþ C2g−2 ⊂ Pg−1

ïðîõîäèò ðîâíî 1
2
(g − 2)(g − 3) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êâàä-

ðèê. Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ì. Í¼òåðà 16.1.
5. Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáûé äèâèçîð áèñòåïåíè (1, 3) íà P1×P3

(ñëó÷àé g = 6 èç òàáëèöû 3) ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì P3 âäîëü
íåîñîáîãî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

6. Îïèøèòå ýêñòðåìàëüíûå ëó÷è íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî èç
òàáëèöû 3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè g = 8 ýêñòðåìàëüíîå áèðà-
öèîíàëüíîå ñòÿãèâàíèå íå ïðèâîäèò ê ìíîãîîáðàçèþ Ôàíî.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå, îïèñàííîå â ïóíêòå g = 8 òàá-
ëèöû èç òåîðåìû 6.5 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òðèãîíàëü-
íûì ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî.
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7. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ëèíêè Ñàðêèñîâà)

7.1. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî òàêîå, ÷òî
ρ(X) = 1. Ïóñòü σ : X̃ → X � ðàçäóòèå ñ íåîñîáûì öåíòðîì C,
ãäå C � èëè òî÷êà èëè íåïðèâîäèìàÿ íåîñîáàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d
ðîäà g(C). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèâèçîð −KX̃ ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí
è îáúåìåí. Òîãäà ïî òåîðåìå î ñâîáîäå îò áàçèñíûõ òî÷åê 14.4 ïðè
íåêîòîðîì n > 0 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | − nKX̃ | çàäàåò ìîðôèçì

Φ|−nKX̃ | : X̃ −−−→ X• ⊂ PN ,

êîòîðûé äîëæåí áûòü êîíå÷íûì â îáùåé òî÷êå íà ñâîé îáðàç (ïî-
ñêîëüêó −KX̃ îáúåìåí). Ðàññìîòðèì ôàêòîðèçàöèþ Øòåéíà

Φ|−nKX̃ | : X̃
θ−−−→ X0

γ−−−→ X• ⊂ PN .

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 14.4.1, ñóùåñòâóåò îáèëüíûé äèâèçîð Êàðòüå A
íà X0 òàêîé, ÷òî

(7.1.1) −KX̃ = θ∗A.

Íà äîïîëíåíèè ê ìíîæåñòâó θ(Exc(θ)) êîðàçìåðíîñòè ≥ 2 äèâèçîðû
−KX0 è A ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, îíè ñîâïàäàþò âñþäó:

−KX̃ = θ∗(−KX0).

Îòñþäà ïîëó÷àåì (ñð. ïðåäëîæåíèå 5.6):

7.1.2. Ñëåäñòâèå. Ìíîãîîáðàçèå X0 èìååò íå õóæå ÷åì êàíî-
íè÷åñêèå ãîðåíøòåéíîâû îñîáåííîñòè.

Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

(?) ìîðôèçì Φ|−nKX̃ | íå ñòÿãèâàåò äèâèçîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî Exc(θ) ìîðôèçìà θ èëè
ïóñòî èëè ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà êðèâûõ. Òîãäà
ñëåäñòâèå 7.1.2 ìîæåò áûòü óñèëåíî:

7.1.3. Ñëåäñòâèå. Ìíîãîîáðàçèå X0 èìååò íå õóæå ÷åì òåð-
ìèíàëüíûå ãîðåíøòåéíîâû îñîáåííîñòè. Åñëè Exc(θ) = ∅, òî X0

íåîñîáî.

7.2. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(a) äèâèçîð −KX̃ íå ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì è òîãäà θ � ìàëîå KX̃-
òðèâèàëüíîå ñòÿãèâàíèå,

(b) äèâèçîð −KX̃ îáèëåí (ò.å. X̃ � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî) è òîãäà
θ � èçîìîðôèçì.

92



Â ñëó÷àå (a), ñîãëàñíî òåîðåìå 14.8.6, ñóùåñòâóåò ôëîï

X̃

θ   

χ // X̄

θ̄~~
X0

ãäå ìíîãîîáðàçèå X̄ íåîñîáî. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X0

èìååò ëèøü èçîëèðîâàííûå ãèïåðïîâåðõíîñòíûå îñîáåííîñòè òèïà
cDV è, ñîãëàñíî (7.1.1),

(7.2.1) −KX̄ = θ̄∗A.

Äàëåå, òàê êàê ρ(X̄) = 2, òî êîíóñ Ìîðè NE(X̄) � óãîë íà ïëîñêî-
ñòè è îí èìååò ðîâíî äâà ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷à (ñì. ðèñ. 1). Îäèí èç

Rϕ

Rθ̄

ñëó÷àé (a)

KX

+

Rϕ

Rσ

ñëó÷àé (b)

KX̄

−

Ðèñ. 1. Êîíóñ Ìîðè NE(X̄)

ýòèõ ëó÷åé Rθ̄ ïîðîæäàåòñÿ êðèâûìè â ñëîÿõ ìîðôèçìà θ̄ è ïîýòîìó
KX̄ ·Rθ̄ = 0. Äðóãîé ëó÷ Rϕ äîëæåí èìåòü îòðèöàòåëüíîå ïåðåñå÷åíèå
ñ êàíîíè÷åñêèì êëàññîì (èíà÷å ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ (7.2.1)).
Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè (ñì. òåîðåìó 14.5), ñóùåñòâóåò ñòÿãèâàíèå
ϕ : X̄ → Y ëó÷à Rϕ. Ïîëó÷àåì äèàãðàììó

(7.2.2)

X̃

θ !!
σ

		

χ // X̄

θ̄}} ϕ

��

X0

X
Ψ // Y

Â ñëó÷àå (b) ìû ïîëîæèì X̃ = X̄. Òîãäà ñíîâà êîíóñ NE(X̄)
èìååò ðîâíî äâà ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷à Rσ è Rϕ, ãäå Rσ ïîðîæäåí
êðèâûìè â ñëîÿõ σ. Â ýòîì ñëó÷àå îáà ëó÷à KX̃-îòðèöàòåëüíû è
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ñóùåñòâóåò ñòÿãèâàíèå ϕ : X̄ → Y ëó÷à Rϕ. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
òîãäà òàêæå èìååò ìåñòî (âûðîæäåííàÿ) äèàãðàììà (7.2.2):

(7.2.3)

X = X0 = X̄
σ

||

ϕ

""
X

Ψ // Y

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè òàêóþ êîíñòðóêöèþ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 3.6 (ñì. (3.6.4)).

Äèàãðàììà (7.2.2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëèíêà Ñàðêèñîâà.
Îíà îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåìó öåíòðó C.

7.2.4. Ëåììà. Ïóñòü D̃1, D̃2 � ëþáûå äèâèçîðû íà X̃ è ïóñòü
D̄1, D̄2 � èõ ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû íà X̄. Òîãäà

(−KX̃) · D̃1 · D̃2 = (−KX̄) · D̄1 · D̄2, (−KX̃)2 · D̃i = (−KX̄)2 · D̄i.

Â ÷àñòíîñòè, (−KX̃)3 = (−KX̄)3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (7.1.1), (7.2.1) è ôîðìóëû ïðîåêöèè ïî-
ëó÷àåì

(−KX̃)2 ·D̃i = θ∗A2 ·D̃i = A2 ·θ∗Di = A2 ·θ̄∗D̄i = θ̄∗A2 ·D̄i = (−KX̄)2 ·D̄i.

Îòñþäà âûòåêàåò âòîðîå ñîîòíîøåíèå. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå äîêàçû-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

7.3. Îáîçíà÷åíèÿ. Äàëåå ÷åðåç E ìû îáîçíà÷èì èñêëþ÷èòåëü-
íûé äèâèçîð σ−1(C) ðàçäóòèÿ σ, à ÷åðåç Ē � åãî ñîáñòâåííûé ïðî-
îáðàç íà X̄.

7.3.1. Çàìå÷àíèå. Àáåëåâû ãðóïïû

Pic(X̃) = Z ·KX̃ ⊕ Z · E, Pic(X̄) = Z ·KX̄ ⊕ Z · Ē

îòîæäåñòâëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ χ∗:

χ∗ : Pic(X̃)
'−−−→ Pic(X̄), χ∗KX̃ = KX̄ , χ∗E = Ē.

Òàêèì îáðàçîì, íà ðåøåòêå

Z2 = Pic(X̃) = Pic(X̄)

âîçíèêàþò äâå òðèëèíåéíûå ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ (èíäóöèðîâàííûå ñ
Pic(X̃) è Pic(X̄)). Ëåììà 7.2.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ýòèõ ôîðì
ñîâïàäàþò, åñëè îäèí èç ìíîæèòåëåé � êàíîíè÷åñêèé êëàññ. Îäíàêî,
â îáùåì ñëó÷àå, ýòè ôîðìû ðàçëè÷íû. ßñíî, ÷òî îíè ñîâïàäàþò â
òî÷íîñòè, êîãäà E3 = Ē3. ×èñëî

def(Ψ) := E3 − Ē3
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ìû íàçîâåì äåôåêòîì ëèíêà (7.2.2). Òàêèì îáðàçîì, äåôåêò ðàâåí
0, åñëè χ � èçîìîðôèçì. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ íèæå, âåðíî è îá-
ðàòíîå.

7.4. Ïðåäëîæåíèå. def(Ψ) ≥ 0. Åñëè def(Ψ) = 0, òî χ � èçî-
ìîðôèçì.

Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äåôåêò def(Ψ) ðàâåí ÷èñ-
ëó ôëîïïîâûõ êðèâûõ, åñëè ïîñëåäíåå ñ÷èòàòü �ïðàâèëüíî� (ò.å. ñ
êðàòíîñòÿìè, ñì. [63, îïðåäåëåíèå 5.3]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî χ íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì. Ïîñêîëüêó E � íåíóëåâîé ýôôåêòèâíûé äèâèçîð, òî −E
íå ìîæåò áûòü ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì. Òàê êàê E · Rσ = 0, òî
E ·Rθ > 0, ò.å. E ñòðîãî ïîëîæèòåëåí íà êîìïîíåíòàõ èñêëþ÷èòåëü-
íîãî ìíîæåñòâà Exc(θ). Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðûõ a, b � 0 äèâèçîð
D = aE + b(−KX̃) î÷åíü îáèëåí íà X̃.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 14.8.7, äèâèçîð Ē ñòðîãî îòðèöàòå-
ëåí íà êîìïîíåíòàõ èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà Exc(θ̄). Ïóñòü
Γ1, . . . ,ΓN ⊂ Exc(θ̄) � åãî íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû. Òîãäà, ñîãëàñ-
íî ñêàçàííîìó âûøå,

(7.4.1) KX̄ · Γi = 0, Ē · Γi < 0, ∀i.
Ïîýòîìó äëÿ ñîáñòâåííîãî ïðîîáðàçà D̄ ⊂ X̄ äèâèçîðà D èìååì D̄ ·
Γi < 0. Âûáåðåì îáùèå ýëåìåíòû D1, D2 ∈ |D| è ïóñòü D̄1, D̄2 ∈ |D̄|
� èõ ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû. Òîãäà L := D1∩D2 � íåîñîáàÿ êðèâàÿ,
íå ïåðåñåêàþùàÿ èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî Exc(θ), à ïåðåñå÷åíèå
D̄1 ∩ D̄2 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

D̄1 ∩ D̄2 = L̄+
∑

γiΓi,

ãäå L̄ ⊂ X̄ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç L è γi ≥ 0. Òàê êàê D̄j · Γi < 0,
òî Γi ⊂ Bs |D̄| è ïîýòîìó γi > 0. Òàê êàê D̄ · L̄ = D · L = D3, òî

D̄3 = D̄ ·
(
L̄+

∑
γiΓi

)
= D3 + D̄ ·

∑
γiΓi.

Îòñþäà ïî ëåììå 7.2.4 èìååì

a3 def(Ψ) = a3(E3 − Ē3) = D3 − D̄3 = −aĒ ·
∑

γiΓi ≥ a
∑

γi ≥ aN.

Ýòî äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå. �

7.5. Ñòÿãèâàíèå ϕ : X̄ → Y ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç òèïîâ â
òàáëèöå èç òåîðåìû 14.7. Â íàøåì ñëó÷àå èìåþòñÿ îïðåäåëåííûå
îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîãîîáðàçèå Y :

• åñëè ϕ èìååò òèï D, òî Y ' P1 ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.3.3;
• åñëè ϕ èìååò òèï C, òî Y ' P2 ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.7.10
ïîñêîëüêó ρ(Y ) = 1;
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• åñëè ϕ èìååò òèï B1 èëè B2, òî Y � íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå
Ôàíî ïîñêîëüêó ρ(Y ) = 1 è | − nKX | 6= ∅ äëÿ íåêîòîðîãî
n > 0;
• åñëè ϕ èìååò òèï B3, B4 èëè B5, òî, êàê è âûøå, Y � îñîáîå
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ Pic(Y ) ' Z.

7.6. Ëåììà. Ìîðôèçì ϕ íå ìîæåò ñòÿãèâàòü äèâèçîð Ē.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ � ñòÿãèâàíèå ðàññëî-
åííîãî òèïà, òî Ē íå ìîæåò áûòü ñîñòàâëåí èç ñëîåâ, ïîñêîëüêó
dim |rĒ| = dim |rE| = 0 äëÿ ëþáîãî r > 0, à ëþáîé ýôôåêòèâíûé
äèâèçîð íà Y ' P1 èëè P2 ïîäâèæåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòÿãèâà-
íèå ϕ áèðàöèîíàëüíî è Ē � åãî èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Åñëè χ
íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî äèâèçîð E äîëæåí áûòü θ-îáèëüíûì
(èíà÷å äèâèçîð −E ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, ïîñêîëüêó îí ïîëîæèòå-
ëåí íà ñëîÿõ σ). Çíà÷èò, äèâèçîð Ē ÿâëÿåòñÿ θ̄-îòðèöàòåëüíûì (ñì.
ñëåäñòâèå 14.8.7), à ïîýòîìó îí ïîëîæèòåëåí íà ñëîÿõ ϕ. Ýòî ïðî-
òèâîðå÷èò åãî èñêëþ÷èòåëüíîñòè. Åñëè æå χ � èçîìîðôèçì, òî ñî-
ãëàñíî íàøåìó âûáîðó ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à Rϕ, ïîâåðõíîñòü E = Ē
� ëèíåé÷àòàÿ è èìååò äâå ñòðóêòóðû ñòÿãèâàíèÿ íà êðèâóþ. Ýòî
âîçìîæíî òîëüêî åñëè E ' P1×P1. Â ýòîì ñëó÷àå äèâèçîð −KX̃ +E

òðèâèàëåí íà îáîèõ ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷àõ êîíóñà NE(X̃). Òàê êàê
ρ(X̃) = 2, òî ýòî äàåò íàì −KX̃ + E ∼∼∼ 0. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ íà ïåðåñå÷åíèÿ äèâè-
çîðîâ â ðåøåòêå Pic(X̄). Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü
M � îáèëüíàÿ îáðàçóþùàÿ ãðóïïû Pic(Y ) ' Z è ïóñòü M̄ := ϕ∗M .
Åñëè ϕ � áèðàöèîíàëüíîå ñòÿãèâàíèå, òî ÷åðåç F̄ ìû îáîçíà÷èì åãî
èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ, ìû òàêæå ïîëîæèì
F̄ = M̄ , åñëè ñòÿãèâàíèå ϕ � ðàññëîåííîãî òèïà (D èëè C).

7.7. Ëåììà. Â çàâèñèìîñòè îò òèïà ñòÿãèâàíèÿ ϕ : X̄ → Y
èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ â Pic(X̄).

Òèï D.

(7.7.1)
M̄3 = M̄2 · (−KX̄) = 0,

M̄ · (−KX̄)2 = K2
X̄η
,

ãäå X̄η � îáùèé ñëîé ϕ. (Íàïîìíèì, ÷òî 1 ≤ K2
X̄η
≤ 6 â ñëó÷àå D1,

K2
X̄η

= 8 â ñëó÷àå D2 è K
2
X̄η

= 9 â ñëó÷àå D3).
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Òèï C.

(7.7.2)
M̄3 = 0, M̄2 · (−KX̄) = 2,

M̄ · (−KX̄)2 = 12− deg ∆,

ãäå ∆ ⊂ P2 � äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè ϕ :
X̄ → Y = P2 (ñì., íàïð., [62, � 3]). Â ñëó÷àå C2 ìû ïîëàãàåì deg ∆ =
0.

Òèïû B2-B5.

(7.7.3) F̄ 2 · (−KX̄) = −2, F̄ · (−KX̄)2 = k, F̄ 3 = 4/k,

ãäå

k =


4 òèï B2

2 òèïû B3 è B4

1 òèï B5

Òèï B1.

(7.7.4)

(−KX̄ + F̄ )2 · (−KX̄) = (−KY )3,

(−KX̄ + F̄ ) · F̄ · (−KX̄) = −KY · Z,

F̄ 2 · (−KX̄) = 2g(Z)− 2,

ãäå Z := ϕ(F̄ ) � öåíòð ðàçäóòèÿ ϕ (íåîñîáàÿ êðèâàÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, (7.7.2). Ñîîòíîøåíèå
M̄3 = 0 ñëåäóåò èç ôîðìóëû ïðîåêöèè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåí-
ñòâà M̄2 · (−KX̄) = 2 ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îáùèé ãåîìåòðè÷åñêèé
ñëîé X̄y = ϕ−1(y), y ∈ Y � íåîñîáàÿ êîíèêà è

KX̄ · X̄y = degKX̄y = −2

ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ. Íàêîíåö, äëÿ îáùåé ïðÿìîé M ⊂ Y =
P2 ïîâåðõíîñòü M̄ = ϕ−1(M) íåîñîáà, à ïðîåêöèÿ ϕ|M̄ : M̄ → M
ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íà êîíèêè, ó êîòîðîãî ÷èñëî âûðîæäåííûõ
ñëîåâ ðàâíî M ·∆. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü M̄ ðàöèîíàëüíà è ρ(M̄) =
2 + M · ∆. Ïî ôîðìóëå Í¼òåðà K2

M̄
= 8 − M · ∆, à ïî ôîðìóëå

ïðèñîåäèíåíèÿ KM̄ = (KX̄ + M̄)M̄ . Îòñþäà

M̄ · (−KX̄)2 = M̄ · (KX̄ + M̄)2 − 2KX̄ · M̄2 = 12− deg ∆. �

7.8. Ëåììà. Êîíóñ ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ Eff(X̄) íà X̄ ïîðîæ-
äåí êëàññàìè äèâèçîðîâ Ē è F̄ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî êëàññû äèâèçîðîâ Ē è F̄ ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû â ðåøåòêå Pic(X̄) ïî ëåììå 7.6. Ïóñòü D̄ � ïðî-
ñòîé äèâèçîð íà X̄ îòëè÷íûé îò Ē è F̄ . Äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ Q
èìååì

(7.8.1) D̄ ∼Q aĒ + bF̄ .

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî a, b ≥ 0. Ïðèìåíÿÿ χ−1
∗ ê ñîîòíîøåíèþ

(7.8.1) ïîëó÷èì

D̃ ∼Q aE + bF̃ ,

ãäå D̃ è F̃ ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû íà X̃ äèâèçîðîâ Ē è F̄ , ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îòñþäà σ∗D̃ ∼ bσ∗F̃ è ïîýòîìó b > 0. Åñëè ìîðôèçì ϕ
áèðàöèîíàëåí, òî àíàëîãè÷íî ϕ∗D̄ ∼ aϕ∗Ē è a > 0. Åñëè æå ϕ íå
ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì, òî ïåðåñåêàÿ îáå ÷àñòè (7.8.1) ñ êðèâîé
J̄ â ñëîå ϕ ïîëó÷èì 0 < D̄ · J̄ = aĒ · J̄ . Îòñþäà ñíîâà a > 0. �

7.9. Ëåììà. Ïóñòü ι(X) = 1. Ïîëîæèì ι := ι(Y ) è µ := µ(Rϕ)
(äëèíà ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à ñì. (14.5.3)). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî öå-
ëîãî ïîëîæèòåëüíîãî a èìååì

M̄ ∼ a(−KX̄)− µĒ.

Äàëåå, ïóñòü ñòÿãèâàíèå ϕ áèðàöèîíàëüíî. Òîãäà

F̄ ∼


(ιa− 1)(−KX̄)− ιĒ åñëè Rϕ èìååò òèï B1, B3, B4,
1
2
(ιa− 1)(−KX̄)− ιĒ åñëè Rϕ èìååò òèï B2,

2(ιa− 1)(−KX̄)− 2ιĒ åñëè Rϕ èìååò òèï B5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ι(X) = 1, òî Pic(X) = Z ·KX è

Pic(X̄) = Z ·KX̄ ⊕ Z · Ē.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü M̄ ∼ a(−KX̄)−bĒ äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈
Z. Òàê êàê KX̄ · Rϕ < 0, Ē · Rϕ < 0 è M̄ · Rϕ = 0, òî ab > 0. Åñëè áû
èìåëè ìåñòî íåðàâåíñòâà a < 0 è b < 0, òî äèâèçîð

Ē ∼∼∼ a
b
(−KX̄)− 1

b
M̄

áûë áû îáèëåí, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, a > 0 è b > 0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (14.7.3) è îïðåäåëåíèÿ äëèíû µ(Rϕ)
ñëåäóåò, ÷òî äèâèçîðû M̄ è −KX̄ ïîðîæäàþò â Pic(X̄) ïîäðåøåòêó
èíäåêñà µ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé çàïèøåì

KX̄ = ϕ∗KY + αF̄ = −ιM̄ + αF̄ ,
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ãäå α � äèñêðåïàíòíîñòü. Äëÿ íåå âûïîëíåíî α = 1 â ñëó÷àÿõ B1, B3

è B4, α = 2 â ñëó÷àå B2 è α = 1/2 â ñëó÷àå B5 (ñì. çàìå÷àíèå 14.7.4).
Òîãäà

F̄ ∼ ι

α
M̄ +

1

α
KX̄ ∼

a ι− 1

α
(−KX̄)− µ ι

α
Ē. �

7.9.1. Ïðèìåð. Ïóñòü X = X3 ⊂ P4 � íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòü è ïóñòü C � òî÷êà íà X, ÷åðåç êîòîðóþ ïðî-
õîäèò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ (ò.å. C � íå ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåííîé òî÷êîé Ýêêàðäà [42, ëåììà 2.2.6, çàìå÷àíèå 2.2.7]). Ïóñòü
ψ : X 99K P3 � ïðîåêöèÿ èç C. ßñíî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå êîíå÷íî
â îáùåé òî÷êå è èìååò ñòåïåíü 2. Ïóñòü σ : X̃ → X � ðàçäóòèå C.
Òîãäà êîìïîçèöèÿ ψ◦σ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ìîðôèçìîì, êîíå÷íûì
â îáùåé òî÷êå. Çíà÷èò, åãî ôàêòîðèçàöèÿ Øòåéíà èìååò âèä

ψ ◦ σ : X̃
θ−−−→ X0

γ−−−→ P3,

ãäå γ � êîíå÷íûé ìîðôèçì ñòåïåíè 2, à ìîðôèçì θ ñòÿãèâàåò ñîá-
ñòâåííûå ïðîîáðàçû L̃1, . . . , L̃k ⊂ X̃ ïðÿìûõ L1, . . . , Lk ⊂ X, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç C, è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âíå èõ. Èíâîëþöèÿ Ãàëóà
íàêðûòèÿ X0/P3 èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå χ : X̃ 99K X̃, êîòîðîå ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì âíå L̃1, . . . , L̃k. Ïîëó÷àåì äèàãðàììó (7.2.2), ãäå
X̄ ' X̃ è Y ' X. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ χ è X 99K Y = X íå
ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè. Â ÷àñòíîñòè, ϕ ñòÿãèâàåò ñîáñòâåííûé
ïðîîáðàç êàñàòåëüíîãî ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ ê X â òî÷êå C.

7.10. Çàìå÷àíèå. Ñèòóàöèÿ ñ ñèììåòðè÷íûì ëèíêîì (òàêàÿ
êàê â ïðèìåðå 7.9.1) âñòðå÷àåòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óñëîâèÿõ 7.1 ìû èìååì n = 1 è ìíîãîîáðàçèå
X• íîðìàëüíî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.6, ìîðôèçì γ : X0 → X• ÿâ-
ëÿåòñÿ èëè èçîìîðôèçìîì èëè êîíå÷íûì ñòåïåíè 2. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî γ : X0 → X• � äâóëèñòíûé ìîðôèçì. Ýòî çàâåäîìî âûïîëíåíî,
íàïðèìåð, åñëè (−KX̃)3 = 2 (ñì. çàäà÷ó 3, ñòð. 76). Òîãäà íà X0

èìååòñÿ èíâîëþöèÿ Ãàëóà τ : X0 → X0, êîòîðàÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî
áèðàöèîíàëüíîé èíâîëþöèè χ : X̃ → X̃. Êàê è â ïðèìåðå âûøå ìû
ïîëó÷èì äèàãðàììó (7.2.2), ãäå X̄ ' X̃ è Y ' X. Çàìåòèì ÷òî äåé-
ñòâèå τ ∗ íà ãðóïïå Cl(X0) ' Pic(X̃) íåòðèâèàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

rk Cl(X•) = rk Cl(X0)〈τ
∗〉 = 1.

Çàäà÷è. 1. Ïóñòü X = X2·2 ⊂ P5 � íåîñîáîå ïåðåñå÷åíèå
äâóõ êâàäðèê, ïóñòü l ⊂ X � ïðÿìàÿ è ïóñòü σ : X̃ → X �
åå ðàçäóòèå. Äîêàæèòå, ÷òî äèâèçîð −KX̄ îáèëåí è ñóùå-
ñòâóåò (ïðîñòåéøèé) ëèíê Ñàðêèñîâà (7.2.3), ãäå ϕ : X̄ →
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Y = P3 � ðàçäóòèå ãëàäêîé êðèâîé Z ⊂ P3 ñòåïåíè 5 è
ðîäà 2. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèå X ðàöèîíàëüíî. Óêà-
çàíèå: Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.6.

2. Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è è äîêàæè-
òå, ÷òî ïðÿìûå íà X, ïåðåñåêàþùèå äàííóþ îáùóþ ïðÿìóþ
l ⊂ X = X2·2 ⊂ P5 è îòëè÷íûå îò l, ïàðàìåòðèçóþòñÿ êðè-
âîé Cl ðîäà 2. Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ èçîìîðôèçìà ýòîé êðè-
âîé íå çàâèñèò îò âûáîðà l. Äîêàæèòå, ÷òî ñõåìà Ãèëüáåðòà
F1(X) ïðÿìûõ íà X � àáåëåâà ïîâåðõíîñòü, ÿêîáèàí Cl.
Óêàçàíèå: Ïîâåðõíîñòü F1(X) áèðàöèîíàëüíà ïîâåðõíîñòè
2-ñåêóùèõ êðèâîé Z ⊂ P3.

3. Ïóñòü X = X3 ⊂ P4 � íåîñîáàÿ êóáèêà, ïóñòü l ⊂ X �
ïðÿìàÿ è ïóñòü σ : X̃ → X � åå ðàçäóòèå. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò ëèíê Ñàðêèñîâà ñ öåíòðîì â l è îïèøèòå åãî
ðåçóëüòàò.

4. Ïóñòü X = Xd ⊂ Pd+1 � ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî ñòåïåíè
d = 4 èëè 5 è ïóñòü C ⊂ X � íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíê Ñàðêèñîâà ñ öåíòðîì â C
è îïèøèòå åãî ðåçóëüòàò.

5. Ïóñòü X = X2·3 ⊂ P5 � íåîñîáîå ïåðåñå÷åíèå êâàäðèêè è
êóáèêè. Ïóñòü l ⊂ X � ïðÿìàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿ-
ìóþ l ïåðåñåêàåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà äðóãèõ ïðÿ-
ìûõ â X (íà ñàìîì äåëå, ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé ïðÿìîé íà
X = X2·3 ⊂ P5). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò (ñèììåòðè÷íûé)
ëèíê Ñàðêèñîâà (7.2.2) ñ öåíòðîì l è ïðè ýòîì Y � ñíîâà
ïåðåñå÷åíèå êâàäðèêè è êóáèêè, à ϕ � ðàçäóòèå ïðÿìîé.

6. Ïóñòü X = X2·2·2 ⊂ P6 � ïåðåñå÷åíèå òðåõ êâàäðèê. Ïóñòü
C ⊂ X � äîñòàòî÷íî îáùàÿ êîíèêà (â ÷àñòíîñòè, åå ïåðå-
ñåêàåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ â X). Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò ëèíê Ñàðêèñîâà (7.2.2) ñ öåíòðîì C è ïðè
ýòîì Y� ñíîâà ïåðåñå÷åíèå òðåõ êâàäðèê, à ϕ � ðàçäóòèå
êîíèêè.
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8. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 1, I

Â ýòîé è ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ ìû îáñóäèì êëàññèôèêàöèþ
òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî èíäåêñà 1 ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 1. Ìû
áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåãî ïëàíà. Êëàññèôèêàöèÿ ïðåä-
ñòàâëåíà â ðàçäåëàõ 8- 10. Îñíîâíàÿ êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðå-
ìà 8.1 îïèðàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèè ïðÿìîé (òåîðåìà 8.2), êîòîðîå, â
ñâîþ î÷åðåäü âûâîäèòñÿ èç ñóùåñòâîâàíèÿ êîíèêè (ñëåäñòâèå 9.4.3),
à ýòî äîêàçûâàåòñÿ â ñëåäñòâèè 10.6. Ðàçäåëû 11 è 12 ïîñâÿùåíû,
â îñíîâíîì, äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ïðè
ïîìîùè îáðàùåíèÿ áèðàöèîíàëüíûõ ëèíêîâ.

8.1. Òåîðåìà (Â. À. Èñêîâñêèõ [81], [82]). Ïóñòü X � òðåõìåð-
íîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà ι(X) = 1 ðîäà g = g(X) ñ Pic(X) = Z.
Òîãäà 2 ≤ g ≤ 12 è g 6= 11. Âñå ýòè âîçìîæíîñòè ðåàëèçóþòñÿ.
Äëÿ êàæäîãî g ∈ {2, . . . , 10, 12} âñå òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî äå-
ôîðìàöèîííî ýêâèâàëåíòíû. Äåòàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñâåäåíà â
òàáëèöó 4, ñòð. 154.

Èäåè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âîñõîäÿò ê ðàáîòàì Äæ. Ôàíî [18].
Ïåðâîå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî äàíî Èñêîâñêèõ â [81], [82]. Áî-
ëåå ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ñì. â ðàáîòàõ [85], [12], [23]. Ìû ïðèâå-
äåì ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, îíî îïèðàåòñÿ
íà ñóùåñòâîâàíèå ïðÿìîé, ò.å. íåîñîáîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé l ⊂ X
òàêîé, ÷òî −KX · l = 1:

8.2. Òåîðåìà (Â. Â. Øîêóðîâ [106]). Ïóñòü X � òðåõìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ ρ(X) = 1, ι(X) = 1 è g(X) ≥ 7. Òîãäà íà X
ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè g(X) ≤ 6 ïðÿìàÿ òîæå ñóùåñòâóåò, íî ýòî íàì
íå ïîíàäîáèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ïîëó÷åíî êàê ñëåäñòâèå äå-
òàëüíîãî èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ áèðàöèîíàëüíûõ ïåðåñòðîåê è ëèíêîâ
Ñàðêèñîâà â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ (ñì. ñëåäñòâèå 10.6). Îòìåòèì,
÷òî òåîðåìà î êîíóñå 14.3 äàåò ñóùåñòâîâàíèå íåïðèâîäèìîé ðà-
öèîíàëüíîé êðèâîé ñòåïåíè ≤ 4, îäíàêî óëó÷øèòü ýòîò ðåçóëüòàò,
ïîëüçóÿñü òîëüêî ìåòîäàìè òåîðèè äåôîðìàöèé [51], íå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíûì. Îòìåòèì òàêæå, ÿ ÷òî â îðèãèíàëüíîì âàðèàíòå
ýòîé òåîðåìû [106] óòâåðæäàëîñü, ÷òî ïðÿìàÿ ñóùåñòâóåò ïðè ñóùå-
ñòâåííî áîëåå ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðà-
çèå Ôàíî òàêîå, ÷òî àíòèêàíîíè÷åñêèé äèâèçîð î÷åíü îáèëåí è íå
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû äâóõ îáèëüíûõ äèâèçîðîâ.
Îäíàêî, äëÿ íàøèõ öåëåé óòâåðæäåíèÿ 8.2 äîñòàòî÷íî.
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Íàëè÷èå ïðÿìîé ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ.
Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1 � àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîå ìíîãîîáðà-
çèå Ôàíî è ïóñòü l ⊂ X � ïðÿìàÿ. ×åðåç |H − 2l| ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé îñîáûõ âäîëü l.
Ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîé ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé íà-
çûâàåòñÿ äâîéíîé ïðîåêöèåé èç ïðÿìîé.

8.3. Òåîðåìà (Â. À. Èñêîâñêèõ). Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1,
g ≥ 7 � àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôà-
íî ñ Pic(X) = Z · H, ãäå H = −KX . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X ñó-
ùåñòâóåò ïðÿìàÿ. Òîãäà äâîéíàÿ ïðîåêöèÿ èç l îòîáðàæàåò X íà
ïîäìíîãîîáðàçèå Y ⊂ Pg−6:

(8.3.1) Ψ = Φ|H−2l| : X 99999K Y ⊂ Pg−6.

Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå Ψ è ðàçäóòèå σ : X̃ → X ïðÿìîé l âêëþ÷à-
þòñÿ â ëèíê Ñàðêèñîâà (7.2.2).

Äàëåå, ïóñòü E := σ−1(l) � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð, ïóñòü
Ē ⊂ X̄ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç E, ïóñòü M � îáèëüíàÿ îáðàçó-
þùàÿ Pic(Y ) ' Z è ïóñòü M̄ = ϕ∗M . Òîãäà M̄ ∼ −KX̄ − Ē è äëÿ
ýêñòðåìàëüíîãî ñòÿãèâàíèÿ ϕ èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ âîç-
ìîæíîñòåé:

(i) g = 7, Y ' P1 è ϕ : X̄ → P1 � ðàññëîåíèå íà ïîâåðõíîñòè
äåëü Ïåööî ñòåïåíè 5;

(ii) g = 8, Y ' P2 è ϕ : X̄ → P2 � ñòàíäàðòíîå ðàññëîåíèå íà
êîíèêè ñ äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé ∆ ⊂ P2 ñòåïåíè 5;

(iii) g ∈ {9, 10, 12} è â ýòîì ñëó÷àå ìîðôèçì ϕ : X̄ → Y áèðà-
öèîíàëåí, ñòÿãèâàåò äèâèçîð

F̄ ∼ δ(−KX̄)− (δ + 1)Ē,

ãäå δ = 3, 2, 1 ïðè g = 9, 10, 12, ñîîòâåòñòâåííî, è ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàçäóòèåì íåîñîáîé íåïðèâîäèìîé êðèâîé Z ⊂ Y .
Ïðè÷åì:
(a) åñëè g = 9, òî Y ' P3, Z ⊂ P3 � íåãèïåðýëëèïòè÷å-

ñêàÿ êðèâàÿ ðîäà 3 è ñòåïåíè 7, ëåæàùàÿ íà êóáè÷å-
ñêîé ïîâåðõíîñòè F3 = ϕ(Ē);

(b) åñëè g = 10, òî Y = Q ⊂ P4 � íåîñîáàÿ êâàäðèêà,
Z ⊂ Y � êðèâàÿ ðîäà 2 è ñòåïåíè 7, ëåæàùàÿ íà ïî-
âåðõíîñòè F4 = ϕ(Ē) ñòåïåíè 4;

(c) åñëè g = 12, òî Y = Y5 ⊂ P6 � ìíîãîîáðàçèå äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 5, Z ⊂ Y � íîðìàëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ
êðèâàÿ ñòåïåíè 5, ëåæàùàÿ íà ãèïåðïëîñêîì ñå÷åíèè
F5 = ϕ(Ē).
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Áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå Ψ−1 : Y 99K X, îáðàò-
íîå ê äâîéíîé ïðîåêöèè, çàäàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé
|(2δ + 1)M − 2Z|.

Â ÷àñòíîñòè, g(X) ≤ 12 è g(X) 6= 11.

8.3.2. Çàìå÷àíèå. Â óñëîâèÿõ ïóíêòà (iii) òåîðåìû 8.3 ïàðà
(Y ⊃ Z) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò (X ⊃ l). Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèå
X îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî (Y ⊃ Z). Ïðè ýòîì ðàçëè÷íûå
âëîæåíèÿ êðèâîé Z â Y ìîãóò çàäàâàòü íåèçîìîðôíûå ìíîãîîáðà-
çèÿ Ôàíî X, òàêæå êàê ïðè ðàçëè÷íûõ âûáîðàõ ïðÿìîé l â X ìîãóò
ïîëó÷àòüñÿ ïðîåêòèâíî íåýêâèâàëåíòíûå êðèâûå Z ⊂ Y . Îäíàêî,
ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî êðèâàÿ Z ñ òî÷íîñòüþ äî àáñòðàêòíîãî èçî-
ìîðôèçìà îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ìíîãîîáðàçèþ X. Ýòî
ñëåäóåò èç òåîðåìû Òîðåëëè äëÿ êðèâûõ è òîãî, ÷òî ÿêîáèàí êðè-
âîé Z, êàê ãëàâíîïîëÿðèçîâàííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå, èçîìîðôåí
ïðîìåæóòî÷íîìó ÿêîáèàíó X (ñì. [11]):

J(Z) ' J(Z)⊕ J(Y ) ' J(X̄) ' J(X̃) ' J(X)⊕ J(l) ' J(X).

8.3.3. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ ι(X) = 1 è
ρ(X) = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ. Òîãäà äëÿ
g(X) ≥ 8 òîïîëîãè÷åñêàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χtop(X) ïðèíè-
ìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

g(X) 8 9 10 12

χtop(X) −6 −2 0 4

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé g ≥ 9. Êîí-
ñòðóêöèÿ ôëîïîâ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14.8.6) ïîêàçûâàåò,
÷òî χtop(X̃) = χtop(X̄). Ïîëüçóÿñü ïàðàìåòðàìè êðèâîé Z â 8.3 (iii)
ïîëó÷àåì

χtop(Y ) + χtop(Z) = χtop(X̄) = χtop(X̃) = χtop(X) + χtop(l). �

8.3.4. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ ι(X) = 1 è
ρ(X) = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ. Òîãäà ïðè
g(X) = 7 è g(X) ≥ 9 ìíîãîîáðàçèå X ðàöèîíàëüíî. *

Ðàöèîíàëüíîñòü òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ðîäà g(X) = 7
è g(X) ≥ 9 íàä íåçàìêíóòûìè ïîëÿìè � óæå ñîâñåì íåòðèâèàëüíûé
âîïðîñ (ñì.[40]).

*Ïîçäíåå â òåðåìå 10.1 (ii) áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðè g = 8 ìíîãîîáðàçèå X
áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíî íåîñîáîé òðåõìåðíîé êóáèêå â P4 è ïîýòîìó íåðà-
öèîíàëüíî.

103



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè g = 9, 10 è 12 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì
îáðàçîì âûòåêàåò èç 8.3 (iii) è ñëåäñòâèÿ 3.6.5. Ïðè g = 7 ðàöèî-
íàëüíîñòü X̄ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñëîé X̄η íàä îáùåé òî÷êîé η ∈ P1

ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî ñòåïåíè 5 íàä ïîëåì ðà-
öèîíàëüíûõ ôóíêöèé C(P1) è òàêèå ïîâåðõíîñòè C(P1)-ðàöèîíàëüíû
[89], [96]. �

8.3.5. Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 8.3 îòîáðàæåíèå χ èç
äèàãðàììû (7.2.2) íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, à X̃ íå ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî.

8.3.6. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ ι(X) = 1,
ρ(X) = 1 è g(X) ≥ 7 è ïóñòü l ⊂ X � ïðÿìàÿ ñ íîðìàëüíûì ïó÷êîì

Nl/X ' OP1 ⊕ OP1(−1)

(ñì. (8.5.1)). Òîãäà íà X ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ l.

Äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèé 8.3.5 è 8.3.6 áóäåò äàíî â êîíöå ðàç-
äåëà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.3 íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñâåäåíèÿ î
ñõåìå Ãèëüáåðòà ïðÿìûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî.

8.4. Ñõåìà Ãèëüáåðòà ïðÿìûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîãî-
îáðàçèè X ⊂ PN ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïðÿìàÿ. Ñîãëàñíî òåîðèè
ñõåì Ãèëüáåðòà, ñåìåéñòâî âñåõ ïðÿìûõ íà X ïàðàìåòðèçîâàíî íåêî-
òîðîé ïðîåêòèâíîé ñõåìîé F1 = F1(X) � ýòî ñõåìà, ïàðàìåòðèçóþ-
ùàÿ çàìêíóòûå ïîäñõåìû â X ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà χ(t) = t+ 1.
Òàê êàê X ⊂ PN , òî F1(X) ðåàëèçóåòñÿ êàê çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà
ãðàññìàíèàíà Gr(2, N + 1) ïðÿìûõ â PN .

8.5. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1 � àíòèêàíîíè-
÷åñêè âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà ι = 1 ñ ρ(X) = 1, g ≥ 5
è ïóñòü l ⊂ X � ïðÿìàÿ íà X. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

(i) ×åðåç l ìîæíî ïðîâåñòè íåîñîáîå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå.
(ii) Äëÿ íîðìàëüíîãî ïó÷êà Nl/X èìåþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå

äâå âîçìîæíîñòè:

(8.5.1) Nl/X '

{
OP1 ⊕ OP1(−1) òèï (0,−1),

OP1(1)⊕ OP1(−2) òèï (1,−2).

(iii) Ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñõåìû F1 îäíîìåðíà. Åñëè [l] ∈ F1 �
òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðÿìîé l ⊂ X, òî [l] ∈ F1 íåîñî-
áà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Nl/X èìååò òèï (0,−1).

(iv) ×åðåç ëþáóþ òî÷êó P ∈ X ïðîõîäèò íå áîëåå êîíå÷íîãî
÷èñëà ïðÿìûõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè g ≥ 5 àíòèêàíîíè÷åñêèé
äèâèçîð î÷åíü îáèëåí, à îáðàç ñîîòâåòñòâóþùåãî âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê (ñì. òåîðåìó 6.6).

Óòâåðæäåíèå (i) äîêàçûâàåòñÿ, àíàëîãè÷íî ïðåäëîæå-
íèþ 3.5.1 (ii), ïîäñ÷åòîì ïàðàìåòðîâ: ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç l îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè 2 â
(Pg+1)∗. Îñîáûå â íåêîòîðîé òî÷êå l ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ îáðàçóþò
ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè ≥ 3.

Óòâåðæäåíèå (ii) òàêæå àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 3.5.1 (iii) :
èìååì ðàçëîæåíèå Nl/X = OP1(a) + OP1(b). Äàëåå Nl/H ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå ðàñøèðåíèÿ

0 −−−→ Nl/H −−−→ Nl/X −−−→ NH/X |l −−−→ 0,

ãäå NH/X |l = OP1(1). Òàê êàê H � ïîâåðõíîñòü òèïà K3 è l ⊂ H �
íåîñîáàÿ êðèâàÿ ðîäà íóëü, òî Nl/H = OP1(−2). Îòñþäà a + b = −1.
Òàê êàê h0(Nl/X) ≤ h0(NH/X |l) = 2, òî a, b ≤ 1.

Äîêàæåì (iii). Ñîãëàñíî òåîðèè äåôîðìàöèé (ñì. [35, òåîðåìû 2.8
è 2.15]), â ëþáîé òî÷êå [l] ∈ F1 èìååì

dim[l] F1 ≥ h0(Nl/X)− h1(Nl/X) = 1.

Áîëåå òîãî, åñëè Nl/X èìååò òèï (0,−1), òî h0(Nl/X) = 1 è h1(Nl/X) =
0. Â ýòîì ñëó÷àå ñõåìà F1 íåîñîáà â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå [l] è èìå-
åò ðàçìåðíîñòü 1. Åñëè Nl/X èìååò òèï (1,−2), òî h0(Nl/X) = 2 è
h1(Nl/X) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå dimT[l],F1 = 2 è èìåþòñÿ äâå âîçìîæíî-
ñòè:

(a) dim[l](F1) = 1, ñõåìà F1 èìååò â òî÷êå [l] îñîáåííîñòü (èëè
íå ïðèâåäåía);

(b) dim[l](F1) = 2 è ñõåìà F1 íåîñîáà â òî÷êå [l].

Ïóñòü F′1 ⊂ F1 � íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà. Ðàññìîòðèì óíèâåð-
ñàëüíîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ U′ → F′1 è äèàãðàììó

U′

p

~~

q

  
F′1 X

ãäå p � ñîîòâåòñòâóþùåå P1-ðàññëîåíèå è ql : p−1([l])→ l ⊂ X � òàâ-
òîëîãè÷åñêîå îòîáðàæåíèå äëÿ ëþáîé òî÷êè [l] ∈ F1. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (b). Òàê êàê dim(F′1) = 2, òî dim(U′) = 3 è
dim q(U′) = 2 èëè 3. Åñëè dim q(U′) = 3, òî q(U′) = X è îòîáðàæåíèå
q : U′ → X êîíå÷íî â îáùåé òî÷êå. Íî ýòî íåâîçìîæíî. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè [l] ∈ F1 ìû èìååì åñòåñòâåííûé ìîðôèçì
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íîðìàëüíûõ ïó÷êîâ

dq : Nl/U′ ' OP1 ⊕ OP1 −−−→ Nl/X ' OP1(1)⊕ OP1(−2).

Òàê êàê Hom(OP1 ,OP1(−2)) = 0, òî ãîìîìîðôèçì dq èìååò â êàæ-
äîé òî÷êå [l] ∈ S0 ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìåðíîå ÿäðî. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îáùàÿ ïðÿìàÿ l ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå âåòâëåíèÿ ìîðôèçìà
q : U′ → X, ÷òî íåâîçìîæíî (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î
íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêå îñíîâíîãî ïîëÿ).

Ñëåäîâàòåëüíî, q(U′) � ïîâåðõíîñòü. Ïî êîíñòðóêöèè îíà ñîäåð-
æèò äâóìåðíîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ. Íî èç âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðîåê-
òèâíûõ ïîâåðõíîñòåé ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò òîëüêî ïëîñêîñòü P2

(çàäà÷à 1). Ïî óñëîâèþ ãðóïïà Pic(X) ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì ãèïåð-
ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, X íå ñîäåðæèò ïëîñêîñòåé
è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé (b) â íàøåé ñèòóàöèè íå ðåàëèçóåòñÿ.

Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî (iv) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ïóíêòà (v) ïðåäëîæåíèÿ 3.5.1. �

8.6.Îáîçíà÷åíèÿ. ÏóñòüX = X2g−2 ⊂ Pg+1 � àíòèêàíîíè÷åñêè
âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1 ðîäà g ≥ 5. Ïîëîæèì H :=
−KX . Òàêèì îáðàçîì, Pic(X) = Z ·H. Ïóñòü l ⊂ X � ïðÿìàÿ è ïóñòü
σ : X̃ → X � ðàçäóòèå l. Ïóñòü E := σ−1(l) � èñêëþ÷èòåëüíûé
äèâèçîð è ïóñòü H∗ := σ∗H, ãäå H ∼ −KX � êëàññ ãèïåðïëîñêîãî
ñå÷åíèÿ X. Îòìåòèì, ÷òî E ' F1 èëè F3 (ñì. (8.5.1)).

Ñíà÷àëà ìû èçó÷èì îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ëèíåéíîé ñèñòåìîé

|−KX̃ | = |H
∗ − E|.

8.6.1. Ëåììà. Â îáîçíà÷åíèÿõ 8.6 èìååì,

(8.6.2)

E3 = 1,

−K3
X̃

= 2g − 6,

(−KX̃)2 · E = 3,

−KX̃ · E2 = −2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî −KX̃ =
H∗ − E, (H∗)3 = H3 = 2g − 2 è ôîðìóë (1.9.3). �

8.7. Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

ψ = Φ|H−l| : X 99999K X• ⊂ Pg−1

� ïðîåêöèÿ èç ïðÿìîé l, ãäå X• = ψ(X). Ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàí-
íûé ìîðôèçì φ = Φ|−KX̃ | : X̃ → X• ⊂ Pg−1:
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X̃
σ

xx

φ

((
X

ψ // X• ⊂ Pg−1

8.7.1. Ëåììà. Â îáîçíà÷åíèÿõ 8.6 è 8.7 èìåþò ìåñòî ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i)

−KX̃ |E =

{
Σ + 2Υ åñëè Nl/X èìååò òèï (0,−1),

Σ + 3Υ åñëè Nl/X èìååò òèï (1,−2),

ãäå Σ, Υ � êëàññû èñêëþ÷èòåëüíîãî ñå÷åíèÿ è ñëîÿ ðàöèî-
íàëüíîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè E = F1 èëè F3.

(ii) Ìîðôèçì φ : X̃ → X• ⊂ Pg−1 áèðàöèîíàëåí è ëþáîé åãî
íåòðèâèàëüíûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ èëè ñîáñòâåííûì ïðîîáðà-
çîì ïðÿìîé íà X, ïåðåñåêàþùåé l èëè, â ñëó÷àå, êîãäà Nl/X

èìååò òèï (1,−2), èñêëþ÷èòåëüíûì ñå÷åíèåì Σ ïîâåðõ-
íîñòè E ' F3. Îáðàç X• íîðìàëåí è ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðà-
çèåì Ôàíî ñ êàíîíè÷åñêèìè ãîðåíøòåéíîâûìè îñîáåííî-
ñòÿìè.

(iii) h0(OE(−KX̃)) ≤ 5, h0(OX̃(−KX̃ − E)) ≥ g − 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òîãî,
÷òî

(−KX̄)2 · Ē = 3 è −KX̄) ·Υ = −E ·Υ = 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) íàïîìíèì, ÷òî X � ïåðåñå÷åíèå êâàä-
ðèê. Ïðîåêöèÿ X 99K Pg−1 èíäóöèðîâàíà ëèíåéíîé ïðîåêöèåé
Pg+1 99K Pg−1 èç l, ñëîè êîòîðîé � äâóìåðíûå ïëîñêîñòè Π ⊂ Pg+1,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç l. Êàæäàÿ êâàäðèêà Q, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç l, èëè
ñîäåðæèò Π èëè âûñåêàåò íà Π äîïîëíèòåëüíî ê l âû÷åòíóþ ïðÿìóþ
lQ. Òàêèì îáðàçîì, ñëîé ψ � ýòî ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ lQ ⊂ Π ïî âñåì
êâàäðèêàì Q ⊃ X, Q 6⊃ Π. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ñëîé ïðîåêöèè ψ
� èëè òî÷êà èëè ïðÿìàÿ, ïðåñåêàþùàÿ l. Çíà÷èò, âíå E íåòðèâèàëü-
íûå ñëîè ñòÿãèâàíèÿ φ � ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû òàêèõ ïðÿìûõ. Â
ñëó÷àå, êîãäà Nl/X èìååò òèï (0,−1), èç (i) ñëåäóåò, ÷òî E íå ñî-
äåðæèò ñëîåâ φ, à â ñëó÷àå (1,−2) åäèíñòâåííûé ñëîé φ, ëåæàùèé â
E, � ýòî èñêëþ÷èòåëüíîå ñå÷åíèå Σ. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå â (ii)
ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 5.6.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (iii) ñëåäóåò èç (i), âòîðîå � èç òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0→ H0(OX̃(−KX̃ − E)) −−−→ H0(OX̃(−KX̃)) −−−→ H0(OE(−KX̃)),

ïîñêîëüêó h0(X̃,OX̃(−KX̃)) = g. �
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8.8. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî g ≥ 7. Òîãäà

dim |−KX̃ − E| ≥ 1.

8.8.1. Çàìå÷àíèå. Ëþáîé ýëåìåíò ëèíåéíîé ñèñòåìû

σ∗
(
|−KX̃ − E|

)
= σ∗

(
|H∗ − 2E|

)
⊂ |H|

íåïðèâîäèì. Ïîýòîìó íåïîäâèæíîé êîìïîíåíòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû
|−KX̃−E| ìîæåò áûòü òîëüêî èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð E. Çàïèøåì
(8.8.2) |−KX̃ − E| = (m− 1)E + |−KX̃ −mE|, m ≥ 1,

ãäå |−KX̃ −mE| íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò è
dim |−KX̃ −mE| = dim |−KX̃ − E| > 0.

Ïðè ýòîì ëþáîé ýëåìåíò D ∈ |−KX̃ − mE| íåïðèâîäèì. Íà ñàìîì
äåëå, èç íàøèõ âû÷èñëåíèé íèæå áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî m = 1.

8.8.3. Ñëåäñòâèå. Ìîðôèçì φ íå ñòÿãèâàåò äèâèçîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè C � êðèâàÿ â ñëîå ìîð-
ôèçìà φ, òî (H∗−E) ·C = KX̃ ·C = 0. Òàê êàê H∗ ·C > 0, òî E ·C > 0
è (−KX̃ − mE) · C < 0. Ïîýòîìó êðèâàÿ C ñîäåðæèòñÿ â áàçèñíîì
ìíîæåñòâå ëèíåéíîé ñèñòåìû |−KX̃ −mE|, ãäå m çàäàåòñÿ óñëîâèåì
(8.8.2). Òàê êàê |−KX̃ −mE| íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò, òî
Bs |−KX̃ −mE| íå ñîäåðæèò äèâèçîðîâ. �

8.8.4. Ñëåäñòâèå. Ëþáóþ ïðÿìóþ l íà X ïåðåñåêàåò íå áîëåå
êîíå÷íîãî ÷èñëà äðóãèõ ïðÿìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû òà-
êèõ ïðÿìûõ ñòÿãèâàþòñÿ ìîðôèçìîì φ. Åñëè îíè îáðàçóþò ñåìåé-
ñòâî, òî φ ñòÿãèâàåò äèâèçîð. �

8.9. Ñîãëàñíî ëåììå 8.7.1 (ii) è ñëåäñòâèþ 8.8.3 ìû ìîæåì
ïðèìåíèòü êîíñòðóêöèþ ëèíêà Ñàðêèñîâà èç ðàçäåëà 7 ñ C = l.
Åñëè äèâèçîð −KX̄ ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì, òî íà X̃ ñóùåñòâóåò âòîðîå
ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå ϕ : X̃ → Y (îòëè÷íîå îò σ) è ìû ïîëó÷èì
äèàãðàììó (7.2.3). Åñëè æå äèâèçîð −KX̄ íå ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì,
òî ïî òåîðåìå 14.8.6 ñóùåñòâóåò ôëîï χ : X̃ 99K X̄ è ìû ìîæåì
âêëþ÷èòü íàøè îòîáðàæåíèÿ â äèàãðàììó (7.2.2).

Íàéäåì âîçìîæíîñòè äëÿ ñòÿãèâàíèÿ Ìîðè ϕ : X̄ → Y ýêñòðå-
ìàëüíîãî ëó÷à Rϕ. Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç Ē ìû îáîçíà÷àåì
ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç äèâèçîðà E íà X̄, M � îáèëüíàÿ îáðàçóþ-
ùàÿ ãðóïïû Pic(Y ) ' Z, à M̄ := ϕ∗M . Åñëè ϕ � áèðàöèîíàëüíîå
ñòÿãèâàíèå, òî ÷åðåç F̄ îáîçíà÷àåòñÿ åãî èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð.
Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ, ìû òàêæå ïîëîæèì F̄ = M̄ , åñëè ñòÿãèâàíèå ϕ �
ðàññëîåííîãî òèïà.

Èç ëåììû 7.8 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
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8.9.1. Ñëåäñòâèå. Çàïèøåì F̄ ∼ a(−KX̄) − bĒ. Òîãäà a, b ∈ Z
è b ≥ ma > 0, ãäå m çàäàåòñÿ óñëîâèåì (8.8.2). Áîëåå òîãî, åñëè
ñòÿãèâàíèå ϕ áèðàöèîíàëüíî, òî b > ma.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äèâèçîð σ∗ ◦ χ−1
∗ (F̄ ) = a(−KX) ýô-

ôåêòèâåí, ÷òî a ≥ 0. Òàê êàê χ−1
∗ (F̄ ) 6= E (ñì. ëåììó 7.6), òî a > 0.

Èç ëåììû 7.8 è çàìå÷àíèÿ 8.8.1 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ äèâèçîðà −KX̄−
mĒ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé F̄ ∼ a(−KX̄)− bĒ è
Ē. Îòñþäà b ≥ ma. Åñëè b = ma, òî F̄ ∼ a(−KX̄ −mĒ). Ïîñêîëüêó
dim |−KX̃ − E| ≥ 1, òî ñòÿãèâàíèå ϕ íå ìîæåò áûòü áèðàöèîíàëü-
íûì. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ = µ(Rϕ) äëèíó ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à Rϕ

(ñì. (14.5.3)).

8.9.2. Ëåììà. Åñëè µ = 1, òî M̄ ∼ −KX̄ − Ē.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX̄ −mĒ| èìååò ïîëî-

æèòåëüíóþ ðàçìåðíîñòü è ëþáîé äèâèçîð D̄ ∈ |−KX̄ −mĒ| íåïðè-
âîäèì (ñì. çàìå÷àíèå 8.8.1). Ïîýòîìó îí íåîòðèöàòåëåí íà ëó÷å Rϕ.

Ïîëîæèì D̃ := χ−1
∗ (D̄). Òîãäà D̃ ∈ |−KX̃ −mE| = |H∗ − (m+ 1)E|.

Åñëè Exc(φ) = ∅, òî X̄ = X̃ è

D̄ · Rσ = (H∗ − (m+ 1)E) · Rσ > 0.

Åñëè æå Exc(φ) 6= ∅, òî
D̄ · Rθ̄ = −D̃ · Rθ = (m+ 1)E · Rθ > 0,

ãäå Rθ � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷, ïîðîæäåííûé êðèâûìè â ñëîÿõ θ.
Çíà÷èò, äèâèçîð D̄ ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí (ñì. ðèñ. 1 ñòð. 93).

Äëÿ ìèíèìàëüíîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ` ëó÷à Rϕ èìååì

0 ≤ (−KX̄ −mĒ) · ` = 1−mĒ · `,
ãäå Ē · ` > 0. Îòñþäà m = Ē · ` = 1 è (−KX̄ − Ē) · ` = 0, ò.å. −KX̄ − Ē
� îïîðíûé äèâèçîð äëÿ ëó÷à Rϕ. �

Èç ëåììû 7.2.4 ó÷èòûâàÿ (8.6.2) ïîëó÷èì

(8.9.3)

−K3
X̄

= 2g − 6,

(−KX̄)2 · Ē = 3,

−KX̄ · Ē2 = −2.

8.9.4. Ëåììà. Ëó÷ Rϕ íå ìîæåò áûòü òèïà B2-B5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ ñòÿãèâàåò äèâèçîð F̄ â
òî÷êó. Êàê è â ñëåäñòâèè 8.9.1 çàïèøåì F̄ ∼ a(−KX̄)−bĒ. Èç (7.7.3)
ñëåäóåò, ÷òî

F̄ · (−KX̄)2 + 3b = (2g − 6)a = 3b+ k, k = 1, 2, 4.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX̄ −mĒ| íå èìååò
íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò, à |−KX̄ | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê, òî

0 ≤ (−KX̄ −mĒ) · F̄ · (−KX̄) = (2g − 6)a− 3b− 3am− 2bm.

Îòñþäà

3b+ 4 ≥ 3b+ k = (2g − 6)a ≥ 3b+ 3am+ 2bm.

Òàê êàê a, b, m ≥ 1 (ñëåäñòâèå 8.9.1), òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äàåò
íàì ïðîòèâîðå÷èå. �

8.9.5. Ëåììà. Åñëè ëó÷ Rϕ òèïà D, òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé (i)
òåîðåìû 8.3 è ñòÿãèâàíèå ϕ : X̄ → Y = P1 çàäàåòñÿ ëèíåéíîé
ñèñòåìîé |−KX̄ − Ē|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d � ñòåïåíü îáùåãî ñëîÿ ðàññëîåíèÿ
íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ϕ : X̄ → Y ' P1. Ñîãëàñíî ëåììå 7.9,
èìååì M̄ ∼ a(−KX̄)− µĒ, ãäå a > 0. Íàïîìíèì (ñì. òåîðåìó 14.7),
÷òî 1 ≤ µ ≤ 3. Áîëåå òîãî, 1 ≤ d ≤ 7 ïðè µ = 1, d = 8 ïðè µ = 2 è
d = 9 ïðè µ = 3.

Ñîîòíîøåíèÿ (7.7.1) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

d = (−KX̄)2 · M̄ = (2g − 6)a− 3µ,(8.9.6)

0 = (−KX̄) · M̄2 = (2g − 6)a2 − 6aµ− 2µ2.(8.9.7)

Íàïîìíèì, ÷òî g ≥ 7 ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Èç óðàâíåíèÿ
(8.9.7) ñëåäóåò, ÷òî µ2 ≡ 0 mod a. Åñëè µ = 1, òî ïî ëåììå 8.9.2
èìååì a = 1 è òîãäà g = 7 è d = 5, ò.å. ýòî â òî÷íîñòè ñëó÷àé 8.3 (i).
Åñëè µ = 2, òî d = 8 è èç óðàâíåíèÿ (8.9.6) ïîëó÷àåì (g − 3)a = 7,
a = 1, g = 10. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (8.9.7). Íàêîíåö, åñëè µ = 3, òî
d = 9 è èç óðàâíåíèÿ (8.9.6) ïîëó÷àåì (g − 3)a = 9, a = 1, g = 12.
Ýòî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò (8.9.7). �

8.9.8. Ëåììà. Åñëè ëó÷ Rϕ òèïà C, òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé (ii)
òåîðåìû 8.3 è ñòÿãèâàíèå ϕ : X̄ → Y = P2 çàäàåòñÿ ëèíåéíîé
ñèñòåìîé |−KX̄ − Ē|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆ � äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ ðàññëî-
åíèÿ íà êîíèêè ϕ : X̄ → Y ' P2 è ïóñòü d := deg ∆. Êàê è âûøå,
ñîãëàñíî ëåììå 7.9 èìååì M̄ ∼ a(−KX̄) − µĒ. Íàïîìíèì (ñì. òåî-
ðåìó 14.7), ÷òî 1 ≤ µ ≤ 2. Áîëåå òîãî, d ≥ 3 ïðè µ = 1 è d = 0 (ò.å.
∆ = ∅) ïðè µ = 2. Ñîîòíîøåíèÿ (7.7.2) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

12− d = (−KX̄)2 · F̄ = (2g − 6)a− 3µ,

2 = (−KX̄) · F̄ 2 = (2g − 6)a2 − 6aµ− 2µ2.

Åñëè µ = 1, òî ïî ëåììå 8.9.2 èìååì a = 1 è òîãäà g = 8 è d = 5.
Ïîëó÷àåì ñëó÷àé 8.3 (ii). Åñëè æå µ = 2, òî d = 0 è ïåðâîå óðàâíåíèå
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äàåò íàì (g − 3)a = 9, a = 1, g = 12. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó
óðàâíåíèþ. �

8.9.9. Ëåììà. Åñëè ëó÷ Rϕ òèïà B1, òî èìååò ìåñòî îäèí èç
ñëó÷àåâ (iii)(a), (iii)(b), (iii)(c) òåîðåìû 8.3 è âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ

(8.9.10) M̄ ∼ −KX̄ − Ē, F̄ ∼ (ι− 1)(−KX̄)− ιĒ,
ãäå ι = 4, 3, 2 â ñëó÷àÿõ (iii)(a), (iii)(b), (iii)(c), ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ : X̄ → Y � áèðàöèî-
íàëüíîå ñòÿãèâàíèå äèâèçîðà F̄ íà êðèâóþ Z. Òîãäà Y � (íåîñîáîå)
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà ι = ι(Y ). Èç ëåìì 7.9 è 8.9.2 ïîëó÷à-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (8.9.10), ïðè÷åì ι > 1. Äàëåå, ñîîòíîøåíèÿ (7.7.4)
â íàøåì ñëó÷àå èìåþò âèä

(−KX̄ − Ē)2 · (−KX̄) = ι · d(Y ),

(−KX̄ − Ē) · ((ι− 1)(−KX̄)− ιĒ) · (−KX̄) = degZ,

((ι− 1)(−KX̄)− ιĒ)2 · (−KX̄) = 2g(Z)− 2.

Ó÷èòûâàÿ (8.6.2), ïîëó÷èì

(2g − 6)− 8 = ι · d(Y ),(8.9.11)

(2g − 6)(ι− 1)− 8ι+ 3 = degZ,(8.9.12)

(2g − 6)(ι− 1)2 − 6(ι− 1)ι− 2ι2 = 2g(Z)− 2.(8.9.13)

Åñëè ι = 2, òî èç (8.9.11) è (8.9.13) ñëåäóåò, ÷òî g − 7 = d(Y ) è
g − 12 = g(Z) ≥ 0. Îòñþäà g = 12 è g(Z) = 0 ïîñêîëüêó d(Y ) ≤ 5
(òåîðåìà 3.6). Ïîëó÷àåì åäèíñòâåííóþ âîçìîæíîñòü 8.3 (iii)(c).

Ïóñòü ι = 3. Òîãäà Y � êâàäðèêà â P4 (òåîðåìà 1.8.1). Â ÷àñò-
íîñòè, d(Y ) = 2. Òîãäà èç (8.9.11) ïîëó÷àåì åäèíñòâåííóþ âîçìîæ-
íîñòü g = 10, à èç (8.9.12) è (8.9.13) âû÷èñëÿåì ïàðàìåòðû êðèâîé
Z: g(Z) = 2 è degZ = 7. Ýòî ñëó÷àé 8.3 (iii)(b).

Íàêîíåö, ïóñòü ι = 4. Òîãäà Y ' P3 (òåîðåìà 1.8.1). Â ÷àñòíîñòè,
d(Y ) = 1. Òîãäà èç (8.9.11) ïîëó÷àåì åäèíñòâåííóþ âîçìîæíîñòü
g = 9, à èç (8.9.12) è (8.9.13) âû÷èñëÿåì ïàðàìåòðû êðèâîé Z: g(Z) =
3 è degZ = 7. Ýòî ñëó÷àé 8.3 (iii)(a). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ Z íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé. Ïîñêîëüêó
ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

ϕ∗|4M − Z| = |ϕ∗(−KY )− F̄ | = |−KX̄ | = θ̄∗|−KX̄0
|

íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê, òî êðèâàÿ Z ⊂ P3 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
êâàðòèê. Â ÷àñòíîñòè, îíà íå èìååò 5-ñåêóùèõ. Äàëåå óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò èç ëåììû íèæå. �
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8.9.14. Ëåììà. Ïóñòü Z ⊂ P3 � íåîñîáàÿ êðèâàÿ ðîäà 3 è ñòå-
ïåíè 7. Òîãäà Z èìååò 5-ñåêóùóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Z èìååò 5-ñåêóùóþ L, òî ïðîåêöèÿ èç
íåå çàäàåò ãèïåðýëëèïòè÷åñêèé ðÿä g1

2 íà Z.
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà Z èìååòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèé

ðÿä g1
2. Ïóñòü D � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå êðèâîé Z. Ïî òåîðåìå

Ðèìàíà-Ðîõà dim |D| = 4. Ñëåäîâàòåëüíî, Z ⊂ P3 ÿâëÿåòñÿ ïðîåê-
öèåé Z ⊂ P4 èç òî÷êè O ∈ P4 \ Z. Ïîëîæèì D′ := D − g1

2. Òîãäà
degD′ = 5 è dim |D − D′| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
êàæäîãî äèâèçîðà èç ëèíåéíîé ñèñòåìû |D′| � 5-ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü
Π ⊂ P4 êðèâîé Z ⊂ P4. Ñíîâà ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà dim |D′| = 2.
Çíà÷èò, òàêèå 5-ñåêóùèå ïëîñêîñòè çàìåòàþò âñå ïðîñòðàíñòâî P4 è
òî÷êà O ïîïàäàåò íà îäíó èç òàêèõ ïëîñêîñòåé Π ⊂ P4. Òîãäà îá-
ðàç Π ïðè ïðîåêöèè èç O áóäåò 5-ñåêóùåé ïðÿìîé ê íàøåé êðèâîé
Z ⊂ P3. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.3. Ñóùåñòâîâàíèå ëèíêà (7.2.2)
äîêàçàíî â 8.9. Ïî ëåììå 8.9.4 ñòÿãèâàíèå ϕ íå ìîæåò áûòü òè-
ïà B2-B5. Åñëè ñòÿãèâàíèå ϕ èìååò òèï D, òî ïî ëåììå 8.9.5 ìû
ïîëó÷àåì ñëó÷àé 8.3 (i). Åñëè ñòÿãèâàíèå ϕ èìååò òèï C, òî ïî ëåì-
ìå 8.9.8 ìû ïîëó÷àåì ñëó÷àé 8.3 (ii). Íàêîíåö, åñëè ñòÿãèâàíèå
ϕ èìååò òèï B1, òî ïî ëåììå 8.9.9 ìû ïîëó÷àåì îäèí èç ñëó÷à-
åâ (iii)(a), (iii)(b), (iii)(c). Ïóñòü H̄ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç äèâè-
çîðà H íà X̄. Òîãäà −KX̄ = H̄ − Ē è èç (8.9.10) íåñëîæíî ïîëó÷èòü

H̄ ∼ (2ι− 1)M̄ − 2F̄ , Ē ∼ (ι− 1)M̄ − F̄ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Y 99K X çàäàåòñÿ ëèíåéíîé ñè-
ñòåìîé |(2ι− 1)M − 2Z|. Ýòî äîêàçûâàåò ïîñëåäíèå óòâåðæäåíèÿ
â (iii)(a), (iii)(b) è (iii)(c). �

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèé 8.3.5 è 8.3.6. Â ïðåäïîëîæå-
íèÿõ ñëåäñòâèÿ 8.3.6 èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî Exc(φ) ñòÿãèâàíèÿ
φ ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ñîáñòâåííûõ ïðîîáðàçîâ ïðÿìûõ, ïåðå-
ñåêàþùèõ l (ñì. ëåììó 8.7.1 (ii)). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèé äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåïóñòîòó ìíîæåñòâà Exc(φ).
Ïðîñòåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äåôåêò def(Ψ) := E3− Ē3

ëèíêà (7.2.2) ñòðîãî ïîëîæèòåëåí (ñì. çàäà÷ó 5). Çíà÷èò, χ
íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì è ìíîæåñòâî Exc(φ) íåïóñòî (ñì.
ïðåäëîæåíèå 7.4). �
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Çàäà÷è. 1. Ïóñòü S ⊂ PN � (íåîáÿçàòåëüíî íåîñîáàÿ)
íåïðèâîäèìàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîäåðæàùàÿ äâóìåðíîå ñåìåé-
ñòâî ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî S � ïëîñêîñòü.

2. Äîêàæèòå, ÷òî íà àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîì ìíîãîîáðà-
çèè Ôàíî X = X2g−2 ⊂ Pg+1 ñ Pic(X) ' Z · KX îáùóþ
ïðÿìóþ ïåðåñåêàåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ.

3. Ïóñòü X = X2·2·2 ⊂ P6 � ïåðåñå÷åíèå òðåõ êâàäðèê. Ïóñòü
l ⊂ X � ïðÿìàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìóþ l ïåðåñåêàåò íå
áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà äðóãèõ ïðÿìûõ â X. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò ëèíê Ñàðêèñîâà (7.2.2) öåíòðîì l è ïðè ýòîì
Y ' P2, à ϕ � ðàññëîåíèå íà êîíèêè. Âû÷èñëèòå ñòåïåíü
äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé.

4. Ïóñòü X = X10 ⊂ P7 � àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîå ìíîãî-
îáðàçèå Ôàíî ñ ι(X) = 1, ρ(X) = 1 è g(X) = 6. Ïóñòü l ⊂ X
� ïðÿìàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìóþ l ïåðåñåêàåò íå áîëåå
êîíå÷íîãî ÷èñëà äðóãèõ ïðÿìûõ â X. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ëèíê Ñàðêèñîâà (7.2.2) öåíòðîì l è ïðè ýòîì Y �
ñíîâà ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ι(Y ) = 1, ρ(Y ) = 1, g(Y ) = 6, à ϕ
� ðàçäóòèå ïðÿìîé.

5. Âû÷èñëèòå äåôåêò def(Ψ) := E3− Ē3 ëèíêà (7.2.2) â òåîðå-
ìå 8.3 è äîêàæèòå, ÷òî îí ñòðîãî ïîëîæèòåëåí. Óêàçàíèå:
Âû÷èñëèòå M̄3 = (−KX̄ − Ē)3 äâóìÿ ñïîñîáàìè.

6. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 8.3.6 äëÿ ñëó÷àÿ ðîäà
g(X) ≥ 4.
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9. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 1, II

9.1. Ñõåìà Ãèëüáåðòà êîíèê. Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1 �
àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà ι = 1 ñ
ρ(X) = 1, g ≥ 5 è ïóñòüH � êëàññ ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî íà X ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà êîíèêà.* Ïóñòü F2 = F2(X)
� ñõåìà Ãèëüáåðòà êîíèê íà X, ò.å. ñõåìà, ïàðàìåòðèçóþùàÿ çà-
ìêíóòûå ïîäñõåìû â X ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà χ(t) = 2t+ 1.

9.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1 � àíòèêàíîíè-
÷åñêè âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà ι = 1 ñ ρ(X) = 1 è
g ≥ 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ êîíè-
êà. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) ×åðåç ëþáóþ íåâûðîæäåííóþ êîíèêó C ⊂ X ìîæíî ïðî-
âåñòè íåîñîáîå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå.

(ii) Äëÿ íîðìàëüíîãî ïó÷êà NC/X íåâûðîæäåííîé êîíèêè C ⊂
X èìåþòñÿ òîëüêî òðè âîçìîæíîñòè:

(9.2.1) NC/X '


OP1 ⊕ OP1 òèï (0, 0),

OP1(1)⊕ OP1(−1) òèï (1,−1),

OP1(2)⊕ OP1(−2) òèï (2,−2).

(Ìû îòîæäåñòâëÿåì C ñ P1.)
(iii) Ïóñòü [C] ∈ F2(X) � òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåâûðîæ-

äåííîé êîíèêå C ⊂ X. Åñëè íîðìàëüíûé ïó÷îê NC/X èìå-
åò òèï (0, 0) èëè (1,−1), òî ñõåìà F2(X) íåîñîáà â òî÷êå
[C] è dim[C] F2(X) = 2.

(iv) Åñëè íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà C ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷-
íî îáùåé òî÷êå íåêîòîðîé êîìïîíåíòû F′2 ⊂ F2(X), òî
îíà èìååò òèï (0, 0).

(v) dim F2(X) = 2 è ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñõåìû F2(X), ñîäåðæà-
ùàÿ íåâûðîæäåííóþ êîíèêó, äâóìåðíà.

(vi) ×åðåç îáùóþ òî÷êó P ∈ X ïðîõîäèò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíèê
è ïðîõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà.

(vii) Îáùóþ (íåâûðîæäåííóþ) êîíèêó C ⊂ X ïåðåñåêàåò íå áî-
ëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ.

(viii) Ïðè g ≥ 10 ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P ∈ X ïðîõîäèò íå
áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíèê.

(ix) Ïðè g ≥ 9 êàæäàÿ êîíèêà C ⊂ X ïåðåñåêàåò íå áîëåå êî-
íå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ.

*Ïîçäíåå â ñëåäñòâèè 10.6 ìû ïîêàæåì, ÷òî êîíèêà îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò.
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9.2.2. Çàìå÷àíèå. Â ïðåäëîæåíèè 9.2 ìû íå óòâåðæäàåì, ÷òî
ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñõåìû F2(X) äâóìåðíà (ñì. (v)). Â ïðèíöèïå, ìî-
ãóò ñóùåñòâîâàòü êîìïîíåíòû ðàçìåðíîñòè ≤ 1, ñîñòîÿùèå èç ïðè-
âîäèìûõ èëè íåïðèâåäåííûõ êîíèê. Íà ñàìîì äåëå ýòî íåâîçìîæíî
[42, ëåììà 2.3.4], íî äëÿ íàøèõ öåëåé ýòî íå ïîòðåáóåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì (i). Ïóñòü σ : X̃ → X � ðàçäó-
òèå êîíèêè C è ïóñòü E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Ïîñêîëüêó X
ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê, òî êîíèêà C âûñåêàåòñÿ íà X ëè-
íåéíîé ñèñòåìîé |H − C| ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
C. Çíà÷èò, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |σ∗H − E| íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê.
Ïî òåîðåìå Áåðòèíè îáùèé ýëåìåíò H̃ ∈ |σ∗H − E| íåîñîá. Îãðàíè-
÷åíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû |σ∗H − E| íà E òàêæå íå èìååò áàçèñíûõ
òî÷åê è íå ñîñòàâëåíî èç ñëîåâ ïðîåêöèè σE : E → C. Ñíîâà ïî
òåîðåìå Áåðòèíè ïåðåñå÷åíèå H̃ ∩ E ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé íåïðèâîäè-
ìîé êðèâîé, ñå÷åíèåì σE : E → C. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå
σH : H̃ → σ(H̃) � èçîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, σ(H̃) � íåîñîáàÿ
ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç C.

Äîêàçàòåëüñòâî (ii) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæå-
íèÿ 3.5.1 (iii) : èìååì ðàçëîæåíèå NC/X = OP1(a) + OP1(b). Ïóñòü H
� íåîñîáîå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç C. Ðàññëîåíèå
NC/X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàñøèðåíèÿ

0 −−−→ NC/H −−−→ NC/X −−−→ NH/X |C −−−→ 0,

ãäå NH/X |C = OP1(2). Òàê êàê H � ïîâåðõíîñòü òèïà K3 è C ⊂ H �
íåîñîáàÿ êðèâàÿ ðîäà íóëü, òî NC/H = OP1(−2). Îòñþäà a + b = 0.
Òàê êàê h0(NC/X) ≤ h0(NH/X |C) = 2, òî a, b ≤ 2.

Äîêàæåì (iii). Ñîãëàñíî òåîðèè äåôîðìàöèé (ñì. [35, òåîðåìû 2.8
è 2.15]), â ëþáîé òî÷êå [C] ∈ F2 èìååì

dim[C] F2 ≥ h0(NC/X)− h1(NC/X) = 2.

Áîëåå òîãî, åñëè ïó÷îê NC/X èìååò òèï (0, 0) èëè (1,−1), òî

h0(NC/X) = 2, h1(NC/X) = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ñõåìà F2 íåîñîáà â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå [C] è èìååò
ðàçìåðíîñòü 2. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåò (iii).

Åñëè NC/X èìååò òèï (2,−2), òî

h0(NC/X) = 3, h1(NC/X) = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå dimT[C],F2 = 3 è èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

dim[C] F2 = 2, ñõåìà F2 îñîáà â òî÷êå [C];(9.2.3)

dim[C] F2 = 3, ñõåìà F2 íåîñîáà â òî÷êå [C](9.2.4)
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Ïóñòü F′2 ⊂ F2(X) � íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà, ñîäåðæàùàÿ
êëàññ [C] (íåâûðîæäåííîé) êîíèêè C. Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå
ñåìåéñòâî êîíèê U′ → F′2 è äèàãðàììó

U′

p

~~

q

  
F′2 X

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ìîðôèçì q ñþðúåêòèâåí. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå q(U′) � ïîâåðõíîñòü, ñîäåðæàùàÿ (ïî êðàéíåé ìåðå)
äâóìåðíîå ñåìåéñòâî êîíèê. Èçâåñòíî, ÷òî òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîåêöèåé ïîâåðõíîñòè Âåðîíåçå (ñì., íàïð., [42, ëåììà A.1.2]).
Â ÷àñòíîñòè, deg q(U′) ≤ 4. Ïî óñëîâèþ ãðóïïà Pic(X) ïîðîæäàåò-
ñÿ êëàññîì ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, X íå ñî-
äåðæèò ïîâåðõíîñòåé ñòåïåíè ìåíüøå ÷åì 2g − 2. Ñëåäîâàòåëüíî,
q(U′) = X, ò.å. ìîðôèçì q ñþðúåêòèâåí.

Äîêàæåì (iv). Âîçüìåì íåâûðîæäåííóþ êîíèêó C, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ äîñòàòî÷íî îáùåé òî÷êå [C] ∈ F′2 (ìû ðàññìàòðèâàåì êîìïî-
íåíòó F′2 ñ ïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé). Ïóñòü

NC/X ' OP1(a)⊕ OP1(−a), a = 0, 1, 2.

Òîãäà ìíîãîîáðàçèå F′2 íåîñîáî â [C], à, ñëåäîâàòåëüíî, íåîñîáî òàêæå
ìíîãîîáðàçèå U′ âäîëü ñëîÿ íàä [C] (êîòîðûé ìû òîæå îáîçíà÷èì
÷åðåç C). Èìååì åñòåñòâåííûé ìîðôèçì íîðìàëüíûõ ïó÷êîâ

dq : NC/U′ '
dim(F′2)⊕
i=1

OP1 −−−→ NC/X ' OP1(a)⊕ OP1(−a).

Ïóñòü V := U′ \ Sing(U′). Òîãäà C ⊂ V . Ìîðôèçì qV : V → X ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêèì íàä îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì U ⊂ X è C ∩ U 6= ∅.
Çíà÷èò, äèôôåðåíöèàë dq íåâûðîæäåí â îáùåé òî÷êå C. Òàê êàê

Hom(OP1 ,OP1(a)) = 0 ïðè a < 0,

òî a = 0. Ýòî äîêàçûâàåò (iv). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî
ñëó÷àé (9.2.3), ÷òî äîêàçûâàåò (v). Òîãäà ìîðôèçì q äîëæåí áûòü
êîíå÷íûì â îáùåé òî÷êå. Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå (vi).

Óòâåðæäåíèå (vii) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ìíî-
ãîîáðàçèÿ X ïðîõîäèò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ, âñå ïðÿìûå
íà X çàìåòàþò ïîâåðõíîñòü è îáùàÿ êîíèêà íå ëåæèò â ýòîé ïîâåðõ-
íîñòè (ñì. ïðåäëîæåíèå 8.5 è ïóíêò (vi)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (viii) ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíî-
ìåðíîå ñåìåéñòâî êîíèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç P ∈ X. Ïóñòü F � ïî-
âåðõíîñòü, çàìåòàåìàÿ ýòèìè êîíèêàìè, è ïóñòü M := |H − 3P | �
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ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé X, èìåþùèõ îñîáåííîñòü
êðàòíîñòè ≥ 3 â òî÷êå P . Òîãäà

dim M ≥ dim |H| − 10 = g − 9 > 0.

Êàæäàÿ êîíèêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P , ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì äèâèçîðå
èç M . Ñëåäîâàòåëüíî, F � íåïîäâèæíàÿ êîìïîíåíòà M . Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò òîìó, ÷òî Pic(X) = Z·H. Ðàññóæäåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå (ix)
àíàëîãè÷íû. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

9.3. Òåîðåìà ([69]). Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1 � àíòèêàíî-
íè÷åñêè âëîæåííîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1, ðîäà
g ≥ 7 ñ Pic(X) = Z · H, ãäå −KX = H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X
ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà C. Ïðè g ≤ 8 ìû äîïîëíèòåëü-
íî ïîòðåáóåì, ÷òî êîíèêó C ïåðåñåêàåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïðÿìûõ (ò.å. îíà äîñòàòî÷íî îáùàÿ, ñì. ïðåäëîæåíèå 9.2 (vii) ).
Òîãäà ðàçäóòèå σ : X̃ → X êîíèêè C âêëþ÷àåòñÿ â ëèíê Ñàðêèñî-
âà (7.2.2).

Äàëåå, ïóñòü E := σ−1(C) � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð, ïóñòü
Ē ⊂ X̄ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç E, ïóñòü M � îáèëüíàÿ îáðàçó-
þùàÿ Pic(Y ) ' Z è ïóñòü M̄ = ϕ∗M . Òîãäà äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî
ñòÿãèâàíèÿ ϕ èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

(i) g = 7, Y = Q ⊂ P4 � íåîñîáàÿ êâàäðèêà, à ìîðôèçì ϕ
ñòÿãèâàåò äèâèçîð F̄ ∼ 5(−KX̄) − 3Ē è ÿâëÿåòñÿ ðàçäó-
òèåì íåîñîáîé êðèâîé Z ⊂ Q ⊂ P4 ñòåïåíè 10 è ðîäà 7,
M̄ ∼ 2(−KX̄)− Ē;

(ii) g = 8, Y = Y14 ⊂ P9 � òàêæå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà
1 è ðîäà 8 ñ Pic(Y ) = −KY · Z, à ìîðôèçì ϕ ñòÿãèâàåò
äèâèçîð F̄ ∼ −KX̄ − Ē è ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì êîíèêè Z ⊂
Y , M̄ ∼ 2(−KX̄)− Ē;

(iii) g = 9, Y = P1, ϕ : X̄ → P1 � ðàññëîåíèå íà ïîâåðõíîñòè
äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6 è M̄ ∼ −KX̄ − Ē;

(iv) g = 10, Y = P2, à ϕ : X̄ → P2 ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ
äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé ∆ ⊂ P2 ñòåïåíè 4 è M̄ ∼ −KX̄−
Ē;

(v) g = 12, Y = Q ⊂ P4 � íåîñîáàÿ êâàäðèêà, à ìîðôèçì ϕ
ñòÿãèâàåò äèâèçîð F̄ ∼ 2(−KX̄) − 3Ē è ÿâëÿåòñÿ ðàçäó-
òèåì íåîñîáîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé Z ⊂ Q ⊂ P4 ñòåïåíè
6, M̄ ∼ −KX̄ − Ē.

Â ÷àñòíîñòè, g ≤ 12 è g 6= 11.

Áîëüøàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàçäåëà áóäåò ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû. Îíî ñëåäóåò ïðèìåðíî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëü-
ñòâî 8.3.
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9.3.1. Îáîçíà÷åíèÿ. Äàëåå, íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ðàçäåëà ìû
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ òåîðåìû 9.3. Ïîëîæèì òàêæå H∗ := σ∗H.

Èç ñîîòíîøåíèé (1.9.3) è òîãî, ÷òî −KX̃ = H∗ − E íåìåäëåííî
âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ.

9.3.2. Ëåììà. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 9.3 èìååì E3 = 0,

(9.3.3)

E3 = 0,

−K3
X̃

= 2g − 8,

(−KX̃)2 · E = 4,

−KX̃ · E2 = −2.

Ñîãëàñíî (9.2.1), äëÿ ïîâåðõíîñòè E èìåþòñÿ òðè âîçìîæíîñòè:
E ' P1 × P1, F2 è F4.

9.3.4. Ëåììà. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 9.3 èìååì ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

(i) h0(X̃,OX̃(−KX̃)) = g − 1.
(ii) Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX̃ | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê è çà-

äàåò ìîðôèçì

φ = Φ|−KX̃ | : X̃ −−−→ Pg−2.

Îáðàç X• = φ(X) ýòîãî ìîðôèçìà òðåõìåðåí.
(iii)

−KX̃ |E =


Σ + 2Υ åñëè E ' P1 × P1,

Σ + 3Υ åñëè E ' F2,

Σ + 4Υ åñëè E ' F4.

ãäå Σ, Υ � êëàññû èñêëþ÷èòåëüíîãî ñå÷åíèÿ è ñëîÿ ðàöèî-
íàëüíîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè E.

(iv) h0(E,OE(−KX̃)) = 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó íàøå ìíîãîîáðàçèå X = X2g−2 ⊂
Pg+1 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê è íå ñîäåðæèò ïëîñêîñòåé, òî
åãî ïåðåñå÷åíèå X ∩ 〈C〉 ñîâïàäàåò ñ C (êàê ñõåìà). Ñëåäîâàòåëüíî,
Bs |H − C| = C è ïîýòîìó ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç |H∗ − E| = |−KX̃ |
íà X̃ ëèíåéíîé ñèñòåìû ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
C, íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Ïî òåîðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà îá îáðà-
ùåíèè â íóëü H1(X̃,OX̃(−KX̃) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ H0(OX̃(−KX̃)) −−−→ H0(OX̃(H∗)) −−−→ H0(OE(H∗))→ 0.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî dim |−KX̃ | = g − 2. Òàê êàê −K3
X̃
> 0, òî îá-

ðàç ìîðôèçìà, çàäàííîãî ëèíåéíîé ñèñòåìîé |−KX̃ | òðåõìåðåí. Ýòî
äîêàçûâàåò (i) è (ii).
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Ïóíêò (iii) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî (−KX̃)2 · E = 4 è −KX̃ · Υ = 1.
Ðàâåíñòâî (iv) ñëåäóåò èç (iii). �

Ìû èçó÷èì àíòèêàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå φ = Φ|−KX̃ | ìíîãîîá-

ðàçèÿ X̃. ßñíî, ÷òî φ âêëþ÷àåòñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

(9.3.5)

X̃
φ

!!

σ

��
X

Φ|H−C| // Pg−2

ãäå Φ|H−C| : X 99K Pg−2 � ïðîåêöèÿ èç ëèíåéíîé îáîëî÷êè 〈C〉 = P2

êîíèêè C.

9.3.6. Ëåììà. Èìååì

(9.3.7) h0
(
X̃, OX̃(−KX̃ − E)

)
≥
≥ g − 1− h0

(
E,OE(−KX̃)

)
= g − 7.

Åñëè ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

h0
(
X̃, OX̃(−KX̃ − E)

)
= g − 7,

òî îãðàíè÷åíèå |−KX̃ |
∣∣
E
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé ðàç-

ìåðíîñòè 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷àåòñÿ èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0→ H0(OX̃(−KX̃ − E)) −−−→ H0(OX̃(−KX̃)) −−−→ H0(OE(−KX̃))

è òîãî, ÷òî h0(OE(−KX̃)) = 6 (ñì. ëåììó 9.3.4 (iv)). �

9.3.8. Ëåììà. Ìîðôèçì φ íå ñòÿãèâàåò äèâèçîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîðôèçì φ ñòÿãèâàåò
ïðîñòîé äèâèçîð D̃, ò.å. dimφ(D̃) ≤ 1. Ýòîò äèâèçîð çàìåòàåòñÿ îäíî-
ìåðíûì ñåìåéñòâîì êðèâûõ L̃ òàêèõ, ÷òî −KX̃ ·L̃ = (H∗−E)·L̃ = 0 è

E ·L̃ > 0. Ïî êîíñòðóêöèè (9.3.5) îáðàçD := σ(D̃) ñîäåðæèòñÿ â ïåðå-
ñå÷åíèè X ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé 〈C, φ(D̃)〉. Òàê êàê Pic(X) = Z ·H,
òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî dim〈C, φ(D̃)〉 ≥ g. Çíà÷èò, dim〈φ(D̃)〉 ≥ g−3.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ(D̃) � êðèâàÿ ñòåïåíè ≥ 4.

Òàê êàê (−KX̃−E) · L̃ < 0, òî äèâèçîð D̃ äîëæåí áûòü íåïîäâèæ-
íîé êîìïîíåíòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû |−KX̃ − E| (åñëè îíà íåïóñòà).

Òàê êàê Pic(X) = Z · H è D̃ 6= E, òî dim |−KX̃ − E| ≤ 0. Íåðàâåí-
ñòâî (9.3.7) è ëåììà 9.3.4 (iv) ïîêàçûâàþò, ÷òî

dim〈φ(E)〉 = h0
(
E,OE(−KX̃)

)
− 1 ≥ g − 3.
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Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïîâåðõíîñòè φ(E) èìååò ðàçìåð-
íîñòü íå ìåíüøå ÷åì 4. Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå φE : E → φ(E)
áèðàöèîíàëüíî (èíà÷å φ(E) � ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè ≤ 2).

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ êîíèêó C ïåðåñåêàåò íå áîëåå ÷åì êî-
íå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ. Çíà÷èò, ïîâåðõíîñòü D̃ çàìåòàåòñÿ êðèâûìè
L̃ òàêèìè, ÷òî KX̃ · L̃ = 0 è E · L̃ > 1. Ïîýòîìó îáðàç èñêëþ÷èòåëü-

íîãî äèâèçîðà φ(E) äîëæåí áûòü îñîá âäîëü êðèâîé φ(D̃) ñòåïåíè
≥ 4. Îäíàêî, îñîáîå ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòè ñòåïåíè 4 â P4 íå ìîæåò
ñîäåðæàòü êðèâóþ ñòåïåíè ≥ 2 (ñì. çàäà÷ó 2). Ïðîòèâîðå÷èå. �

9.4. Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.3. Ñîãëàñíî ëåì-
ìàì 9.3.4 (ii) è 9.3.8, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü êîíñòðóêöèþ ëèíêà
Ñàðêèñîâà èç ðàçäåëà 7. Ìû ïîëó÷èì äèàãðàììó (7.2.2) (èëè åå âû-
ðîæäåííûé âàðèàíò (7.2.3)). Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå 8.3, ðàññìîò-
ðèì âîçìîæíîñòè äëÿ ñòÿãèâàíèÿ ϕ. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì ïîëüçî-
âàòüñÿ êëàññèôèêàöèåé ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé (òåîðåìà 14.7) è îöåí-
êîé (9.3.7) íà ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû |−KX̃−E|. Àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó 8.3 ïîëó÷èì.

9.4.1. Ëåììà. Ïðè g ≥ 9 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî M̄ ∼ −KX̄ − Ē.

Äàëåå, ïîìèìî ðåøåíèé, ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå 9.3, èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå òðè âîçìîæíîñòè. Âñå îíè ñîîòâåòñòâóþò áèðàöè-
îíàëüíûì ñòÿãèâàíèÿì.

1# g(X) = 11, Y = P3, ϕ � ðàçäóòèå ðàöèîíàëüíîé êðèâîé
ñòåïåíè 6, F̄ ∼ 3(−KX̄)− 4Ē, Ē3 = −5;

2# g(X) = 8, Y = Y16 ⊂ P10 � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1
ðîäà 9, ϕ � ðàçäóòèå òî÷êè, F̄ ∼ −KX̄ − Ē, Ē3 = −11;

3# g(X) = 7, Y = Y3 ⊂ P4 � íåîñîáàÿ êóáèêà, ϕ � ðàçäóòèå
ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ñòåïåíè 4, F̄ ∼ 3(−KX̄) − 2Ē, Ē3 =
−15.

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòè ñëó÷àè íå ðåàëèçóþòñÿ.

9.4.2. Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.3 îòîáðàæåíèå χ èç
äèàãðàììû (7.2.2) íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå 8.3.5 èç âû÷èñëåíèé
ñëåäóåò, ÷òî äåôåêò def(Ψ) := E3 − Ē3 ëèíêà (7.2.2) ñòðîãî ïîëîæè-
òåëåí (ñì. çàäà÷ó 3). �

9.4.3. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1 � àíòèêàíîíè-
÷åñêè âëîæåííîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1, ðîäà
g ≥ 7. Åñëè íà X ñóùåñòâóåò êîíèêà, òî íà X ñóùåñòâóåò ïðÿ-
ìàÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíèêà C
íåâûðîæäåíà. Ìû òàêæå äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíèêà
C âûáðàíà îáùåé, ò.å. åå íîðìàëüíûé ïó÷îê èìååò âèä NC/X ' OC⊕
OC . Òîãäà E ' P1 × P1 è ìîðôèçì φ íå ìîæåò ñòÿãèâàòü êðèâûõ
íà E. Ñîãëàñíî 9.4.2, îòîáðàæåíèå χ íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì è
ìíîæåñòâî Exc(φ) íåïóñòî (ñì. ïðåäëîæåíèå 7.4). Äîêàæåì, ÷òî îíî
ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ïðîîáðàçîâ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ C.

Ïî ëåììå 9.4.1 èìååì M̄ ∼ −KX̄ − Ē. Ïîýòîìó dim |−KX̄ − Ē| =
g − 8 â ýòèõ ñëó÷àÿõ. Ïðè g = 8 èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð F̄ �
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ëèíåéíîé ñèñòåìû |−KX̄ − Ē|. Ïðè g = 7 èñ-
êëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð F̄ � ýëåìåíò ëèíåéíîé ñèñòåìû |−5KX̄−3Ē|
èëè | − 3KX̄ − 2Ē| (çàâèñèìîñòè îò òîãî ðåàëèçóåòñÿ ëè âîçìîæ-
íîñòü 9.3 (i) èëè âîçìîæíîñòü èç òàáëèöû â 9.4). ßñíî, ÷òî òîãäà
|−KX̄ − Ē| = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, âî âñåõ ñëó÷àÿõ

dim |−KX̄ − Ē| = g − 8.

Ïîýòîìó, ïî ëåììå 9.3.6, îáðàç φ(E) � (íåâûðîæäåííàÿ) ïîâåðõ-
íîñòü S4 ⊂ P5. Â ÷àñòíîñòè, îíà íåîñîáà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî îäíîìåðíîãî ñëîÿ L̃ ìîðôèçìà φ : X̃ → X• ìû èìååì
E · L̃ = H∗ · L̃ = 1. Òàêèì îáðàçîì, σ(L̃) � ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ
êîíèêó C. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.3. Îñòàëîñü èñêëþ÷èòü òîëüêî
ñëó÷àè 1#- 3# â ïóíêòå 9.4. Íî òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî íà X ñóùå-
ñòâóåò ïðÿìàÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå 8.3 ñëó÷àé g = 11 íåâîçìîæåí. Â
ñëó÷àå g = 8 èç òàáëèöû 9.4 ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ñðàâíèâàÿ
òîïîëîãè÷åñêèå ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè X è Y (ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ñëåäñòâèÿ 8.3.3). Â ñëó÷àå g = 7 ìíîãîîáðàçèå X ðàöèîíàëüíî
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 8.3.4. Çíà÷èò, îíî íå ìîæåò áûòü áèðàöèîíàëü-
íî ýêâèâàëåíòíî íåîñîáîé êóáèêå Y3 ⊂ P4, êîòîðàÿ íåðàöèîíàëüíà
(ñì. [11]). �

9.4.4. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ ι(X) = 1,
ρ(X) = 1 è g(X) ≥ 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X ñóùåñòâóåò íåâû-
ðîæäåííàÿ êîíèêà. Òîãäà òîïîëîãè÷åñêàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
χtop(X) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

g(X) 7 8 9 10 12

χtop(X) −10 −6 −2 0 4

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 9.4.3, íà X ñóùåñòâóåò
ïðÿìàÿ. Òîãäà ïðè g(X) ≥ 8 ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâè-
åì 8.3.3. Ïðè g(X) = 7, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå 8.3.3, çíà÷åíèå
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χtop(X) âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàìåòðîâ êðèâîé Z â áè-
ðàöèîíàëüíîé ïåðåñòðîéêå (7.2.2) (ñì. 9.3 (i)). �

9.5. Àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 8.3.2 ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â óñëî-
âèÿõ (i) òåîðåìû 9.3 êðèâàÿ ðîäà 7 ñ òî÷íîñòüþ äî àáñòðàêòíî-
ãî èçîìîðôèçìà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì X. Êàê è
â 8.3 (iii)(a) íà ýòó êðèâóþ ìîæíî íàëîæèòü îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ,
ò.å. îíà äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî îáùåé:

9.5.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Z ⊂ Q ⊂ P4 � êðèâàÿ ñòåïåíè 10
ðîäà 7 èç ïóíêòà (i) òåîðåìû 9.3. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

(i) Z íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé è âëîæåíèå Z ⊂ P4 �
ýòî ïðîåêöèÿ π : Z12 99K P4 ⊃ Z êàíîíè÷åñêîé êðèâîé Z12 ⊂
P6 èç ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåé Z12 â äâóõ òî÷êàõ P1, P2 ∈ Z12

(âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ ).
(ii) Z íå ÿâëÿåòñÿ íè òðèãîíàëüíîé, íè òåòðàãîíàëüíîé.

Ïîëíîå îïèñàíèå êàíîíè÷åñêèõ ìîäåëåé êðèâûõ ðîäà 7 äàíî â
ðàáîòå [57].

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî êðèâàÿ Z ⊂
P4 íå ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, èç (i) 9.3 ñëåäóåò,
÷òî Ē + 2F̄ ∼ 5M̄ . Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü EQ := ϕ(Ē) âûñåêàåòñÿ íà
êâàäðèêå Q ãèïåðïîâåðõíîñòüþ R ñòåïåíè 5. Åñëè áû êðèâàÿ Z ⊂
P4 ëåæàëà â ãèïåðïëîñêîñòè, òî îíà áûëà áû ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì
Q∩R∩P3 (ïîñêîëüêó degZ = 10). Íî òîãäà g(Z) = 16. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü D � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå êðèâîé Z. Òîãäà dim |D| ≥ 4.
Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

dim |D| − dim |KZ −D| = degD − g(Z) + 1 = 4.

Îòñþäà |KZ −D| 6= ∅, ò.å. íà Z ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè P1, P2 òàêèå,
÷òî KZ = D + P1 + P2. Òàê êàê äèâèçîð D î÷åíü îáèëåí, òî êðèâàÿ
Z íåãèïåðýëëèïòè÷íà è ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé êàíîíè÷åñêîé êðèâîé
Z12 ⊂ P6 èç äâóõ òî÷åê P1, P2 ∈ Z12.

(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z òðèãîíàëüíà. Òîãäà åå êàíîíè÷åñêàÿ
ìîäåëü Z12 ⊂ P6 èìååò îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî 3-ñåêóùèõ, êîòîðûå çà-
ìåòàþò ïîâåðõíîñòü ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè (ñì. òåîðåìó 16.2). Ïðè
ïðîåêöèè π : P6 ⊂ Z12 99K Z ⊂ P4 ìû ïîëó÷èì îäíîìåðíîå ñåìåé-
ñòâî 3-ñåêóùèõ, êîòîðûå äîëæíû ëåæàòü â íàøåé êâàäðèêå Q ⊂ P4.
Ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû íà X̄ âñåõ ýòèõ 3-ñåêóùèõ ñòÿãèâàþòñÿ ìîð-
ôèçìîì Φ|−KX̄ |. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ýòîò ìîðôèçì � ìàëûé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Z íå ÿâëÿåòñÿ íè ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé,
íè òðèãîíàëüíîé, íî èìååò ëèíåéíûé ðÿä òèïà g1

4. Äëÿ ðàçáîðà ýòîãî
ñëó÷àÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå ëåììû.

122



9.5.2. Ëåììà. Ïóñòü Z � ãëàäêàÿ íåãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ
íåòðèãîíàëüíàÿ êðèâàÿ ðîäà 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z èìååò ëèíåé-
íûé ðÿä |L| òèïà g2

d, ãäå d ≤ 6. Òîãäà d = 6, êðèâàÿ Z òåòðàãîíàëü-
íà è åå êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü Z12 ⊂ P6 ñîäåðæèòñÿ â íîðìàëüíîé
ïîâåðõíîñòè S6 ⊂ P6 ñòåïåíè 6. Ïðè ýòîì Z12 âûñåêàåòñÿ íà S6

êâàäðèêîé. Â ÷àñòíîñòè, Z12 ñîäåðæèòñÿ â íåîñîáîé ÷àñòè S6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èòàÿ áàçèñíîå ìíîæåñòâî, ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî |L| íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê è çàäàåò ìîðôèçì γ : Z →
P2 (ïðè ýòîì d òîëüêî óìåíüøèòñÿ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zo îáðàç γ.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìîðôèçì γ áèðàöèîíàëåí
íà Zo. Òîãäà Zo � ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d àðèôìåòè÷åñêîãî ðîäà
pa(Zo) = 1

2
(d−1)(d−2) ≥ g(X) = 7. Îòñþäà d = 6 è pa(Zo) = 10. Òàê

êàê Z íå ÿâëÿåòñÿ òðèãîíàëüíîé, òî Zo íå èìååò òðîéíûõ îñîáûõ
òî÷åê. Çíà÷èò, îñîáåííîñòè êðèâîé Zo ðàçðåøàþòñÿ ðàçäóòèåì òðåõ
äâîéíûõ òî÷åê (âîçìîæíî áåñêîíå÷íî áëèçêèõ) [101, ãë. 5, � 3]:

η : Ŝ −−−→ P2,

à ïðîåêöèÿ èç îñîáîé òî÷êè çàäàåò íà Z ëèíåéíûé ðÿä g1
4. Ïóñòü

Ẑ ⊂ Ŝ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç Zo. Ìû èìååì 2KP2 + Zo ∼ 0 è ýòî
ñîîòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ðàçäóòèÿõ äâîéíûõ òî÷åê:

2KŜ + Ẑ = η∗(2KP2 + Zo) ∼ 0.

Îòñþäà −KŜ · Ẑ = 1
2
(−KŜ)2 = 3. Ïîýòîìó àíòèêàíîíè÷åñêèé äè-

âèçîð −KŜ ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è îáúåìåí, ò.å. Ŝ � îáîáùåííàÿ
ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6. Àíòèêàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå
Φ|−KŜ | : Ŝ → P6 ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì è åãî îáðàç S6 ⊂ P6 � ïîâåðõ-
íîñòü äåëü Ïåööî ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè (èëè ãëàäêàÿ) [21].
Èç ôîðìóëû ïðèñîåäèíåíèÿ ÿñíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå ìîðôèçìà Φ|−KŜ |

íà Ẑ ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, à åãî îáðàç Φ|−KŜ |(Ẑ)
ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé êðèâîé. Òàê êàê êðèâàÿ Z íåòðèãîíàëüíà, òî
Z12 = Φ|−KŜ |(Ẑ) åñòü ïåðåñå÷åíèå êâàäðèê. Òàêèì îáðàçîì, Z12 ⊂ P6

ñîäåðæèòñÿ â ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî S6 ⊂ P6 ñòåïåíè 6 ñ íå õóæå
÷åì äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè è âûñåêàåòñÿ íà S6 êâàäðèêîé.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìîðôèçì γ : Z → Zo ⊂ P2

íå ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì. ßñíî, ÷òî (degZo)·(deg γ) = d ≤ 6, ãäå
deg γ ≥ 2 è degZo ≥ 2. Òàê êàê êðèâàÿ Z íåòðèãîíàëüíà, òî ñëó÷àé
degZo = 2 íåâîçìîæåí. Îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: d = 6,
degZo = 3 è deg γ = 2. Òàê êàê êðèâàÿ Z íåãèïåðýëëèïòè÷íà, òî Zo

íåîñîáà. Ïðîåêöèÿ èç ëþáîé òî÷êè p ∈ Zo çàäàåò íà Z ëèíåéíûé ðÿä
g1

4. Ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà KZ = γ∗R, ãäå R � äèâèçîð ñòåïåíè 6 íà
Zo. Âîçüìåì äèâèçîð R′ ñòåïåíè 3 íà Zo òàêîé, ÷òî R = 2R′. Òîãäà
KZ = 2π∗R′ è |L′| := |π∗R′| � ëèíåéíûé ðÿä òèïà g2

6 (âîçìîæíî,
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îòëè÷íûé îò |L|). Òàêèì îáðàçîì, â ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå |KZ | =
|2L′| íà Z èìååòñÿ ïîäñèñòåìà π∗|2R′| áåç áàçèñíûõ òî÷åê, êîòîðàÿ
îòîáðàæàåò Z íà ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ Zo ⊂ P5 ⊂ P6 ñòåïåíè 6. Ïî
êîíñòðóêöèè ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè
Z12 ⊂ P6 èç íåêîòîðîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà Z12. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
Z12 ëåæèò íà êîíóñå S6 ⊂ P6 íàä Zo. Ïðîñòåéøèå âû÷èñëåíèÿ (ñì.
ñëåäñòâèå 16.1.1) ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷åðåç Z12 à P6 ïðîõîäèò ðîâíî
10 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êâàäðèê, â òî âðåìÿ êàê ÷åðåç S6 ïðîõîäèò
ëèøü 9. Çíà÷èò, Z12 âûñåêàåòñÿ íà S6 êâàäðèêîé. �

9.5.3. Ñëåäñòâèå. Â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ 9.5.1 êðèâàÿ Z íå
èìååò ëèíåéíîãî ðÿäà g2

6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê öåíòðû P1, P2 ïðîåêöèè π : P6 99K
P4 ëåæàò íà S6, òî îáðàç π(S6) � ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 4, ñîäåðæàùàÿ
êðèâóþ Z. Åñëè π(S6) íå ëåæèò â íàøåé êâàäðèêå Q, òî êðèâàÿ Z
ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ïåðåñå÷åíèÿ π(S6) ∩ Q è òîãäà 10 = degZ ≤
deg π(S6)∩Q = 8. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî π(S6) ⊂ Q. Íî òîãäà
äëÿ ñîáñòâåííîãî ïðîîáðàçà S̄ ⊂ X̄ ïîâåðõíîñòè π(S) èìååì (−KX̄)2 ·
S̄ < 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ÷èñëåííîé ýôôåêòèâíîñòè −KX̄ . �

9.5.4. Ëåììà. Ïóñòü Z � ãëàäêàÿ íåãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ òåò-
ðàãîíàëüíàÿ êðèâàÿ ðîäà 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z íå èìååò ëèíåé-
íîãî ðÿäà g2

6. Òîãäà êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü Z12 ⊂ P6 ýòîé êðèâîé ñî-
äåðæèòñÿ â íåîñîáîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè W = W4 ⊂ P6 �
ðàöèîíàëüíîì ëèíåé÷àòîì ìíîãîîáðàçèè ñòåïåíè 4 (ñì. ïðåäëîæå-
íèå 15.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |L| � ëèíåéíûé ðÿä òèïà g1
4. Ïî ãåî-

ìåòðè÷åñêîé âåðñèè òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà ëèíåéíûå îáîëî÷êè 〈q1 +
· · ·+ q4〉 äèâèçîðîâ q1 + · · ·+ q4 ∈ |L| íà êðèâîé Z12 ⊂ P6 äâóìåðíû.
Ýòè ïëîñêîñòè çàìåòàþò òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå W ⊂ P6.

Ðàññìîòðèì ýòî ìíîãîîáðàçèå áîëåå ïîäðîáíî. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó |KZ −L| ñòåïåíè 8. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-
Ðîõà dim |KZ − L| = 3. Ïîñêîëüêó Z íå èìååò ëèíåéíîãî ðÿäà g2

6,
òî dim |KZ − L − P ′ − P ′′| = 1 äëÿ ëþáûõ òî÷åê P ′, P ′′ ∈ Z. Ñëå-
äîâàòåëüíî, |KZ − L| � î÷åíü îáèëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà òèïà g3

8

(ñì. [101, ãë. IV, � 3]). Îíà çàäàåò âëîæåíèå Z ↪→ P3, à îáå ëèíåé-
íûå ñèñòåìû |L| è |KZ − L| çàäàþò âëîæåíèå Z ↪→ P1 × P3 òàê, ÷òî
pr∗1H1 + pr∗3H3 = KZ , ãäå pri � ïðîåêöèè, à Hi ⊂ Pi � ãèïåðïëîñêèå
ñå÷åíèÿ. Ïîýòîìó, åñëè òåïåðü ìû ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

Z ↪−−−→ P1 × P3 ↪−−−→ P7

ñ âëîæåíèåì Ñåãðå, òî êàíîíè÷åñêèé êëàññ KZ áóäåò âûñåêàòüñÿ ãè-
ïåðïëîñêîñòÿìè â P7. Òàê êàê dim |KZ | = 6, òî îáðàç Z ñîäåðæèòñÿ
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â ãèïåðïëîñêîì ñå÷åíèè (P1 × P3)∩ P6, êîòîðîå èìååò ñòðóêòóðó P2-
ðàññëîåíèÿ íàä P1. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ñëîè ýòîãî ðàññëîåíèÿ �
ýòî â òî÷íîñòè ëèíåéíûå îáîëî÷êè 〈q1 +· · ·+q4〉 äèâèçîðîâ èç |L|. Òà-
êèì îáðàçîì, W = (P1×P3)∩P6 è degW = 4. Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå
W íå ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, òî îíî íåîñîáî. �

Òåïåðü äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ âñïîìíèì,
÷òî êðèâàÿ Z ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé êàíîíè÷åñêîé êðèâîé Z12 ⊂ P6

èç äâóõ òî÷åê P1, P2 ∈ Z12. Îáðàç ìíîãîîáðàçèÿ W ïðè ýòîé ïðî-
åêöèè áóäåò êâàäðèêîé W ′ ⊂ P4, ñîäåðæàùåé ñåìåéñòâî ïëîñêî-
ñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, W ′ îòëè÷íà îò íàøåé íåîñîáîé êâàäðèêè Q.
Ïåðåñå÷åíèå S := W ′ ∩ Q ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ñòåïåíè 4 è ñî-
äåðæèò íàøó êðèâóþ Z ⊂ P4. Íî òîãäà, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå
ñëåäñòâèÿ 9.5.3, äëÿ ñîáñòâåííîãî ïðîîáðàçà S̄ ⊂ X̄ ïîâåðõíîñòè S
èìååì (−KX̄)2 · S̄ < 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ÷èñëåííîé ýôôåêòèâíîñòè
−KX̄ . Ïðåäëîæåíèå 9.5.1 äîêàçàíî. �

Çàäà÷è. 1. Ïóñòü X = X10 ⊂ P7 � àíòèêàíîíè÷åñêè âëî-
æåííîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ ι(X) = 1, ρ(X) = 1 è g(X) = 6.
Ïóñòü C ⊂ X � äîñòàòî÷íî îáùàÿ êîíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò ëèíê Ñàðêèñîâà (7.2.2) öåíòðîì C è ïðè ýòîì
Y = Y10 ⊂ P7 � òàêæå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1 è ðîäà
6 ñ ρ(X) = 1, à ϕ � ðàçäóòèå êîíèêè.

2. Ïóñòü Sd ⊂ Pd � íåïðèâîäèìàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè d, íå
ëåæàùàÿ â ãèïåðïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî åå îñîáîå ìíî-
æåñòâî íå ìîæåò ñîäåðæàòü êðèâîé ñòåïåíè > 1.

3. Âû÷èñëèòå äåôåêò def(Ψ) := E3− Ē3 ëèíêà (7.2.2) â òåîðå-
ìå 9.3 è äîêàæèòå, ÷òî îí ñòðîãî ïîëîæèòåëåí. Óêàçàíèå:
Âû÷èñëèòå M̄3 = (−KX̄ − Ē)3 äâóìÿ ñïîñîáàìè.

4. Ïóñòü S = S4 ⊂ P5 � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 4,
îáðàç P1 × P1 ïðè îòîáðàæåíèè ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé
áèñòåïåíè (1, 2). Îïèøèòå îáðàçû ïðîåêöèé â P4. Óêà-
çàíèå: Ïðèäóìàéòå êîíñòðóêöèþ, àíàëîãè÷íóþ äîêàçàòåëü-
ñòâó ëåììû 10.4.3.
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10. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 1, III

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà
Ê. Òàêåó÷è [69]. Îäíàêî, íåêîòîðûå åå ÷àñòè áûëè èçâåñòíû ðàíåå
(ñì., íàïð., [100]).

10.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1 � àíòèêàíîíè÷åñêè
âëîæåííîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1, ðîäà g ≥ 7 ñ
Pic(X) = Z · H, −KX = H è ïóñòü P ∈ X � òî÷êà, íå ëåæàùàÿ
íà ïðÿìîé. Ïðè g ≤ 9 ìû äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òî ÷åðåç
P ïðîõîäèò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíèê (ò.å. îíà äîñòàòî÷íî
îáùàÿ, ñì. 9.2 (vi)), à ïðè g = 7 ìû åùå ïîòðåáóåì, ÷òî ÷èñëî
íåïðèâîäèìûõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ C ⊂ X ñòåïåíè 4, èìåþùèõ
îñîáåííîñòü â P , íå áîëåå ÷åì êîíå÷íî, ñì. 10.1.3. Òîãäà ðàçäóòèå
σ : X̃ → X òî÷êè P âêëþ÷àåòñÿ â ëèíê Ñàðêèñîâà (7.2.2).

Äàëåå, ïóñòü E := σ−1(P ) � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð, ïóñòü
Ē ⊂ X̄ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç E, ïóñòü M � îáèëüíàÿ îáðàçó-
þùàÿ Pic(Y ) ' Z è ïóñòü M̄ = ϕ∗M . Òîãäà äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî
ñòÿãèâàíèÿ ϕ èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

(i) g = 7, Y = Y5 ⊂ P6 � íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî
ñòåïåíè 5, à ìîðôèçì ϕ ñòÿãèâàåò äèâèçîð F̄ ∼ 5(−KX̄)−
2Ē è ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì íåîñîáîé êðèâîé Z ⊂ Y5 ⊂ P6

ðîäà 7 ñòåïåíè 12, M̄ ∼ 3(−KX̄)− Ē;
(ii) g = 8, Y = Y3 ⊂ P4 � íåîñîáàÿ êóáèêà, à ìîðôèçì ϕ ñòÿ-

ãèâàåò äèâèçîð F̄ ∼ 3(−KX̄) − 2Ē è ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòè-
åì íåîñîáîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé Z ⊂ Y3 ⊂ P4 ñòåïåíè 4,
M̄ ∼ 2(−KX̄)− Ē;

(iii) g = 9, Y = Y16 ⊂ P10 � íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà
1 ðîäà 9, à ìîðôèçì ϕ ñòÿãèâàåò äèâèçîð F̄ ∼ −KX̄ − Ē è
ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì òî÷êè, M̄ ∼ 3(−KX̄)− 2Ē;

(iv) g = 10, Y = P1, à ϕ : X̄ → P1 ðàññëîåíèå íà ïîâåðõíîñòè
äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6;

(v) g = 12, Y = P3, à ìîðôèçì ϕ ñòÿãèâàåò äèâèçîð F̄ ∼
3(−KX̄)−4Ē è ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì íåîñîáîé ðàöèîíàëüíîé
êðèâîé Z ⊂ P3 ñòåïåíè 6, M̄ ∼ −KX̄ − Ē.

Â ÷àñòíîñòè, g ≤ 12 è g 6= 11.

10.1.1. Îáîçíà÷åíèÿ. Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ðàçäåëà ìû èñïîëü-
çóåì îáîçíà÷åíèÿ òåîðåìû 10.1. Ïîëîæèì òàêæå H∗ := σ∗H. Ïóñòü

ψ = Φ|H−2P | : X 99999K X• ⊂ Pg−3

� ïðîåêöèÿ èç êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê X â òî÷êå P , ãäå X• =
ψ(X).
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ßñíî, ÷òî −KX̃ = H∗− 2E. Òàêæå èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ

(10.1.2)

E3 = 1,

−K3
X̃

= 2g − 10,

(−KX̃)2 · E = 4,

−KX̃ · E2 = −2.

Îòìåòèì, ÷òî E ' P2.

10.1.3. Ëåììà. Ñóùåñòâóåò íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæå-
ñòâî U ⊂ X òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ U ÷èñëî íåïðèâîäè-
ìûõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ C ⊂ X ñòåïåíè 4, èìåþùèõ îñîáåííîñòü
â P , íå áîëåå ÷åì êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C ⊂ X � îñîáàÿ íåïðèâîäèìàÿ ðàöè-
îíàëüíàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 4. Çàìåòèì, pa(C) = 1 è dim〈C〉 = 3. Áîëåå
òîãî, C åñòü ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê â P3 è 〈C〉 ∩ X = C
(êàê ñõåìà).

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå
÷åðåç C íåîñîáî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Λ = |H − C| ⊂ |H| � ëè-
íåéíàÿ ñèñòåìà ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç C. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ X ìû èìååì TP,X 6= 〈C〉 (èíà÷å
C ⊂ TP,X ∩ X, íî TP,X ∩ X � òî÷êà èëè ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ, ïî-
ñêîëüêó X � ïåðåñå÷åíèå êâàäðèê). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé äèâèçîð
H ∈ Λ íåîñîá â òî÷êå Sing(C). Òàê êàê Bs Λ = C, òî ïî òåîðåìå
Áåðòèíè H íåîñîá âíå C. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî H íåîñîá
íà C \ Sing(C) íóæíî ðàññìîòðåòü ðàçäóòèå σ̂ : X̂ → X êðèâîé C.

Ìíîãîîáðàçèå X̂ íåîñîáî âíå σ̂−1(Sing(C)) è ïîñêîëüêó Bs Λ = C,
òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà σ̂∗Λ íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Äàëåå äîêàçà-
òåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó ìåñòó â äîêàçà-
òåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 9.2 (i). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåîñîáîå
ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå H, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç C.

Ïóñòü C � ïîäñõåìà ñõåìû Ãèëüáåðòà, ïàðàìåòðèçóþùàÿ íåïðè-
âîäèìûå ïðèâåäåííûå ðàöèîíàëüíûå êðèâûå C ⊂ X ñòåïåíè 4 àðèô-
ìåòè÷åñêîãî ðîäà pa(C) = 1. Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå èíöèäåíòíî-
ñòè

R ⊂ |−KX | × C, R =
{

(H,C)
∣∣ H ∈ |−KX |, C ∈ C, H ⊃ C

}
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Ïðîåêöèÿ pr2, î÷åâèäíî, ñþðúåêòèâíà è åå ñëîè � ïðîåêòèâíûå ïðî-
ñòðàíñòâà Pg−3. Ñëåäîâàòåëüíî, dimR = dimC + g − 3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷å-
ðåç C ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé ïîâåðõíîñòüþ òèïà K3 è ïîýòîìó íå ìî-
æåò ñîäåðæàòü ñåìåéñòâà ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ, ò.å. îáùèé ñëîé
pr1 : R → pr1(R) íóëüìåðåí. Ïîýòîìó dim pr1(R) = dimC + g − 3.
Ñîãëàñíî îáîáùåííîé òåîðåìå Íåòåðà-Ëåôøåöà [49], äëÿ îáùåé ïî-
âåðõíîñòè H ∈ |−KX | îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ Pic(X) → Pic(H)
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ H ∈ |−KX | íå ñî-
äåðæèò êðèâûõ ñòåïåíè 4 è ïîýòîìó îáðàç pr1(R) íå ÿâëÿåòñÿ ïëîò-
íûì â |H|. Òàêèì îáðàçîì,

g + 1 = dim |H| > dim pr1(R) = dimC + g − 3.

Îòñþäà dimC ≤ 3. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå

C −−−→ X, C 7−−−→ Sing(C)

èëè èìååò äâóìåðíûé îáðàç èëè êîíå÷íî â îáùåé òî÷êå. �

10.2.Ëåììà. Îòîáðàæåíèå φ : X̃ 99K Pg−3, èíäóöèðîâàííîå ïðî-
åêöèåé ψ = Φ|H−2P | : X 99K Pg−3 èç êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê X
â òî÷êå P , ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : X̃ 99K Pg−3 çàäà-
åòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé |H∗−2E| è ýòà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íå èìååò áà-
çèñíûõ òî÷åê âíå èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà E. Äîêàæåì |H∗− 2E|
íå èìååò òàêæå áàçèñíûõ òî÷åê è íà E. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì àô-
ôèííóþ êàðòó Ag+1 ⊂ Pg+1 ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â òî÷êå P .

Ïóñòü I ⊂ C[x1, . . . , xg+1] � èäåàë, çàäàþùèé àôôèííîå ìíîãî-
îáðàçèå X ∩ Ag+1. Ïóñòü I2 ⊂ I � ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç
âñåõ ýëåìåíòîâ ñòåïåíè ≤ 2. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò s ∈ I2

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

s = `s(x1, . . . , xg+1) + qs(x1, . . . , xg+1),

ãäå `s è qs � îäíîðîäíûå ôîðìû ñòåïåíè 1 è 2, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî
òåîðåìå 6.6 (iv) èäåàë I ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì I2. Ïðè ýòîì,
óðàâíåíèÿ `s = 0, s ∈ I2 âûñåêàþò TP,X â Ag+1.

Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

H0(X̃, OX̃(H∗ − 2E)) ' H0(X, O(H)⊗m2
P ).
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Íåíóëåâîå ñå÷åíèå H0(X, O(H)⊗m2
P ) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîé ôóíê-

öèè ` íà Ag+1, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü íà TP,X . Çíà÷èò, ` = `s äëÿ
íåêîòîðîãî s ∈ I2 è ïîýòîìó ` = `s = −qs íà X. Òàêèì îáðàçîì,
îãðàíè÷åíèå íåíóëåâîãî ñå÷åíèÿ ` ∈ H0(X̃, OX̃(H∗ − 2E)) íà èñ-
êëþ÷èòåëüíîé äèâèçîð E � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ âèäà qs|E äëÿ
íåêîòîðîãî s ∈ I2. Âåðíî è îáðàòíîå: êàæäàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ âèäà qs|E, s ∈ I2 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ãëîáàëüíîãî ñå÷åíèÿ
ðàññëîåíèÿ OX̃(H∗ − 2E).

Òàê êàê ÷åðåç òî÷êó P íå ïðîõîäèò ïðÿìûõ, òî TP,X ∩X = {P}
(òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííî). Çíà÷èò, îáùåå ìíîæåñòâî íóëåé â TP,X
âñåõ ôîðì qs, s ∈ I2 ñîñòîèò òîëüêî èç íóëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îá-
ùåå ìíîæåñòâî íóëåé íà E = P(TP,X) ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ñå÷åíèé
ðàññëîåíèÿ OX̃(H∗ − 2E) ïóñòî. Ñëåäîâàòåëüíî, |H∗ − 2E| íå èìååò
áàçèñíûõ òî÷åê íà E. �

10.3. Ñëåäñòâèå. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX̃ | íå èìååò áàçèñíûõ
òî÷åê, dim |−KX̃ | = g − 3 è îáðàç X̄ = φ(X) ìîðôèçìà

φ = Φ|−KX̃ | : X̃ −−−→ Pg−3,

çàäàííîãî ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé, òðåõìåðåí.

10.4. Îáîçíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàííûé ìîðôèçì

φ = Φ|H∗−2E| : X̃ −−−→ X• ⊂ Pg−3.

Ïîâåðõíîñòü φ(E) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè Âåðîíåçå
S4 ⊂ P5.

10.4.1. Ëåììà. Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(10.4.2) h0
(
X̃, OX̃(−KX̃ − E)

)
≥ g − 8,

à ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïîâåðõíîñòè φ(E) èìååò ðàçìåðíîñòü

3 ≤ dim〈φ(E)〉 ≤ g − 3.

Åñëè ïðè ýòîì äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî

h0
(
X̃, OX̃(−KX̃ − E)

)
= g − 8,

òî îãðàíè÷åíèå |−KX̃ |
∣∣
E
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé è çà-

äàåò ìîðôèçì E íà ïîâåðõíîñòü Âåðîíåçå S4 ⊂ P5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ H0(OX̃(−KX̃ − E)) −−−→ H0(OX̃(−KX̃))
ν−−−→ H0(OE(−KX̃)).

Òàê êàê h0(OE(−KX̃)) = 6, òî îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ (10.4.2). Îñòàëü-
íûå óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç òîãî, ÷òî |−KX̃ |

∣∣
E
� ïîäñèñòåìà â

ëèíåéíîé ñèñòåìå êîíèê íà E ' P2 è îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé
îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ν. �
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10.4.3. Ëåììà. Ïóñòü S = S4 ⊂ P5 � ïîâåðõíîñòü Âåðîíåçå.

(i) Ïóñòü S# ⊂ P4 � åå ïðîåêöèÿ èç òî÷êè P ∈ P5 \ S. Òîãäà
äëÿ ïîâåðõíîñòè S# ⊂ P4 èìååòñÿ ðîâíî äâå âîçìîæíî-
ñòè:
(a) îñîáîå ìíîæåñòâî S# ñîñòîèò èç ïðÿìîé, S# ÿâëÿ-

åòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ êâàäðèê Q1 è Q2 è âñå êâàäðè-
êè èç ïó÷êà 〈Q1, Q2〉 îñîáû;

(b) S# íåîñîáà è íå ñîäåðæèòñÿ â êâàäðèêå.
(ii) Ïóñòü S# ⊂ P3 � ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè S4 ⊂ P5 èç ïðÿ-

ìîé l ⊂ P5 \ S. Òîãäà äëÿ S# ⊂ P4 òàêæå èìååòñÿ äâå
âîçìîæíîñòè:
(a) S# ⊂ P3 � ïîâåðõíîñòü Øòåéíåðà, ò.å. ïîâåðõíîñòü

ñòåïåíè 4, îñîáîå ìíîæåñòâî êîòîðîé ñîñòîèò èç
òðåõ (âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ ) ïðÿìûõ;

(b) S# ⊂ P3 � îñîáàÿ êâàäðèêà.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Îòîæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâî P5 ñ
ïðîåêòèâèçàöèåé ïðîñòðàíñòâà M2 êâàäðàòè÷íûõ ôîðì q(x0, x1, x2)
îò òðåõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ïîâåðõíîñòü S4 ⊂ P5 îòîæäåñòâëÿåò-
ñÿ ñ ìíîæåñòâîì ôîðì ðàíãà 1, ò.å. ôîðì âèäà `(x0, x1, x2)2, ãäå
`(x0, x1, x2) � íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà. Ïðÿìàÿ â P5 = P(M2),
ïåðåñåêàþùàÿ S4 ïî äâóì òî÷êàì [`2] è [`′2] èìååò âèä

[λ`2 + λ′`′2], (λ : λ′) ∈ P1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåäèíåíèå âñåõ 2-ñåêóùèõ (è êàñàòåëüíûõ) ïî-
âåðõíîñòè S4 ⊂ P5 � ýòî ãèïåðïîâåðõíîñòü

W = {[q] | rk q ≤ 2} = {[q] | det(q) = 0}.

ñòåïåíè 3. Åñëè òî÷êà P íå ëåæèò íà ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, òî
ïðîåêöèÿ S4 → S# èç íåå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Åñëè æå òî÷êà P
ëåæèò â W \S4, òî îíà èìååò âèä [``′], ãäå ` è `′ � íåïðîïîðöèîíàëü-
íûå ëèíåéíûå ôîðìû. Òîãäà ïëîñêîñòü Π, ïîðîæäåííàÿ P = [``′],
[`2], [`′2], ñîäåðæèòñÿ â W è ïåðåñåêàåò S4 ïî êîíèêå. Ïðîåêöèÿ èç P
îòîáðàæàåò S4 íà ïîâåðõíîñòü S# ⊂ P4, îñîáóþ âäîëü ïðÿìîé, îá-
ðàçà ýòîé êîíèêè. Óòâåðæäåíèå î êâàäðèêàõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç S#,
cì. â çàäà÷å 5. Ïóíêò (i) äîêàçàí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðÿìàÿ l ñîäåðæèòñÿ
â W , òî îíà íå ñîäåðæèòñÿ â ïëîñêîñòè Π ⊂ W (ïîñêîëüêó íå ïåðå-
ñåêàåò S4). Çíà÷èò, îíà ïåðåñåêàåò îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé
â W è â ýòîì ñëó÷àå ïðîåêöèÿ èç l áóäåò äâóëèñòíûì îòîáðàæåíèåì
íà êâàäðèêó â P3.

Íàêîíåö, ïóñòü l 6⊂ W . Òîãäà l ïåðåñåêàåò W ïî òðåì òî÷êàì
(ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé). ×åðåç ýòè òî÷êè ïðîõîäÿò òðè ïëîñêîñòè Πi,
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ñîäåðæàùèåñÿ â W . Êàê è âûøå îíè äàþò òðè ïðÿìûõ îñîáåííîñòåé
íà S#. �

10.4.4. Ëåììà. Ìîðôèçì φ : X̃ → X• ⊂ Pg−3 áèðàöèîíàëåí è X•
� ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ êàíîíè÷åñêèìè ãîðåíøòåéíîâûìè îñîáåííî-
ñòÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîðôèçì φ íå ÿâëÿåòñÿ
áèðàöèîíàëüíûì. Òàê êàê

(degX•) · (deg φ) = (−KX̃)3 = 2g − 10,

òî, ñîãëàñíî (15.1.1), ìîðôèçì φ äîëæåí èìåòü ñòåïåíü 2, à X• �
ìíîãîîáðàçèå ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè degX• = g − 5.

Åñëè åãî ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå H• äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ñóì-
ìó ïîäâèæíûõ äèâèçîðîâ Âåéëÿ H ′• è H ′′• , òî è àíòèêàíîíè÷åñêèé
äèâèçîð −KX̃ = φ∗(H ′• + H ′′• ) íà X̃ òàêæå äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â
ñóììó ïîäâèæíûõ äèâèçîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî æå ñàìîå âåðíî è
äëÿ àíòèêàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà −KX = σ∗(−KX̃) íà X. Íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ Pic(X) = Z ·KX .

Òîãäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 15.5 ìíîãîîáðàçèå X• ⊂ P4 � íåîñî-
áàÿ êâàäðèêà è g = 7. Â ÷àñòíîñòè, Pic(X•) ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì
ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ è ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü φ(E) âûñåêàåòñÿ íà
X• íåêîòîðîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Ïî ëåììå 10.4.3 ìû èìååì åäèí-
ñòâåííóþ âîçìîæíîñòü: φ(E) � îñîáàÿ êâàäðèêà, êàñàòåëüíîå ãè-
ïåðïëîñêîå ñå÷åíèå êâàäðèêè X• ⊂ P4. Ðàññìîòðèì ôàêòîðèçàöèþ
Øòåéíà

φ : X̃
θ−−−→ X0

γ−−−→ X• ⊂ P4.

Òîãäà θ(E) = γ∗φ(E) � äèâèçîð Êàðòüå íà X0 è îñîáåííîñòè X0 �
êàíîíè÷åñêèå ãîðåíøòåéíîâû (ñì. ñëåäñòâèå 7.1.2). Òàê êàê ãðóïïà
Cl(X0) ïîðîæäàåòñÿ äèâèçîðàìè θ(E) è KX0 , òî X0 ëîêàëüíî ôàêòî-
ðèàëüíî. Ïîýòîìó ìîðôèçì θ íå ìîæåò áûòü ìàëûì (ïî òåîðåìå î
÷èñòîòå èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà [103, ãë. 2, � 4, òåîðåìà 2]). Òàê
êàê θ(E) = γ∗φ(E) ∼ −KX0 , òî ρ(X0) = 1. Ïîýòîìó θ íå ìîæåò áûòü
èçîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, θ ñòÿãèâàåò íåêîòîðûé äèâèçîð D.
Èç òîãî, ÷òî θ(E) ∼ −KX0 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî D ∼ −KX̃ − E.
Òàê êàê (−KX̃) ·D2 6= 0, òî φ(D) � êðèâàÿ, ëåæàùàÿ íà φ(E). Ìîð-

ôèçì φE : E → φ(E) êîíå÷åí ñòåïåíè 2. Ïîýòîìó äëÿ îáùåãî ñëîÿ C̃
ìîðôèçìà φD : D → φ(D) èìååì E · C̃ ≤ 2. Ïóñòü C := σ(C̃). Òîãäà
degC = H∗ · C̃ = 2E · C̃. Åñëè E · C̃ = 1, òî C � êîíèêà, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç P . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó âûáîðó òî÷êè P ∈ X (÷èñëî
òàêèõ êîíèê äîëæíî áûòü êîíå÷íî). Çíà÷èò, E · C̃ = 2 è C � êðè-
âàÿ ñòåïåíè 4, èìåþùàÿ îñîáåííîñòü â P . Ñíîâà, ñîãëàñíî íàøåìó
âûáîðó òî÷êè P ∈ X è ëåììå 10.1.3, ýòî íåâîçìîæíî.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìîðôèçì φ áèðàöèîíàëåí. Ïîñëåäíåå óòâåðæäå-
íèå ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 5.6 è ñëåäñòâèÿ 7.1.2. �

10.4.5. Ëåììà. Ìîðôèçì φ íå ñòÿãèâàåò äèâèçîðîâ è îñîáåííî-
ñòè X• òåðìèíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîðôèçì φ ñòÿãèâàåò
ïðîñòîé äèâèçîð D̃. Òàê êàê ψ = φ ◦ σ−1 : X 99K X• ⊂ Pg−3

� ïðîåêöèÿ èç TP,X , òî îáðàç D := σ(D̃) âûñåêàåòñÿ íà X ëèíåé-

íîé îáîëî÷êîé 〈TP,X , φ(D̃)〉. Òàêèì îáðàçîì, dim〈TP,X , φ(D̃)〉 ≥ g è

dim〈φ(D̃)〉 ≥ g − 4. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ(D̃) � êðèâàÿ
ñòåïåíè ≥ 3.

Äèâèçîð D̃ çàìåòàåòñÿ îäíîìåðíûì ñåìåéñòâîì êðèâûõ C̃ òà-
êèõ, ÷òî KX̃ · C̃ = 0. Òàê êàê (−KX̃ − E) · C̃ < 0, òî D̃ äîëæåí
áûòü íåïîäâèæíîé êîìïîíåíòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû |−KX̃ − E| (åñ-
ëè îíà íåïóñòà). Òàê êàê Pic(X) = Z · KX è D̃ 6= E (ïîñêîëüêó
(−KX̃)2 · E = 4 > 0), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî dim |−KX̃ − E| ≤ 0. Èç
íåðàâåíñòâ (10.4.2) è (10.4.1) ïîëó÷àåì, ÷òî g ≤ 9 è ëèíåéíàÿ îáî-
ëî÷êà îáðàçà φ(E) èìååò ðàçìåðíîñòü íå ìåíüøå ÷åì 3. Ïî íàøåìó
ïðåäïîëîæåíèþ ÷åðåç òî÷êó P ïðîõîäèò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî êîíèê. Çíà÷èò, ïîâåðõíîñòü D̃ çàìåòàåòñÿ êðèâûìè C̃ òàêèìè, ÷òî
KX̃ · C̃ = 0 è E · C̃ > 1. Ïîýòîìó îáðàç èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà

φ(E) äîëæåí áûòü îñîá âäîëü íåïðèâîäèìîé êðèâîé φ(D̃) ñòåïåíè
≥ 3. Ýòî íåâîçìîæíî ïî ëåììå 10.4.3. Òåïåðü ïîñëåäíåå óòâåðæäå-
íèå ïîëó÷àåòñÿ èç ëåììû 10.4.4 ïîñêîëüêó ìîðôèçì φ íå ñòÿãèâàåò
äèâèçîðîâ. �

10.4.6. Ñëåäñòâèå. Åñëè g = 7, òî φ(E) íå ñîäåðæèòñÿ â êâàä-
ðèêå. Ñëåäîâàòåëüíî, |−2KX̃ − E| = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 10.4.4 ìîðôèçì φ : X̃ → X• ⊂ P4

áèðàöèîíàëåí è X• � ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 4. Áîëåå òîãî, ïî
ëåììå 10.4.5 ñëîè φ ñëîè φ ñâÿçíû è èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî φ
ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç êîíå÷íîãî ÷èñëî êðèâûõ. Çíà÷èò, ïîâåðõ-
íîñòü φ(E) èìååò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà
ïî ëåììå 10.4.3 ïîâåðõíîñòü φ(E), íà ñàìîì äåëå íåîñîáà è íå ñîäåð-
æèòñÿ â êâàäðèêå. Íàêîíåö, åñëè D̃ ∈ |−2KX̃ − E|, òî φ(D̃) � êâàä-
ðèêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç φ(E). Òàêèì îáðàçîì, |−2KX̃ −E| = ∅. �

10.5. Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî 10.1. Ñîãëàñíî ëåì-
ìàì 10.4.4 è 10.4.5, ñóùåñòâóåò ëèíê Ñàðêèñîâà ñ öåíòðîì â
P . Ïîëó÷èì äèàãðàììó (7.2.2) (èëè (7.2.3)). Ðàññìîòðèì âîçìîæíî-
ñòè äëÿ ñòÿãèâàíèÿ ϕ. Íàïîìíèì (ñì. (10.4.2)), ÷òî

dim |−KX̄ − Ē| ≥ g − 9.
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Êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.3 âîñïîëüçóåìñÿ êëàññèôèêàöèåé
ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé (òåîðåìà 14.7). Ïîìèìî ðåøåíèé, ïåðå÷èñëåí-
íûõ â òåîðåìå 10.1, ïîëó÷àåì òàêæå ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1# g(X) = 13, Y = Q ⊂ P4 � íåîñîáàÿ êâàäðèêà, ϕ � ðàçäóòèå
ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ñòåïåíè 6, F̄ ∼ 2(−KX̄) − 3Ē, M̄ −
KX̄ − Ē;

2# g(X) = 11, Y = P2, ϕ � ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ êðèâîé
âûðîæäåíèÿ ñòåïåíè 4, M̄ ∼ −KX̄ − Ē;

3# g(X) = 9, Y = Y14 ⊂ P9 � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1
ðîäà 8, ϕ � ðàçäóòèå êîíèêè, F̄ ∼ −KX̄−Ē, M̄ ∼ 2(−KX̄)−
Ē;

4# g(X) = 8, Y = Q ⊂ P4� íåîñîáàÿ êâàäðèêà, ϕ � ðàçäóòèå
êðèâîé ñòåïåíè 10 ðîäà 7, F̄ ∼ 5(−KX̄)−3Ē, M̄ ∼ 2(−KX̄)−
Ē;

5# g(X) = 7, Y = Y10 ⊂ P7 � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà
1 ðîäà 6, ϕ � ðàçäóòèå êîíèêè, F̄ ∼ 2(−KX̄) − Ē, M̄ ∼
3(−KX̄)− Ē;

6# g(X) = 7, Y = Y12 ⊂ P8 � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà
1 ðîäà 7, ϕ � ðàçäóòèå òî÷êè, F̄ ∼ 2(−KX̄) − Ē, M̄ ∼
5(−KX̄)− 2Ē.

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòè ñëó÷àè íå ðåàëèçóþòñÿ.

10.5.1. Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10.1 îòîáðàæåíèå χ
èç äèàãðàììû (7.2.2) íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå 8.3.5 èç âû÷èñëåíèé
ñëåäóåò, ÷òî äåôåêò def(Ψ) := E3 − Ē3 ëèíêà (7.2.2) ñòðîãî ïîëîæè-
òåëåí (ñì. óïðàæíåíèå 4). �

10.6. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X = X2g−2 ⊂ Pg+1 � àíòèêàíîíè÷åñêè
âëîæåííîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1, ðîäà g ≥ 7.
Òîãäà íà X ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà è ïðÿìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå X• íîðìàëüíî, à
ìîðôèçì φ áèðàöèîíàëåí è íå ñòÿãèâàåò äèâèçîðîâ, òî ïîâåðõ-
íîñòü φ(E) èëè íåîñîáà èëè åå îñîáåííîñòè èçîëèðîâàíû (ñì. ëåì-
ìó 10.4.5). Âòîðîå íåâîçìîæíî ïî ëåììå 10.4.3. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîâåðõíîñòü φ(E) íåîñîáà.

Ñîãëàñíî 10.5.1, ìîðôèçì φ ñòÿãèâàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó
(íåïðèâîäèìóþ) êðèâóþ C̃. Òàê êàê KX̃ · C̃ = 0, òî deg σ(C̃) = 2E · C̃.
Òàê êàê ïîâåðõíîñòü φ(E) íåîñîáà, òî E · C̃ = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
deg σ(C̃) = 2, ò.å. σ(C̃) � íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà. �
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.1. Îñòàëîñü èñêëþ÷èòü òîëüêî
ñëó÷àè 10.5, 1#� 6#. Íî òåïåðü ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10.6 ìû çíà-
åì, ÷òî íà X ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå 8.3 ñëó÷àè 1#

è 2# (ò.å. g = 13 è 11) íåâîçìîæíû. Â ñëó÷àÿõ 3# è 4# èç òàá-
ëèöû 10.5 ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ñðàâíèâàÿ òîïîëîãè÷åñêèå
ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè X è Y (è ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 8.3.3).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè 5# è 6#. Òîãäà F̄ + Ē ∼ 2(−KX̄). Ïðè ýòîì
ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç F̃ ⊂ X̃ äèâèçîðà F̄ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ýëåìåíòîì ëèíåéíîé ñèñòåìû |−2KX̃ − E|. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñëåä-
ñòâèþ 10.4.6. �

Çàäà÷è. 1. Ïîêàæèòå, ÷òî îáðàç ìîðôèçìà Φ|−KX̃ | � íîð-
ìàëüíîå ìíîãîîáðàçèå. Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü òåîðå-
ìîé 16.8.

2. Ïóñòü X = Xd ⊂ Pd+1 � ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî ñòåïåíè
3 ≤ d ≤ 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíê Ñàðêèñîâà ñ
öåíòðîì â òî÷êå P ∈ X è îïèøèòå åãî ðåçóëüòàò.

3. Ïóñòü X = X10 ⊂ P7 � àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîå ìíîãî-
îáðàçèå Ôàíî ñ ι(X) = 1, ρ(X) = 1 è g(X) = 6. Ïóñòü P ∈ X
� äîñòàòî÷íî îáùàÿ òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíê
Ñàðêèñîâà (7.2.2) öåíòðîì P è ïðè ýòîì Y = Y10 ⊂ P7 �
òàêæå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1 è ðîäà 6 ñ ρ(X) = 1, à
ϕ � ðàçäóòèå òî÷êè.

4. Âû÷èñëèòå äåôåêò def(Ψ) := E3− Ē3 ëèíêà (7.2.2) â òåîðå-
ìå 10.1 è äîêàæèòå, ÷òî îí ñòðîãî ïîëîæèòåëåí. Óêàçà-
íèå: Âû÷èñëèòå M̄3 = (−KX̄ − Ē)3 äâóìÿ ñïîñîáàìè.

5. Äîêàæèòå íåäîêàçàííûå ÷àñòè ëåììû 10.4.3: â ñëó÷à-
ÿõ (i)(a) è (i)(b) ïîâåðõíîñòè åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîåêòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè è íàéäèòå çàäàþùèå èõ
óðàâíåíèÿ. Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå òî, ÷òî âëîæåíèå Âå-
ðîíåçå èíäóöèðóåò äåéñòâèå ãðóïïû GL3(C) íà P5 è ïðè
ýòîì èìååòñÿ òîëüêî òðè îðáèòû.
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11. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 1, IV

11.1. Îáðàòíàÿ êîíñòðóêöèÿ. Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëå
ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ìíîãîîáðàçèé Ôàíî îñíîâíîé ñåðèè ðîäà
≥ 7. Áîëåå òîãî, ìû äàäèì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âñåõ òàêèõ ìíîãîîáðà-
çèé. Ñíà÷àëà ìû îáñóäèì ñëó÷àè g = 12, 10 è 9. Áóäåò èñïîëüçîâàíà
êîíñòðóêöèÿ, îáðàòíàÿ ê äâîéíîé ïðîåêöèè èç ïðÿìîé.

11.1.1. Îáîçíà÷åíèÿ. Îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíêà
Ñàðêèñîâà ÿâëÿåòñÿ ïàðà (Y, Z), ãäå Y � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà
ι(Y ) > 1 ñ ρ(Y ) = 1, à Z ⊂ Y � ãëàäêàÿ êðèâàÿ ðîäà g(Z) è ñòåïåíè
degZ := (−KY ·Z)/ι(Y ). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè
(ñì. òåîðåìó 8.3 (iii)):

� g Y ι(Y ) degZ g(Z) d

9o 9 P3 4 7 3 3

10o 10 êâàäðèêà Q ⊂ P4 3 7 2 4

12o 12 ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî Y5 ⊂ P6 2 5 0 5

Çäåñü d := (ι(Y )− 1)(deg Y ). Ýòî îáîçíà÷åíèå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
íèæå. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî â ñëó÷àå 9o êðèâàÿ Z íå ÿâëÿåòñÿ ãèïå-
ðýëëèïòè÷åñêîé (ñì òåîðåìó 8.3 (iii)(a)). ×åðåç M ìû îáîçíà÷èì
îáèëüíóþ îáðàçóþùóþ ãðóïïû Pic(Y ) ' Z.

11.2. Ïðåäëîæåíèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ âûøå âåðíû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

(i) Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè êðèâîé Z ðàâíà d.
(ii) Êðèâàÿ Z ñîäåðæèòñÿ â ïîâåðõíîñòè S ∈ |(ι − 1)M |, ãäå

ι := ι(Y ), ñòåïåíè d, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé.
(iii) Ïîâåðõíîñòü S = Sd ⊂ Pd íå ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, ðàöèî-

íàëüíà è ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òèïîâ.
(a) íîðìàëüíàÿ, àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííàÿ ïîâåðõ-

íîñòü äåëü Ïåööî ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè
(èëè ãëàäêàÿ);

(b) íåíîðìàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü, çàìåòàåìàÿ
(6 − d)-ñåêóùèìè ïðÿìûìè ê êðèâîé Z. Â ýòîì ñëó-
÷àå îñîáîå ìíîæåñòâî S = Sd ⊂ Pd ÿâëÿåòñÿ (7 − d)-
ñåêóùåé ïðÿìîé ê Z.

(iv) Ïîâåðõíîñòü S ∈ (ι− 1)M , ñîäåðæàùàÿ Z, åäèíñòâåííà.
(v) Êðèâàÿ Z ⊂ Pd ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ãèïåðïîâåðõíîñòåé

ñòåïåíè 7− d.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z ñîäåðæèòñÿ â ïîä-

ïðîñòðàíñòâå Pd−1. Â ñëó÷àå 9o ýòî ïðîòèâîðå÷èò ôîðìóëå äëÿ ðîäà
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äëÿ ïëîñêîé êðèâîé Z7 ⊂ P2. Â ñëó÷àå 10o êðèâàÿ Z äîëæíà ñî-
äåðæàòüñÿ â äâóìåðíîé êâàäðèêå Q ∩ P3 (âîçìîæíî îñîáîé). Ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî òàêæå íåâîçìîæíî. Íàêîíåö, â ñëó÷àå 12o èç
ñîîáðàæåíèé ñòåïåíè ïîëó÷àåì, ÷òî Z = Y ∩P4. Íî òîãäà ïî ôîðìóëå
ïðèñîåäèíåíèÿ KZ = 0, ò.å. g(Z) = 1. Ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå.

(ii) Ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(11.2.1) 0 −−−→JZ(ι−1) −−−→ OY (ι−1) −−−→ OZ(ι−1) −−−→ 0,

ãäå JZ � ïó÷îê èäåàëîâ êðèâîé Z â Y . Çàìåòèì, ÷òî h0(Y, OY (ι −
1)) = 20, 14 è 7 â ñëó÷àÿõ 9o, 10o è 12o, ñîîòâåòñòâåííî, â òî âðåìÿ
êàê h0(Z, OZ(ι−1)) = 19, 13 è 6 â ýòèõ ñëó÷àÿõ. Èç ñîîòâåòñòâóþùåé
äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé ñëåäóåò, ÷òî

H0(JZ(ι− 1)) 6= 0,

ò.å. ïîâåðõíîñòü S ∈ |(ι − 1)M |, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Z, ñóùåñòâóåò.
Áîëåå òîãî, òàêàÿ ïîâåðõíîñòü íåïðèâîäèìà. Ýòî î÷åâèäíî â ñëó-
÷àÿõ 12o è 10o, à â ñëó÷àå 9o ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Z íå ëåæèò
íà êâàäðèêå (ïðåäëàãàåòñÿ ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîäåëàòü ýòè
ïðîñòåéøèå âû÷èñëåíèÿ).

(iii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì íàä íåêîòîðîé êðè-
âîé Γ â Pd−1. Â ñëó÷àå 12o ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ìíîãîîáðàçèÿ
Y = Y5 ⊂ P6 ïðîõîäèò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ (ñì. ïðåä-
ëîæåíèå 3.5.1 (v) ) è ïîýòîìó Y íå ñîäåðæèò êîíóñîâ. Â ñëó÷àå 10o

ëþáîé êîíóñ íà êâàäðèêå Y = Q ⊂ P4 âûñåêàåòñÿ êàñàòåëüíûì ãè-
ïåðïëîñêèì ñå÷åíèåì è ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé òàêæå íåâîçìîæåí.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé 9o. Òîãäà Γ ⊂ P2 � íåïðèâîäèìàÿ
êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî îíà íåîñîáà. Ïóñòü
σ : Ŝ → S � ðàçäóòèå âåðøèíû. Òîãäà Ŝ èìååò ñòðóêòóðó ëèíåé-
÷àòîé ïîâåðõíîñòè íàä Γ, à èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð Σ ⊂ Ŝ � åå
ñå÷åíèå. Ïóñòü A � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå S è ïóñòü A∗ := σ∗A. Èìå-
åì ñòàíäàðòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

(A∗)2 = 3, A∗ · Σ = 0, (KŜ + Σ) · Σ = 0, (KŜ + A∗) · A∗ = 0.

Òàê êàê êëàññû äèâèçîðîâ Σ è A∗ ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî N1(Ŝ),
òî îòñþäà ïîëó÷àåì

KŜ + Σ + A∗ ∼∼∼ 0.

Ïî ôîðìóëå Í¼òåðà

0 = K2
Ŝ

= (Σ + A∗)2.

Îòñþäà Σ2 = −3. Äàëåå, ïóñòü Ẑ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç Z. Òîãäà
A∗ · Ẑ = 7. Åñëè Z íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó êîíóñà, òî ÷èñëåííûé
êëàññ Ẑ ïðîïîðöèîíàëåí êëàññó A∗, íî ýòî íåâîçìîæíî ïîñêîëüêó
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(A∗)2 = 3. Çíà÷èò, Ẑ ·Σ > 0. Òàê êàê êðèâàÿ Z íåîñîáà, òî Ẑ ·Σ = 1.

Îòñþäà Ẑ ∼∼∼ 7
3
A∗ − 1

3
Σ. Òîãäà ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ

2g(Z)− 2 = 2g(Ẑ)− 2 = (KŜ + Ẑ) · Ẑ = 8, g(Z) = 5.

Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü S íå ìîæåò áûòü êîíóñîì
íàä íåîñîáîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå Y íåîñîáî è −KY = ιM , òî ïî ôîðìóëå
ïðèñîåäèíåíèÿ àíòèêàíîíè÷åñêèé äèâèçîð −KS ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì
äèâèçîðîì Êàðòüå. Åñëè ïîâåðõíîñòü S íîðìàëüíà è íå ÿâëÿåòñÿ
êîíóñîì, òî îíà ðàöèîíàëüíà è èìååò íå õóæå ÷åì äþâàëåâñêèå îñî-
áåííîñòè (ýòî êëàññè÷åñêèé ôàêò, ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ñì., íàïð.,
â [21]). Ïîëó÷àåì ñëó÷àé (iii)(a).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü S íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé. Èç-
âåñòíî [16, � 8.1], ÷òî S ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðè ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè
S ′ ⊂ Pd+1 ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè (ñì. ïðåäëîæåíèå 15.4) èç òî÷êè, íå
ëåæàùåé íà S ′. Ïðè ýòîì ìîðôèçì ν : S ′ → S ñîâïàäàåò ñ íîðìàëè-
çàöèåé. ßñíî, ÷òî S ′ ⊂ Pd+1 íå ìîæåò áûòü ïîâåðõíîñòüþ Âåðîíåçå
(òàê êàê òîãäà d = 4 è ëþáàÿ êðèâàÿ íà S ′ äîëæíà èìåòü ÷åòíóþ ñòå-
ïåíü). Çíà÷èò, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 15.4, ïîâåðõíîñòü S ′ ⊂ Pd+1

ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ðàöèîíàëüíîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè Ŝ = Fe ïðè
îòîáðàæåíèè ëèíåéíîé ñèñòåìîé L := |Σ + nΥ|, ãäå Σ, Υ � êëàñ-
ñû ìèíèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ è ñëîÿ Fe. Òàê êàê degS ′ = d, òî èìååì
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(Σ + nΥ)2 = 2n− e = d, (Σ + nΥ) · Σ = n− e ≥ 0.

Îòñþäà d ≥ n ≥ e. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü S ′ íå ÿâëÿåòñÿ
êîíóñîì ïðè d 6= 3, òî â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî
n > e. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè äëÿ (d, e, n):

(3, 3, 3), (3, 1, 2), (4, 0, 2), (4, 2, 3), (5, 1, 3), (5, 3, 4).

Äàëåå, ïóñòü Ẑ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç Z íà Ŝ = Fe. Çàïèøåì Ẑ ∼
aΣ + bΥ. Òîãäà

Ẑ · Σ = b− ea ≥ 0,

degZ = Ẑ · (Σ + nΥ) = −ae+ b+ na,

2g(Z)− 2 = (KFe + Ẑ) · Ẑ = −ea(a− 2) + a(b− e− 2) + b(a− 2).

Ïîñêîëüêó ïðè d = 3 êðèâàÿ Z íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé, òî
â ýòîì ñëó÷àå a ≥ 3. Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü âñå âîçìîæíîñòè
äëÿ (d, e, n, a, b):

(3, 1, 2, 3, 4), (4, 0, 2, 2, 3), (4, 2, 3, 2, 5), (5, 1, 3, 1, 3), (5, 3, 4, 1, 4).

Â ÷àñòíîñòè, (d, e, n) 6= (3, 3, 3), ò.å. S ′ = Ŝ = Fe è S íå ÿâëÿåòñÿ
êîíóñîì.
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Òàê êàê ïîâåðõíîñòü S � ëîêàëüíî ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå è íå ÿâëÿ-
åòñÿ íîðìàëüíîé, òî åå îñîáîå ìíîæåñòâî äîëæíî èìåòü îäíîìåðíóþ
êîìïîíåíòó. Ïî òåîðåìå Áåðòèíè è ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ îáùåå
ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå S ∩ Pd−1 � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ àðèôìåòè-
÷åñêîãî ðîäà 1, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü îñîáà â òî÷êàõ Sing(S)∩ Pd−1.
Òàêàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü îäíà è ïîýòîìó îäíîìåðíàÿ êîìïîíåíòà
ìíîæåñòâà Sing(S) � ïðÿìàÿ. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Λ. Â âñåõ ñëó-
÷àÿõ ïîâåðõíîñòü S ′ ⊂ Pd+1 åñòü ïåðåñå÷åíèå êâàäðèê (ñì. ïðåäëî-
æåíèå 15.2). Ïîýòîìó ïðîîáðàç Λ′ ⊂ S ′ ïðÿìîé Λ ïðè ïðîåêöèè
S ′ → S ÿâëÿåòñÿ êîíèêîé (âîçìîæíî ïðèâîäèìîé), ëåæàùåé â ïëîñ-
êîñòè, ïîðîæäåííîé Λ è öåíòðîì ïðîåêöèè. Ïîýòîìó L · Λ′ = 2.
Òåïåðü íåòðóäíî âû÷èñëèòü è êëàññ êðèâîé Λ′.

11.2.1. Çàïèøåì îòâåò:

d S ′ L êëàññ Ẑ êëàññ Λ′

1# 5 F1 |Σ + 3Υ| Σ + 3Υ Σ

2# 5 F3 |Σ + 4Υ| Σ + 4Υ Σ + Υ

3# 4 F0 |Σ + 2Υ| 2Σ + 3Υ Σ

4# 4 F2 |Σ + 3Υ| 2Σ + 5Υ Σ + Υ

5# 3 F1 |Σ + 2Υ| 3Σ + 4Υ Σ + Υ

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ Ẑ · Υ = a = 6 − d è Σ · (Σ + nΥ) > 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçû ñëîåâ Υ ÿâëÿþòñÿ (6−d)-ñåêóùèìè Z. Òàê êàê

Ẑ · Λ′ = 7 − d, òî Λ ÿâëÿåòñÿ (7 − d)-ñåêóùåé Z. Óòâåðæäåíèå (iii)
äîêàçàíî.

(iv) Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïîâåðõíîñòè S. Â ñëó÷àå 12o ýòî
î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó èíà÷å dim〈Z〉 = 4 è Z = Y ∩ 〈Z〉 ïî ñîîáðàæå-
íèÿì ñòåïåíè. Íî òîãäà Z äîëæíà áûòü ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïî
ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 10o. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åðåç Z ïðîõîäÿò äâå
ïîâåðõíîñòè S1, S2 ∈ |2M |. Òîãäà S1 ∩ S2 = Z + Λ, ãäå Λ ⊂ Y ⊂ P4 �
íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ. Èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −−−→ OZ+Λ −−−→ OZ ⊕ OΛ −−−→
⊕

P∈Z∩Λ

FP −−−→ 0,

ãäå FP � ïó÷îê ñ íîñèòåëåì â P . ßñíî, ÷òî

h1(OZ+Λ) = pa(Z + Λ) = 5 è h1(OZ ⊕ OΛ) = pa(Z) + pa(Λ) = 2.

Òàê êàê êðèâàÿ Z + Λ ñâÿçíà è ïðèâåäåíà, òî

#(Z ∩ Λ) =
∑

P∈Z∩Λ

h0(FP ) = 5− h0(OZ+Λ) = 4,
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ò.å. êðèâàÿ Z èìååò 4-ñåêóùóþ Λ. Íî òîãäà ïðîåêöèÿ èç Λ çàäàåò
áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå Z íà ïëîñêóþ êðèâóþ ñòåïåíè 3, ÷òî
íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 9o. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åðåç Z ïðîõîäÿò äâå
êóáè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè S1 è S2. Çàïèøåì S1 ∩ S2 = Z + Λ, ãäå Λ �
âû÷åòíàÿ êðèâàÿ. Òàê êàê deg Λ = 2, òî èìåþòñÿ ëèøü ñëåäóþùèå
âîçìîæíîñòè:

Λ =


ïëîñêàÿ ïðèâåäåííàÿ êîíèêà;

Λ = Λ1 + Λ2, ãäå Λ1 è Λ2 � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå;

Λ = 2Λ0, ãäå Λ0 � ïðÿìàÿ.

Ïî òåîðåìå Áåðòèíè îáùèé ýëåìåíò S ïó÷êà, ïîðîæäåííîãî ïîâåðõ-
íîñòÿìè S1 è S2, íåîñîá âíå S1∩S2. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îáùèé ýëåìåíò S
íå ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòè âäîëü êîìïîíåíòû ïåðåñå÷åíèÿ S1 ∩ S2

(èíà÷å îáå ïîâåðõíîñòè S1 è S2 áóäóò îñîáû âäîëü ýòîé êîìïîíåíòû
è êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ âäîëü íåå áóäåò ≥ 4). Òàêèì îáðàçîì, S �
íîðìàëüíàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè
(ñì. (iii)(a)), à Λ := S1 ∩ S = S2 ∩ S � äèâèçîð Êàðòüå íà S òàêîé,
÷òî Λ ∼ −3KS.

Åñëè Λ � ïëîñêàÿ ïðèâåäåííàÿ êîíèêà, òî #(Z ∩Λ) ≤ degZ = 7.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 10o ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
#(Z ∩ Λ) = 8. Ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè Λ = Λ1 + Λ2, ãäå Λ1 è Λ2 � íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå, òî àíàëîãè÷íî 10o ïîëó÷àåì #(Z ∩ Λ1) +
#(Z ∩ Λ2) = 9. Íî òîãäà ïðîåêöèè èç Λ1 è Λ2 çàäàþò íà ëèíåéíûå
ñèñòåìû g1

3 è g1
2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ î íåãè-

ïåðýëëèïòè÷íîñòè êðèâîé Z.
Íàêîíåö, ïóñòü Λ = 2Λ0. Îöåíèì ðîä ïðèâåäåííîé êðèâîé C :=

Z + Λ0. Èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −−−→ OS(−C) −−−→ OS −−−→ OC −−−→ 0.

(Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü S ìîæåò áûòü îñîáîé, òî ïó÷îê OS(−C)
íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, íî îí ðåôëåêñèâåí ðàíãà 1).
Ïî òåîðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà îá îáðàùåíèè â íóëü (âåðñèÿ äëÿ îñî-
áûõ ìíîãîîáðàçèé [30]) èìååì H1(S, OS) = H2(S, OS) = 0. Îòñþäà
H1(C, OC) ' H2(S, OS(−C)). Ïî äâîéñòâåííîñòè Ñåððà

h2(S, OS(−C)) = h0(S, OS(KS + C)),

ãäåKS+C ∼ −2KS−Λ0. Ïóñòü µ : S̃ → S � ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå
îñîáåííîñòåé (ïîëîæèì S̃ = S, åñëè ïîâåðõíîñòü S íåîñîáà) è ïóñòü
Λ̃0 � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç ïðÿìîé Λ0. Òîãäà Λ̃0 � (−1)-êðèâàÿ. Òàê
êàê îñîáåííîñòè S äþâàëåâñêèå, òî µ∗KS = KS̃. Îòñþäà

h0(S, OS(−2KS − Λ0)) ≥ h0(S̃, OS(−2KS̃ − Λ̃0).
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Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

h0(S̃, OS(−2KS̃ − Λ̃0) ≥ 7.

Òàêèì îáðàçîì,

pa(C) = h1(C, OC) = h0(S, OS(KS + C)) ≥ 7.

Òîãäà êàê è âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî Λ0 � 5-ñåêóùàÿ êðèâîé Z. Ñëåäîâà-
òåëüíî, Z � ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
(iv).

(v) Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì Ìàìôîðäà�
Êàñòåëüíóîâî [87, ëåêöèÿ 14]. Ìû âîñïðîèçâåäåì åãî â íåñêîëüêî
âèäîèçìåíåííîé ôîðìå, ïðèñïîñîáëåííîé äëÿ íàøèõ öåëåé.

11.2.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Z ⊂ Pd, d ≥ 3 � êðèâàÿ è ïóñòü
JZ � åå ïó÷îê èäåàëîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî m > 0
âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

(i) H2(Pd, JZ(m− 2)) = 0,
(ii) H1(Pd, JZ(m− 1)) = 0.

Òîãäà ïðè k > m ïðîñòðàíñòâî H0(Pd, JZ(k)) ïîðîæäàåòñÿ

H0(Pd, JZ(k − 1))⊗H0(Pd, OPd(1)).

Â ÷àñòíîñòè, êðèâàÿ Z ⊂ Pd ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ãèïåðïîâåðõ-
íîñòåé ñòåïåíè m.

11.2.3. Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (i) ñëåäóåò
èç ñëåäóþùåãî

(i′) (m− 2)(degZ) > 2g(Z)− 2.

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 11.2.2 âûïîëíåíû â íàøåì
ñëó÷àå äëÿ m = 7 − d. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó-
÷àé 9o. Íåðàâåíñòâî (i′) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, à äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà (ii) ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −−−→JZ(3) −−−→ OP3(3) −−−→ OZ(3) −−−→ 0.

Ñîãëàñíî ïóíêòó (iv), èìååì h0(P3, JZ(3)) = 1. Íåñëîæíî âû÷èñ-
ëèòü, ÷òî h0(P3, OP3(3) = 20 è h0(X, OZ(3) = 19. Ñëåäîâàòåëüíî,
îòîáðàæåíèå

H0(P3, OP3(3)) −−−→ H0(Z, OZ(3))

ñþðúåêòèâíî. Òàê êàê H1(P3, OP3(3)) = 0, òî H1(P3, JZ(3)) = 0.
Ñëó÷àè 10o è 12o ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 11.2 äîêàçàíî. �
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11.3. Òåîðåìà. (i) Ïóñòü Z ⊂ Y5 � ãëàäêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ
êðèâàÿ ñòåïåíè 5, ëåæàùàÿ íà ìíîãîîáðàçèè Y = Y5 ⊂ P6.
Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |3M − 2Z| çàäàåò áèðàöèîíàëüíîå
îòîáðàæåíèå Y5 íà àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîå ìíîãîîá-
ðàçèå Ôàíî X22 ⊂ P13 ðîäà 12.

(ii) Ïóñòü Z ⊂ P4 � ãëàäêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 7
è ðîäà 2, ëåæàùàÿ íà ãëàäêîé êâàäðèêå Y = Y2 ⊂ P4. Òîãäà
ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |5M − 2Z| çàäàåò áèðàöèîíàëüíîå îòîá-
ðàæåíèå Y2 íà àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå
Ôàíî X18 ⊂ P11 ðîäà 10.

(iii) Ïóñòü Z ⊂ P3 � ãëàäêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè
7 è ðîäà 3, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé. Òîãäà ëè-
íåéíàÿ, ñèñòåìà |7M − 2Z| çàäàåò áèðàöèîíàëüíîå îòîá-
ðàæåíèå P3 íà àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå
Ôàíî X16 ðîäà 9 â P10.

(iv) Âî âñåõ ñëó÷àÿõ áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñòÿãèâàåò
ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç ïîâåðõíîñòè S íà ïðÿìóþ l ⊂ X.

(v) Êàæäîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X = X2g−2 ⊂ Pg+1 ðîäà g = 9,
10 èëè 12 ñ ρ(X) = ι(X) = 1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî îäíèì
èç ñïîñîáîâ îïèñàííûõ âûøå.

Ïîÿñíåíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû ïîñòðîèì ëèíê Ñàðêèñî-
âà (7.2.2), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ëèíêó èç òåîðåìû 8.3:

(11.3.1)

X̄
ϕ

��

χ // X̃
σ

��
Y // X

Çäåñü ϕ : X̄ → Y � ðàçäóòèå Z, χ�ôëîï, à σ � ñòÿãèâàíèå ñîáñòâåí-
íîãî ïðîîáðàçà ïîâåðõíîñòè S íà ïðÿìóþ l ⊂ X = X2g−2 ⊂ Pg+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F̄ := ϕ−1(Z) � èñêëþ÷èòåëüíûé äè-
âèçîð, M̄ := ϕ∗M � ïîëíûé ïðîîáðàç ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ Y ,
Ē = ϕ−1

∗ (S) � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç ïîâåðõíîñòè S. Òàêèì îáðàçîì,

(11.3.2)
Pic(X̄) ' M̄ · Z⊕ F̄ · Z ' (−KX̄) · Z⊕ Ē · Z,

−KX̄ ∼ ι(Y )M̄ − F̄ , Ē ∼ (ι(Y )− 1)M̄ − F̄ .

11.3.3. Ëåììà. Èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ íà X̄:

(11.3.4) M̄3 = M3 = d(Y ), M̄2 · F̄ = 0, M̄ · F̄ 2 = − degZ,
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(11.3.5) F̄ 3 =


−8 â ñëó÷àå 12o

−23 â ñëó÷àå 10o

−32 â ñëó÷àå 9o

èëè, â äðóãîì áàçèñå, Ē3 = −ι(Y ),

(11.3.6) (−KX̄)3 = 2g − 6, (−KX̄)2 · Ē = 3, (−KX̄) · Ē2 = −2,

ãäå g = 12− g(Z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1.9.2 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷à-
þòñÿ (11.3.4)-(11.3.5). Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (11.3.6) ïîëó÷àþòñÿ èç
(11.3.2). �

11.3.7. Ëåììà. (i) Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX̄ | íå èìååò áà-
çèñíûõ òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, äèâèçîð −KX̄ ÷èñëåííî ýô-
ôåêòèâåí.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà D èìååì

(−KX̄)2 ·D > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ñîãëàñíî 11.2 (v), êðèâàÿ Z âûñåêàåòñÿ
íà Y ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ñòåïåíè ι = ι(Y ) = d − 7. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX̄ | = |ιM̄ − F̄ | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê è
ïîýòîìó îíà ÷èñëåííî ýôôåêòèâíà.

(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (−KX̄)2 ·D = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî
äèâèçîðà D. Èç (11.3.2) ïîëó÷àåì −KX̄ ∼ M̄ + Ē. Îòñþäà

0 = (−KX̄)2 ·D = (−KX̄) · M̄ ·D + (−KX̄) · Ē ·D.
Òàê êàê äèâèçîðû −KX̄ è M̄ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíû, à äèâèçîðû Ē è
D ýôôåêòèâíû è íå èìåþò îáùèõ êîìïîíåíò, òî îáà ÷ëåíà â ïðàâîé
÷àñòè íåîòðèöàòåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ðàâíû íóëþ. Äàëåå,

0 = (−KX̄) · M̄ ·D = M̄2 ·D + Ē · M̄ ·D.
Êàê è âûøå îáà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè çàíóëÿþòñÿ: M̄2·D = Ē·M̄ ·D =
0. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèâèçîð D ñòÿãèâàåòñÿ ìîðôèçìîì
ϕ. Íî òîãäà D = F̄ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (−KX̄)2 ·F̄ > 0. Ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò ëåììó. �

Åñëè äèâèçîð −KX̄ íå ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì*, òî ïî òåîðåìå 14.8.6
è ëåììå 11.3.7 ñóùåñòâóåò ôëîï

(11.3.8)

Ē ⊂ X̄
χ //

θ̄

&&

X̃ ⊃ E
θ̃

xx
E0 ⊂ X0

*A posteriori, ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 8.3.6, ìû ïîëó÷èì, ÷òî äèâèçîð −KX̄ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îáèëüíûì.
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ãäå E0 = θ̄(Ē) = θ̃(E). Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü êîíñòðóê-
öèþ (7.2.2). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ 7.2 (a) è 7.1 (b) èìååòñÿ äèàãðàì-
ìà (11.3.1), â êîòîðîé îòîáðàæåíèå χ ÿâëÿåòñÿ èëè ôëîïîì èëè èçî-
ìîðôèçìîì.

11.4. Ïðåäëîæåíèå. Ìîðôèçì σ : X̃ → X ñòÿãèâàåò ñîá-
ñòâåííûé ïðîîáðàç E ïîâåðõíîñòè Ē íà êðèâóþ l ⊂ X, ìíîãîîáðà-
çèå X ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî èíäåêñà 1 ðîäà g = 12
åñëè Y = Y5, g = 10 åñëè Y = Y2 è g = 9 åñëè Y = P3. Ïðè ýòîì
êðèâàÿ l ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî äèâèçîð E îòðèöàòå-
ëåí íà ëó÷å Rσ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà χ � èçîìîðôèçì. Òîãäà E =
Ē. Åñëè Ē · Rϕ ≥ 0, òî E ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî (−KX̄) · Ē2 < 0 (ñì. (11.3.6)).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà χ íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Êîíóñ Ìîðè NE(X̄) ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ëó÷àìè: ëó÷îì Rϕ, ñîîò-
âåòñòâóþùèì ñòÿãèâàíèþ ϕ, è KX̄-òðèâèàëüíûì ëó÷îì RKX̄

. Â ñè-
ëó (11.3.2) äèâèçîð Ē = ϕ−1

∗ (S) ïîëîæèòåëåí íà Rϕ. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, îí íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì (ïîñêîëüêó (−KX̄) · Ē2 <
0). Çíà÷èò, äèâèçîð Ē îòðèöàòåëåí íà RKX̄

. Êîíóñ Ìîðè NE(X̃) òàê-
æå ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ëó÷àìè: ëó÷îì Rσ, ñîîòâåòñòâóþùèì ñòÿ-
ãèâàíèþ σ, è KX̃-òðèâèàëüíûì ëó÷îì RKX̃

. Ïî ñâîéñòâó ôëîïîâ

E · RKX̃
> 0. Åñëè Ē · Rϕ ≥ 0, òî äèâèçîð E ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí.

Íî ýòî ñíîâà ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó

(−KX̃) · E2 = (−KX̄) · Ē2 < 0.

Òàêèì îáðàçîì, E · Rσ < 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîðôèçì ϕ áè-
ðàöèîíàëåí è ñòÿãèâàåò äèâèçîð E (ñì. òåîðåìó 14.7). Òàê êàê
E · (−KX̃)2 = Ē · (−KX̄)2 = 3, òî ñîãëàñíî (7.7.3), ìîðôèçì σ íå
ìîæåò ñòÿãèâàòü äèâèçîð E â òî÷êó. Òîãäà ïî êëàññèôèêàöèè ýêñ-
òðåìàëüíûõ ëó÷åé l := σ(E) � íåîñîáàÿ êðèâàÿ è X � íåîñîáîå
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ ρ(X) = 1 (ñì. òåîðåìó 14.7). Ãðóïïà Pic(X̃)
ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè äèâèçîðîâ −KX̃ è E. Ïîýòîìó Pic(X) ïîðîæ-
äàåòñÿ êëàññîì −KX , ò.å. ι(X) = 1. Ó÷èòûâàÿ (11.3.6) è (7.7.4), ïî-
ëó÷àåì

(−KX̃ + E)2 · (−KX̃) = (−KX)3 = 2g − 2, g(X) = g,

(−KX̃ + E) · E · (−KX̃) = deg l = 1,

E2 · (−KX̃) = −2 = 2g(l)− 2, g(l) = 0,

ò. å.X = X2g−2 ⊂ Pg+1 è l ⊂ X � ïðÿìàÿ. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �
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Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.3. Ìû èìååì êîììóòà-
òèâíóþ äèàãðàììó (11.3.1), ãäå σ◦χ◦ϕ−1 = ψ � áèðàöèîíàëüíîå îòîá-
ðàæåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

σ∗(−KX) = −KX̃ + E = χ∗(−KX̄ + Ē) = χ∗(ϕ
∗(−KY ) + Ē − F̄ ),

Ó÷èòûâàÿ (11.3.2), ïîëó÷àåì

σ∗(−KX) = χ∗
(
(ιM̄ − F̄ ) + ((ι− 1)M̄ − F̄ ).

)
= χ∗

(
((2ι− 1)M̄ − 2F̄ )

)
Îòêóäà ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ (i)� (iii) òåîðåìû. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà (v) ñðàâíèì äèàãðàììû (11.3.1) è (7.2.2). Îòîáðàæåíèå ψ ÿâ-
ëÿåòñÿ îáðàòíûì ê äâîéíîé ïðîåêöèè Ψ èç (8.3.1). Ïðè g = 9 êðèâàÿ
Z íå ìîæåò áûòü ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé ñîãëàñíî 8.3 (iii)(a). Òåîðå-
ìà 11.3 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ. �

Â òåðìèíàõ äèàãðàììû (11.3.1) ìîæíî äàòü êðèòåðèé, ðàçëè÷à-
þùèé òèïû ïðÿìûõ íà ìíîãîîáðàçèè X2g−2 ⊂ Pg+1 ïðè g ≥ 9.

11.5. Ïðåäëîæåíèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11.3 ïîâåðõíîñòü S
íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íîðìàëüíûé ïó÷îê ïðÿìîé
l èìååò âèä

(11.5.1) Nl/X̄ ' OP1 ⊕ OP1(−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó (11.3.1). Ïóñòü ñíà-
÷àëà íîðìàëüíûé ïó÷îê ïðÿìîé l èìååò âèä (11.5.1). Òîãäà E ' F1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü S íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé (è åå íîð-
ìàëèçàöèÿ S ′ ïîïàäàåò â îäèí èç ñëó÷àåâ 11.2.1. Â ýòîì ñëó÷àå îá-
ùèé ñëîé ΥE ⊂ E íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ôëîïïîâûì ìíîæåñòâîì (ñì.
ëåììó 8.7.1 (ii)). Ñëåäîâàòåëüíî, åãî îáðàç ϕ ◦ χ−1(ΥE) íà Y èìå-
åò ñòåïåíü (−KX̃ − E) · ΥE = 2, ò. å. ϕ ◦ χ−1(ΥE) � íåïðèâîäèìàÿ
êîíèêà, ëåæàùàÿ â íåîñîáîé ÷àñòè S. Èñïîëüçóÿ 11.2.1, íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè g = 9 êàæäàÿ êîíèêà íà S ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñî-
áûì ìíîæåñòâîì Λ = Sing(S), ïðè g = 12; ïîâåðõíîñòü S íå ìîæåò
ñîäåðæàòü ñåìåéñòâà êîíèê, à ïðè g = 10 ïîâåðõíîñòü S ìîæåò ñî-
äåðæàòü ñåìåéñòâî êîíèê òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå d = 4, S ′ ' P1×P1,
L = |Σ + 2Υ|, Λ′ ∼ Σ. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ êðèâàÿ íà S îòëè÷-
íàÿ îò êîíèêè èç íàøåãî îäíîìåðíîãî ñåìåéñòâà ïåðåñåêàåòñÿ ñ Λ.
Îäíàêî, êàê è âûøå, îáðàç ëþáîãî äîñòàòî÷íî îáùåãî î÷åíü îáèëü-
íîãî äèâèçîðà íà E äîëæåí ëåæàòü â ãëàäêîé ÷àñòè S. Ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ïðÿìàÿ l èìååò íîðìàëüíûé ïó÷îê

Nl/X = OP1(1)⊕ OP1(−2).

Òîãäà E ' F3 è èñêëþ÷èòåëüíîå ñå÷åíèå Σ ⊂ E ' F3 èìååò èíäåêñ
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ðàâíûé −3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S � íîðìàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè (â ÷àñòíîñòè, îíà ìîæåò
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áûò íåîñîáà). Òîãäà ïàðà (Y, S) èìååò ÷èñòî ëîãòåðìèíàëüíûå îñî-
áåííîñòè. Òàê êàê KX̄ + Ē = ϕ∗(KY +S), òî ïàðà (X̄, Ē) òàêæå èìååò
÷èñòî ëîãòåðìèíàëüíûå îñîáåííîñòè. Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ

KĒ = (KX̄ + Ē)|Ē = ϕ∗(KY + S)|Ē = ϕ∗ĒKS.

Çíà÷èò, ϕĒ : Ē → S � êðåïàíòíûé ìîðôèçì, ïîâåðõíîñòü Ē èìå-
åò ëèøü äþâàëåâñêèå îñîáåííîñòè è àíòèêàíîíè÷åñêèé êëàññ −KĒ

÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è îáúåìåí (ò.å. Ē � îáîáùåííàÿ ïîâåðõíîñòü
äåëü Ïåööî). Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå ñòÿãèâàíèå íà Ē ñîõðàíÿåò òèï
îñîáåííîñòåé.

Ðàññìîòðèì äèàãðàììó ôëîïà (11.3.8). Òàê êàê θ̃ ñòÿãèâàåò èñ-
êëþ÷èòåëüíîå ñå÷åíèå Σ ⊂ E ' F3, òî ïîâåðõíîñòü E0 èçîìîðôíà
êîíóñó íàä ðàöèîíàëüíîé ñêðó÷åííîé êóáèêîé. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî îñîáåííîñòè E0 (íå õóæå ÷åì) äþâàëåâñêèå. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî. �

Çàäà÷è. 1. Â îáîçíà÷åíèÿõ 11.1.1 è 11.2 âûøå ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü S íåîñîáà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîä-
õîäÿùåì âûáîðå ñòàíäàðòíîãî áàçèñà h, e1, . . . , en â ãðóïïå
Ïèêàðà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî S êëàññ êðèâîé Z ìîæåò
áûòü âûðàæåí ñëåäóþùèì îáðàçîì

d = 5: Z ∼ 2h− e1;
d = 4: Z ∼ 4h− 2e1 − e2 − e3 − e4;
d = 3: Z ∼ 4h−

∑5
i=1 ei.

2. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ Z
èìååò ðîâíî 8− d ðàçëè÷íûõ (7− d)-ñåêóùèõ ïðÿìûõ è ýòè
ïðÿìûå íå ïåðåñåêàþò äðóã äðóãà.

3. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11.3 ïîâåðõíîñòü S íåîñîáà. Äî-
êàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôëîïïîâîé êðèâîé C ⊂ X̄ íîðìàëü-
íûé ïó÷îê èìååò âèä NC/X̄ ' OP1(−1) ⊕ OP1(−1) è êðèâàÿ
C ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì (7− d)-ñåêóùåé êðèâîé Z.

4. Ïîëüçóÿñü êîíñòðóêöèåé èç òåîðåìû 11.3 íàéäèòå ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ìíîãîîáðàçèé Ôàíî X =
X2g−2 ⊂ Pg+1 ðîäà g ≥ 9.

5. Äîêàæèòå, ÷òî íà îáùåì ìíîãîîáðàçèè Ôàíî X = X2g−2 ⊂
Pg+1 ðîäà g = 9, 10, 12 ñõåìà Ãèëüáåðòà ïðÿìûõ F1(X)
íåîñîáà. Êàêîâà êîðàçìåðíîñòü ïîäìíîæåñòâà ìíîãîîáðà-
çèé Ôàíî ñ îñîáîé ñõåìîé Ãèëüáåðòà F1(X)? Óêàçàíèå:
Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäëîæåíèåì 11.5.

6. Êàêèìè ñâîéñòâàìè âûäåëÿåòñÿ êðèâàÿ Z = Z5 ⊂ Y5 ⊂ P6

èç êîíñòðóêöèè (11.3.1) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà X = X22 ⊂ P13
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� ìíîãîîáðàçèå Ìóêàÿ-Óìåìóðû? (ñì. ïðèìåð 13.5.1.) Äî-
êàæèòå, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè Ìóêàÿ-Óìåìóðû êàæäàÿ ïðÿ-
ìàÿ èìååò íîðìàëüíûé ïó÷îê âèäà OP1(1)⊕OP1(−2) è ïîýòî-
ìó ñõåìà Ãèëüáåðòà ïðÿìûõ íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè íåïðèâå-
äåíà â êàæäîé òî÷êå. Íà ñàìîì äåëå ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ
åùå îäíîé õàðàêòåðèçàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ Ìóêàÿ-Óìåìóðû
(ñì. [93]).
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12. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 1, V

Òåïåðü ìû îáñóäèì êîíñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü âñå ìíî-
ãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 1 ðîäà 7 è 8. Áóäóò èñïîëüçîâàíû
ëèíêè Ñàðêèñîâà, îáðàòíûå ê ðàññìîòðåííûì â ðàçäåëàõ 9 è 10.

12.1. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 11.3 èìåþòñÿ áèðàöèîíàëüíûå êîí-
ñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü âñå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ðîäà 8.
Íèæå ìû ïðèâåäåì îäíó èç íèõ, êîòîðàÿ îáðàòíà ê ëèíêó Ñàðêèñî-
âà, ñâÿçàííîìó ñ òî÷êîé (ñì. òåîðåìó 10.1 (ii)). Äðóãàÿ êîíñòðóêöèÿ,
ïðèíàäëåæàùàÿ Ôàíî, ïðèâåäåíà â [83, ãë. 3, � 1].

12.1.1. Òåîðåìà ([100]). Ïóñòü Z ⊂ P4 � ðàöèîíàëüíàÿ íîð-
ìàëüíàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 4 è ïóñòü Y = Y3 ⊂ P4 � íåîñîáàÿ êó-
áè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Z. Òîãäà ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà |8M − 5Z|, ãäå M � êëàññ ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ Y , çàäà-
åò áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå Y íà àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåí-
íîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X14 ⊂ P9 ðîäà 8. Îòîáðàæåíèå ñòÿãèâàåò
äèâèçîð ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûé 3M − 2Z è ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê
áèðàöèîíàëüíîìó îòîáðàæåíèþ, ïîñòðîåííîìó â òåîðåìå 10.1 (ii).

Êàæäîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X = X14 ⊂ P9 ðîäà 8 ñ ρ(X) = 1
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñïîñîáîì, îïèñàííîì âûøå.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü ϕ : X̄ → Y � ðàçäóòèå Z,
ïóñòü F̄ � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð è ïóñòü M̄ := ϕ∗M . Òàê êàê
êðèâàÿ Z ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê, òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

|−KX̄ | = |2M̄ − F̄ |

íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Íåñëîæíî âû÷èñëèòü òàêæå, ÷òî (2M̄ −
F̄ )3 = 6. Ñëåäîâàòåëüíî, äèâèçîð −KX̄ ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è îáú-
åìåí.

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé äèâèçîð Ē ∼ 3M̄ − 2F̄ .
Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà (ñì. äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.7.3) èìååì

h0(X̄, OX̄(3M̄)) = h0(X, OX(3M)) = 34.

Òàê êàê F̄ ' PZ
(
N ∨
Z/Y

)
� ðàöèîíàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü, òî

h0(F̄ , OF̄ (3M̄)) = 3M · Z + 1 = 13.

Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ OX̄(3M̄ − F̄ ) −−−→ OX̄(3M̄) −−−→ OF̄ (3M̄) −−−→ 0

ñëåäóåò, ÷òî

h0(X̄, OX̄(3M̄ − F̄ )) ≥ 21.
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Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì L := OF̄ (3M̄ − F̄ ). Ïóñòü π : F̄ → Z ' P1

� ïðîåêöèÿ, îãðàíè÷åíèå ϕ íà F̄ . Òàê êàê F̄ ' PZ
(
N ∨
Z/Y

)
, òî

π∗OF̄ (−F̄ ) = π∗OPZ(N ∨
Z/Y

)(1) = N ∨
Z/Y .

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ïó÷îê N ∨
Z/Y ⊗ OZ(2) = π∗OF̄ (2M̄ − F̄ )

ïîðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, òî æå âåðíî
è äëÿ ïó÷êà π∗L = N ∨

Z/Y ⊗ OZ(3). Ïîýòîìó

H1(F̄ , L ) = H1(Z, π∗L ) = 0

(ñì. [101, ãë. V, ëåììà 2.4]). Àíàëîãè÷íî, ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà
íà Z èìååì

h0(F̄ ,L ) = h0(Z, N ∨
Z/Y ⊗ OZ(3)) = 2 + deg N ∨

Z/Y + 3 degZ = 20.

Íàêîíåö, êàê è âûøå, èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ OX̄(3M̄−2F̄ ) −−−→ OX̄(3M̄−F̄ ) −−−→ OF̄ (3M̄−F̄ ) −−−→ 0

ñëåäóåò, ÷òî

H0(X̄, OX̄(3M̄ − 2F̄ )) 6= 0,

ò.å. ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé äèâèçîð Ē ∼ 3M̄ − 2F̄ .
ßñíî, ÷òî ýòîò äèâèçîð íåïðèâîäèì. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåì-

ìû 11.3.7 (ii) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX̄ | çàäàåò
ìàëîå ñòÿãèâàíèå. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äî-
êàçàòåëüñòâó òåîðåìû 11.3. �

12.2. Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ðîäà
7. Íàøà êîíñòðóêöèÿ îáðàòíà ê ëèíêó Ñàðêèñîâà, ñâÿçàííîìó ñ êî-
íèêîé (ñì. òåîðåìó 9.3 (i)).

12.2.1. Òåîðåìà. Ïóñòü Z ⊂ P4 � íåîñîáàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 10
è ðîäà 7, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâóì ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

(i) Z íå ÿâëÿåòñÿ íè ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé, íè òðèãîíàëüíîé,
íè òåòðàãîíàëüíîé (ñì. ïðåäëîæåíèå 9.5.1);

(ii) ñîäåðæèòñÿ â íåîñîáîé êâàäðèêå Q ⊂ P4.

Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |8M − 3Z|, ãäå M � êëàññ ãèïåðïëîñêî-
ãî ñå÷åíèÿ Q, çàäàåò áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå Q íà àíòèêà-
íîíè÷åñêè âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X12 ⊂ P8 ðîäà 7. Îòîáðà-
æåíèå ñòÿãèâàåò äèâèçîð ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûé 5M − 2Z. Îíî
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê áèðàöèîíàëüíîìó îòîáðàæåíèþ, ïîñòðîåí-
íîìó â òåîðåìå 9.3 (i).

Êàæäîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X = X12 ⊂ P8 ðîäà 7 ñ ρ(X) = 1
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñïîñîáîì, îïèñàííûì âûøå.
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Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 11.2 (ii) ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî ÷åðåç Z ïðîõîäèò êâàäðèêà. Â 12.2.1 (ii) ìû òðåáóåì, ÷òî ýòà
êâàäðèêà íåîñîáà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ : X̄ → Q � ðàçäóòèå Z, ïóñòü F̄ �
èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð è ïóñòü M̄ := ϕ∗M . Òîãäà

−KX̄ = 3M̄ − F̄ .
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.9.3), ïîëó÷èì

(M̄)3 = 2, (M̄)2 · F̄ = 0, M̄ · F̄ 2 = −10, F̄ 3 = −42.

Îòñþäà íåñëîæíî âû÷èñëèòü, ÷òî

(12.2.2) (−KX̄)3 = 6, (−KX̄)2 · M̄ = 8, (−KX̄)2 · F̄ = 18.

12.2.3. Ëåììà. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(12.2.4) h0(X̄, OX̄(−KX̄)) ≥ 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà (ñì. (1.7.7)) èìååì

h0(X̄, OX̄(3M̄)) = h0(Q,OQ(3M)) = 30.

Òàê êàê F̄ � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà 7, òî

h0(F̄ , OF̄ (3M̄)) = h0(Z, OZ(3)) = 24.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (12.2.4) ñëåäóåò èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ OX̄(3M̄ − F̄ ) −−−→ OX̄(3M̄) −−−→ OF̄ (3M̄) −−−→ 0. �

12.2.5. Ëåììà. Äèâèçîð −KX̄ = 3M̄ − F̄ ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò
íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ C̄ ⊂ X̄ òàêàÿ, ÷òîKX̄ ·C̄ > 0. Èç (12.2.4) ñëåäó-
åò, ÷òî dim |−KX̄ | ≥ 5. Âûáåðåì äâà îáùèõ ýëåìåíòà D̄, D̄′ ∈ |−KX̄ |.
Ìû ìîæåì çàïèñàòü

D̄ ∩ D̄′ = mC̄ + R̄,

ãäå m ≥ 1, à R̄ =
∑
miR̄i � ýôôåêòèâíûé 1-öèêë. Èç òî÷íîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

(12.2.6) h0(D̄, OD̄(−KX̄)) ≥ 5.

Òàêèì îáðàçîì, öèêë R̄ âàðüèðóåòñÿ â ÷åòûðåõìåðíîì ñåìåéñòâå íà
D̄. Â ÷àñòíîñòè, R̄ 6= 0.

Ïîëîæèì D := ϕ(D̄), D′ := ϕ(D̄′), C := ϕ∗C̄ è R := ϕ∗R̄. Òà-
êèì îáðàçîì, D è D′ � îáùèå äèâèçîðû ëèíåéíîé ñèñòåìû |−KQ|,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç Z. Òîãäà

(12.2.7) m degC + degR = D̄ · D̄′ · M̄ = (−KX̄)2 · M̄ = 8.

Òàê êàê degZ = 10, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî áàçèñíîå ìíîæåñòâî
Bs |−KX̄ | íå äîìèíèðóåò Z, ò.å. ϕ (Bs |−KX̄ |) 6⊃ Z. Â ÷àñòíîñòè,
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C̄ 6⊂ F̄ , ò.å. C 6= Z, è ïåðåñå÷åíèå D ∩D′ ñîäåðæèò Z ñ êðàòíîñòüþ
1. Òàêèì îáðàçîì, D ∩D′ = Z +mC +R.

Èìååì

3 degC = 3ϕ∗M · C̄ < F̄ · C̄.

Ïîýòîìó åñëè degC = 1, òî êðèâàÿ C äîëæíà áûòü 4-ñåêóùåé ïðÿ-
ìîé ê Z. Íî òîãäà ïðîåêöèÿ èç C çàäàñò ëèíåéíûé ðÿä g2

6 íà Z. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò íàøèì ïðåäïîëîæåíèÿì è ëåììå 9.5.2. Àíàëîãè÷íî,
åñëè degC = 2, òî C � êîíèêà è ïðîåêöèÿ èç ïëîñêîñòè ýòîé êî-
íèêè çàäàñò ëèíåéíûé ðÿä g1

3 íà Z. Ýòî ñíîâà ïðîòèâîðå÷èò íàøèì
ïðåäïîëîæåíèÿì. Òàêèì îáðàçîì, degC ≥ 3 è ïîýòîìó degR ≤ 5.

Äàëåå ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü D íîðìàëüíà. Äåéñòâè-
òåëüíî, èíà÷å îíà äîëæíà áûòü îñîáîé âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé Λ,
êîòîðàÿ ïî òåîðåìå Áåðòèíè äîëæíà ëåæàòü â áàçèñíîì ìíîæåñòâå
ëèíåéíîé ñèñòåìû |3M − Z|. Áîëåå òîãî, îáå ïîâåðõíîñòè D è D′

äîëæíû èìåòü êðàòíîñòü ≥ 2 âäîëü Λ. Òàê êàê m ≤ 2, òî îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî Λ � êîìïîíåíòà R è R = 4Λ + R1, ãäå R1 � ïðÿìàÿ.
Íî òîãäà D ñîäåðæèò ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ
(ñì. (12.2.6)). ßñíî, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî (ñì. [42, ñëåäñòâèå A.1.3]).

Çíà÷èò, ïîâåðõíîñòü D íîðìàëüíà è R � äèâèçîð Âåéëÿ íà D
òàêîé, ÷òî dim |R| ≥ 4. Ðàñïèøåì R â âèäå R = Rf + Rm, ãäå Rm �
ïîäâèæíàÿ, à Rf � íåïîäâèæíûå ÷àñòè, ò.å. |R| = Rf + |Rm|. Ñîãëàñ-
íî [42, ëåììà A.1.2, ñëåäñòâèå A.1.3], ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè ≥ 5 íå
ìîæåò ñîäåðæàòü äâóìåðíîå ñåìåéñòâî êîíèê èëè ïðÿìûõ. Ïîýòîìó
degRm ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì,

degRm ≥ 3, 3 ≤ degR ≤ 5, 3 ≤ degC ≤ 5, m = 1.

Åñëè îáùèé ýëåìåíò Rm ∈ |Rm| ïðèâîäèì, òî ïî òåîðåìå Áåð-
òèíè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |Rm| ñîñòàâëåíà èç ïó÷êà: |Rm| = k|L|, ãäå
k degL ≤ 5. Íî òîãäà dim |Rm| ≤ 2. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî
îáùèé ýëåìåíò Rm ∈ |Rm| íåïðèâîäèì.

Äàëåå ìû óòâåðæäàåì, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèé ðîä êðèâîé Rm íå
ïðåâîñõîäèò 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 〈Rm〉 äâó-
ìåðíà, òî Rm ÿâëÿåòñÿ êîíèêîé 〈Rm〉 ∩ Q. Åñëè 〈Rm〉 òð¼õìåðíà, òî
pa(Rm) = 2, degRm = 5 è êóáèêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Rm âûñåêàåò íà
D êðèâóþ Rm + Λ, ãäå Λ � ïðÿìàÿ. Òàê êàê D ìîæåò ñîäåðæàòü íå
áîëåå ÷åì îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, òî ýòî íåâîçìîæíî. Åñëè
æå Rm íå ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè â P4, òî îöåíêà pa(Rm) ≤ 1 ñëåäó-
åò èç íåðàâåíñòâà Êàñòåëüíóîâî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ (ñì.,
íàïð., [76, ãë. 2, � 3]).

12.2.8. Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü D ⊂ P4 � íîðìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ñòåïåíè 6, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèêè è êóáèêè è
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ñîäåðæàùàÿ 4-ìåðíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó C íåïðèâîäèìûõ êðèâûõ
ñòåïåíè d è àðèôìåòè÷åñêîãî ðîäà pa(Γ) ≤ 1. Òîãäà d ≥ 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ïîâåðõíî-
ñòè D è ïóñòü Γ ∈ C � îáùàÿ êðèâàÿ. Ïóñòü µ : D̃ → D � ðàç-
ðåøåíèå îñîáåííîñòåé. Ïóñòü Γ̃ ⊂ D̃ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç Γ è
ïóñòü A∗ := µ∗A. Òîãäà A∗ · Γ̃ = d. Ïîëîæèì n := Γ̃2. Ìû ìîæåì
åãî âûáðàòü ðàçðåøåíèå µ òàê, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |Γ̃| íå áóäåò
èìåòü áàçèñíûõ òî÷åê. Òàê êàê dim |Γ̃| ≥ 4, òî n ≥ 3. Èç òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ H0(D̃,OD̃) −−−→ H0(D̃,OD̃(Γ̃)) −−−→ H0(Γ̃,OΓ̃(Γ̃))

ñëåäóåò, ÷òî

4 ≤ h0(D̃,OD̃(Γ̃))− 1 ≤ h0(Γ̃,OΓ̃(Γ̃)).

ßñíî, ÷òî g := g(Γ̃) ≤ pa(Γ) ≤ 1. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

h0(Γ̃,OΓ̃(Γ̃)) = n− g + 1.

Îòñþäà n ≥ 3 + g. Ïî òåîðåìå Õîäæà îá èíäåêñå

0 ≥ (A∗)2 Γ̃2 − (A∗ · Γ̃)2 = 6n− d2

(ñì. [101, ãë. V, óïðàæíåíèå 1.9]). Îòñþäà

d2 ≥ 6(3 + g). �

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî

degRm = 5, R = Rm, degC = 3.

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 12.2.8.
Ðàññìîòðèì ìîðôèçì Φ|R̃| : D̃ → Ď ⊂ PN , N ≥ 4 çàäàííûé ëèíåé-

íîé ñèñòåìîé |Γ̃|. Òîãäà Ď � ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè R̃2 = n ≤ 4 (è ýòîò
ìîðôèçì áèðàöèîíàëåí). Ïðè ýòîì îáðàç îáùåãî äèâèçîðà A∗ áóäåò
êðèâîé Ǎ ⊂ PN ñòåïåíè R̃ · A∗ = 5 è ðîäà 4. Ñîãëàñíî îöåíêå ðîäà
[101, ãë. IV, � 6, òåîðåìà 6.4], êðèâàÿ Ǎ äîëæíà ñîäåðæàòüñÿ â ïëîñ-
êîñòè. Íî òîãäà Ǎ � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè Ď ⊂ PN . Ìû
ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî,
äèâèçîð −KX̄ ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Ëåììà 12.2.3 äîêàçàíà. �

Çíà÷èò, ïî òåîðåìå î ñâîáîäå îò áàçèñíûõ òî÷åê 14.4 ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà | − nKX̄ | ïðè n � 0 çàäàåò ìîðôèçì è ïîýòîìó èìååòñÿ
áèðàöèîíàëüíîå ñòÿãèâàíèå θ̄ : X̄ → X0 è ïðè ýòîì −KX̄ = θ̄∗A0 äëÿ
íåêîòîðîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà Êàðòüå A0 íà X0.

12.2.9. Ëåììà. Ìîðôèçì θ̄ íå ñòÿãèâàåò äèâèçîðîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. èìååòñÿ ïðî-
ñòîé äèâèçîð D̄ òàêîé, ÷òî (−KX̄)2 · D̄ = 0. Èñïîëüçóÿ (12.2.2),
íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî D ∼ m(9M̄ − 4F̄ ) äëÿ íåêîòîðîãî m > 0.
Òàê êàê

(−KX̄) · D̄2 = −42m2 6= 0,

òî Λ := θ̄(D̄) � êðèâàÿ íà X0.
Äëÿ n � 0 ðàññìîòðèì îáùèé ýëåìåíò Ḡ ∈ | − nKX̄ |, åãî îáðàç

G0 := θ̄(Ḡ) è ìîðôèçì-îãðàíè÷åíèå

µ = θ̄|Ḡ : Ḡ −−−→ G0.

Òîãäà Ḡ � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü, à ïîâåðõíîñòü G0 èìååò îñîáåííî-
ñòè â òî÷íîñòè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ {P1, . . . , Pk} = Λ∩G0. Ïîëîæèì
li := µ−1(Pi)red. Òîãäà

∑
li = Ḡ∩D (êàê ñõåìà) è KX̄ · li = KḠ · li = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîðôèçì µ : Ḡ→ G0 êðåïàíòåí è îñîáåííîñòè ïî-
âåðõíîñòè G0 äþâàëåâñêèå. Äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû l′i ⊂ li ìû èìååì
li·l′i = D·l′i < 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êðèâàÿ li èëè íåïðèâîäè-
ìà èëè ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ òðàíñâåðñàëüíî â îäíîé òî÷êå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ l2i = −2.
Òàêèì îáðàçîì,

−2k =
∑

l2i = Ḡ · D̄2 = (−nKX̄) · D̄2 = −42m2n, 21m2n = k.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

k degϕ(li) = M̄ ·
∑

li = M̄ · Ḡ ·D = 14nm

Îòñþäà 3m degϕ(li) = 2. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ôëîï è ìû ìîæåì âêëþ÷èòü íàøè
îòîáðàæåíèÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó (11.3.1), ãäå Y = Q. Äà-
ëåå, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 11.3 ïîëó÷àåì, ÷òî X �
íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1 ðîäà 7 è σ � ðàçäóòèå êîíè-
êè íà X. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî íàøà áèðàöèîíàëüíàÿ òåõíèêà íå ïîçâî-
ëÿåò äàòü îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ðîäà 6. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ëþáîé ëèíê Ñàðêèñîâà ñíîâà ïðèâîäèò ê ìíîãîîáðàçèþ òîãî æå òè-
ïà. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýòè ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ìîãóò áûòü îïèñà-
íû ïðè ïîìîùè ìåòîäà âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé [77], ñì. òàêæå [14]
è 13.3. Îäíàêî, áèðàöèîíàëüíàÿ òåõíèêà ðàáîòàåò ïðèìåíèòåëüíî ê
ìíîãîîáðàçèÿì Ôàíî ðîäà 6, äîïóñêàþùèì îñîáåííîñòè. Íàïðèìåð,
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

12.3. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü V = V10 ⊂ P7 � àíòèêàíîíè÷åñêè
âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðîäà 6 ñ ρ(V ) = 1, èìåþùåå ðîâíî
îäíó îñîáóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîé äâîéíîé.
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(i) (ñì. [7, 5.6.2], [13], [97]) Åñëè ìíîãîîáðàçèå V ÿâëÿåòñÿ Q-
ôàêòîðèàëüíûì, òî îíî âêëþ÷àåòñÿ â ëèíê âèäà (7.2.2):

X̃

θ $$σ

��

χ // X̄

θ̄zz ϕ

��

X0

V // P2

ãäå σ � ñòÿãèâàíèå Ìîðè òèïà B3 (ðàçäóòèå îñîáîé òî÷-
êè), à ϕ � ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé
ñòåïåíè 6.

(ii) (ñì. [91, ïðèìåð 1.11]) Åñëè ìíîãîîáðàçèå V íå ÿâëÿåòñÿ Q-
ôàêòîðèàëüíûì, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ëèíêà (7.2.2)

X̃

θ $$σ

��

χ // X̄

θ̄zz ϕ

��

V

X // P1

ãäå σ : X̃ → X � ðàçäóòèå ïðÿìîé íà íåîñîáîì ìíîãîîáðà-
çèè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2, à ϕ : X̄ → P1 � ðàññëîåíèå íà
ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 3.

12.4. Ïîäâåäåì èòîãè. Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ëåêöèé ïîçâî-
ëÿþò ñîñòàâèòü ñëåäóþùóþ òàáëèöó òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôà-
íî ñ Pic(X) ' Z ·KX . Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ìû íå äàëè äîêàçàòåëü-
ñòâà òîãî, ÷òî âñå ìíîãîîáðàçèÿ ðîäà 6 îïèñûâàþòñÿ ïóíêòîì 4.5o

òàáëèöû. Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà è ññûëêè áóäóò äàíû â ðàçäå-
ëå 13.3.

12.4.1. Çàìå÷àíèå. Äâà òèïà ìíîãîîáðàçèé â 4.2o ìîãóò áûòü
îáúåäèíåíû â îäíî íåïðèâîäèìîå ñåìåéñòâî: âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ïå-
ðåñå÷åíèÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíè 2 è 4 âî âçâåøåííîì ïðîåê-
òèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(15, 2) (ñì. çàäà÷ó 1, ñòð. 84).

Àíàëîãè÷íî, äâà òèïà ìíîãîîáðàçèé â 4.5o òàêæå ìîãóò áûòü
îáúåäèíåíû â îäíî íåïðèâîäèìîå ñåìåéñòâî: âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ñå÷å-

íèÿìè êîíóñà G̃r(2, 5) ⊂ P10 íàä ãðàññìàíèàíîì Gr(2, 5) ⊂ P9 ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè 3 è êâàäðèêîé.

Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 1 ðîäà
7 ≤ g ≤ 10 äîïóñêàþò áîëåå èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå â âèäå ñå÷åíèé
íåêîòîðûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ðîäà g = 12 òàêæå èìåþòñÿ
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Òàáëèöà 4. Òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî èíäåêñà
1 ñ ρ(X) = 1.

g h1,2 X

4.1o 2 52 ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 6 â P(14, 3)

4.2o 3 30
X = X4 ⊂ P4, ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 4

äâîéíîå íàêðûòèå íåîñîáîé êâàäðèêè Q ⊂ P4 ñ
âåòâëåíèåì â ïîâåðõíîñòè B = B8 ⊂ Q ñòåïåíè 8

4.3o 4 20 X = X6 ⊂ P5, ïåðåñå÷åíèå êâàäðèêè è êóáèêè

4.4o 5 14 X = X8 ⊂ P6, ïåðåñå÷åíèå òðåõ êâàäðèê

4.5o 6 10
X = X5 ⊂ P6, ñå÷åíèå ãðàññìàíèàíà Gr(2, 5), âëî-
æåííîãî ïî Ïëþêêåðó â P(∧2C5) = P9, ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè 2 è êâàäðèêîé

äâîéíîå íàêðûòèå íåîñîáîãî ìíîãîîáðàçèÿ äåëü
Ïåööî Y = Y5 ⊂ P6 ñòåïåíè 5 ñ âåòâëåíèåì â ïî-
âåðõíîñòè B = B10 ⊂ Y ñòåïåíè 10

4.6o 7 7 X = X12 ⊂ P8 (ñì. 12.2.1)

4.7o 8 5 X = X14 ⊂ P9 (ñì. 12.1.1)

4.8o 9 3 X = X16 ⊂ P9 (ñì. 11.3 (iii))

4.9o 10 2 X = X18 ⊂ P10 (ñì. 11.3 (ii))

4.10o 12 0 X = X22 ⊂ P13 (ñì. 11.3 (i))

àëüòåðíàòèâíûå îïèñàíèÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, îòëè÷-
íûå îò èñïîëüçóåìûõ â íàñòîÿùèõ çàïèñêàõ. Îáçîð ýòèõ ìåòîäîâ ñì.
â 13.3.

Èç òàáëèöû 4 è òàáëèöû 1 íà ñòð. 66 íåìåäëåííî ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå èíòåðåñíîå íàáëþäåíèå.

12.5. Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 4 òèïà òðåõìåðíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé Ôàíî ñ H3(X,Z) = 0:

P3, Q2 ⊂ P4, X5 ⊂ P6, X22 ⊂ P13.

154



Çàäà÷è. 1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðî-
äà 8 ìîæåò áûòü òàêæå ïîëó÷åíî èç íåîñîáîé êóáèêè â P4

ïðè ïîìîùè ëèíêà Ñàðêèñîâà ñ öåíòðîì â ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé ñòåïåíè 5 (ñì. [83]).

2. Ïóñòü Z ⊂ P3 � êðèâàÿ ðîäà 7 ñòåïåíè 10, ëåæàùàÿ íà
êâàäðèêå. Äîêàæèòå, ÷òî îíà ãèïåðýëëèïòè÷íà.

3. Ïîëüçóÿñü êîíñòðóêöèåé èç òåîðåì 12.1.1 è 12.2.1 íàéäèòå
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ìíîãîîáðàçèé Ôàíî X =
X2g−2 ⊂ Pg+1 ðîäà g = 7 è 8.

4. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 12.3.
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13. Äðóãèå ìåòîäû

13.1. Êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ ρ > 1 ïðè ïî-
ìîùè ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé. Òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ
ρ > 1 áûëè êëàññèôèöèðîâàíû Ìîðè è Ìóêàè [52] ïðè ïîìîùè ìåòî-
äà ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ρ = 1 êëàññèôèêàöèÿ
â ýòîì ñëó÷àå î÷åíü îáøèðíà ìû äàæå íå ïûòàåìñÿ âîñïðîèçâîäèòü
åå çäåñü öåëèêîì. Ïðèâåäåì òîëüêî îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

13.1.1. Òåîðåìà (ñì. [52]). (i) Ñóùåñòâóåò ðîâíî 88 äå-
ôîðìàöèîííûõ ñåìåéñòâ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî
ñ ÷èñëîì Ïèêàðà ρ > 1.

(ii) Ëþáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X ñ ρ(X) ≥ 6 èçî-
ìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ S × P1, ãäå S � ïîâåðõíîñòü äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 11− ρ(X). Â ÷àñòíîñòè, ρ(X) ≤ 10.

(iii) Åñëè X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ ρ(X) ≥ 4, òî
îíî ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì äðóãîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî âäîëü
ãëàäêîé êðèâîé, à òàêæå X èìååò ñòðóêòóðó (íåîáÿçà-
òåëüíî îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîãî) ðàññëîåíèÿ íà êîíè-
êè íàä ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîäðîáíîì èçó÷åíèè ýêñòðåìàëüíûõ
ëó÷åé íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî. Äàäèì î÷åíü êðàòêèé íàáðîñîê îñ-
íîâíîé èäåè êëàññèôèêàöèè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 13.1.1.

13.1.2. Îïðåäåëåíèå. Òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X íàçû-
âàåòñÿ èìïðèìèòèâíûì, åñëè îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðàçäóòèåì
êðèâîé íà äðóãîì ìíîãîîáðàçèè Ôàíî Y . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíî-
ãîîáðàçèå Ôàíî X íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íà ìíîãîîáðàçèè Ôàíî
X ñ ÷èñëîì Ïèêàðà ρ(X) > 1 èìååòñÿ ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ òèïà B1.
Ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî òîãäà X èìïðèìèòèâíî. Îäíàêî, ýòî
íå âñåãäà òàê.

13.1.3. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîá-
ðàçèå è ïóñòü f : X → Y � ñòÿãèâàíèå ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à òèïà B1

(ò.å. ðàçäóòèå íåîñîáîé êðèâîé C ⊂ Y ). Ìû ãîâîðèì, ÷òî ñòÿãèâàíèå
f èìååò òèï B0

1, åñëè C ' P1 è

NC/Y ' OP1(−1)⊕ OP1(−1).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî f èìååò òèï B1
1.

13.1.4. Çàìå÷àíèå. Ïóñòü f : X → Y � ñòÿãèâàíèå ýêñòðåìàëü-
íîãî ëó÷à òèïà B0

1, ïóñòü E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð è ïóñòü
C := f(E). Òîãäà KY · C = 0 (â ÷àñòíîñòè, Y íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîá-
ðàçèåì Ôàíî) è ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå f ′ : X → Y ′
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äèâèçîðà E íà êðèâóþ C ′ ⊂ Y ′. Èíäóöèðîâàííîå áèðàöèîíàëüíîå
îòîáðàæåíèå Y 99K Y ′ ÿâëÿåòñÿ ôëîïîì Àòüè-Êóëèêîâà 14.8.3.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó äèâèçîð E ìîæåò áûòü ñòÿíóò â
òî÷êó, òî îí îòðèöàòåëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè êðèâûìè Γ ⊂ E.

13.1.5. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü f : X → Y � ðàçäóòèå ãëàäêîé
êðèâîé C íà òðåõìåðíîì íåîñîáîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè Y .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî. Òîãäà Y ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåííûì ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî, ò.å. àíòèêàíîíè÷åñêèé
äèâèçîð −KY ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è îáúåìåí. Áîëåå òîãî, C �
åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ íà Y òàêàÿ, ÷òî KY · C = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî äèâèçîð

(13.1.6) f ∗(−KY ) = −KX + E

íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëü-
íûé ëó÷ R íà X òàêîé, ÷òî (−KX + E) · R < 0. Ïóñòü f ′ : X → Y ′

� åãî ñòÿãèâàíèå. Â ýòîì ñëó÷àå E · R < KX · R < 0. Çíà÷èò, äëÿ
ìèíèìàëüíîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé l, ïîðîæäàþùåé ëó÷ R, èìååì
E · l ≤ −2. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìå 14.7.

Òàêèì îáðàçîì, äèâèçîð −KY ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Èç ðàçëî-
æåíèÿ (13.1.6) âèäíî, ÷òî îí òàêæå îáúåìåí. Ïî òåîðåìå î ñâîáîäå
îò áàçèñíûõ òî÷åê 14.4 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | − nKY |, n � 0 çàäàåò
(áèðàöèîíàëüíîå) ñòÿãèâàíèå θ : Y → Y0. Ïóñòü Z ⊂ Y � íåïðè-

âîäèìàÿ êðèâàÿ òàêàÿ, ÷òî −KY · Z = 0 è ïóñòü Ẑ ⊂ X � ëþáàÿ
íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ, äîìèíèðóþùàÿ Z. Òîãäà E · Z̃ = KX · Z̃ < 0.
Ïîýòîìó Z̃ ⊂ E è Z = C. �

13.1.7. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f : X → Y � ðàçäóòèå ãëàäêîé êðè-
âîé C íà òðåõìåðíîì íåîñîáîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè Y . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî, à Y íå ÿâëÿåòñÿ.
Òîãäà f � ñòÿãèâàíèå òèïà B0

1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè äîêàçàòåëü-
ñòâà ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. Òîãäà θ � ôëîïïîâîå ñòÿãèâàíèå,
êîòîðîå ñòÿãèâàåò òîëüêî C. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî C ' P1 (ñì. ñëåä-
ñòâèå 14.8.9). Ïóñòü Z ⊂ E � î÷åíü îáèëüíûé äèâèçîð. Ïî òåî-
ðåìå î êîíóñå åãî êëàññ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ëèíåéíîé êîìáèíàöè-
åé êëàññîâ ýêñòðåìàëüíûõ êðèâûõ: Z ∼∼∼

∑r
i=1 αili è â ýòîé ñóììå

áîëåå îäíîãî ÷ëåíà. Òàê êàê äèâèçîð −KY ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è
f ∗(−KY )·Z = 0, òî f ∗(−KY )·li = 0 è E ·li < 0 äëÿ âñåõ i (ñì. (13.1.6)).
Òàê êàê ñòÿãèâàíèå f ýêñòðåìàëüíî, òî îíî ñòÿãèâàåò òîëüêî îäíó
êðèâóþ èç l1, . . . , lr. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíàÿ êðèâàÿ li, íå
ñòÿãèâàåìàÿ ìîðôèçìîì f . Ïðè ýòîì ñòÿãèâàíèå f ′ : X → Y ′ êðèâîé
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li òàêæå áèðàöèîíàëüíî è E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð êàê äëÿ f ,
òàê è äëÿ f ′, ò.å. E � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè
ëèíåé÷àòûìè ñòðóêòóðàìè. Ïîýòîìó E ' P1 × P1. Òàêèì îáðàçîì,
f : X → Y âêëþ÷àåòñÿ â äèàãðàììó ôëîïà Àòüè-Êóëèêîâà (ðèñ. 3,
ñòð. 179). �

13.1.8. Ëåììà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ
ρ(X) > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíûé
ëó÷ R òèïà D. Òîãäà ρ(X) = 2 è âòîðîé ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ íà X
èìååò òèï C èëè B1

1.
Èíà÷å ãîâîðÿ, X èìååò ñòðóêòóðó ñòàíäàðòíîãî ðàññëîåíèÿ íà

êîíèêè íàä P2 èëè ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì êðèâîé íà ìíîãîîáðàçèè Ôà-
íî ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Y � ñòÿãèâàíèå ëó÷à R. Òî-
ãäà Y ' P1 è ρ(X) = 2 (ñì. ñëåäñòâèÿ 1.3.3 è 14.5.1). Ñëåäîâàòåëü-
íî, íà X ñóùåñòâóåò åùå òîëüêî îäèí ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ R′ 6= R.
Ïóñòü f ′ : X → Y ′ � åãî ñòÿãèâàíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′ èìååò
äâóìåðíûé ñëîé E ′. Òîãäà E ′ ïåðåñåêàåò ñëîè f ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
êðèâàÿ l, ñòÿãèâàåìàÿ îáîèìè ìîðôèçìàìè f è f ′. Íî ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî R = R+[l] = R′. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòÿãèâàíèå
f ′ íå èìååò äâóìåðíûõ ñëîåâ è ïîýòîìó îíî èìååò òèï C èëè B1. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå Y ′ � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî (ïîñêîëüêó ρ(Y ′) = 1).
Ñëåäîâàòåëüíî, f ′ íå ìîæåò áûòü òèïà B0

1. �

13.1.9. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
Ôàíî ñ ρ(X) > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ïðèìèòèâíî. Òîãäà X
èìååò ñòðóêòóðó ñòàíäàðòíîãî ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè íàä P2 èëè
P1 × P1. Â ÷àñòíîñòè, ρ(X) ≤ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî (ñð. ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 3.4.1.
Ïóñòü R1, . . . ,Rn � âñå ýêñòðåìàëüíûå ëó÷è íà X. Äëÿ êàæäîãî
ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à Ri ïóñòü fi : X → Yi � ñîîòâåòñòâóþùåå
ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íå èìååò ñòðóêòóðû ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè.
Ïî ëåììå 13.1.8 ìû òàêæå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X íå èìååò ñòÿãè-
âàíèé òèïà D, (ò.å. íå èìååò ñòðóêòóðû ðàññëîåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè
äåëü Ïåööî). Òîãäà ëþáîé ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ Ri èìååò òèï B2-B5

èëè B0
1. Ïóñòü Ei � ñîîòâåòñòâóþùèé èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ i 6= j äèâèçîðû Ei è Ej ïåðåñå-
êàþòñÿ. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå Ei ∩Ej ñîäåðæèò êðèâóþ D, à ïîñêîëüêó
ïîâåðõíîñòü Ei èçîìîðôíà P2, P1 × P1 èëè êâàäðàòè÷íîìó êîíóñó â
P3, òî ñóùåñòâóåò êðèâàÿ D′ ⊂ Ei àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíàÿ D è
òàêàÿ, ÷òî D′ 6⊂ Ej. Ïîýòîìó Ej ·D = Ej ·D′ ≥ 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî Ej � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð, ñòÿãèâàåìûé â òî÷êó (ñì.
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çàìå÷àíèå 13.1.4). Òàêèì îáðàçîì, äèâèçîðû E1, . . . , En ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü L � êðèâàÿ íà X, ïîëó÷åííàÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ
îáùèõ ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé. Òîãäà Ei · L > 0 äëÿ âñåõ i. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, êëàññ L ìîæíî ðàçëîæèòü â âèäå âûïóêëîé ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè ýëåìåíòîâ ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé. Êàæäûé ëó÷ ïåðåñåêàåòñÿ
îòðèöàòåëüíî ðîâíî ñ îäíèì äèâèçîðîì èç ìíîæåñòâà E1, . . . , En è
ïåðåñåêàåòñÿ ïî íóëþ ñ îñòàëüíûìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ei · L ≤ 0.
Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî X èìååò ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå
fk : X → Yk òèïà C1 èëè C2, ò.å. Yk � ïîâåðõíîñòü è fk � ñòàíäàðò-
íîå ðàññëîåíèå íà êîíèêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Yk ñîäåðæèò (−1)-êðèâóþ l è
ïóñòü F := f−1

k (l). Ïî ôîðìóëå ïðîåêöèè äèâèçîð F íå ÿâëÿåòñÿ
÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ Rj

òàêîé, ÷òî F · Rj < 0. Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ïðèìèòèâíî, òî
ëó÷ Rj èìååò òèï B2-B5 èëè B0

1. Íî òîãäà F èìååò îòðèöàòåëüíîå ïå-
ðåñå÷åíèå ñ ëþáîé êðèâîé Γ ⊂ F è íå ìîæåò ñîäåðæàòü ñëîåâ fk. �

13.2. Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 2. Ïåðå÷èñ-
ëèì âñå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X ñ ρ(X) = 2. Â ýòîì
ñëó÷àå íà ìíîãîîáðàçèè X èìåþòñÿ ðîâíî äâà ýêñòðåìàëüíûõ ëó-
÷à R1, R2 ⊂ NE(X) è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü âû÷èñëåíèÿ èç ëåìì 7.7
è 7.9. Íà÷íåì ñ ïðèìèòèâíîãî ñëó÷àÿ.

13.2.1. Ïóñòü X � ïðèìèòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ ρ(X) = 2.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 13.1.9, íà X îäèí èç ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé
çàäàåò ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè f : X → P2. Ïóñòü ∆ ⊂ P2

� äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ è ïóñòü

d := deg ∆.

Ïóñòü f ′ : X → Y ′ � ñòÿãèâàíèå âòîðîãî ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à. Òàê
êàê X ïðèìèòèâíî, òî f ′ ìîæåò èìåòü òîëüêî òèïû C1-C2, D1-D3,
B2-B5.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü l � ïðÿìàÿ íà P2 è ïóñòü M := f ∗l.
Åñëè f ÿâëÿåòñÿ P1-ðàññëîåíèåì (òèï C1), òî KX è M ïîðîæäàþò
ïîäðåøåòêó èíäåêñà 2 â Pic(X). Åñëè æå äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ ∆
íåïóñòà (òèï C2), òîKX èM ïîðîæäàþò âñå ðåøåòêó Pic(X). Òåîðèÿ
ïåðåñå÷åíèÿ íà X âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ëåììó 7.7):

M3 = 0, M2 ·(−KX) = 2, M ·(−KX)2 = 12−d, (−KX)3 = 2g−2,

ãäå g := g(X). Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî d < 12.
Â ñëó÷àÿõ, êîãäà âòîðîå ñòÿãèâàíèå f ′ : X → Y ′ èìååò òèï D1-

D3, ÷åðåç D ìû îáîçíà÷èì ñëîé f ′. Â ñëó÷àÿõ C1-C2 ÷åðåç D ìû
îáîçíà÷èì ïðîîáðàç îáùåé ïðÿìîé l ⊂ Y ′ ' P2. Íàêîíåö, â ñëó÷àÿõ
B2-B5 ÷åðåç D ìû îáîçíà÷èì èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð.
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Ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 7.9 çàïèøåì

D ∼ a(−KX)− bM,

ãäå a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðè÷åì ýòè ÷èñëà öåëûå, åñëè f
èìååò òèï C1 è ïðèíàäëåæàò

1
2
Z, åñëè f èìååò òèï C2. Äàëåå ìû ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àè ñîãëàñíî ëåììå 7.7. Ðåçóëüòàòû áóäóò ïîäûòîæåíû
â òàáëèöå 5. Çàìåòèì, ÷òî íàøà íóìåðàöèÿ îòëè÷íà îò íóìåðàöèè
ââåäåííîé â [52].

Ñëó÷àè D1-D3. Â ýòîì ñëó÷àå Y ′ ' P1 è f ′ � ðàññëîåíèå íà ïî-
âåðõíîñòè äåëü Ïåööî. Ïóñòü d′ � ñòåïåíü îáùåãî ñëîÿ. Òîãäà, êàê è
â ëåììå 7.7, çàïèøåì

d′ = (−KX)2 ·D = (2g − 2)a− (12− d)b,

0 = (−KX) ·D2 = (2g − 2)a2 − 2(12− d)ab+ 2b2,

0 = D3/a = (2g − 2)a2 − 3(12− d)ab+ 6b2.

Âû÷èòàÿ òðåòüå ñîîòíîøåíèå èç âòîðîãî, ïîëó÷àåì

(12− d)a = 4b, 8(2g − 2) = 3(12− d)2.

Îòñþäà äëÿ (d, g) ïðîñòûì ïåðåáîðîì ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå
âîçìîæíîñòè:

(d, g) = (0, 28), (4, 13), (8, 4).

Åñëè (d, g) = (0, 28), òî b = 3a, d′ = 18a. Òàê êàê a ∈ 1
2
Z è d′ ≤ 9,

òî èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü d′ = 9, a = 1/2, b = 3/2.
Ïîëó÷àåì ñëó÷àé 7o â òàáëèöå 5 íèæå.

Åñëè (d, g) = (4, 13), òî b = 2a, d′ = 8a. Â ýòîì ñëó÷àå ∆ 6= 0,
ïîýòîìó a ∈ Z. Ïîýòîìó èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü d′ = 8,
a = 1, b = 2. Ïîëó÷àåì ñëó÷àé 4o â òàáëèöå 5.

Íàêîíåö, åñëè (d, g) = (8, 4), òî b = a, d′ = 2a. Åñëè àíòèêàíî-
íè÷åñêèé êëàññ −KX ÿâëÿåòñÿ î÷åíü îáèëüíûì, òî X = X6 ⊂ P5 �
ïåðåñå÷åíèå êâàäðèêè è êóáèêè (ñì. óïðàæíåíèå 1, ñòð. 90). Íî â
ýòîì ñëó÷àå ρ(X) = 1 ïî òåîðåìå Ëåôøåöà î ãèïåðïëîñêîì ñå÷åíèè.
Çíà÷èò, èëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | èìååò áàçèñíûå òî÷êè èëè ìíî-
ãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì. Ñîãëàñíî òåîðåìàì 4.3
è 5.5, ïîëó÷àåì ñëó÷àé 1o.

Ñëó÷àè C1-C2. Â ýòîì ñëó÷àå Y ′ ' P2 è f ′ � ðàññëîåíèå íà êî-
íèêè. Ïóñòü d′ � ñòåïåíü êðèâîé âûðîæäåíèÿ. Òîãäà

12− d′ = (−KX)2 ·D = (2g − 2)a− (12− d)b,

2 = (−KX) ·D2 = (2g − 2)a2 − 2(12− d)ab+ 2b2,

0 = D3/a = (2g − 2)a2 − 3(12− d)ab+ 6b2.

Âû÷èòàÿ òðåòüå ñîîòíîøåíèå èç âòîðîãî ïîëó÷àåì

(12− d)ab = 4b2 + 2, (2g − 2)a2 = 6b2 + 6.
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Åñëè f : X → P2 � ñòÿãèâàíèå òèïà C1, òî a è b � öåëûå (ïîëîæè-
òåëüíûå) ÷èñëà. Òîãäà èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

• b = a = 1, d = d′ = 6, 2g − 2 = 12 (ñëó÷àé 2o),
• b = 2, a = 1, d = 3, d′ = 0, 2g − 2 = 30 (ñëó÷àé 5o).

Åñëè æå f : X → P2 � ñòÿãèâàíèå òèïà C2, òî ïî ñèììåòðèè ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f ′ : X → P2 � òàêæå ñòÿãèâàíèå òèïà C2. Òîãäà
d = d′ = 0, a = 1/2, b = 1, 2g − 2 = 48 (ñëó÷àé 6o)

Ñëó÷àè B2-B5. Â ýòîì ñëó÷àå Y ′ � (âîçìîæíî îñîáîå) ìíîãîîá-
ðàçèå Ôàíî è f ′ � ðàçäóòèå ìàêñèìàëüíîãî ïó÷êà èäåàëîâ òî÷êè.
Òîãäà

k = (−KX)2 ·D = (2g − 2)a− (12− d)b,

−2 = (−KX) ·D2 = (2g − 2)a2 − 2(12− d)ab+ 2b2,

4/k = D3 = (2g − 2)a3 − 3(12− d)a2b+ 6ab2.

ãäå k = 1, 2, 4 â ñëó÷àÿõ B5, B3-B4 è B2, ñîîòâåòñòâåííî. Êàê è âûøå,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

• B5: 2g − 2 = 62, d = 0, a = 1/2, b = 5/2 (ñëó÷àé 9o)
• B3-B4: 2g − 2 = 14, d = 6, a = 1, b = 2 (ñëó÷àé 3o)
• B2: 2g − 2 = 56, d = 0, a = 1/2, b = 2 (ñëó÷àé 8o)

13.2.2. Ïóñòü òåïåðü X � èìïðèìèòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî
ñ ρ(X) = 2 è g := g(X). Òîãäà èìååòñÿ ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå
f : X → Y , ÿâëÿþùååñÿ ðàçäóòèåì ãëàäêîé êðèâîé Γ íà íåîñîáîì
ìíîãîîáðàçèè Ôàíî Y . Åñëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | èìååò áàçèñ-
íûå òî÷êè èëè X ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì, òî Y � ìíîãîîáðà-
çèå äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 èëè 2, ñîãëàñíî òåîðåìàì 4.3 è 5.5, à f
ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì âäîëü êðèâîé Γ = D1 ∩D2, Di ∈ | − 1

2
KX | (ñëó-

÷àé 16o òàáëèöû 7 ñ d = 1 è 2). Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | çàäàåò âëîæåíèå X = X2g−2 ⊂ Pg+1. Â
÷àñòíîñòè, g(X) ≥ 4. Áîëåå òîãî, åñëè g(X) ≤ 5, òî ïî òåîðåìå 6.5
ìíîãîîáðàçèå X äîëæíî áûòü ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì â Pg+1 è òîãäà
ρ(X) = 1. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî g(X) ≥ 6. Äàëåå, êðèâàÿ
Γ ðàâíà áàçèñíîìó ìíîæåñòâó ëèíåéíîé ñèñòåìû f∗|−KX | ⊂ |−KY |.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KY | íå èìååò áàçèñíûõ
òî÷åê. Çíà÷èò, f∗|−KX |  |−KY | è ïîýòîìó

g(Y ) > g(X) ≥ 6.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ι(Y ) = 1. Òîãäà Γ íå ìîæåò áûòü ïðÿìîé ñî-
ãëàñíî ñëåäñòâèþ 8.3.5. Äàëåå, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 8.5 (iii) âñå
ïðÿìûå íà Y çàìåòàþò (íåíîðìàëüíóþ) ëèíåé÷àòóþ ïîâåðõíîñòü,
êîòîðàÿ äîëæíà ïåðåñåêàòü Γ (ïîñêîëüêó ρ(Y ) = 1). Ïîýòîìó íà Y
ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ l, ïåðåñåêàþùàÿ Γ. Íî òîãäà èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ
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Òàáëèöà 5. Ïðèìèòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ
ρ(X) = 2

No. (−KX)3 h1,2 X R1 R2

1o 6 20 äâîéíîå íàêðûòèå P1×P2 ñ äèâèçîðîì
âåòâëåíèÿ áèñòåïåíè (2, 4)

C1 D1

2o 12 9 a) äèâèçîð íà P2×P2 áèñòåïåíè (2, 2) C1 C1

b) äâîéíîå íàêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ
� 6o ñ äèâèçîðîì âåòâëåíèÿ � ýëå-
ìåíòîì àíòèêàíîíè÷åñêîé ëèíåéíîé
ñèñòåìû

3o 14 9 äâîéíîå íàêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ � 8o

ñ äèâèçîðîì âåòâëåíèÿ � ýëåìåíòîì
àíòèêàíîíè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû

C1 B3-B4

4o 24 2 äâîéíîå íàêðûòèå P1×P2 ñ äèâèçîðîì
âåòâëåíèÿ áèñòåïåíè (2, 2)

C1 D2

5o 30 0 äèâèçîð íà P2 × P2 áèñòåïåíè (1, 2) C2 C1

6o 48 0 äèâèçîð íà P2 × P2 áèñòåïåíè (1, 1) C2 C2

7o 54 0 P1 × P2 C2 D3

8o 56 0 P(O ⊕ O(1)) íàä P2 C2 B2

9o 62 0 P(O ⊕ O(2)) íàä P2 C2 B5

ñîáñòâåííîãî ïðîîáðàçà l íà Y ñ êàíîíè÷åñêèì êëàññîì íåîòðèöàòå-
ëåí. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ι(Y ) > 1. Ïóñòü f ′ : X → Y ′ �
âòîðîå ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå. Äàëåå êëàññèôèêàöèÿ ïðîâîäèòñÿ
ïóòåì ïîäðîáíîãî ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Ìû îïóñêàåì äëèííûå âû÷èñëå-
íèÿ, àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿì â 13.2.1. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò:

13.2.1. Òåîðåìà. Èìïðèìèòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X ñ
ρ(X) = 2 èçîìîðôíî ðàçäóòèþ ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî Y ñ ρ(Y ) = 1 è
ι = ι(Y ) ≥ 2 âäîëü íåîñîáîé êðèâîé Γ ⊂ Y , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñõåì-
íûì ïåðåñå÷åíèåì ýëåìåíòîâ ëèíåéíîé ñèñòåìû M ⊂ | − ι−1

ι
KY |.

Íàîáîðîò, êàæäîå ðàçäóòèå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî Y ñ ρ(Y ) = 1 è
ι = ι(Y ) ≥ 2 âäîëü òàêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ èìïðèìèòèâíûì ìíî-
ãîîáðàçèåì Ôàíî.
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Òåïåðü íåñëîæíî ïîëó÷èòü ïîëíûé ñïèñîê. Ðåçóëüòàòû ïîäûòî-
æåíû â òàáëèöàõ 6 è 7. Â ÷àñòíîñòè, èç êëàññèôèêàöèè ìîæíî
âûâåñòè ñëåäóþùèé ôàêò.

13.2.2. Òåîðåìà ([53, òåîðåìà 5.1]). Ïóñòü X � òðåõìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ ρ(X) = 2. Ïóñòü f : X → Y è f ′ : X → Y ′ �
ýêñòðåìàëüíûå ñòÿãèâàíèÿ. Òîãäà

Pic(X) = f ∗ Pic(Y )⊕ f ′∗ Pic(Y ′).

Â ðàáîòå [53] ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçàí áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîäðîá-
íîé êëàññèôèêàöèè.

Òàáëèöà 6. Èìïðèìèòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ
ρ = 2 (îáà ñòÿãèâàíèÿ èìåþò òèï B1)

No. (−KX)3 Y deg Γ g(Γ) Y ′ deg Γ′ g(Γ′)

10o 20 P3 6 3 P3 6 3

11o 24 P3 5 1 Q 5 1

12o 26 P3 5 2 V4 1 0

13o 28 Q 4 0 Q 4 0

14o 30 P3 4 0 V5 2 0

15o 34 Q 3 0 V5 1 0

Òàáëèöà 7: Èìïðèìèòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñ ρ =
2 (âòîðîå ñòÿãèâàíèå íå èìååò òèïà B1)

No. (−KX)3 Y deg Γ g(Γ) Y ′ f ′ : X → Y ′

16o 4d Vd d 1 P1 ðàññëîåíèå íà ïîâåðõíî-
ñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè d,
1 ≤ d ≤ 5

17o 18 V3 1 0 P2 ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ
êðèâîé âûðîæäåíèÿ ñòåïå-
íè 5

18o 22 V4 2 0 P2 ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ
êðèâîé âûðîæäåíèÿ ñòåïå-
íè 4
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No. (−KX)3 Y deg Γ g(Γ) Y ′ f ′ : X → Y ′

19o 10 P3 9 10 P1 ðàññëîåíèå íà ïîâåðõíîñòè
äåëü Ïåööî ñòåïåíè 3

20o 14 Q 8 5 P1 ðàññëîåíèå íà ïîâåðõíîñòè
äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4

21o 16 P3 7 5 P2 ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ
êðèâîé âûðîæäåíèÿ ñòåïå-
íè 5

22o 20 Q 6 2 P2 ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ
êðèâîé âûðîæäåíèÿ ñòåïå-
íè 4

23o 22 P3 6 4 V s
3 ñòÿãèâàíèå â ãîðåíøòåéíî-

âó òî÷êó íà êóáèêå Y ′ =
V s

3 ⊂ P4 (òèï B3 èëè B4)

24o 26 V5 3 0 P2 ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ
êðèâîé âûðîæäåíèÿ ñòåïå-
íè 3

25o 30 Q 4 1 V s
4 ñòÿãèâàíèå â ãîðåíøòåéíî-

âó òî÷êó íà Y ′ = V s
4 ⊂ P5

(òèï B3 èëè B4)

26o 32 P3 4 1 P1 ðàññëîåíèå íà êâàäðèêè

27o 38 P3 3 0 P2 P1-ðàññëîåíèå

28o 40 P3 3 1 ñòÿãèâàíèå â íåãîðåíøòåé-
íîâó òî÷êó íà ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè Y ′ = Y n

3 ⊂ P(14, 2)
ñòåïåíè 3 (òèï B5)

29o 40 Q 2 0 P1 ðàññëîåíèå íà êâàäðèêè

30o 46 P3 2 0 Q ñòÿãèâàíèå â íåîñîáóþ òî÷-
êó íà êâàäðèêå

31o 46 Q 1 0 P2 P1-ðàññëîåíèå

32o 54 P3 1 0 P1 P2-ðàññëîåíèå

13.3. Ìåòîä âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Í. Ãóøåëü [78], [77],
[79], à ïîçäíåå è Ñ. Ìóêàé [54], [55], [56] èñïîëüçîâàëè ìåòîä âåêòîð-
íûõ ðàññëîåíèé äëÿ êëàññèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. Îñíîâíàÿ
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èäåÿ ìåòîäà � ïîñòðîèòü íåêîòîðîå ñïåöèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîå-
íèå E íà ìíîãîîáðàçèè Ôàíî X, êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíûìè
ñå÷åíèÿìè è ïîýòîìó çàäàåò ìîðôèçì X → Gr(r,N), ãäå r := rk E , à
N := h0(X,E ).

Ýòîò ìåòîä õîðîøî ðàáîòàåò äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî êîèíäåêñà 3
ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 1. Â ýòîì ñëó÷àå îáùèé ýëåìåíò ëèíåéíîé ñèñòåìû
|− 1

n−2
KX | ñíîâà ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî êîèíäåêñà

3, åñëè n ≥ 4, è íåîñîáîé ïîâåðõíîñòüþ òèïà K3, åñëè n = 3 (ñì. [48],
[2]). Êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ðîäà â g ≤ 5 ïîëíî-
ñòüþ àíàëîãè÷íà òðåõìåðíîìó ñëó÷àþ (ñì. òåîðåìó 6.6). Áîëåå òîãî,
ïðè g ≥ 5 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | − 1

n−2
KX | î÷åíü îáèëüíà è çàäàåò âëî-

æåíèå X ↪→ Pg+n−2 òàê, ÷òî îáðàç èìååò ñòåïåíü 2g − 2 è ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê. Èç êëàññèôèêàöèè â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ñëå-
äóåò òàêæå, ÷òî 2 ≤ g ≤ 12 è g 6= 11.

13.3.1. Òåîðåìà ([54]). Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðàçìåð-
íîñòè n, êîèíäåêñà 3, ðîäà 6 ≤ g ≤ 10 è òàêîå, ÷òî ρ(X) = 1. Ïóñòü
X = X2g−2 ⊂ Pg+n−2 � âëîæåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìîé | − 1

n−2
KX |.

Òîãäà X = X2g−2 ⊂ Pg+n−2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñå÷åíèåì íåêîòî-
ðîãî N-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî Ω2g−2 ⊂ Pg+N−2 êîèíäåêñà 3, ãäå
N = N(g). Áîëåå òîãî, ïðè 7 ≤ g(X) ≤ 10 ìíîãîîáðàçèå Ω2g−2 ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîðîäíûì îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîé ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé
ãðóïïû G. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ Ω2g−2 ïåðå÷èñëåíû â òàáëèöå 8 íèæå.

Òàáëèöà 8. �Áàçèñíûå� ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî êîèíäåê-
ñà 3

g N(g) Ω2g−2 ⊂ Pg+N−2 G

6 6 ïåðåñå÷åíèå êîíóñà G̃r(2, 5) ⊂ P10 íàä ãðàñ-
ñìàíèàíîì Gr(2, 5) ⊂ P9 ñ êâàäðèêîé

7 10 îðòîãîíàëüíûé ãðàññìàíèàí OGr(4, 9) ⊂ P15 SO10(C)

8 8 ãðàññìàíèàí Gr(2, 6) ⊂ P(∧2C6) SL6(C)

9 6 ñèìïëåêòè÷åñêèé ãðàññìàíèàí SGr(3, 6) ⊂ P13 Sp6(C)

10 5 G2 /P ⊂ P13 G2

Ïîÿñíèì îáîçíà÷åíèÿ â òàáëèöå. Â ñëó÷àå g = 7 ìíîãîîáðà-
çèå Ω12 = OGr(4, 9) = OGr(5, 10)+ ïàðàìåòðèçóåò 4-ìåðíûå âåêòîð-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà â C9 èçîòðîïíûå îòíîñèòåëüíî íåâûðîæäåííîé
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ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìû íà C9. Â ñëó÷àå g = 9 ìíîãîîáðà-
çèå Ω16 = SGr(3, 6) ïàðàìåòðèçóåò 3-ìåðíûå âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà â C6, èçîòðîïíûå îòíîñèòåëüíî íåâûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè-
÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû íà C6. Çà áîëåå ïîäðîáíûìè ïîÿñíåíèÿìè
è íàáðîñêàìè äîêàçàòåëüñòâ ìû îòñûëàåì ê ðàáîòàì [54], [55], [56]
(ñì. òàêæå [14] äëÿ ñëó÷àÿ g = 6).

Ðàññìîòðèì ÷óòü áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé g = 10. Ïóñòü G � ïðî-
ñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà èñêëþ÷èòåëüíîãî òèïà G2. Íàïîìíèì,
÷òî G èìååò ðàçìåðíîñòü 14 è ðàíã 2. Ïóñòü P ⊂ G � åå ïàðàáîëè-
÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ðàçìåðíîñòè 9, ñòàáèëèçàòîð ñòàðøåãî (äëèííîãî)
êîðíÿ. Òîãäà Ω18 = G/P ⊂ P(g) = P13 (ïðèñîåäèíåííîå ìíîãîîáðà-
çèå), ãäå g � ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè (òèïà G2).

Ãðóïïó G ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ àë-
ãåáðû îêòîíèîíîâ Êýëè OC íàä C. Ïóñòü O0

C ⊂ OC � ãèïåðïëîñ-
êîñòü ÷èñòî ìíèìûõ îêòîíèîíîâ. Òîãäà ïðèñîåäèíåííîå ìíîãîîáðà-
çèå Ω18 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî êàê ïîäìíîãîîáðàçèå â ãðàññìàíè-
àíå Gr(2,O0

C) èçîòðîïíûõ äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Λ ⊂ O0
C îò-

íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ â OC. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå
óìíîæåíèÿ â OC íà ïîäïðîñòðàíñòâî Λ òðèâèàëüíî.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî êîèíäåêñà 3 è ðîäà 12
áûâàþò òîëüêî â ðàçìåðíîñòè 3: îíè íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
êàê ëèíåéíûå ñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Òåì íå
ìåíåå èìååòñÿ èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå (òðåõìåðíûõ) ìíîãîîáðàçèé
X22 ⊂ P13: ñóùåñòâóåò âëîæåíèå X22 ↪→ Gr(3, 7) òàê, ÷òî îáðàç ñî-
ñòîèò èç 3-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â C7, èçîòðîïíûõ îòíîñèòåëüíî
òðåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ áèëèíåéíûõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ôîðì
σ1, σ1, σ1 ∈ Λ2C7∨ (ñì. [55], [58], [41]). Îáðàòíî, òðåõìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Λ ⊂ Λ2C7∨ çàäàåò ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X22 ⊂ P13 êàê ïîä-
ìíîãîîáðàçèå â Gr(3, 7) ïðè íåêîòîðîì óñëîâèè íåâûðîæäåííîñòè
[58, � 5]. Ýòî îïèñàíèå ïðèâîäèò òàêæå ê ñëåäóþùåé çàìå÷àòåëüíîé
êîíñòðóêöèè.

13.3.2. Êîíñòðóêöèÿ ([55]). Ïóñòü

(13.3.3) C = {f(x0, x1, x2) = 0} ⊂ P2

� (íåîáÿçàòåëüíî ãëàäêàÿ) ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî íàáîðîâ èç n ïðÿìûõ

Li = {`i(x0, x1, x2) = 0} ⊂ P2, i = 1, . . . , n

òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû λ1, . . . , λn, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèþ

f =
n∑
i=1

λi`
d
i .
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Îáúåäèíåíèå ∪Li òàêèõ ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì n-óãîëüíèêîì
ê C. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ ïîëÿðíûõ n-óãîëüíèêîâ ê C, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êàê ýëåìåíòû ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè Sn(P2∨), îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç VSP(C, n) (variety of sums of powers).

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïîëÿðíûå øåñòèóãîëüíèêè ê ïëîñêèì
êâàðòèêàì C ⊂ P2. Øåñòèóãîëüíèê ∪Li íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè
ñóùåñòâóåò ÷åòâåðêà òî÷åê P1, . . . , P4 ∈ P2 òàêàÿ, ÷òî ∪Li ñîñòîèò èç
ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ âñåâîçìîæíûå ïàðû òî÷åê Pi, Pj, i 6= j.

13.3.4. Òåîðåìà ([55], [56], [66]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êâàðòè-
êà C ⊂ P2 íå èìååò ïîëÿðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ. Òîãäà ìíîãîîá-
ðàçèå VSP(C, 6) ïîëÿðíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ ê C ÿâëÿåòñÿ ãîðåí-
øòåéíîâûì ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî ðîäà 12. Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, ñðå-
äè ïîëÿðíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ ê C íåò ïîëíûõ, òî ìíîãîîáðàçèå
VSP(C, 6) íåîñîáî è èìååò èíäåêñ 1.

Îáðàòíî, ëþáîå (íåîñîáîå) ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X èíäåêñà 1 ðî-
äà 12 ñ ρ(X) = 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå VSP(C, 6) äëÿ íåêîòîðîé
êâàðòèêè C ⊂ P2.

Óñëîâèå òîãî, ÷òî êâàðòèêà (13.3.3) èìååò ïîëÿðíûé ïÿòèóãîëü-
íèê ýêâèâàëåíòíî îáðàùåíèþ â íóëü îïðåäåëèòåëÿ

det
∥∥∂i∂jf∥∥1≤i,j≤6

,

ãäå

∂1 := ∂2/∂x2
0, ∂2 := ∂2/∂x0∂x1, . . . , ∂6 := ∂2/∂x2

2.

Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ êâàðòèêà C ⊂ P2 íå èìååò ïîëÿðíûõ ïÿòè-
óãîëüíèêîâ. Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 13.3.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååòñÿ
áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé ìíî-
ãîîáðàçèé Ôàíî ðîäà 12 èíäåêñà 1 è êðèâûõ ðîäà 4.

13.3.5. Ïðèìåð. Åñëè f = (x2
0 + x2

1 + x2
2)2, ò.å. C � äâîéíàÿ êî-

íèêà, òî ìíîãîîáðàçèå VSP(C, 6) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ìóêàÿ-
Óìåìóðû (ñì. ïðèìåð 13.5.1).

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé äëÿ êàæäîãî çíà-
÷åíèÿ ðîäà g(X) ïðèìåíÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíî. Ïîýòîìó, äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ê êëàññèôèêàöèè, íåîáõîäèìà îöåíêà ðîäà
g(X) ≤ 12, g 6= 11, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ äðóãèìè, íàïðèìåð, áèðà-
öèîíàëüíûìè ìåòîäàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîíñòðóêöèè â òåîðå-
ìå 13.3.1 èíâàðèàíòíû (â îòëè÷èå îò áèðàöèîíàëüíûõ ïåðåñòðîåê
âèäà (7.2.2)) è î÷åíü ïîëåçíû, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ãðóïï àâòî-
ìîðôèçìîâ [61], [42].
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13.4. Îãðàíè÷åííîñòü ñòåïåíè. Èç êëàññèôèêàöèîííûõ òåî-
ðåì 13.1.1 è 0.1 ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ñòåïåíè òðåõìåðíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé Ôàíî (−KX)3 ≤ 64. Áîëåå ãðóáàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà áåç èñïîëüçîâàíèÿ êëàññèôèêàöèè:

13.4.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ
ρ(X) = 1. Òîãäà

(−KX)3 ≤ 72.

Öåííîñòü ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê
äîêàçàòåëüñòâó îãðàíè÷åííîñòè ñòåïåíè (è îñîáåííîñòåé) òðåõìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè [26], ÷òî
íåìåäëåííî âëå÷åò êîíå÷íîñòü ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ ñåìåéñòâ òàêèõ
ìíîãîîáðàçèé [33].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò íåðàâåíñòâî
Áîãîìîëîâà-Ìèÿîêè [74]. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó Pic(X) ' Z,
òî ïîëóñòàáèëüíîñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîëÿðèçàöèè. Òàê êàê
χ(X, OX) = 1, òî ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà â ñòàíäàðòíîé ôîðìå
(ñì., íàïð., [101, ãë. A, � 5, óïð. 6.7]) èìååì

(13.4.2) (−KX) · c2(X) = 24.

Âîçüìåì îáùóþ ïîâåðõíîñòü S ∈ | − nKX |, n� 0. Îíà ÿâëÿåòñÿ
íåîñîáîé ïîâåðõíîñòüþ îáùåãî òèïà.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïó÷îê Ω1
X ïîëóñòàáèëåí. Îãðàíè÷å-

íèå Ω1
X |S òàêæå áóäåò ïîëóñòàáèëüíûì [47]. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî

Áîãîìîëîâà-Ìèÿîêè [74], ïîëó÷àåì

n(−KX)3 = c1

(
Ω1
X |S
)2 ≤ 3c2

(
Ω1
X |S
)

= −3nKX · c2 (ΩX) ≤ 72n,

ò.å. òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ýòîì ñëó÷àå.
Ïóñòü òåïåðü Ω1

X íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóñòàáèëüíûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò
äåñòàáèëèçèðóþùèé ðåôëåêñèâíûé ïîäïó÷îê E ⊂ Ω1

X ðàíãà r < 3
òàêîé, ÷òî

1
r
c1(E ) · (−KX)2 > 1

3
c1(Ω1

X) · (−KX)2 = −1
3
(−KX)3.

Ïîëîæèì F := (∧rE )∨∨. Òîãäà F � ðåôëåêñèâíûé ïîäïó÷îê â Ωr
X

ðàíãà 1. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèåX íåîñîáî, òî F îáðàòèì. Ðàññìîò-
ðèì äèâèçîð D = c1(F ) = c1(E ) è çàïèøåì D ∼ tH, ãäå −KX = ιH,
ι = ι(X). Òî ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ êàê

− t
ι
< r

3
.

Åñëè t > 0, òî κ(X,F ) = κ(X,D) = 3. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðå-
çóëüòàòó èç [74]: κ(X,F ) ≤ 1 äëÿ ëþáîãî F ⊂ Ωq

X ðàíãà 1. Òàê êàê
H0(X,Ωq

X) = 0 ïðè q > 0, òî t 6= 0.
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Òàêèì îáðàçîì,
0 < −t < 1

3
rι.

Â ÷àñòíîñòè, ι ≥ 2. Ñîãëàñíî âû÷èñëåíèÿì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 1.8.1, èìååì ι ≤ 4, à òàêæå (−KX)3 = 64 ïðè ι = 4 è (−KX)3 = 54
ïðè ι = 3. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ι = 2, r = 2 è
t = −1.

Åñëè ïó÷îê E íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóñòàáèëüíûì, òî èìååòñÿ ðåôëåê-
ñèâíûé ïîäïó÷îê V ⊂ E ⊂ Ω1

X íåîòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè. Ýòî ñíîâà
ïðîòèâîðå÷èò [74] è çàíóëåíèþ H0(X,Ωq

X) = 0.
Çíà÷èò, ïó÷îê E ïîëóñòàáèëåí. Òàê êàê c1(E ) = D = 1

2
KX , òî,

êàê è âûøå,
n

4
(−KX)3 = D2 · S = c1 (E )2 · S = c1 (E |S)2 ≤ 4c2 (E |S) .

Îòìåòèì, ÷òî êîðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà îñîáåííîñòåé E íå ìåíüøå 3.
Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî E ëîêàëüíî ñâîáîäåí â îêðåñòíîñòè
S. Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ E −−−→ Ω1
X −−−→ Ω1

X/E −−−→ 0

ïîëó÷àåì

c2

(
Ω1
X

)
= c2(E ) + c1(E ) · c1

(
Ω1
X/E

)
= c2(E ) + c1(E ) · c1(Ω1

X)− c1(E )2.

Òàêèì îáðàçîì,

4n(−KX)·c2(X) = 4S ·c2

(
Ω1
X

)
= 4S ·c2(E )+4S ·D ·c1(Ω1

X)−4S ·D2 ≥
≥ n

4
(−KX)3 + 2n(−KX)3 − n(−KX)3 = 5n

4
(−KX)3.

Ñîêðàùàÿ íà n, ïîëó÷èì

(−KX)3 ≤ 16
5

(−KX) · c2(X) < 77.

Òàê êàê ι = 2, òî ñòåïåíü (−KX)3 äîëæíà äåëèòüñÿ íà 8. Ñëåäîâà-
òåëüíî, (−KX)3 ≤ 72. �

Çàìåòèì, ÷òî (êî)êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íà òðåõìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ Ôàíî ñ ÷èñëîì Ïèêàðà 1 ñòàáèëüíî [60], íî ýòî íå âñåãäà
âåðíî äëÿ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ áîëüøèì ÷èñëîì Ïèêà-
ðà [68].

13.4.1. Äðóãîé ìåòîä äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ìíîãîîáðàçèé
Ôàíî îñíîâûâàåòñÿ íà èçó÷åíèè äåôîðìàöèé ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ.
Îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñóùåñòâåííî áîëåå îáùèå, íî ìåíåå ýôôåê-
òèâíûå ÷åì òåîðåìà 13.4.1 ðåçóëüòàòû.

13.4.3. Òåîðåìà ([37]). Ïóñòü X � íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî
ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà åãî ñòåïåíü (−KX)n îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé
const(n), çàâèñÿùåé òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè.
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13.4.4.Ñëåäñòâèå. Íåîñîáûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî äàííîé ðàçìåð-
íîñòè ëåæàò â êîíå÷íîì ÷èñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ñåìåéñòâ.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû � èñïîëüçîâàòü òåõíèêó äåôîðìà-
öèé ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îáùèå äâå
òî÷êè P1, P2 ∈ X ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðèâî-
äèìîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé C ñòåïåíè −KX ·C ≤ const1(n). Åñëè áû
ñòåïåíü −Kn

X íå áûëà îãðàíè÷åíà, òî ïî àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðåìå
Ðèìàíà-Ðîõà (1.7.2) ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü äèâèçîðD ∈ |−mKX |
èìåþùèé â òî÷êå P1 êðàòíîñòü > m const1(n). Íî òîãäà êðèâàÿ
C ñîäåðæàëàñü áû â D, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îáùíîñòè âûáîðà òî÷-
êè P2. Èç ýòîãî ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ñòåïåíè (−KX)n, à, çíà÷èò,
è êîíå÷íîñòü âûáîðà äâóõ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ â ìíîãî÷ëåíå Ãèëüáåðòà
(ñì. (1.7.2)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ ñíà÷àëà èç òåîðåìû âûâîäèòñÿ êî-
íå÷íîñòü ÷èñëà ìíîãî÷ëåíîâ Ãèëüáåðòà ìíîãîîáðàçèé Ôàíî (â ôèê-
ñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè). Òîãäà êîíå÷íîñòü ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ
ñåìåéñòâ ñëåäóåò èç îáùåãî ðåçóëüòàòà [46].

Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé îñîáûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî áûëî ïîëó÷åíî
íåäàâíî Ê. Áèðêàðîì [8].

13.5. Âåêòîðíûå ïîëÿ è àâòîìîðôèçìû. Íàïîìíèì, ÷òî
ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(X) ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé (òåîðåìà 1.3.1 (vii)). Ïîýòî-
ìó ãðóïïà Aut(X) áåñêîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñâÿçíàÿ
êîìïîíåíòà åäèíèöû íåòðèâèàëüíà.

Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ðàçìåðíîñòè n. Äëÿ êàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ TX èìååì

TX ' (Ω1
X)∨ ' Ωn−1 ⊗ OX(−KX).

Òîãäà ïî òåîðåìå Êîäàèðû-Íàêàíî îá îáðàùåíèè â íóëü [76, ãë. 1,
� 2]

Hq(X,TX) = Hq(X,Ωn−1 ⊗ OX(−KX)) = 0 ïðè q > 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H0(X,TX) åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê ñâÿçíîé êîìïîíåíòå
åäèíèöû Aut(X)0 ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ [1, � 2.3], à H1(X,TX) � ñ
êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê âåðñàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó äåôîðìà-
öèé X (ñì. [32]). Òàê êàê H2(X,TX) = 0, òî äåôîðìàöèè X íå èìåþò
ïðåïÿòñòâèé è ïîýòîìó âåðñàëüíîå ïðîñòðàíñòâî äåôîðìàöèé íåîñî-
áî â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå è èìååò ðàçìåðíîñòü h1(X,TX). Ïóñòü
òåïåðü ìíîãîîáðàçèå X òðåõìåðíî. Òîãäà ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

h0(X,TX)− h1(X,TX) =
1

2
(−KX)3 − 19

24
(−KX) · c2(X) +

1

2
c3(X).
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Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

(−KX) · c2(X) = 24χ(X,OX) = 24

(ñì. (13.4.2)) è

c3(X) = χtop(X) = 2 + 2ρ(X)− 2h1,2(X),

ïîëó÷èì

h0(X,TX)− h1(X,TX) =
1

2
(−KX)3 + ρ(X)− h1,2(X)− 18.

Ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòó ôîðìóëó â âèäå

h0(X,TX)− h1(X,TX) = g(X) + ρ(X)− h1,2(X)− 19.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâX êîíå÷íà, òî ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà äåôîðìàöèé ðàâíà

h1,2(X) + 19− g(X)− ρ(X).

Ðàññìîòðèì îäèí ïðèìåð. Â ñåìåéñòâå ìíîãîîáðàçèé X = X22 ⊂
P13 èíäåêñà 1 ðîäà 12 ñ ρ(X) = 1 èìååòñÿ îäíî âûäåëåííîå, ÿâëÿ-
þùååñÿ êâàçèîäíîðîäíûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû PSL2(C).
Êîíñòðóêöèÿ àíàëîãè÷íà êîíñòðóêöèè â çàìå÷àíèè 3.6.7:

13.5.1. Ïðèìåð ([59]). Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû SL2(C) íà
ïðîñòðàíñòâå M12⊕C è åãî ïðîåêòèâèçàöèè P(M12⊕C). Ìíîãî÷ëåí

f(x1, x2) = x1x2(x10
1 + 11x5

1x
5
2 + x10

2 ) ∈M12

ÿâëÿåòñÿ ïîëóèíâàðèàíòîì áèíàðíîé ãðóïïû èêîñàýäðà Ico ⊂ SL2(C)
[99, ãë. 4]. Òîãäà çàìûêàíèå

PSL2(C) · [f + 1] ⊂ P(M12 ⊕ C)

îðáèòû
PSL2(C) · [f + 1] = SL2(C)/Ico

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî X22 ⊂ P13. Îíî íàçûâàåòñÿ ìíîãîîá-
ðàçèåì Ìóêàÿ-Óìåìóðû.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî ÷åòûðå òèïà òðåõìåðíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé Ôàíî ñ áåñêîíå÷íîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ è ρ(X) = 1:

13.5.2. Òåîðåìà (ñì. [92], [42], [39]). Ïóñòü X � òðåõìåðíîå
ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ ρ(X) = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åãî ãðóïïà àâ-
òîìîðôèçìîâ áåñêîíå÷íà.

Åñëè ι(X) > 1, òî X èçîìîðôíî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ ìíî-
ãîîáðàçèé:

P3, Q2 ⊂ P4, X5 ⊂ P6.

Åñëè æå ι(X) = 1, òî g(X) = 12 è èìåþòñÿ òðè âîçìîæíîñòè:

(i) Aut(X) ' PSL2(C) è X � ìíîãîîáðàçèå Ìóêàÿ-Óìåìóðû,

171



(ii) Aut(X) ' Ga o Z/4Z è ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå X
åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà,

(iii) Aut(X) ' GmoZ/2Z è X ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå
X ïðèíàäëåæèò îäíîìåðíîìó ñåìåéñòâó.

Äëÿ âñåõ ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïïà ñåðåäèííûõ êîãîìîëîãèé
H3(X,Z) òðèâèàëüíà (ñì. ñëåäñòâèå 12.5).
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14. Äîïîëíåíèå: ñâåäåíèÿ èç òåîðèè Ìîðè

14.1. Ïóñòü X � ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå. ×åðåç Zk(X) ìû îáîçíà-
÷èì ãðóïïó k-ìåðíûõ öèêëîâ íà X, ò.å. ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó
ïîðîæäåííóþ ïîëíûìè ïðèâåäåííûìè íåïðèâîäèìûìè ïîäìíîãîîá-
ðàçèÿìè ðàçìåðíîñòè k â X. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç Zk(X) ìû îáîçíà÷èì
ãðóïïó öèêëîâ êîðàçìåðíîñòè k íà X.

Ãîâîðÿò, ÷òî öèêëû Z,Z ′ ∈ Z1(X) ÷èñëåííî ýêâèâàëåíòíû (ýòî
îáîçíà÷àåòñÿ Z ∼∼∼ Z ′), åñëè L · Z = L · Z ′ äëÿ âñåõ L ∈ Pic(X); ïî
äâîéñòâåííîñòè îïðåäåëåíà ÷èñëåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íà Pic(X).
Áèëèíåéíàÿ ôîðìà Pic(X)×Z1(X)→ Z � èíäóöèðóåò íåâûðîæäåí-
íóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó

N1(X)× N1(X)→ R,
ãäå N1(X) := (Pic(X)/ ∼∼∼) ⊗ R è N1(X) := (Z1(X)/ ∼∼∼) ⊗ R. Äëÿ
1-öèêëà Z ÷åðåç [Z] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî êëàññ â N1(X).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Íåðîíà-Ñåâåðè, ïðîñòðàíñòâî N1(X) êîíå÷íî-
ìåðíî. Åãî ðàçìåðíîñòü (êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ N1(X))
íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ïèêàðà ìíîãîîáðàçèÿ X è îáîçíà÷àåòñÿ ρ(X). Ïî
êîíñòðóêöèè, êàæäûé äèâèçîð Êàðòüå îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ôóíê-
öèþ íà N1(X).

Â ïðîñòðàíñòâå N1(X) ðàññìîòðèì âûïóêëûé êîíóñ NE(X),
ïîðîæäåííûé âñåìè ýôôåêòèâíûìè 1-öèêëàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
NE(X) åãî çàìûêàíèå. Òàêèì îáðàçîì, NE(X) � çàìêíóòûé âûïóê-
ëûé êîíóñ â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå N1(X). Îí
íàçûâàåòñÿ êîíóñîì Ìîðè. Áîëåå òîãî, NE(X) ïîðîæäàåò N1(X). Îò-
ìåòèì îäíàêî, ÷òî ýëåìåíòû NE(X) íåîáÿçàòåëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ
ýôôåêòèâíûìè 1-öèêëàìè è íåîáÿçàòåëüíî èìåþò ðàöèîíàëüíûå êî-
ýôôèöèåíòû.

Êîíóñ NE(X) ñîäåðæèò ìíîãî âàæíîé èíôîðìàöèè î ìíîãîîáðà-
çèè. Â ÷àñòíîñòè, â òåðìèíàõ ýòîãî êîíóñà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
êðèòåðèé îáèëüíîñòè äèâèçîðîâ:

14.1.1. Òåîðåìà (êðèòåðèé îáèëüíîñòè Êëåéìàíà [31], [38]). Äè-
âèçîð Êàðòüå H îáèëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îïðåäåëÿåò
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ íà NE(X) \ {0}.

ÄèâèçîðD íàX íàçûâàåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì, åñëèD·L ≥
0 äëÿ ëþáîé êðèâîé L íà X. Èíà÷å ãîâîðÿ, äèâèçîð ÷èñëåííî ýôôåê-
òèâåí, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà N1(X) íåîòðèöà-
òåëüíà íà êîíóñå NE(X). Êëàññû ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ
îáðàçóþò çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ Nef(X) ⊂ N1(X) äâîéñòâåí-
íûé êîíóñó NE(X). Ïî òåîðåìå 14.1.1 êëàññû îáèëüíûõ äèâèçîðîâ
çàïîëíÿþò âíóòðåííîñòü Nef(X).
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+
−

KXKX + εH

Ðèñ. 2. Êîíóñ Ìîðè NE(X) (òðàíñâåðñàëüíîå ñå÷åíèå)

14.2. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C ⊂ Rn � çàìêíóòûé âûïóêëûé êî-
íóñ ñ âåðøèíîé â 0, ïîðîæäàþùèé âñå ïðîñòðàíñòâî Rn. Ëó÷ R ⊂ C
ñ âåðøèíîé â 0 íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåí-
òîâ z1, z2 ∈ C èç âêëþ÷åíèÿ z1 + z2 ∈ R ñëåäóåò, ÷òî z1, z2 ∈ R.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëó÷ R ⊂ C ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R
òàêàÿ, ÷òî f(z) ≥ 0 äëÿ âñåõ z ∈ C è f(z) = 0 òîëüêî åñëè z ∈ R.
Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ îïîðíîé äëÿ ëó÷à R.

14.3. Òåîðåìà (î êîíóñå, Ñ. Ìîðè [51], [86, òåîðåìà 4.7]). Ïóñòü
X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü H � îáèëüíûé äè-
âèçîð íà X. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé Ri ⊂ NE(X) òàêèõ, ÷òî (KX + εH) · Ri < 0.
Êàæäûé ëó÷ Ri ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì íåïðèâîäèìîé ðàöèîíàëüíîé
êðèâîé Ci òàêîé, ÷òî

(14.3.1) 0 < −KX · Ci ≤ dim(X) + 1.

Êîíóñ NE(X) ïîðîæäàåòñÿ êîíóñîì

NE(X) ∩ {z | (KX + εH) · z ≥ 0}
è ëó÷àìè Ri (ñì. ðèñ. 2).

14.4. Òåîðåìà (î ñâîáîäå îò áàçèñíûõ òî÷åê [86, òåîðåìà 9.3]).
Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü M � ÷èñ-
ëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð Êàðòüå íà X òàêîé, ÷òî äèâèçîð
aM −KX ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì è îáúåìíûì. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî b0 òàêîå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |bM | íå èìååò
áàçèñíûõ òî÷åê ïðè âñåõ b ≥ b0.
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14.4.1. Ñëåäñòâèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 14.4 ñóùåñòâóåò
ñòÿãèâàíèå ϕ : X → Z íà íîðìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Z
è îáèëüíûé äèâèçîð A íà Z òàêîé, ÷òî M = ϕ∗A.

14.5. Òåîðåìà (î ñòÿãèâàíèè [86, òåîðåìà 5.2]). Ïóñòü X �
íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü R ⊂ NE(X) � ýêñòðå-
ìàëüíûé ëó÷, îòðèöàòåëüíûé îòíîñèòåëüíî KX (ò.å. òàêîé, ÷òî
KX · R < 0). Òîãäà ñóùåñòâóåò ñòÿãèâàíèå ϕ : X → Z íà íîð-
ìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Z òàêîå, ÷òî îáðàç ϕ(`) êðèâîé
` ⊂ X � òî÷êà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [`] ∈ R. Ñòÿãèâàíèå
ϕ : X → Z îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëó÷îì R.

Ñòÿãèâàíèå ϕ : X → Z, ðàññìîòðåííîå âûøå, íàçûâàåòñÿ ñòÿãè-
âàíèåì ëó÷à R.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìû ôîðìóëèðóåì òåîðåìû 14.3, 14.4
è 14.5 äëÿ ñëó÷àÿ íåîñîáûõ ìíîãîîáðàçèé. Îäíàêî, îíè âåðíû (çà
èñêëþ÷åíèåì îöåíêè (14.3.1) â òåîðåìå 14.3) â çíà÷èòåëüíî áîëü-
øåé îáùíîñòè: âìåñòî íåîñîáîñòè ìíîãîîáðàçèÿ X ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî îíî èìååò ëèøü ëîãòåðìèíàëüíûå îñîáåííîñòè, ñì., íàïð., [86].

14.5.1. Ñëåäñòâèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 14.5 ïóñòü D �
äèâèçîð Êàðòüå íà X òàêîé, ÷òî D · R = 0. Òîãäà D = ϕ∗M äëÿ
íåêîòîðîãî äèâèçîðà ÊàðòüåM íà Z. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(14.5.2) 0 −−−→ Pic(Z)
ϕ∗−−−−→ Pic(X)

·`−−−−→ Z
ãäå [`] ∈ R. Â ÷àñòíîñòè, Pic(X) ' Pic(Z)⊕ Z è ρ(Z) = ρ(X)− 1.

Îïðåäåëèì äëèíó ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à êàê

(14.5.3) µ(R) := min{−KX · ` | ` � ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ, [`] ∈ R}.
Êðèâóþ äëÿ êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ýòîò ìèíèìóì, ìû íàçîâåì ìèíè-
ìàëüíîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ëó÷à R. ßñíî, ÷òî ïîðÿäîê êîÿäðà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (14.5.2) äåëèò äëèíó ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à µ(R).

Äëÿ íåîñîáûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 2 è 3 ýêñòðåìàëüíûå
ëó÷è ïîëíîñòüþ êëàññèôèöèðîâàíû. Âíà÷àëå îáñóäèì ñëó÷àé ðàç-
ìåðíîñòè 2.

14.6. Òåîðåìà (ñì. [51]). Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïî-
âåðõíîñòü, ïóñòü R � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ íà X è ïóñòü ` � ìèíè-
ìàëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ íà X, ïîðîæäàþùàÿ R. Òîãäà èìååò
ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(i) µ(R) = 1 è ` ÿâëÿåòñÿ (−1)-êðèâîé;
(ii) µ(R) = 2, X èìååò ñòðóêòóðó P1-ðàññëîåíèÿ íàä êðèâîé è

` � ñëîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ;
(iii) µ(R) = 3, X ' P2 è ` � ïðÿìàÿ.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ñ. Ìîðè â 1982 ã.

14.7. Òåîðåìà ([51]). Ïóñòü X � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ïðîåê-
òèâíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü R � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ íà X. Ïóñòü
` � ìèíèìàëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ íà X, ïîðîæäàþùàÿ R è
ïóñòü f : X → Z � ñòÿãèâàíèå ëó÷à R.

Åñëè R ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí (ò.å. D ·R ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ýôôåêòèâ-
íîãî äèâèçîðà D), òî Z íåîñîáî è èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ
ñëó÷àåâ:

òèï dim(Z) f : X → Z µ(R)

C1
2

ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ íåòðèâèàëüíîé
êðèâîé âûðîæäåíèÿ

1

C2 P1-ðàññëîåíèå 2

D1

1

ðàññëîåíèå íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî
ñòåïåíè ≤ 6

1

D2 ðàññëîåíèå íà êâàäðèêè 2

D3 P2-ðàññëîåíèå 3

F 0 X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ Pic(X) ' Z ι(X)

Åñëè R íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì, òî f � áèðàöèîíàëü-
íîå ñòÿãèâàíèå íåïðèâîäèìîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà E, ïðè-
÷åì f ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì ïîäìíîãîîáðàçèÿ f(E) (ñ ïðèâåäåííîé
ñòðóêòóðîé). Âîçìîæíî îäíî èç ñëåäóþùèõ:

òèï µ(R)

B1 f(E) ⊂ Z � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ` � ñëîé ëèíåé÷àòîé ïî-
âåðõíîñòè E, Z � íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå

1

B2 f(E) ∈ Z � íåîñîáàÿ òî÷êà, E ' P2, OE(E) =
OP2(−2), ` ⊂ E � ïðÿìàÿ

2

B3 f(E) ∈ Z � îáûêíîâåííàÿ äâîéíàÿ òî÷êà,
E ' P1 × P1, OE(E) = OP1×P1(−1,−1), ` � îáðà-
çóþùàÿ P1 × P1 (îáðàçóþùèå P1 × P1 ÷èñëåííî
ýêâèâàëåíòíû íà X)

1
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B4 f(E) ∈ Z � äâîéíàÿ òî÷êà àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòíîé îñîáåííîñòè x1x2 + x2

3 + x3
4 =

0, E � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ â P3, OE(E) = OE(−1), `
� îáðàçóþùàÿ êîíóñà

1

B5 f(E) ∈ Z � ÷åòûðåõêðàòíàÿ íåãîðåíøòåéíîâà òî÷-
êà àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíàÿ ôàêòîðîñîáåííîñòè
C3/{±id}, E ' P2, OE(E) = OP2(−2), ` � ïðÿìàÿ

1

Ê ñîæàëåíèþ, â âûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî
ñëîæíåå è ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ äàëåêà îò çàâåðøåíèÿ. Îäíàêî,
èìååòñÿ î÷åíü ìíîãî ÷àñòè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â äàííîì íàïðàâëåíèè
(ñì, íàïð., ñòàòüè [5], [4], [25] è îáçîðû [3], [98]).

14.7.1. Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå C2 ñòÿãèâàíèå f � ãëàäêèé ìîð-
ôèçì è ëþáîé åãî ñëîé ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé.
Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, ïîâåðõíîñòü Z ðàöèîíàëüíà, òî Br(Z) = 0
(ñì., íàïð., [62]). Ïîýòîìó ìîðôèçì f èìååò ðàöèîíàëüíîå ñå÷åíèå
è îí ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî P1-
ðàññëîåíèåì.

14.7.2. Çàìå÷àíèå. Åñëè dim(Z) 6= 2 èëè dim(Z) = 2 è ìîðôèçì
íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, òî êðèâóþ `, ïîðîæäàþùóþ ëó÷ R, ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (14.5.2) áóäåò òî÷íà òàêæå è
ñïðàâà:

(14.7.3) 0 −−−→ Pic(Z)
f∗−−−−→ Pic(X)

·`−−−−→ Z −−−→ 0.

Ýòî âåðíî òàêæå è â ñëó÷àå dim(Z) = 2 äëÿ ãëàäêîãî ìîðôèçìà f ,
åñëè ïîâåðõíîñòü Z ðàöèîíàëüíà (ñì. çàìå÷àíèå 14.7.1).

14.7.4. Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ñòÿãèâàíèå f áèðàöèîíàëüíî. Êàê è
â 2.2, ìîæíî çàïèñàòü ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó

KX = f ∗KZ + αE,

ãäå α ∈ 1
2
Z. Ïåðåñåêàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñî ñòÿãèâàåìîé

êðèâîé `, ïîëó÷àåì, ÷òî α ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

òèï B1 B2 B3 B4 B5

α 1 2 1 1 1/2
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14.8. Ôëîïû. Áèðàöèîíàëüíîå ñòÿãèâàíèå θ : V → V0 íàçûâà-
åòñÿ ìàëûì, åñëè åãî èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî èìååò êîðàçìåð-
íîñòü ≥ 2. Åñëè â ýòîì ñëó÷àå θ � íå èçîìîðôèçì, òî ìíîãîîáðàçèå
V0 äîëæíî áûòü îñîáûì [103, ãë. 2, � 4, òåîðåìà 2].

14.8.1. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãî-
îáðàçèå è ïóñòü θ : V → V0 � ìàëîå áèðàöèîíàëüíîå ñòÿãèâàíèå òà-
êîå, ÷òî êàíîíè÷åñêèé êëàññ KV òðèâèàëåí íà ñëîÿõ è ρ(V/V0) = 1.
Ôëîïîì äëÿ θ íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

(14.8.2)

V

θ   

χ // V ′

θ′~~
V0

ãäå îòîáðàæåíèå χ íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, θ′ � òàêæå ìàëîå
áèðàöèîíàëüíîå ñòÿãèâàíèå, äëÿ êîòîðîãî êàíîíè÷åñêèé êëàññ KV ′

òðèâèàëåí íà ñëîÿõ è ρ(V ′/V0) = 1.

Îòìåòèì, ÷òî êðèâûå â ñëîÿõ ìîðôèçìà θ (ñîîòâ., θ′) ïîðîæäà-
þò ýêñòðåìàëüíûå ëó÷ R ⊂ NE(V ) (ñîîòâ., R′ ⊂ NE(V ′)). Îäíà-
êî, ýòè ýêñòðåìàëüíûå ëó÷è òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþò êàíîíè÷åñêèé
êëàññ, ïîýòîìó ê íèì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 14.5
è ñëåäñòâèÿ èç íåå.

Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå V íåîñîáî ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, òî

Exc(θ) = θ−1(Sing(V0)) è Exc(θ′) = θ′−1(Sing(V0))

ïî òåîðåìå î ÷èñòîòå èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà [103, ãë. 2, � 4,
òåîðåìà 2]. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå χ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì íà ìíî-
æåñòâàõ V \Exc(θ) è V ′\Exc(θ′). Â ÷àñòíîñòè, èìåþòñÿ êàíîíè÷åñêèå
èçîìîðôèçìû

χ∗ : Z1(V )
'−−−→ Z1(V ′), χ∗ : Cl(V )

'−−−→ Cl(V ′).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 14.4, ñóùåñòâóåò äèâèçîð D íà V òàêîé, ÷òî

Pic(V ) = θ∗ Pic(V0)⊕D · Z.
Ïóñòü D′ := χ∗D � åãî ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç íà V ′. Òîãäà

Cl(V ′) = θ′∗ Pic(V0)⊕D′ · Z.
Òàê êàê Pic(V ′) 6= θ′∗ Pic(V0), òî íåêîòîðàÿ êðàòíîñòü D′ äîëæíà
áûòü äèâèçîðîì Êàðòüå. ßñíî, ÷òî D′ ·R′ 6= 0. Ïóñòü A � îáèëüíûé
äèâèçîð íà V0. Ïî êðèòåðèþ îáèëüíîñòè Êëåéìàíà 14.1.1 äèâèçîð
aD′ + bθ′∗A îáèëåí íà V ′ äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ Z, b � 0. Ïîýòîìó
ìíîãîîáðàçèå V ′ èçîìîðôíî ïðîåêòèâíîìó ñïåêòðó

Proj R(V ′, D′ + nθ′∗A).
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Ïîñêîëüêó χ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â êîðàçìåðíîñòè 1, òî àëãåá-
ðû R(V, aD + bθ∗A) è R(V ′, aD′ + bθ′∗A) åñòåñòâåííî èçîìîðôíû.
Ñëåäîâàòåëüíî,

V ′ ' Proj R(V, aD + bθ∗A).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôëîï åäèíñòâåíåí (åñëè îí ñóùåñòâóåò), ò.å. äëÿ
çàäàííîãî ñòÿãèâàíèÿ θ ïðàâàÿ ÷àñòü äèàãðàììû (14.8.2) âîññòàíàâ-
ëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ñóùåñòâîâàíèå ôëîïà ýêâèâàëåíòíî êîíå÷íîé
ïîðîæäåííîñòè àëãåáðû R(V, aD + bθ∗A).

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé ïðèìåð.

14.8.3. Ïðèìåð (ôëîï Àòüè-Êóëèêîâà [6]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ V � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è
èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî ìîðôèçìà θ ñîñòîèò èç îäíîé íåîñîáîé
ðàöèîíàëüíîé êðèâîé C ⊂ V òàêîé, ÷òî

NC/V = OP1(−1)⊕ OP1(−1).

Ïóñòü σ : Ṽ → V � ðàçäóòèå C è ïóñòü E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâè-
çîð. Òîãäà

(14.8.4) E ' P1 × P1, OE(E) = OP1×P1(−1,−1).

Ñîãëàñíî [90], äèâèçîð E ìîæåò áûòü ñòÿíóò (â àíàëèòè÷åñêîé êà-
òåãîðèè) â äðóãîì íàïðàâëåíèè σ′ : Ṽ → V ′ íàä V0 (ñì. ðèñ. 3).

V0

E

V V ′

Ṽ

C C ′

σ σ′

θ θ′

Ðèñ. 3.

Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå V ′ íåîñîáî, à σ′ � ðàçäóòèå íåîñîáîé ðà-
öèîíàëüíîé êðèâîé C ′ := σ′(E). Ìû òàêæå èìååì KṼ − E = σ′∗KV ′ .
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Îòñþäà KV ′ · C ′ = 0. Äèâèçîð E íà Ṽ ìîæåò áûòü ñòÿíóò â òî÷êó
(V0 3 o), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîé äâîéíîé. Ýòî ñòÿãèâàíèå
èíäóöèðóåò ñòÿãèâàíèÿ θ : V → V0 è θ

′ : V ′ → V0. Ïîëó÷èì äèàãðàì-
ìó (14.8.2), ãäå χ := θ′ ◦ θ−1.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàäàíà îáûêíîâåííàÿ äâîéíàÿ
òî÷êà (V0 3 o). Ñ òî÷íîñòüþ äî àíàëèòè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà çàäàíà â C4 óðàâíåíèåì

(14.8.5) x1x2 − x3x4 = 0.

Ðàçäóòèå íà÷àëà êîîðäèíàò äàåò íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå Ṽ ñ èñêëþ-
÷èòåëüíûì äèâèçîðîì E, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êâàäðèêîé â P3 ñ óðàâ-
íåíèåì (14.8.5) (ñð. ñ (14.8.4)). Îí ìîæåò áûòü ñòÿíóò â äâóõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ è ìû ïîëó÷èì ñèòóàöèþ íà ðèñ. 3. Ïðè ýòîì ñòÿãèâàíèÿ θ
è θ′ ÿâëÿþòñÿ ðàçäóòèÿìè ïëîñêîñòåé {x1 = x3 = 0} è {x1 = x4 = 0}
íà V0.

Àíàëîãè÷íàÿ, íî áîëåå ñëîæíàÿ êîíñòðóêöèÿ èìååòñÿ â ñëó÷àå,
êîãäà C ⊂ V � ñòÿãèâàåìàÿ íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ ñ íîð-
ìàëüíûì ðàññëîåíèåì

NC/V ' OP1 ⊕ OP1(−2).

Êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïàãîäîé Ì. Ðèäà [63]. Â îáùåì ñëó÷àå ñó-
ùåñòâîâàíèå òðåõìåðíûõ ôëîïîâ ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî
íàáëþäåíèÿ ß. Êîëëàðà.

14.8.6. Òåîðåìà ([34]). Ïóñòü V � íåîñîáîå* òðåõìåðíîå ìíîãî-
îáðàçèå è ïóñòü θ : V → V0 � ìàëîå áèðàöèîíàëüíîå ñòÿãèâàíèå òà-
êîå, ÷òî êàíîíè÷åñêèé êëàññ KV òðèâèàëåí íà ñëîÿõ è ρ(V/V0) = 1..
Òîãäà ôëîï χ : V 99K V ′ ñóùåñòâóåò è ìíîãîîáðàçèå V ′ íåîñîáî.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïðèìåíèì òåîðåìó î ñâîáîäå îò
áàçèñíûõ òî÷åê 14.4 ê äèâèçîðó M = KV + θ∗A, ãäå A � î÷åíü
îáèëüíûé äèâèçîð íà V0. Ïîëó÷èì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |b(KV +
θ∗A)| íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê ïðè âñåõ b � 0. Èç òåîðåìû 14.4
òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî b � 0 ñóùåñòâóåò äèâèçîð Êàðòüå
Nb íà V0 òàêîé, ÷òî b(KV + θ∗A) = θ∗Nb. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
äèâèçîð ÊàðòüåN íà V0 òàêîé, ÷òîKV = θ∗N . ßñíî, ÷òîN = θ∗KV =
KV0 . Çíà÷èò, êàíîíè÷åñêèé êëàññ KV0 ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå è
KV = θ∗KV0 .

Òàê êàê θ íå ñòÿãèâàåò äèâèçîðîâ, òî ìíîãîîáðàçèå V0 èìååò ëèøü
òåðìèíàëüíûå (ãîðåíøòåéíîâû) îñîáåííîñòè. Âîçüìåì äèâèçîð D íà

*Òåîðåìà âåðíà â ãîðàçäî áîëåå îáùåé ñèòóàöèè. Ðàññóæäåíèÿ ïðèâåäåííûå â
äîêàçàòåëüñòâå íèæå ðàáîòàþò â ñëó÷àå, êîãäà îñîáåííîñòè V � òåðìèíàëüíûå
(è òîãäà òàêîâû æå è îñîáåííîñòè ìíîãîîáðàçèÿ V ′).
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V òàêîé, ÷òî −D ÿâëÿåòñÿ θ-îáèëüíûì. Òîãäà D íå ìîæåò áûòü ïîë-
íûì ïðîîáðàçîì äèâèçîðà Êàðòüå íà V0. Ñëåäîâàòåëüíî, D0 := θ∗D
� äèâèçîð Âåéëÿ, íå ÿâëÿþùèéñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå. Â ÷àñòíîñòè,
ìíîãîîáðàçèå V0 îñîáî. Äàëåå, ðàññìîòðèì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó C
èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà Exc(θ) è ïóñòü o := θ(C). Ðàññìîòðèì
V è V0 êàê ìàëûå àíàëèòè÷åñêèå îêðåñòíîñòè êðèâîé C è òî÷êè o, ñî-
îòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè òðåõìåðíûõ òåðìèíàëüíûõ
îñîáåííîñòåé (ñì. [63, � 1] èëè [38, � 5.3]), îñîáåííîñòü (V0 3 o) �
ãèïåðïîâåðõíîñòíàÿ êðàòíîñòè 2, ò.å. ëîêàëüíî îíà ìîæåò áûòü çà-
äàíà â C4 óðàâíåíèåì ñ íåíóëåâîé êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ. Ñîãëàñíî
ïîäãîòîâèòåëüíîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà [76, ãë. 0, � 1], ýòî óðàâíå-
íèå, ïîñëå àíàëèòè÷åñêîé çàìåíû êîîðäèíàò, ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â âèäå

y2 = φ(x1, x2, x3)

(ñì., íàïð., [95, ñëåäñòâèå 13.5]). Ðàññìîòðèì èíâîëþöèþ

τ : (V0 3 o) −−−→ (V0 3 o), (x1, x2, x3, y) 7−−−→ (x1, x2, x3,−y)

è ôàêòîð
π : (V0 3 o) −−−→

(
C3
x1,x2,x3

3 0
)
.

Ïîëîæèì ëîêàëüíî (V ′ ⊃ C ′) = (V ⊃ C), íî ñòðóêòóðíûé ìîðôèçì
θ′ : V ′ → V0 îïðåäåëèì êàê êîìïîçèöèþ ñ èíâîëþöèåé: θ′ = θ ◦ τ .
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëàãàåì χ = θ ◦ τ ◦ θ−1 è D′ = θ−1(τ(D0)). ßñíî,
÷òî îòîáðàæåíèå χ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, íà ìíîæåñòâàõ V \ C
è V ′ \ C ′. ßñíî òàêæå, ÷òî D0 + τ(D0) � èíâàðèàíòíûé äèâèçîð íà
(V ⊃ C) è D0 +τ(D0) = π∗B äëÿ íåêîòîðîãî äèâèçîðà (Êàðòüå) B íà
C3. Ïîñêîëüêó ñåé÷àñ íàøà ñèòóàöèÿ ëîêàëüíà, òî ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî τ(D0) ∼ −D0 è D

′ ∼ −D (ïðè íàøåì îòîæäåñòâëåíèè V è
V ′). Ïîýòîìó äèâèçîð D′ ïîëîæèòåëåí íà âñåõ êîìïîíåíòàõ êðèâîé
C = C ′, ò.å. ÿâëÿåòñÿ θ′-îáèëüíûì. Äàëåå êîíñòðóêöèÿ ãëîáàëèçóåò-
ñÿ ïðè ïîìîùè �ïåðåêëåéêè� îêðåñòíîñòè (V ⊃ C). Ïðîåêòèâíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ V ′ ñëåäóåò èç ïðîåêòèâíîñòè ìîðôèçìà θ′. Çà äåòàëÿ-
ìè ìû îòñûëàåì ê ðàáîòå [34], à òàêæå [38, ãë. 6]. �

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êîíñòðóêöèþ ñ èíâîëþöèåé τ è äâîéíûì
íàêðûòèåì π ìîæíî ãëîáàëèçîâàòü, ò.å. τ è π ìîãóò áûòü îïðåäåëå-
íû íà âñåì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè (ñì. ïðèìåð 7.9.1). Íî ýòî
âîçìîæíî äîâîëüíî ðåäêî.

14.8.7. Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.8.6 ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì èñêëþ÷èòåëüíûõ êðèâûõ Exc(θ) ' Exc(θ′) (êàê àá-
ñòðàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû Ci ⊂
Exc(θ) è ñîîòâåòñòâóþùåé åé êîìïîíåíòû C ′i ⊂ Exc(θ′) èìååì

D · Ci = −D′ · C ′i.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç êîíñòðóêöèè è òîãî, ÷òî τ èí-
äóöèðóåò óìíîæåíèå íà −1 â ëîêàëüíîé ãðóïïå êëàññîâ äèâèçîðîâ
Âåéëÿ

Cl(V0 3 o) ' Pic(V ⊃ C) ' Pic(V ′ ⊃ C ′). �

14.8.8. Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.8.6 ïóñòü H0 ⊂ V0

� îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó o. Ïîëîæèì
H := θ−1(H0) è H ′ := θ′−1(H0). Òîãäà H0, H è H ′ � ïîâåðõíîñòè ñ
ëèøü äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè è îãðàíè÷åíèÿ θH : H → H0

è θ′H : H ′ → H0 ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé θ : V → V0 è
θ′ : V ′ → V0 êðåïàíòíû, ò.å. θ∗HKH0 = KH è θ′∗HKH0 = KH′. Â
÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå H̃0 → (H0 3 0) ïðîïóñêàåòñÿ
÷åðåç H è H ′, ò.å. ïîâåðõíîñòè H è H ′ ïîëó÷àþòñÿ ñòÿãèâàíèåì
îïðåäåëåííûõ êîíôèãóðàöèé (−2)-êðèâûõ íà H̃0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè (ñì. [63, � 1] èëè
[38, � 5.3]), îñîáåííîñòü (V0 3 o) � ãèïåðïîâåðõíîñòíàÿ èçîëèðî-
âàííàÿ òèïà cDV, ò.å. îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå H0, ïðîõîäÿùåå
÷åðåç o èìååò ëèøü äþâàëåâñêóþ îñîáåííîñòü â o. Ñîãëàñíî îáðà-
ùåíèþ ïðèñîåäèíåíèÿ [38, òåîðåìà 5.50], ïàðà (V0, H0) èìååò ÷èñòî
ëîãòåðìèíàëüíûå îñîáåííîñòè. Ïîñêîëüêó ìîðôèçì θ ëîãêðåïàíòåí
îòíîñèòåëüíî KV + H, òî ïàðà (V,H) òàêæå èìååò ÷èñòî ëîãòåð-
ìèíàëüíûå îñîáåííîñòè [36, ëåììà 3.10]. Ñíîâà ïî îáðàùåíèþ ïðè-
ñîåäèíåíèÿ ïîâåðõíîñòü èìååò ëèøü äþâàëåâñêèå îñîáåííîñòè. Ðàñ-
ñóæäåíèÿ äëÿ H ′ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû. Îñòàëüíîå ñëåäóåò èç ôîð-
ìóëû ïðèñîåäèíåíèÿ. �

14.8.9. Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.8.6 èñêëþ÷èòåëü-
íûå êðèâûå Exc(θ) è Exc(θ′) ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì ãëàäêèõ ðàöè-
îíàëüíûõ êðèâûõ, êîòîðûå îáðàçóþò êîìáèíàòîðíîå äåðåâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ïðåäûäóùå-
ãî ñëåäñòâèÿ. Ðàññìîòðèì ñëîé C = θ−1(o) ⊂ H ⊂ V (ðàññóæäå-
íèÿ äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ôëîïïîâîé äèàãðàììû àíàëîãè÷íû). Ïóñòü
E =

∑
Ei ⊂ H̃0 � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð íàä o ìèíèìàëüíîãî

ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòè (H0 3 o) è ïóñòü E ′ ⊂ E � ñóììà êîìïî-
íåíò, ñòÿãèâàåìûõ íà H. Òîãäà C ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì äèâèçîðà E−E ′.
Â ÷àñòíîñòè, âñå êîìïîíåíòû C ðàöèîíàëüíû è èõ êîíôèãóðàöèÿ îá-
ðàçóåò êîìáèíàòîðíîå äåðåâî. Äëÿ ãëàäêîñòè êîìïîíåíòû Ci íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç Ei ⊂ E ïåðå-
ñåêàë êàæäûé ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë Zj îñîáåííîñòè Pj ∈ H ïî 1
[95, � 10]. Íî ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç êëàññèôèêàöèè äþâà-
ëåâñêèõ îñîáåííîñòåé [95, � 10, óïð. 7] (ðàññìîòðèòå âñå ñëó÷àè!). �

Ìîæíî ïðèâåñòè äðóãîå, áîëåå óíèâåðñàëüíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî ôàêòà, èñïîëüçóþùåãî çàíóëåíèå R1θ∗OV (ïî òåîðåìå
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Êàâàìàòû-Ôèâåãà îá îáðàùåíèè â íóëü). Çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòà-
òåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷è. 1. Ïóñòü W � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðà-
çèå è ïóñòü C1, C2 ⊂ W � ãëàäêèå êðèâûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ
òðàíñâåðñàëüíî. Âûïîëíèì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ: V → W �
ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçäóòèå ñíà÷àëà C1, çàòåì ñîáñòâåííîãî
ïðîîáðàçà C2; V

′ → W � ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçäóòèå ñíà-
÷àëà C2, çàòåì ñîáñòâåííîãî ïðîîáðàçà C1. Ïîêàæèòå, ÷òî
V è V ′ âêëþ÷àþòñÿ â ôëîïïîâóþ äèàãðàììó íàä W , ãäå
V0 → W � ðàçäóòèå îñîáîé êðèâîé C1 ∪ C2.
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15. Äîïîëíåíèå: ìíîãîîáðàçèÿ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ìíîãîîá-
ðàçèÿõ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè. Ýòî êëàññè÷åñêèå, õîðîøî èçâåñòíûå
ðåçóëüòàòû. Îíè ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóþòñÿ â êóðñå.

15.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X ⊂ PN � ìíîãîîáðàçèå (ò.å.
íåïðèâîäèìàÿ ïðèâåäåííàÿ ñõåìà), íå ëåæàùåå íè â êàêîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè PN−1 ⊂ PN . Òîãäà
(15.1.1) degX ≥ codimX + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (15.1.1) îñòàþòñÿ
íåèçìåííûìè ïðè ïåðåõîäå ê ãèïåðïëîñêîìó ñå÷åíèþ ìíîãîîáðàçèÿ
X, è åñëè ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå äîñòàòî÷íî îáùåå è dim(X) > 1, òî
äëÿ íåãî âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü
dim(X) = 1. Ïåðåñåêàÿ êðèâóþ X äîñòàòî÷íî îáùåé ãèïåðïëîñêî-
ñòüþ, ìû ïîëó÷èì êîíå÷íîå ÷èñëî (ðàâíîå degX) òî÷åê, ïîðîæäàþ-
ùèõ PN . Íåðàâåíñòâî (15.1.1) äëÿ íèõ, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî. Ïðåä-
ëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ìíîãîîáðàçèÿ X ⊂ PN , íå ëåæàùèå â ãèïåðïëîñêîñòè, äëÿ êîòî-
ðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî â (15.1.1), ò.å. òàêèå, ÷òî

(15.1.2) degX = codimX + 1,

íàçûâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè. Îäíîìåðíûå
ìíîãîîáðàçèÿ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè � ýòî ðàöèîíàëüíûå íîðìàëü-
íûå êðèâûå (ñì., íàïð., [76, ãë. 1, � 4] èëè [101, ãë. 4, � 3]).

15.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X ⊂ PN � ìíîãîîáðàçèå ìèíè-
ìàëüíîé ñòåïåíè. Òîãäà ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà R(X, OX(1)) ïî-
ðîæäàåòñÿ ñâîåé êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1, ò.å. åñòåñòâåííûé ãî-
ìîìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð

α : S∗H0(X,OX(1)) −−−→ R(X,OX(1))

ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì. ßäðî ãîìîìîðôèçìà α ïîðîæäåíî ýëåìåí-
òàìè ñòåïåíè 2, ò.å. ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êâàä-
ðèê, åãî ñîäåðæàùèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàÿ îáùèå ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ,
èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè (ñì. òåîðåìó 3.3.9) óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ
ê ñëó÷àþ, êîãäà X � ðàöèîíàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè N
è PN . Òîãäà X ' P1 è àëãåáðà R(X, OX(1)) ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé
Âåðîíåçå â R(P1,OP1(1)):

R(X, OX(1)) ' R(P1,OP1(N)) ⊂ R(P1,OP1(1)) ' C[x0, x1].

Ýòîò ñëó÷àé îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçáîðà
(ñð. [101, ãë. 4, � 3, óïð. 3.4]. �
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Òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè ìíîãîîáðàçèé ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðîåêòèâèçàöèè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà P1. Íàïîìíèì, ÷òî
ñîãëàñíî òåîðåìå Ãðîòåíäèêà ëþáîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà P1 ðàç-
ëîæèìî (ñì., íàïð., [101, ãë. V, óïð. 2.6]).

15.3. Ïðåäëîæåíèå ([65, � 1], ñð. [101, ãë. 5, � 2]). Ðàññìîòðèì
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå

E := OP1(d1)⊕ · · · ⊕ OP1(dm)

ðàíãà m íà P1, ãäå di ≥ 0 äëÿ âñåõ i. Ïîëîæèì X = PP1(E ), è ïóñòü
π : X → P1 � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ. Ïóñòü M := OX/P1(1) �
òàâòîëîãè÷åñêèé îáðàòèìûé ïó÷îê Ãðîòåíäèêà íà X (ò.å. îáðàòè-
ìûé ïó÷îê òàêîé, ÷òî π∗OX/P1(1) = E ). Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

(i) Hq(X,M⊗p) = 0 ïðè q ≥ 1, p ≥ 0 è

h0(X,M ) = h0(P1, π∗M ) =
∑

(di + 1) = m+
∑

di + 1.

(ii) Ïó÷îê M ïîðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè è çàäàåò
áèðàöèîíàëüíûé íà ñâîé îáðàç ìîðôèçì

(15.3.1) Φ|M | : X −−−→ P
∑
di+m−1.

Ïó÷îê M î÷åíü îáèëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå di
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû.

(iii) Ñòåïåíü îáðàçà Φ|M |(X) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

deg Φ|M |(X) =
∑

di.

Â ÷àñòíîñòè, Φ|M |(X) � ìíîãîîáðàçèå ìèíèìàëüíîé ñòå-
ïåíè, ò.å. äëÿ íåãî äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî â (15.1.1).

(iv) Ïîëîæèì

E ′ :=
⊕
di>0

OP1(di), m′ := rk E ′ = #{i | di > 0},

E ′′ :=
⊕
di=0

OP1(di), m′′ := rk E ′′ = #{i | di = 0}.

Åñëè Φ|M | íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî îáðàç Φ|M |(X)

� êîíóñ ñ âåðøèíîé Pm′′−1 ⊂ P
∑
di+m−1 íàä ìíîãîîáðàçèåì

X ′ = PP1(E ′) ⊂ P
∑
di+m

′−1, à èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî
Φ|M | � ìíîãîîáðàçèå PP1(E ′′) ' P1 × Pm′′−1.

(v) Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ïó÷êîâ

OX(−KX) 'M⊗m ⊗ π∗OP1

(
2−

∑
di

)
.
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Åñëè ïó÷îê M î÷åíü îáèëåí (ò.å. di > 0 ∀i), òî îáðàç ïðè âëî-
æåíèè (15.3.1) íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíî-ëèíåé÷àòûì ìíîãîîáðàçèåì
(rational scroll). Îáû÷íî ðàöèîíàëüíî-ëèíåé÷àòîå ìíîãîîáðàçèå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âìåñòå ñ ïîëÿðèçàöèåé M (ò.å. ôèêñèðóåòñÿ òàâòîëî-
ãè÷åñêîå ðàññëîåíèå M = OP(E )(1)).

15.4. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X ⊂ PN � ìíîãîîáðàçèå ìèíè-
ìàëüíîé ñòåïåíè. Òîãäà X ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ:

(i) PN ;
(ii) êâàäðèêà â Q ⊂ PN ;
(iii) ðàöèîíàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ CN ⊂ PN ;
(iv) ðàöèîíàëüíî-ëèíåé÷àòîå ìíîãîîáðàçèå (âëîæåííîå òàâ-

òîëîãè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé);
(v) ïîâåðõíîñòü Âåðîíåçå S = S4 ⊂ P5;
(vi) êîíóñ íàä ìíîãîîáðàçèåì òèïà (iii), (iv) èëè (v).

Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèå X íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíî-
ñòè ìíîãîîáðàçèÿ X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷å-
íèå X. Ïîëîæèì òàêæå d := degX, n = dim(X).

Ñëó÷àé dim(X) = 1 õîðîøî èçâåñòåí: íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòå-
ïåíè N â PN � ýòî ðàöèîíàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ.

Ïóñòü dim(X) = 2. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèèH � ðàöè-
îíàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ CN−1 ⊂ PN−1. Çíà÷èò, îñîáåííîñòè X
èçîëèðîâàíû (è H íå ïðîõîäèò ÷åðåç íèõ). Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå
ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé f : X̃ → X. Òîãäà

KX̃ = f ∗KX −∆,

ãäå ∆ � ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð íà X̃ (ñì., íàïð., [95, 9.2]). Ïî-
ëîæèì H̃ := f−1

∗ H. Òîãäà H̃ ' CN−1. Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ
(KX̃ + H̃) · H̃ = −2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äèâèçîð KX̃ + H̃ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì, íî îí ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí íàä X.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèâèçîð H̃ = f ∗H ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è ÷èñ-
ëåííî òðèâèàëåí òîëüêî íà èñêëþ÷èòåëüíûõ äèâèçîðàõ f . Ïîýòîìó
KX̃ + tH̃ ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí ïðè t� 1. Âîçüìåì t ìèíèìàëüíûì,
óäîâëåòâîðÿþùåì ýòîìó óñëîâèþ. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, t > 1.
Ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ R ⊂ NE(X̃) òàêîé, ÷òî

(KX̃ + tH̃) · R = 0 è H̃ · R > 0.

Ïóñòü ϕ : X̃ → Y � ñòÿãèâàíèå R è ïóñòü ` � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìèíèìàëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ (ñì. (14.5.3)). Òîãäà

(15.4.1) µ(R) = −KX̃ · ` = tH̃ · ` > H̃ · ` > 1.
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Ïî êëàññèôèêàöèè ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé íà ïîâåðõíîñòÿõ (òåîðå-
ìà 14.6) ìîðôèçì ϕ íå ìîæåò áûòü áèðàöèîíàëüíûì. Áîëåå òîãî,
åñëè Y � òî÷êà, òî X̃ ' P2 ' X. Òîãäà µ(R) = 3 è H · ` ≤ 2
ñîãëàñíî (15.4.1). Ìû ïîëó÷àåì ñëó÷àè (i) è (v). Åñëè æå Y �
êðèâàÿ, òî îíà äîëæíà áûòü ðàöèîíàëüíîé (ïîñêîëüêó H̃ ' P1 íà-
êðûâàåò Y ) è X̃ = P(E ) � ðàöèîíàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü,
ãäå E = OP1⊕OP1(−e) äëÿ íåêîòîðîãî e ≥ 0. Â ýòîì ñëó÷àå µ(R) = 2
è H̃ · ` = 1 ñîãëàñíî (15.4.1), ò.å. H̃ ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì. Ïîýòîìó ëè-
íåéíàÿ ñèñòåìà |H̃| îòîáðàæàåò ñëîè X̃ = P(E ) íà ïðÿìûå â PN .
Òàêèì îáðàçîì, X � èëè êîíóñ íàä ðàöèîíàëüíîé íîðìàëüíîé êðè-
âîé èëè ðàöèîíàëüíî-ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü (ñëó÷àè (vi)è (iv),
ñîîòâåòñòâåííî).

Ïóñòü n = dim(X) > 2. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå
ïðåäëîæåíèÿ âåðíî äëÿ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè < n. Ðàññìîò-
ðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà X íåîñîáî. Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ
KH = (KX + H)|H è äèâèçîð KX + (n − 1)H íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî
ýôôåêòèâíûì ïîñêîëüêó äèâèçîð

(KX + (n− 1)H)|H = KH + (n− 2)H|H

íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì íà H ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-
öèè. Åñëè ρ(X) = 1, òî X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà ≥ dim(X).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.8.1, ìû èìååì ñëó÷àè (i) èëè (ii).

Ïóñòü ρ(X) > 1. Ïî òåîðåìå Ëåôøåöà î ãèïåðïëîñêîì ñå÷å-
íèè ρ(H) ≥ ρ(X) > 1. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè H �
ðàöèîíàëüíî-ëèíåé÷àòîå ìíîãîîáðàçèå (ñëó÷àé (iv)) è

ρ(H) = ρ(X) = 2.

Âîçüìåì t ìèíèìàëüíûì òàêèì, ÷òî KX + tH ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí.
Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, t > n − 1. Ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíûé
ëó÷ R ⊂ NE(X) òàêîé, ÷òî

(KX + tH) · R = 0 è H · R > 0.

Âîçüìåì ìèíèìàëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ êðèâóþ ` äëÿ ëó÷à R. Òîãäà
R = R+[`] è −KX · ` ≤ n + 1 (ñì. òåîðåìó î êîíóñå 14.3). Ïóñòü
ϕ : X → Y � ñòÿãèâàíèå R. Ïî íàøèì óñëîâèÿì H · ` = 1, ò.å. ` �
ïðÿìàÿ íà X ⊂ PN . Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.5.1 (ii)
÷åðåç ` ìîæíî ïðîâåñòè íåîñîáîå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå H. Äèâèçîð
(KX + tH)H = KH + (t − 1)HH ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí íà H è òðè-
âèàëåí íà êðèâîé `. Çíà÷èò, ` ïîðîæäàåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ RH íà
H è KH + (t− 1)HH ÿâëÿåòñÿ îïîðíûì äèâèçîðîì äëÿ ýòîãî ýêñòðå-
ìàëüíîãî ëó÷à, ò.å. ðàâåíñòâî (KH + (t − 1)HH) · C = 0 âûïîëíåíî
äëÿ íåêîòîðîé êðèâîé C íà H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [C] ∈ RH .
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Â ÷àñòíîñòè, ϕ ïîðîæäàåò ñòÿãèâàíèå ϕH : H → P1 ýêñòðåìàëü-
íîãî ëó÷à íà H. Òàê êàê H � ðàöèîíàëüíî ëèíåé÷àòîå ìíîãîîáðà-
çèå, òî ñëîè ϕH � ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà Pn−2 è îíè ÿâëÿþòñÿ
ãèïåðïëîñêèìè ñå÷åíèÿìè ñëîåâ ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîè ϕ � ïðî-
åêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà Pn−1 è Y = P1 Òàêèì îáðàçîì, ϕ ÿâëÿåòñÿ
Pn−1-ðàññëîåíèåì íàä P1.

Åñëè æå X îñîáî, òî âîçüìåì çà H îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå,
ïðîõîäÿùåå ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó P ∈ X. Ïî òåîðåìå Áåðòèíè H
íåïðèâîäèìî. Òîãäà H � ìíîãîîáðàçèå ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè îñî-
áîå â òî÷êå P . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè H ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì ñ
âåðøèíîé â P . Ïîýòîìó è X ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì ñ âåðøèíîé â P . �

15.5. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X ⊂ PN � ìíîãîîáðàçèå ìèíèìàëüíîé
ñòåïåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X 6= PN è X íå ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé
êâàäðèêîé, çàäàííîé ôîðìîé ðàíãà ≥ 5. Òîãäà ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå
H ⊂ X äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå H = H1 +H2, ãäå |Hi| � ïîäâèæíûå
ëèíåéíûå ñèñòåìû äèâèçîðîâ Âåéëÿ, ò.å. ëèíåéíûå ñèñòåìû |Hi|
íåïóñòû è íå èìåþò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç êëàññèôèêàöèîííîé òåîðå-
ìû 15.4. Îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçáîðà. �

Çàäà÷è. 1. Ïóñòü X = Xd ⊂ Pd+n−2 � íåîñîáîå íåâûðîæ-
äåííîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñòåïåíè d. Äîêàæèòå, ÷òî X
ÿâëÿåòñÿ èëè ïðîåêöèåé ìíîãîîáðàçèÿ ìèíèìàëüíîé ñòåïå-
íè X = Xd ⊂ Pd èëè ìíîãîîáðàçèåì äåëü Ïåööî (ñì. îïðå-
äåëåíèå 1.8.2). Óêàçàíèå: Ïóñòü H � îáùåå ãèïåðïëîñêîå
ñå÷åíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà X ëèíåéíî íîðìàëüíî ïî èíäóê-
öèè ïîêàæèòå, ÷òî KX + (n+ 1)H ∼ 0. Èñïîëüçóéòå òàêæå,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ñå÷åíèå X ∩Pd−1 � ýëëèïòè÷åñêàÿ
êðèâàÿ.

2. Ïóñòü X ⊂ PN � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå òðåõìåðíîå ìíîãî-
îáðàçèå è ïóñòü H = X ∩PN−1 � åãî ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òîH � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü êîäàèðî-
âîé ðàçìåðíîñòè 0. Äîêàæèòå, ÷òî X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî
è H � ïîâåðõíîñòü òèïà K3.

3. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìíîãîîáðàçèå X = P(E ) èç ïðåäëîæå-
íèÿ 15.3 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî? Ïðè êàêèõ óñëîâè-
ÿõ íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè àíòèêàíîíè÷åñêèé êëàññ ÷èñëåííî
ýôôåêòèâåí è îáúåìåí? Ïîïðîáóéòå îáîáùèòü ýòè âîïðîñû
íà ñëó÷àé ðàçëîæèìûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà ïðîåêòèâ-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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16. Äîïîëíåíèå: ïðîåêòèâíûå ìîäåëè ïîâåðõíîñòåé
òèïà Ê3

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâ íåêîòîðûå ñòàí-
äàðòíûå ñâåäåíèÿ î êðèâûõ è ïîâåðõíîñòÿõ òèïà K3. Íà÷íåì ñ êëàñ-
ñè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î êàíîíè÷åñêèõ êðèâûõ.

16.1. Òåîðåìà (Ì. Í¼òåð; ñì., íàïðèìåð, [76, ãë. 2, � 3]). Ïóñòü
C � íåãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Òîãäà åå êàíîíè÷åñêàÿ àëãåáðà
R(C,KC) ïîðîæäåíà ñâîåé êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1.

16.1.1. Ñëåäñòâèå. ×åðåç êàíîíè÷åñêóþ ìîäåëü íåãèïåðýëëèï-
òè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g > 2 ïðîõîäèò ðîâíî (g−2)(g−3)/2 ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ êâàäðèê.

16.2. Òåîðåìà (òåîðåìà Í¼òåðà-Ýíðèêâåñà-Ïåòðè; ñì., íàïðè-
ìåð, [104]). Ïóñòü C ⊂ Pg−1 � ãëàäêàÿ êàíîíè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà
g ≥ 4. Òîãäà:

(i) C âûñåêàåòñÿ êâàäðèêàìè è êóáèêàìè â Pg−1, ïðîõîäÿùèìè
÷åðåç C;

(ii) C íå âûñåêàåòñÿ êâàäðèêàìè òîëüêî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
(a) C � òðèãîíàëüíàÿ êðèâàÿ (ò.å. îáëàäàåò îäíîìåðíûì

ðÿäîì g1
3);

(b) C � êðèâàÿ ðîäà 6, èçîìîðôíàÿ ïëîñêîé êðèâîé ñòåïå-
íè 5;

(iii) åñëè C íå âûñåêàåòñÿ êâàäðèêàìè, òî êâàäðèêè â Pg−1 ïðî-
õîäÿùèå ÷åðåç C, âûñåêàþò ïîâåðõíîñòü R, ÿâëÿþùóþñÿ
• (ïðè g = 4) êâàäðèêîé â P3 (âîçìîæíî îñîáîé),
• (â ñëó÷àå (ii)(a), g ≥ 5) íåîñîáîé ðàöèîíàëüíîé ëèíåé-
÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ ñòåïåíè g−2 â Pg−1, ïðè÷åì ðÿä
g1

3 íà C âûñåêàåòñÿ ëèíåéíûì ðÿäîì ïðÿìûõ íà R,
• (â ñëó÷àå (ii)(b)) ïîâåðõíîñòüþ Âåðîíåçå V4 ⊂ P5.

Äàëåå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ïîâåðõíîñòÿõ òèïà K3.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå.

16.3. Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü S íàçû-
âàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ òèïà K3, åñëè KS = 0 è H1(S, OS) = 0.

Ñëåäóþùèé ôàêò íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû
Ðèìàíà-Ðîõà, äâîéñòâåííîñòè Ñåððà, ôîðìóëû äëÿ ðîäà è òåîðåìû
Êàâàìàòû-Ôèâåãà îá îáðàùåíèè â íóëü 2.5.1.

16.4. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü D � ýôôåêòèâíûé íåíóëåâîé äè-
âèçîð íà ïîâåðõíîñòè S òèïà K3. Òîãäà

dim |D| ≥ 1

2
D2 + 1.
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Åñëè D � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ, òî H1(S, OS(D)) = 0 è èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

dim |D| = 1

2
D2 + 1 = pa(D).

Â ÷àñòíîñòè, D2 ≥ −2 äëÿ ëþáîé íåïðèâîäèìîé êðèâîé D è D2 =
−2, åñëè è òîëüêî åñëè D � íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà ïîâåðõ-
íîñòè S òèïà K3 ýôôåêòèâåí (ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà).

16.5. Òåîðåìà ([65, �2-�3], [22, ãë. 2]). Ïóñòü D � ÷èñëåííî
ýôôåêòèâíûé íà ïîâåðõíîñòè S òèïà K3. Òîãäà D ïðèíàäëåæèò
îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òèïîâ.

(i) D2 = 0; â ýòîì ñëó÷àå D ∼ mE, ãäå m ≥ 1, E � ýëëèï-
òè÷åñêàÿ êðèâàÿ, dim |E| = 1 è Bs |E| = ∅ (ò.å. |E| �
ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê áåç áàçèñíûõ òî÷åê íà S).

(ii) D2 > 0 è îáùèé ýëåìåíò èç |D| ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé
êðèâîé; â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D| íå èìååò áà-
çèñíûõ òî÷åê, îáùàÿ êðèâàÿ C ∈ |D| íåîñîáà è

g(C) = dim |D| > 1;

(iii) D2 > 0 è îáùèé ýëåìåíò èç |D| ïðèâîäèì; â ýòîì ñëó÷àå

|D| = m|E|+ Z,

ãäå |E| � ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê áåç áàçèñíûõ òî÷åê, Z �
íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ, íåïîäâèæíàÿ êîìïîíåíòà
ëèíåéíîé ñèñòåìû |D|, ïðè÷åì E · Z = 1 è m ≥ 2.

16.6. Ïóñòü S � ïîâåðõíîñòü ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè
(ñì., íàïð., [95, � 9]). Ìû ãîâîðèì, ÷òî S � îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü òèïà
K3, åñëè KS = 0 è H1(S, OS) = 0.

Ïóñòü µ : S̃ → S � ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé îñîáîé
ïîâåðõíîñòè òèïà K3. Òîãäà KS̃ = µ∗KS = 0. Äþâàëåâñêèå îñîáåí-

íîñòè ðàöèîíàëüíû. Ïîýòîìó H1(S̃, OS̃) = H1(S, OS) = 0. Ñëåäîâà-

òåëüíî, S̃ � (íåîñîáàÿ) ïîâåðõíîñòü òèïà K3.

16.6.1. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü S � ïîâåðõíîñòü òèïà K3 ñ äþâà-
ëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè è ïóñòü A � îáèëüíûé äèâèçîð Êàðòüå
íà S òàêîé, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |A| èìååò íåïîäâèæíóþ êîì-
ïîíåíòó C. Òîãäà ïîâåðõíîñòü S íåîñîáà âäîëü C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 16.5, ïðèìåíåííîé ê
ìèíèìàëüíîìó ðàçðåøåíèþ îñîáåííîñòåé. �
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16.7. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîåêòèâíûõ ìîäåëåé ïîâåðõíîñòåé
òèïà K3 îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ïàðó (S,A), ñîñòîÿùóþ èç ñàìîé
ïîâåðõíîñòè S è ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîãî îáúåìíîãî äèâèçîðà A íà
S. Ïðè ýòîì öåëîå ÷èñëî

g = g(S,A) :=
1

2
A2 + 1 = dim |A|

íàçûâàåòñÿ ðîäîì (S,A). Êëàññ äèâèçîðà A íàçûâàåòñÿ ïîëÿðèçàöè-
åé (ñîîòâ. êâàçèïîëÿðèçàöèåé), åñëè îí îáèëåí (ñîîòâ. íå ÿâëÿåòñÿ
îáèëüíûì).

16.8. Òåîðåìà ([65, � 5-6]). Ïóñòü A � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé è
îáúåìíûé äèâèçîð íà ïîâåðõíîñòè S òèïà K3 òàêîé, ÷òî ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà |A| íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò. Ïîëîæèì g :=
g(S,A). Òîãäà äëÿ ìîðôèçìà

Φ|A| : S −−−→ Pg

èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé.

(i) Ìîðôèçì Φ|A| ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì íà ñâîé îáðàç
Φ|A|(S), ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 2g − 2 â Pg, ýòîò îáðàç ÿâ-
ëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ñ äþâàëåâñêèì îñîáåí-
íîñòÿìè (â ÷àñòíîñòè, îíà ìîæåò áûòü íåîñîáà). Àëãåá-
ðà R(S,A) ïîðîæäåíà ñâîåé êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1. Åñëè,
êðîìå òîãî, äèâèçîð A îáèëåí, òî Φ|A| : S → Φ|A|(S) � èçî-
ìîðôèçì.

(ii) Ìîðôèçì Φ|A| : S → Φ|A|(S) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì â îáùåé
òî÷êå è èìååò ñòåïåíü 2, åãî îáðàç Φ|A|(S) � ýòî ïîâåðõ-
íîñòü ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè g−1 â Pg. Â ýòîì ñëó÷àå ïî-
âåðõíîñòü S (âìåñòå ñ êâàçèïîëÿðèçàöèåé A) íàçûâàåòñÿ
ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé. Òàêèå ïîâåðõíîñòè õàðàêòåðèçóþò-
ñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáàÿ íåîñîáàÿ êðèâàÿ C ∈ |A|
ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé [65, ñëåäñòâèå 5.8].

Ñëåäóþùèé ôàêò ñîäåðæèòñÿ â òåîðåìàõ 6.1, 7.2 è ïðåäëîæå-
íèè 7.15 ðàáîòû [65].

16.9. Òåîðåìà. Ïóñòü A � î÷åíü îáèëüíûé äèâèçîð íà ïîâåðõ-
íîñòè S òèïà K3 òàêîé, ÷òî g = g(S,A) ≥ 4. Ïóñòü IS � ÿäðî
åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà

α : S∗H0(S, OS(A)) −−−→
⊕
m≥0

H0(S,OS(mA)) = R(S,A)

Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Èäåàë IS ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ñòåïåíè 2 è 3.

191



(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èäåàë IS íå ìîæåò áûòü ïîðîæäåí
ýëåìåíòàìè ñòåïåíè 2. Òîãäà îäíîðîäíûé èäåàë I ′S ⊂ IS,
ïîðîæäåííûé âñåìè ýëåìåíòàìè ñòåïåíè 2 â IS, îïðåäå-
ëÿåò â Pg òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè
V = Vg−2 ⊂ Pg.

(iii) Åñëè g ≥ 5, òî V � íåîñîáîå ðàöèîíàëüíî-ëèíåé÷àòîå ìíî-
ãîîáðàçèå.

Â ñëó÷àå (ii) ïîâåðõíîñòü S (âìåñòå ñ ïîëÿðèçàöèåé A) íàçûâà-
åòñÿ òðèãîíàëüíîé. Òàêèå ïîâåðõíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî ëþáàÿ íåîñîáàÿ êðèâàÿ C ∈ |A| ÿâëÿåòñÿ òðèãîíàëüíîé.

Çàäà÷è. 1. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 16.4.
2. Ïóñòü (S,A) � ãèïåðýëëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü òèïà K3

ðîäà g ≥ 3, ãäå A � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé è îáúåìíûé
äèâèçîð è ïóñòü Φ|A| : S → Pg � ñîîòâåòñòâóþùåå ãè-
ïåðýëëèïòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàç
W := Φ|A|(S) íåîñîá. Äîêàæèòå, ÷òî W èëè ÿâëÿåòñÿ ïî-
âåðõíîñòüþ Âåðîíåçå èëè èçîìîðôåí ðàöèîíàëüíîé ãåîìåò-
ðè÷åñêè ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè Fe, ãäå e ∈ {0, 1, 2, 3, 4},
ïðè ýòîì âñå âîçìîæíîñòè ðåàëèçóþòñÿ. Âû÷èñëèòå äèâè-
çîð âåòâëåíèÿ B ⊂ W . Êàêèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà-
êëàäûâàþòñÿ íà W è S, åñëè A îáèëåí? Óêàçàíèå: Âîñ-
ïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî äèâèçîð B ïðèâîäèì, à ïàðà (W, 1

2
B)

èìååò ÷èñòî ëîãòåðìèíàëüíûå îñîáåííîñòè [95, ïðåäëîæå-
íèå 15.13].

3. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îá-
ðàç W := Φ|A|(S) � îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî W
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì Wg ⊂ Pg íàä ðàöèîíàëüíîé íîðìàëüíîé
êðèâîé ñòåïåíè e := g − 1, ãäå e ∈ {2, 3, 4}, ïðè ýòîì âñå
âîçìîæíîñòè ðåàëèçóþòñÿ. Âû÷èñëèòå äèâèçîð âåòâëåíèÿ
B ⊂ W . Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äèâèçîð A íå ìîæåò
áûòü îáèëüíûì. Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî êîíóñ
Wg ⊂ Pg èçîìîðôåí âçâåøåííîìó ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàí-
ñòâó P(1, 1, e) è ïîñòðîéòå áèðàöèîíàëüíîå (íà ñâîé îáðàç)
îòîáðàæåíèå S → P(1, 1, e, e+ 2).

4. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùèìè çàäà÷àìè è äîêàæèòå, ÷òî
íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè òèïà K3 ðîäà g 6= 2, 5
âñåãäà èìååòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíî-
ñòè òèïà K3 ëþáîãî ðîäà g ≥ 2.

192



6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òðèãîíàëüíûå ïîâåðõíîñòè òèïà
K3 ëþáîãî ðîäà g ≥ 3.

7. Îïèøèòå òðèãîíàëüíûå ïîâåðõíîñòè òèïà K3 â P5.
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17. Äîïîëíåíèå: òåîðåìû Áåðòèíè

Ïóñòü D � äèâèçîð Âåéëÿ íà íîðìàëüíîì ìíîãîîáðàçèè X è
ïóñòü |D| � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
|D| 6= ∅.

Íåïîäâèæíîé ÷àñòüþ ëèíåéíîé ñèñòåìû |D| íàçûâàåòñÿ ýôôåê-
òèâíûé äèâèçîð

F := Max {F ′ | F ′ ≤ D′ äëÿ âñåõ D′ ∈ |D|} ,

ãäå Max äëÿ ìíîæåñòâà äèâèçîðîâ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îáû÷íîãî
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤. Êîìïîíåíòû F íàçûâàþòñÿ íåïîäâèæíûìè
êîìïîíåíòàìè |D|. Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

|D| = F + |M |,

ãäå |M | � ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà áåç íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò.
Îíà íàçûâàåòñÿ ïîäâèæíîé ÷àñòüþ |D|. ßñíî, ÷òî

dim |D| = dim |M |.

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðîåêòèâíîé íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ýôôåêòèâ-
íûé äèâèçîð D, äëÿ êîòîðîãî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D| íå èìååò íåïî-
äâèæíûõ êîìïîíåíò, ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí.

Áàçèñíûì ìíîæåñòâîì ëèíåéíîé ñèñòåìû |D| íàçûâàåòñÿ ïåðå-
ñå÷åíèå âñåõ åå ýëåìåíòîâ:

Bs |D| :=
⋂

D′∈|D|

D′.

Îáû÷íî îíî ïîíèìàåòñÿ â ñõåìíîì ñìûñëå. Òàêèì îáðàçîì,

Bs |D| ⊃ Supp(F )

è codim(Bs |D|) > 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = 0.
Íàïîìíèì, ÷òî Φ|D| îáîçíà÷àåò ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå

Φ|D| : X 99999K PN , N := dim |D| = dim |D|,

çàäàííîå ëèíåéíîé ñèñòåìîé |D|. Ïî îïðåäåëåíèþ Φ|D| = Φ|M |.

17.1. Òåîðåìà (ïåðâàÿ òåîðåìà Áåðòèíè, ñì. [73, ãë. 1, � 3], [70,
� 4]). Â âûøåïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïóñòü dim |D| > 0.

(i) Åñëè dim Φ|D|(X) ≥ 2, òî îáùèé ýëåìåíò Mgen ∈ |M |
íåïðèâîäèì.

(ii) Åñëè dim Φ|D|(X) = 1 è dim |D| ≥ 2, òî îáùèé ýëåìåíò
Mgen ∈ |M | ïðèâîäèì.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (ii) òåîðåìû 17.1. Òîãäà îáðàç îòîáðàæåíèÿ
Φ|D|(X) � êðèâàÿ C ⊂ PN è ýëåìåíòû |M | � ýòî ïðîîáðàçû ãèïåð-
ïëîñêèõ ñå÷åíèé êðèâîé C. Èìååòñÿ ôàêòîðèçàöèÿ Øòåéíà

Φ|D| : X
φ1
99999K Ĉ

φ2−−−−→ C ⊂ PN

ãäå Ĉ � íåîñîáàÿ êðèâàÿ, à φ2 � êîíå÷íûé ìîðôèçì. Îáùèé ýëåìåíò
M ′ ∈ |M | èìååò âèäM ′ =

∑
M ′

i , ãäå êàæäîå ñëàãàåìîåM
′
i � ïðîñòîé

äèâèçîð, à Pi := φ1(M ′
i) � òî÷êà íà Ĉ. Ïðè÷åì

∑
Pi = φ∗2(H) äëÿ

ïîäõîäÿùåãî (îáùåãî) ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ H = C ∩ PN−1.
Îòîáðàæåíèå φ1 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì íà îòêðûòîì ïîäìíîæå-

ñòâå
X \ Bs |M |.

Ïðè÷åì codim Bs |M | ≥ 2.

17.2. Çàìå÷àíèå. Ïóñòü èððåãóëÿðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ X ðàâíà
0. Òîãäà Ĉ � íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ. Ïîýòîìó òîãäà ìîæíî
çàïèñàòü

|D| = F +m|L|,
ãäå |L| � îäíîìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (ïó÷îê),*, ó êîòîðîé îáùèé
ýëåìåíò íåïðèâîäèì. ßñíî, ÷òî dim |D| = m. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî |D| ñîñòàâëåíà èç ðàöèîíàëüíîãî ïó÷êà.

17.3. Òåîðåìà (âòîðàÿ òåîðåìà Áåðòèíè, ñì. [73, ãë. 1, � 3], [70,
� 4]). Îñîáîå ìíîæåñòâî îáùåãî ýëåìåíòà D′ ∈ |D| ñîäåðæèòñÿ â
îáúåäèíåíèè Sing(X)∪Bs |D| îñîáîãî ìíîæåñòâà ìíîãîîáðàçèÿ X è
áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ëèíåéíîé ñèñòåìû |D|.

*Â ðóññêîÿçû÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå òåðìèí �ïó÷îê � èìååò äâà çíà÷å-
íèÿ. Îáû÷íî ýòî êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè îòêðûòûõ ïîäìíî-
æåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â êàòåãîðèþ ãðóïï èëè êîëåö, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé îïðåäåëåííûì ñâîéñòâàì (àíãëèéñêèé ïåðåâîä � sheaf). Äðóãîå çíà÷åíèå
� ýòî îäíîìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (pencil). Îáû÷íî èç êîíòåêñòà ÿñíî, ÷òî
èìååòñÿ â âèäó.
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