
2017/2018 ó÷åáíûé ãîä, îñåíü, ÍÎÖ ÌÈÀÍ
êóðñ �Òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî�.

Çàäà÷è (äëÿ îöåíêè �5� íóæíî íàáðàòü 15 áàëëîâ #).

1. (# 1) Íàéòè âñå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî, ÿâëÿþùèåñÿ ïîë-
íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ãðàññìàíèàíàõ.

2. (# 1) Äîêàæèòå, ÷òî ðàçäóòèå òî÷êè íà Pn ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
îáðàçèåì Ôàíî. Êîãäà ðàçäóòèå m ≥ 2 òî÷åê íà Pn ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî?

3. (# 4) Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü è ïóñòü C ⊂ X �
îáèëüíûé ýôôåêòèâíûé äèâèçîð òàêîé, ÷òî pa(C) ≤ 1. Äîêà-
æèòå, ÷òîX � èëè ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî èëè ðàöèîíàëüíàÿ
ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü.

4. (# 2) Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü òà-
êàÿ, ÷òî −KX ·C > 0 äëÿ ëþáîé êðèâîé C. Äîêàæèòå, ÷òî X
� ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî.

5. (# 2) Äîêàæèòå, ÷òî ðàçäóòèå ïðÿìîé íà Pn ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
îáðàçèåì Ôàíî.

6. (# 3) Ïóñòü f : X → P3 � ðàçäóòèå íåîñîáîé êðèâîé C. Íàé-
äèòå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî.

7. (# 2) Íàéòè âñå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî, ÿâëÿþùèåñÿ ïîë-
íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ïðîèçâåäåíèè ïðî-
åêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ Pn1 × · · · × Pnl .

8. (# 2) Íàéòè âñå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî, ÿâëÿþùè-
åñÿ ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ïðîèçâåäå-
íèè ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ Pn1 × · · · × Pnl .

9. (# 1) Ïóñòü X = X3 ⊂ P4 � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3.
Äîêàæèòå, ÷òî X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî.

10. (# 4) Ïóñòü X � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü
D � äèâèçîð ñ ïðîñòûìè íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè íà X.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèâèçîð −(KX + D) îáèëåí. Âû÷èñëèòå
ìíîãî÷ëåí χ(X,OX(−t(KX +D))). Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ òåîðåìîé Êàâàìàòû-Ôèâåãà îá îáðàùåíèè â íóëü.

11. (# 5) Ïóñòü X � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü
D � äèâèçîð ñ ïðîñòûìè íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè íà X.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèâèçîð −(KX + D) îáèëåí. Äîêàæèòå,
÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | − (KX + D)| ñîäåðæèò íåîñîáûé äè-
âèçîð.

12. (# 5) Îáîáùèòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè íåîñîáîé êðèâîé
â | − KX | äëÿ ïî÷òè ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî X (ò.å. −KX

÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è îáúåìåí).
13. (# 5) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî è ïóñòü A � îáèëü-

íûé äèâèçîð íà X. Ïîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |A| ñî-
äåðæèò íåîñîáóþ êðèâóþ.
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14. (# 5) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà K3 è ïóñòü A � îáèëüíûé
äèâèçîð íà X. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ îáùåãî äèâèçîðà D ∈ |A|
ïàðà (X,D) ëîãòåðìèíàëüíà.

15. (# 5) Ïóñòü X � n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà ι(X) ≥
n. Ïîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |− 1

ι
KX | ñîäåðæèò íåîñî-

áûé äèâèçîð.
16. (# 3) Ïóñòü (S,∆) � ëîãïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Ïîêàæèòå,

÷òî S ðàöèîíàëüíà.
17. (# 4) Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü òàêàÿ,

÷òî −KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî
îäíî èç ñëåäóþùèõ:
(a) KX ≡ 0 (÷èñëåííî òðèâèàëåí);
(b) X ðàöèîíàëüíà;
(c) X áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíî ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè

íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
18. (# 5) Ïóñòü Z � òðåõìåðíîå íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü

f : X → Z � ðàçäóòèå íåîñîáîé êðèâîé C ⊂ Z. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Äîêàæèòå, ÷òî äèâèçîð −KZ

÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Âåðíî ëè, ÷òî Z � òàêæå ìíîãîîáðàçèå
Ôàíî?

19. (# 4) Ïóñòü Z � òðåõìåðíîå íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü
f : X → Z � ðàçäóòèå íåîñîáîé êðèâîé C ⊂ Z. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî, à Z òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ C ðàöèîíàëüíà.

20. (# 3) Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü f :
X → Z � ãëàäêèé ìîðôèçì íà ïîâåðõíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî
Z � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Óêàçàíèå. Ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
òåîðåìîé î íåîñîáîì äèâèçîðå.

21. (# 4) Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü
f : X → Z � ìîðôèçì íà ïîâåðõíîñòü, âñå ñëîè êîòîðîãî
îäíîìåðíû. Äîêàæèòå, ÷òî Z � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî.

22. (# 3) Âû÷èñëèòå h1,2(X) äëÿ òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 1.

23. (# 3) Âû÷èñëèòå h1,2(X) äëÿ òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 2.

24. (# 3) Âû÷èñëèòå h1,2(X) äëÿ òðåõìåðíîé êóáèêè â P4.
25. (# 3) Âû÷èñëèòå h1,2(X) äëÿ òðåõìåðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ

êâàäðèê â P5.
26. (# 3) Ïóñòü X = X4 ⊂ P5 � ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê. Ïóñòü

L ⊂ X � ïðÿìàÿ è ïóñòü f : X̃ → X � åå ðàçäóòèå. Êàêîâ òèï
âòîðîãî ýêñòðåìàëüíîãî ñòÿãèâàíèÿ íà X̃?

27. (# 3) Ïóñòü X = X3 ⊂ P4 � êóáèêà. Ïóñòü L ⊂ X � ïðÿ-
ìàÿ è ïóñòü f : X̃ → X � åå ðàçäóòèå. Êàêîâ òèï âòîðîãî
ýêñòðåìàëüíîãî ñòÿãèâàíèÿ íà X̃?


