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� 1. Îáùèå ôàêòû

(1) Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü F ⊂ P3 ñòåïåíè d ≥ 4
ìîæåò ñîäåðæàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ.

(2) Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü F ⊂ P3 ñòåïåíè d ≥ 4
íå ñîäåðæèò (−1)-êðèâûõ.

(3) Ïóñòü X ⊂ P3 � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè d ≥ 2, d 6= 4.
Äîêàæèòå, ÷òî Aut(X) ⊂ PGL(4).

(4) Ïîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ
pg = P2 = 1, q = 0.

(5) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íåðàöèîíàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè ñ q = 0 íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà.

(6) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òàêàÿ, ÷òî àíòèêàíîíè÷åñêàÿ ëèíåé-
íàÿ ñèñòåìà | − KX | íåïóñòà. Êàêîâ áèðàöèîíàëüíûé òèï
ïîâåðõíîñòè X? Â êàêèõ ñëó÷àÿõ êðèâàÿ D ∈ |−KX | ìîæåò
áûòü íåñâÿçíà?

(7) Ïóñòü C � êðèâàÿ ðîäà 2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü äëÿ
ñèììåòðè÷åñêîãî êâàäðàòà S2C.

(8) Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ κ =
0, pg = 0 è q = 0 ïðîåêòèâíà (è åå ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü
ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ýíðèêâåñà).

(9) Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ b1 =
0, b2 = 1, ïðîåêòèâíà. Îíà èëè ðàöèîíàëüíà (è ' P2) èëè
ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ îáùåãî òèïà.

(10) Âû÷èñëèòå êàíîíè÷åñêèé êëàññ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

(11) Ïóñòü X = X1 ×X2 è ïóñòü pi : X → Xi � ïðîåêöèè. Äîêà-
æèòå ôîðìóëó KX = p∗1KX1 + p∗2KX2 .

(12) Âû÷èñëèòå èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè íà ïîâåðõíî-
ñòè X = C × C, ãäå C � êðèâàÿ ðîäà g.

(13) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíûé òîð àëãåáðàè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè 1.

(14) Ïóñòü X = Xd1···d2 ⊂ P4 � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõ-
íîñòåé ñòåïåíåé d1 è d2. Âû÷èñëèòå ÷èñëà Õîäæà ïîâåðõíî-
ñòè X.

(15) Ïóñòü ïîâåðõíîñòüX ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóëèñòíîãî íà-
êðûòèÿ π : X → P2, ðàçâåòâëåííîãî íàä êðèâîé B ⊂ P2

ñòåïåíè d. Âû÷èñëèòå ÷èñëà Õîäæà ïîâåðõíîñòè X.
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� 2. Ðàöèîíàëüíûå ïîâåðõíîñòè

(16) Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü. Ìîæåò ëè
ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |nKX | áûòü íåïóñòà?

(17) Ïóñòü X � ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ρ := rk Pic(X) ≥ 3.
Äîêàæèòå, ÷òî X ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå ρ êðèâûõ ñ
îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

(18) ÏóñòüX � ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî ó êàæ-

äîé òî÷êè P ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü èçîìîðôíàÿ àô-
ôèííîé ïëîñêîñòè A2.

(19) Ïóñòü X ⊂ P3 � ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3. Ïóñòü C,C ′ ⊂ X
� íåîñîáûå ðàöèîíàëüíûå êðèâûå ñòåïåíè 3. Äîêàæèòå, ÷òî
C ∩ C ′ 6= ∅.

(20) Ïîêàæèòå, ÷òî íà íåðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè ÷èñëî (−1)-
êðèâûõ êîíå÷íî. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîâåðõíîñòè ñ áåñêîíå÷-
íûì ÷èñëîì (−1)-êðèâûõ.

(21) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì ðàöèîíàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

(22) ÏóñòüX � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü è ïóñòüD ⊂ X
� ïðèâåäåííàÿ êðèâàÿ òàêàÿ, ÷òî X \D ' A2. Äîêàæèòå, ÷òî
ãðóïïà Pic(X) ïîðîæäàåòñÿ êîìïîíåíòàìè D.

(23) Ïðè êàêèõ n è m ëèíåé÷àòûå ïîâåðõíîñòè Fn è Fm ãîìåî-
ìîðôíû? Äåôîðìèðóþòñÿ äðóã â äðóãà?

� 3. Ëèíåé÷àòûå ïîâåðõíîñòè

(24) Ïóñòü X = Fn � ðàöèîíàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü (ïî-
âåðõíîñòü Õèðöåáðóõà) ñ P1-ðàññëîåíèåì π : X → P1. Ïóñòü
D± � ñå÷åíèÿ ñ èíäåêñîì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ±n. Íàéäèòå ïðÿ-
ìîé îáðàç π∗OX(D±).

(25) Ïóñòü X = Fn � ðàöèîíàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü. Âû-
÷èñëèòå e(X).

(26) Ïóñòü X � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ñ èíâàðèàíòîì e(X). Ïî-
êàæèòå, ÷òî ó X åñòü ñå÷åíèå ñ èíäåêñîì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
−e(X).

(27) Ïóñòü X � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü íàä êðèâîé ðîäà g. âû-
âåäèòå ôîðìóëó äëÿ êàíîíè÷åñêîãî êëàññà è âû÷èñëèòå K2

X .
(28) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìèíèìàëüíîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíî-

ñòè X íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñóùåñòâóþò äâà íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ñå÷åíèÿ C1 è C2. Äîêàæèòå, ÷òî −KX = C1 + C2.

(29) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìèíèìàëüíîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíî-
ñòè X ñóùåñòâóþò òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñå÷åíèÿ. Äîêàæè-
òå, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì.
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(30) Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ñîäåð-
æèò íå áîëåå îäíîé êðèâîé ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ñà-
ìîïåðåñå÷åíèÿ.

� 4. Ýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

(31) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà, à f : X → P1 � ýëëèïòè-
÷åñêîå ðàññëîåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî f èìååò íå ìåíüøå òðåõ
âûðîæäåííûõ ñëîåâ.

(32) Ïóñòü X → P1 � îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîå ýëëèïòè÷å-
ñêîå ðàññëîåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî êîäàèðîâà ðàçìåðíîñòü X
îòðèöàòåëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
|12KX | ïóñòà.

(33) Ïóñòü ∆ � åäèíè÷íûé äèñê ñ êîîðäèíàòîé s. Âûáåðåì íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî m. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Y = C×∆/Λ,
ãäå Λ ∼= Z2 äåéñòâóåò íà C × ∆ ïîñëîéíûìè ñäâèãàìè íà
ýëåìåíòû ðåøåòêè, ïîðîæäåííîé 1 è

√
−1 + sm; äðóãèìè

ñëîâàìè,

(n, k) : (c, s) 7→ (c+ n+ k(
√
−1 + sm), s).

Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = Z/mZ, îáðàçóþùàÿ êîòîðîé äåé-
ñòâóåò íà C×∆ ïî ôîðìóëå

(c, s) 7→
(
c+

1

m
, e

2π
√
−1

m · s
)
.

Äåéñòâèå G ñïóñêàåòñÿ íà Y . Ïîëîæèì X = Y/G. Ïðîâåðü-
òå, ÷òî ïîâåðõíîñòü X ãëàäêàÿ, è ñëîé ïðîåêöèè X íà ∆ íàä
òî÷êîé 0 èìååò êðàòíîñòü m.

(34) Ïóñòü X � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X òàêæå èìååòñÿ ñòðóêòóðà
ýëëèïòè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî X ' (E×P1)/G,
ãäå G � ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ ñäâèãàìè íà E.

(35) Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ýëëèïòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñ κ = 1 è
b1 = 0. Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Êîäàèðû ê P1 × E.

(36) Êëàññèôèöèðóéòå áèýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Óêàçàíèå.
Áèýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì E×C/G,
ãäå E è C � ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå, ãðóïïà G ýôôåêòèâíî
äåéñòâóåò íà E è C, ïðè÷åì íà C îíà äåéñòâóåò ñäâèãàìè, à
íà E � íå òîëüêî ñäâèãàìè.
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� 5. Ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà

(37) Ïóñòü Λ1,Λ2 = P5 � ñêðåùèâàþùèåñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà â
P11, à Vi ⊂ Λi, i = 1, 2, � ïîâåðõíîñòè Âåðîíåçå. Ðàññìîòðèì
äæîéí J(V1, V2) ïîâåðõíîñòåé V1 è V2. Ïóñòü X � îáùåå ñå-
÷åíèå ìíîãîîáðàçèÿ J(V1, V2) ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
êîðàçìåðíîñòè 3. Äîêàæèòå, ÷òî X � ïîâåðõíîñòü Ýíðèê-
âåñà.

(38) Ïóñòü |P | � ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê íà ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâå-
ñà F . Äîêàæèòå, ÷òî |P | ñîäåðæèò â òî÷íîñòè äâà êðàòíûõ
ñëîÿ.

(39) Ïóñòü H � îáèëüíûé äèâèçîð íà ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà F .
Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| ñîäåðæèò íåïðèâîäè-
ìóþ êðèâóþ.

(40) Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü f : X → Y êîíå÷-
íûé ìîðôèçì ñòåïåíè 2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü Y îñî-
áà.

(41) Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü G ⊂ Aut(X) �
êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Äîêàæèòå, ÷òî X/G èëè ðàöèîíàëüíà
èëè áèðàöèîíàëüíà ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà.

(42) Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé äè-
âèçîð íà X ñ H2 = 2. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H|
íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò.

(43) Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü |2F1| è |2F2| � ýë-
ëèïòè÷åñêèå ïó÷êè íà X òàêèå, ÷òî F1 · F2 = 1. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî âñå ñëîè ïó÷êà |2F1| íåïðèâîäèìû. Äîêàæèòå, ÷òî
äèâèçîð E1 + E2 îáèëåí.

(44) Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé äè-
âèçîð íà X ñ H2 = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
|H| íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò (ñì. çàäà÷ó 42). Äî-
êàæèòå, ÷òî îáùèé ýëåìåíò H ∈ |H| íåïðèâîäèì è íåîñîá.
Èìååò ëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| áàçèñíûå òî÷êè?

(45) Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé äè-
âèçîð íà X ñ H2 = 4. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H|
èìååò áàçèñíûå òî÷êè.

(46) Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé äè-
âèçîð íà X ñ H2 = 4. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H|
íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò.


