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Ëåêöèÿ 1

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìàòðèöû. Ìåòîä Ãàóññà. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ñëåäñòâèÿ.

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà âèäà

(*)


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,mxm = b1
a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,mxm = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,mxm = bn

ãäå ai,j è bi � èçâåñòíûå êîíñòàíòû, à xi � íåèçâåñòíûå ïåðåìåííûå. Êðàòêàÿ çàïèñü ýòîé
ñèñòåìû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m∑
j=1

a1,jxj = b1

m∑
j=1

a2,jxj = b2

. . . . . . . . . . . . . . . .

m∑
j=1

an,jxj = bn

×èñëà ai,j íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè, à ÷èñëà bi � ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè ñèñòåìû.
Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé, åñëè ÷èñëî åå óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ
(ò.å. n = m). Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè âñå åå ñâîáîäíûå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ:
bj = 0 äëÿ âñåõ j.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ íàáîð ÷èñåë (c1, . . . , cm), êîòîðûå áóäó÷è ïîäñòàâëå-
íû â ñèñòåìó (x1 = c1, . . . , xm = cm) äàþò ïðàâèëüíûå ðàâåíñòâà. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå
ñèñòåìû � ýòî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè ó íåå
èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé,
åñëè åå ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà îáÿçàòåëüíî ñîâìåñòíà,
ïîñêîëüêó îíà èìååò íóëåâîå ðåøåíèå x1 = · · · = xm = 0.
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Àëãåáðà-I Þ.Ã. Ïðîõîðîâ

Ãîâîðÿò, ÷òî äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò îäèíàêîâîãî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ
ýêâèâàëåíòíû, åñëè ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Äàëåå ìû èçëîæèì ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ
ìåòîäîì Ãàóññà. Äëÿ ýòîãî óäîáíî âìåñòî ñèñòåìû (*) åå êîýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûå
÷ëåíû ñîáðàòü â òàáëèöó, íàçûâàåìóþ ìàòðèöåé.

Ìàòðèöû

Ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ òàáëèöà

C =


c1,1 c1,2 · · · c1,m
c2,1 c2,2 · · · c2,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn,1 cn,2 · · · cn,m


Ðàçìåðîì ýòîé ìàòðèöû ñ÷èòàåòñÿ n × m (÷èñëî ñòðîê × ÷èñëî ñòîëáöîâ). Ïîëîæåíèå
êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû ci,j çàäàåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè (i, j) (íîìåð ñòðîêè, íîìåð ñòîëáöà).
Êðàòêàÿ çàïèñü ìàòðèöû: C = (ci,j). Ìû ðàññìàòðèâàåì òàêæå ìàòðèöû ðàçìåðà 1×m
(ñòðîêè) è ðàçìåðà n × 1 (ñòîëáöû). Ìàòðèöà ðàçìåðà n × n íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé

ïîðÿäêà n.
Ñèñòåìà (*) îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,m b1
a2,1 a2,2 · · · a2,m b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 · · · an,m bn


êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû. Ìàòðèöà

a1,1 a1,2 · · · a1,m
a2,1 a2,2 · · · a2,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 · · · an,m


ïîëó÷àåìàÿ èç A îòáðàñûâàíèåì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êîýôôèöè-

åíòîâ èëè ïðîñòî ìàòðèöåé ñèñòåìû.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïîâ (Ii,j,λ), (IIi,λ), (IIIi,j) (çäåñü 1 ≤ i, j ≤ n, à λ � íåêîòîðîå
÷èñëî). Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìó (*) ïåðåâîäÿò â ñèñòåìó

(�)


a′1,1x1 + a′1,2x2 + · · ·+ a′1,mxm = b′1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a′n,1x1 + a′n,2x2 + · · ·+ a′n,mx

′
m = b′n
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Òèï (I).

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (Ii,j,λ) âñå óðàâíåíèÿ (�), êðîìå i-ãî èìåþò òîò æå âèä, à i-å óðàâ-
íåíèå â (�) ïðèíèìàåò âèä

(ai,1 + λaj,1)x1 + (ai,2 + λaj,2)x2 + · · ·+ (ai,m + λaj,m)xm = bi + λbj

Èíà÷å ãîâîðÿ, ê i-ìó óðàâíåíèþ ïðèáàâëÿåòñÿ j-å, óìíîæåííîå íà λ. Çäåñü ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî i ̸= j.

Òèï (II).

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (IIi,λ) âñå óðàâíåíèÿ (�), êðîìå i-ãî èìåþò òîò æå âèä, à i-å óðàâ-
íåíèå â (�) ïðèíèìàåò âèä

λai,1x1 + λai,2x2 + · · ·+ λai,mxm = λbi

Èíà÷å ãîâîðÿ, ê i-å óðàâíåíèå óìíîæàåòñÿ íà λ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî λ ̸= 0.

Òèï (III).

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (IIIi,j) âñå óðàâíåíèÿ (�), êðîìå i-ãî è j-ãî èìåþò òîò æå âèä, à i-å
è j-å óðàâíåíèÿ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî i ̸= j.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (Ii,j,λ), (IIi,λ), (IIIi,j) íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Çàìå÷àíèå. Âñå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìû. Äåéñòâèòåëüíî, îáðàòíûì ê
(Ii,j,λ) ÿâëÿåòñÿ (Ii,j,−λ), îáðàòíûì ê (IIi,λ) ÿâëÿåòñÿ (IIi,1/λ), à îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê
(IIIi,j) ñîâïàäàåò ñ íèì ñàìèì.

Çàìå÷àíèå. Ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà (III) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìå-
íåíèåì ïðåîáðàçîâàíèé òèïà (I) è (II). Äåéñòâèòåëüíî, (IIIi,j) ïîëó÷àåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ
(Ii,j,1), (Ij,i,−1), (Ii,j,1) è (IIj,−1). (Ïðîâåðüòå!)

Çàäà÷à. Ìîæíî ëè ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà (III) ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíè-
åì òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèé òèïà (I)?

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè îò ñèñòåìû (*) ìîæíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå (�) ïðè ïîìîùè ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî ýòè ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íàøå óòâåðæäåíèå äëÿ îäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
òèïà (I) èëè (II). Äëÿ (II) óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü (�) ïîëó÷àåòñÿ èç (*) ïðèìå-
íåíèåì îäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà (Ii,j,λ). Ïóñòü M (ñîîòâåòñòâåííî, M ′) � ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ñèñòåìû (*) (ñîîòâåòñòâåííî, (�)). Åñëè M = M ′ = ∅, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî.
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M ̸= ∅. Ïóñòü (c1, . . . , cm) ∈M . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ak,1c1 + ak,2c2 + · · ·+ ak,mcm = bk, ∀k.
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Òàê êàê a′k,l = ak,l è b
′
k = bk ïðè k ̸= i, òî

a′k,1c1 + a′k,2c2 + · · ·+ a′k,mcm = b′k, ∀k ̸= i.

Äëÿ k = i èìååì a′i,l = ai,l + λaj,l è b
′
i = bi + λbj. Îòñþäà

a′i,1c1 + a′i,2c2 + · · ·+ a′i,mcm =

(ai,1 + λaj,1)c1 + · · ·+ (ai,m + λaj,m)cm =

ai,1c1 + · · ·+ ai,mcm + λ(aj,1c1 + · · ·+ aj,mcm) =

bi + λbj = b′i.

Òàêèì îáðàçîì, (c1, . . . , cm) ∈ M ′ è ïîýòîìó M ′ ⊂ M . Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç
îáðàòèìîñòè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö

Ïóñòü A1,. . . , An � ñòðîêè ìàòðèöû A, ò.å. Ai � ýòî ìàòðèöà âèäà

Ai = (ai1, ai,2, . . . , ai,m) .

Äëÿ ñòðîê îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî:

Ai + Aj := (ai1 + aj1, ai,2 + aj,2, . . . , ai,m + aj,m)

λAi := (λai1, λai,2, . . . , λai,m) .

Èíà÷å ãîâîðÿ, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñòðîê íà ÷èñëî âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïî-
íåíòíî.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

ñòðîê òèïà (Ii,j,λ), (IIi,λ), (IIIi,j) (1 ≤ i, j ≤ n, λ � íåêîòîðîå ÷èñëî), åñëè ìàòðèöà A′ òîò
æå ðàçìåð, ÷òî è A, à åå ñòðîêè A′

1,. . . , A
′
n èìåþò âèä:

Ïðåîáðàçîâàíèå (Ii,j,λ): A′
i = Ai + λAj è A

′
k = Ak ïðè k ̸= i (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî i ̸= j);

Ïðåîáðàçîâàíèå (IIi,λ): A′
i = λAi è A

′
k = Ak ïðè k ̸= i (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî λ ̸= 0);

Ïðåîáðàçîâàíèå (IIIi,j): A′
i = Aj, A

′
j = Ai è A′

k = Ak ïðè k ̸= i, j (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
i ̸= j).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà

C =

c1,1 c1,2 · · · c1,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn,1 cn,2 · · · cn,m


èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
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(1) Íèæå íóëåâîé ñòðîêè íàõîäÿòñÿ òîëüêî íóëåâûå ñòðîêè.

(2) Ïóñòü 1 ≤ i < k ≤ n è ïóñòü ci,j è ck,l � ïåðâûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ñòðîê ñ íîìåðîì
i è k, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà l > j. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñòðîêè
ðàñïîëàãàåòñÿ ñòðîãî ïðàâåå ïåðâîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ëþáîé áîëåå âåðõíåé
ñòðîêè.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà C èìååò óëó÷øåííûé ñòóïåí÷àòûé âèä, åñëè îíà äîïîëíèòåëüíî
ê (1) è (2) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(3) Ïóñòü ci,j � ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñòðîêè ñ íîìåðîì i. Òîãäà ci,j = 1 è cr,j = 0
äëÿ âñåõ r. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñòðîêè ðàâåí 1 è âñå îñòàëüíûå
ýëåìåíòû â ñòîëáöå, ñîäåðæàùåì äàííûé ýëåìåíò, ðàâíû 0.

Ìåòîä Ãàóññà

Òåîðåìà (Àëãîðèòì Ãàóññà). (1) Ëþáàÿ ìàòðèöà C ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíè-

ÿìè ñòðîê òèïà (I) ïðèâîäèòñÿ ê ìàòðèöå C ′, èìåþùåé ñòóïåí÷àòûé âèä.

(2) Ëþáàÿ ìàòðèöà C ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê òèïà (I) è (II) ïðè-
âîäèòñÿ ê ìàòðèöå C ′, èìåþùåé óëó÷øåííûé ñòóïåí÷àòûé âèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó ñòîëáöîâ m. Áàçà èíäóêöèè m = 0 î÷å-
âèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ m′ < m. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ̸= 0, ò.å. ci,1 ̸= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i. Åñëè c1,1 = 0, òî ïðåîáðàçîâàíèåì
(I1,i,1) äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî c′1,1 ̸= 0. Äàëåå, åñëè ci,1 ̸= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i > 1, òî ïðåîá-
ðàçîâàíèåì (Ii,1,λ), ãäå λ = −ci,1/c1,1, äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî c′i,1 = ci,1+λc1,1 = 0. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî c1,1 ̸= 0 è âñå ýëåìåíòû â ïåðâîì ñòîëáöå êðîìå c1,1 ðàâíû
0. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó D, ïîëó÷åííóþ èç C âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîãî ñòîëáöà è ïåðâîé
ñòðîêè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè D ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê òèïà
(I) ïðèâîäèòñÿ ê ìàòðèöå D′, èìåþùåé ñòóïåí÷àòûé âèä. Ïðîäåëàåì íàä ìàòðèöåé C
òå æå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è íàä ìàòðèöåé D. Ïîëó÷èì ìàòðèöó C ′, â
êîòîðîé âñå ýëåìåíòû â ïåðâîì ñòîëáöå êðîìå c′1,1 ðàâíû 0, à ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç C ′

âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîãî ñòîëáöà è ïåðâîé ñòðîêè, ñîâïàäàåò ñ D′ (è èìååò ñòóïåí÷àòûé
âèä). Ïîýòîìó è âñÿ ìàòðèöà C ′èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä. Ýòî äîêàçûâàåò (1).

(2) Ñîãëàñíî (1) ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà C óæå èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä. Åñëè
ci,j � ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò i-é ñòðîêè, òî ïðåîáðàçîâàíèåì (IIi,1/ci,j) äîáèâàåìñÿ òîãî,
÷òî c′i,j = 1. Äàëåå ñíîâà ïðèìåíÿåì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ñòîëáöîâ. Ïóñòü Ci � ïîñëåäíÿÿ
íåíóëåâàÿ ñòðîêà è ïóñòü ci,j = 1 � åå ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò. Òîãäà ck,j = 0 ïðè k > i.
Ïðè k < i ïðåîáðàçîâàíèÿìè (Ik,i,−ck,j) äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî ck,j = 0. Äàëåå èñïîëüçóåì
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé (ñîîòâåòñòâåí-
íî óëó÷øåííîé ñòóïåí÷àòîé), åñëè òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ åå ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà. Â ýòîì
ñëó÷àå íåèçâåñòíûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöàì ìàòðèöû â êîòîðûõ ñòîÿò ïåðâûå íåíó-
ëåâûå ýëåìåíòû ñòðîê íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè, à îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå � ñâîáîäíûìè.
Óðàâíåíèå âèäà 0 = bi, ãäå bi ̸= 0 íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì.
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Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ñîãëàñíî òåîðåìå, êàæäàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíà óëó÷øåííîé ñòó-
ïåí÷àòîé ñèñòåìå. Áîëåå òîãî, ïåðåõîä ê óëó÷øåííîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
íàøà ñèñòåìà èìååò óëó÷øåííûé ñòóïåí÷àòûé âèä. Åñëè â ñèñòåìå èìååòñÿ ïðîòèâî-
ðå÷èâîå óðàâíåíèå, òî îíà, î÷åâèäíî, íåñîâìåñòíà. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñèñòåìà íå
ñîäåðæèò ïðîòèâîðå÷èâûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü xj1 , . . . , xjr � âñå ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå. Â
êàæäîì íåòðèâèàëüíîì óðàâíåíèè ó÷àñòâóåò ðîâíî îäíà ãëàâíàÿ íåèçâåñòíàÿ è êàæäàÿ
ãëàâíàÿ íåèçâåñòíàÿ xj ó÷àñòâóåò ðîâíî â îäíîì íåòðèâèàëüíîì óðàâíåíèè. Òàêèì îáðà-
çîì, ïåðåíîñÿ ÷ëåíû ñî ñâîáîäíûìè íåèçâåñòíûìè â ïðàâóþ ÷àñòü, ìû ìîæåì âûðàçèòü
ãëàâíûå íåèçâåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå:

xj = bi − (ai,j1xj1 + · · ·+ ai,jrxjr).

Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíà íàøåé èçíà÷àëüíîé ñèñòåìå. Ïðèäàäèì ñâî-
áîäíûì íåèçâåñòíûì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ xj1 = cj1 , . . . , xjr = cjr . Òîãäà èì ñîîòâåò-
ñòâóþò (åäèíñòâåííûå) çíà÷åíèÿ ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ, óäîâëåòâîðÿþùèå íàøåé ñòó-
ïåí÷àòîé ñèñòåìå (*).

Ñëåäñòâèå. Ñòóïåí÷àòàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèò ïðîòèâîðå÷èâûõ óðàâíåíèé.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðèíèìàþùåå ýòè çíà÷åíèÿ.

Ñëåäñòâèå. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëåííà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñå åå íåèçâåñòíûå � ãëàâíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò ñâîáîäíàÿ íåèçâåñòíàÿ, òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåííà ïî ïîñëåäíåìó ñëåäñòâèþ. Åñëè íåèçâåñòíûå � ãëàâ-
íûå, òî â óëó÷øåííîì ñòóïåí÷àòîì âèäå êàæäîå íåòðèâèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä
xi = bj.

Ñëåäñòâèå. Êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà è îïðåäåëåííà òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â åå ñòóïåí÷àòîì âèäå íåò ïðîòèâîðå÷èâûõ óðàâíåíèé è

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà èìååò ñòðîãî òðåóãîëüíûé âèä, ò.å. ai,j = 0 ïðè i > j è
ai,i ̸= 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ó ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé óðàâíåíèé ÷èñëî óðàâ-

íåíèé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî ñèñòåìà ñîâìåñòíà è íåîïðåäåëåííà. Â ÷àñòíî-

ñòè, îíà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.



Ëåêöèÿ 2

Ïîäñòàíîâêè. Çàïèñü ïîäñòàíîâîê. ×èñëî ïîäñòàíîâîê. Ïðîèçâåäåíèå ïîäñòàíîâîê. Ñâîéñòâà.

Îáðàòíàÿ è åäèíè÷íûå ïîäñòàíîâêè. Ïîíÿòèå ãðóïïû. Ïðèìåðû. Òðàíñïîçèöèè. Ðàçëîæåíèå

ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé. Ïðèìåíåíèå ïîäñòàíîâêè ê ïåðåñòàíîâêå. ×åòíîñòü.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ÷åòíîñòè (êàê ìåíÿåòñÿ ÷èñëî èíâåðñèé ïðè ïðèìåíåíèè òðàíñ-

ïîçèöèè). ×åòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâîê. ×åòíîñòü îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè. ×èñëî ÷åò-

íûõ è íå÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê. Ãðóïïà An. Ïîíÿòèå ïîäãðóïïû. Íåïîäâèæíûå ýëåìåíòû. Îðáè-
òû. Íåçàâèñèìûå ïîäñòàíîâêè êîììóòèðóþò. Öèêëû. Ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå

íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

Ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé

Äâà îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è g : X → Y ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè f(x) = g(x) äëÿ
âñåõ x ∈ X. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X â ñåáÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ εX
èëè ïðîñòî ε. Òàêèì îáðàçîì, ε(x) = x äëÿ âñåõ x ∈ X. Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîçèöèåé

îòîáðàæåíèé f : X → Y è g : Y → Z íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå g ◦ f : X → Z òàêîå, ÷òî
g ◦ f(x) = g(f(x)).

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ f : X → Y , g : Y → Z è h : Z → U . Òîãäà

(*) (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

Ñâîéñòâî (*) íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååì

(h ◦ g) ◦ f(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))),

h ◦ (g ◦ f)(x) = h((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x))).

Ñëåäîâàòåëüíî, h(g(f(x))) = h(g(f(x))).

Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè èç òîãî, ÷òî f(x1) = f(x2)
ñëåäóåò x1 = x2. Îíî íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò
x ∈ X òàêîå, ÷òî f(x) = y. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì åñëè îíî
èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.

Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå f : X → Y . Îáðàòíûì ê íåìó íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
f−1 : Y → X òàêîå, ÷òî f ◦ f−1 = εY è f−1 ◦ f = εX .

13
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Ïîäñòàíîâêè

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ωn := {i1, . . . , in} èç n ýëåìåíòîâ ëþáîé ïðèðîäû.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäñòàíîâêîé ìíîæåñòâà Ωn íàçûâàåòñÿ ëþáîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
σ : Ωn → Ωn.

Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî Ωn � ìíîæåñòâî ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: Ωn = {1, 2, . . . , n}.
Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn. Êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà îäíîçíà÷íî σ ∈
Sn çàäàåòñÿ 2× n-òàáëèöåé (ìàòðèöåé)

(�) σ =

(
i1 i2 · · · in−1 in
j1 j2 · · · jn−1 jn

)
Òàêàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî {i1, . . . , in} = Ωn è jk := σ(ik). Ñõåìàòè÷íî, ýòî ìîæíî

èçîáðàçèòü òàê:
i1 i2 · · · in−1 in
↓ ↓ · · · ↓ ↓
j1 j2 · · · jn−1 jn

Ïîäñòàíîâêó ìîæíî òàêæå çàäàòü íàïðàâëåííûì ãðàôîì: âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâó-
þò ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà Ωn è âåðøèíû i è j ñîåäèíÿþòñÿ íàïðàâëåííûì ðåáðîì, åñëè
σ(i) = j. Íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêå ( 1 2 3 4 5 6

2 1 3 6 5 4 ) ñîîòâåòñòâóåò ãðàô

1 2

34
5

6

Îòìåòèì, ÷òî çàïèñü (�) íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé: ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ ìû ïî-
ëó÷àåì òó æå ïîäñòàíîâêó. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â ñòàíäàðòíîì âèäå (

1 2 · · · n− 1 n
j1 j2 · · · jn−1 jn

)
Íàçîâåì ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð (i1, . . . , in) ýëåìåíòîâ Ωn.
Òàêèì îáðàçîì, ñòðîêè â (�) � ïåðåñòàíîâêè. ßñíî, ÷òî äëÿ ïåðåñòàíîâêè (i1, . . . , in)
âñåãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ {i1, . . . , in} = Ωn è ik ̸= il ïðè k ̸= l. Ïåðåñòàíîâêó
(1, 2, . . . , n) íàçîâåì òðèâèàëüíîé.

Ïðåäëîæåíèå. ×èñëî ÷èñëî âñåõ ïîäñòàíîâîê ðàâíî ÷èñëó âñåõ ïåðåñòàíîâîê è ðàâíî
n!.
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Ïðîèçâåäåíèåì ïîäñòàíîâîê σ1, σ2 ∈ Sn íàçîâåì èõ êîìïîçèöèþ σ1 ◦ σ2 ∈ Sn. Òîæäå-
ñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ε.

Ñâîéñòâà ïîäñòàíîâîê.

� (σ ◦ φ) ◦ δ = σ ◦ (φ ◦ δ) äëÿ âñåõ σ, φ, δ ∈ Sn (àññîöèàòèâíîñòü);

� σ ◦ ε = ε ◦ σ = σ äëÿ âñåõ σ ∈ Sn;

� äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà σ
−1 ∈ Sn òàêàÿ, ÷òî

σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = ε.

Ïîäñòàíîâêà σ−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé.

Ïîíÿòèå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G ñ îïåðàöèåé (a, b) 7→ a ◦ b. Òàêîå, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:

(1) a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c äëÿ âñåõ a, b, c ∈ G;

(2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 1 ∈ G (åäèíè÷íûé ýëåìåíò èëè íåéòðàëüíûé ýëåìåíò) òàêîé,
÷òî 1 ◦ a = a ◦ 1 = a äëÿ âñåõ a ∈ G;

(3) äëÿ ëþáîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a−1 ∈ G (êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê
a) òàêîé, ÷òî a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = 1.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé (èëè êîììóòàòèâíîé), åñëè a ◦ b = b ◦ a
äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G.

Â àáåëåâîé ãðóïïå îïðåäåëåíî äåëåíèå:

a/b := a · b−1 = b−1 · a.

Â îïðåäåëåíèÿõ âûøå îïåðàöèÿ ◦ �ïîõîæà� íà îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà çàïèñàíà ìóëüòèïëèêàòèâíî.

Èíîãäà îïåðàöèÿ â ãðóïïå çàïèñûâàåòñÿ àääèòèâíî. Òîãäà îïðåäåëåíèå âûøå ïðè-
íèìàåò âèä:

Îïðåäåëåíèå. Àääèòèâíîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîG ñ îïåðàöèåé (a, b) 7→ a+b.
Òàêîå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:

(1) a+ (b+ c) = (a+ b) + c äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ G;

(2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 ∈ G (íóëåâîé ýëåìåíò) òàêîé, ÷òî 0 + a = a + 0 = a äëÿ
ëþáîãî a ∈ G;

(3) äëÿ ëþáîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò −a ∈ G (êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïî-

ëîæíûì ê a) òàêîé, ÷òî a+ (−a) = (−a) + a = 0.
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Îáû÷íî ãðóïïà, çàïèñàííàÿ àääèòèâíî, ïðåäïîëàãàåòñÿ àáåëåâîé. Â àáåëåâîé àääè-
òèâíîé ãðóïïå îïðåäåëåíî âû÷èòàíèå:

a− b := a+ (−b) = (−b) + a.

Ïðèìåðû. (1) Ìíîæåñòâî {1} èç îäíîãî íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé. Ìíîæåñòâî ÷èñåë {±1} ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

(2) Âñå ïîäñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ îáðàçóþò ãðóïïó Sn. Îíà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè-
÷åñêîé ãðóïïîé. Ýòà ãðóïïà íåàáåëåâà ïðè n ≥ 3.

(3) Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ (ñîîòâåòñòâåííî, ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ) ÷èñåë
ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ îáðàçóåò (àääèòèâíóþ) ãðóïïó, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ Z+

(ñîîòâåòñòâåííî,Q+, R+). Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

(4) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ (ñîîòâåòñòâåííî, äåéñòâèòåëü-
íûõ) ÷èñåë. Ýòî ìíîæåñòâî ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ (ìóëüòèïëèêàòèâíîé
àáåëåâîé ãðóïïîé. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ Q∗ (ñîîòâåòñòâåííî, R∗). Ýòà ãðóïïà òàêæå
àáåëåâà.

Ãðóïïà G, ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé. Â ýòîì
ñëó÷àå ÷èñëî ýëåìåíòîâ G íàçûâàåòñÿ åå ïîðÿäêîì è îáîçíà÷àåòñÿ |G|. Òàêèì îáðàçîì,

| Sn | = n!.

Â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå èìååò ñìûñë ïîíÿòèå öåëîé ñòåïåíè ýëåìåíòà: äëÿ a ∈
G è n ∈ Z ïîëîæèì

an =


a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸

n

åñëè n ∈ N,

1 åñëè n = 0,

(a−1)−n åñëè −n ∈ N.

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíûì ñâîéñòâàì:

an ◦ am = an+m = am ◦ an, (an)m = (am)n = anm.

Åñëè ãðóïïà G ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò
n ∈ N òàêîå, ÷òî an = 1. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ýëåìåíòû 1, a, a2, a3, . . . íå ìîãóò áûòü
ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ak = al äëÿ íåêîòîðûõ k > l. Òîãäà ak−l = ak ◦ (al)−1 =
ak ◦ (ak)−1 = 1.

Â àääèòèâíîé ãðóïïå ïîíÿòèå ñòåïåíè çàìåíÿåòñÿ íà ïîíÿòèåì óìíîæåíèÿ íà öåëûå
÷èñëà: åñëè a ∈ G è n ∈ Z, òî

na =


a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

åñëè n ∈ N,

0 åñëè n = 0,

n(−a) åñëè −n ∈ N.
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Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà. Òîãäà

(1) íåéòðàëüíûé ýëåìåíò � åäèíñòâåííûé;

(2) äëÿ ëþáîãî a ∈ G îáðàòíûé ýëåìåíò a−1 � åäèíñòâåííûé;

(3) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G óðàâíåíèå a ◦ x = b (ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå x ◦ a = b)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

(4) (a ◦ b)−1 = b−1 ◦ a−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà åäèíè÷íûõ ýëåìåíòà 1 è 1′. Òîãäà
1 = 1 ◦ 1′ = 1′.

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ a ∈ G èìååòñÿ äâà îáðàòíûõ ýëåìåíòà a−1 è a−1′. Òîãäà
a = a−1 ◦ a ◦ a−1′ = a−1′.

(3) Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ a ◦ x = b äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà a−1 ñëåâà. Ïîëó÷èì
1 ◦ x = a−1 ◦ a ◦ x = a−1 ◦ b. Óðàâíåíèå x ◦ a = b ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

(4) (a ◦ b) ◦
(
b−1 ◦ a−1

)
= a ◦ (b ◦ b−1) ◦ a−1 = a ◦ 1 ◦ a−1 = a ◦ a−1 = 1.

Òðàíñïîçèöèè

Îïðåäåëåíèå. Òðàíñïîçèöèåé íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà τ ∈ Sn òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò
ýëåìåíòû i, j ∈ Ωn, i ̸= j òàêèå, ÷òî τ(i) = j, τ(j) = i è τ(k) = k ïðè k /∈ {i, j}. Ýòà
òðàíñïîçèöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ σ = [i, j].

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçè-
öèé, ò.å. σ = τ1 ◦ · · · ◦ τr, ãäå τ1, . . . , τr � òðàíñïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n − 1.
Ïóñòü

σ =

(
1 2 · · · n− 1 n
i1 i2 · · · in−1 in

)
Åñëè in ̸= n, òî ðàññìîòðèì òðàíñïîçèöèþ τ = [n, in]. Åñëè æå in = n, òî ïîëîæèì τ = ε.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

τ ◦ σ =

(
1 2 · · · n− 1 n
i′1 i′2 · · · i′n−1 n

)
Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó

σ′ =

(
1 2 · · · n− 1
i′1 i′2 · · · i′n−1

)
∈ Sn−1

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé: σ′ =
τ ′1 ◦ · · · τ ′m, τ ′i = [ki, li] ∈ Sn−1, ki li ∈ {1, . . . , n − 1}, ki ̸= li. Ðàññìîòðèì òðàíñïîçèöèè
τi = [ki, li] ∈ Sn. Î÷åâèäíî, ÷òî τ ◦ σ = τ1 ◦ · · · ◦ τm. Ïîýòîìó σ = τ ◦ τ1 ◦ · · · ◦ τm.
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Çàìå÷àíèå. Íà ïîñëåäíåì øàãå ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî èìååòñÿ âëîæåíèå ãðóïï

Sn−1 ↪→ Sn,

(
1 2 · · · n− 1
j1 j2 · · · jn−1

)
7−→

(
1 2 · · · n− 1 n
j1 j2 · · · jn−1 n

)
ò.å. âëîæåíèå, ïðè êîòîðîì óìíîæåíèå â îáðàçå Sn−1 ñîâïàäàåò ñ óìíîæåíèåì â Sn. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî îòîæäåñòâèòü îáðàç Sn−1 ñ ñàìîé ãðóïïîé Sn−1. Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî
âëîæåíèå Sn−1 ↪→ Sn çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì: îíî çàâèñèò îò ôèêñàöèè
ýëåìåíòà n ∈ Ωn.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé íå åäèí-
ñòâåííî.

Äëÿ ïåðåñòàíîâêè Π = (i1, . . . , in) è ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn ïîëîæèì

σ(Π) := (σ(i1), . . . , σ(in)).

ßñíî, ÷òî σ(Π) � ïåðåñòàíîâêà è âûïîëíåíî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

δ ◦ σ(Π) = δ(σ(Π)).

Ñëåäñòâèå. Ëþáûå äâå ïåðåñòàíîâêè èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Π = (i1, . . . , in) è Π′ = (j1, . . . , jn). Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó

σ =

(
i1 i2 · · · in−1 in
j1 j2 · · · jn−1 jn

)
Ïî òåîðåìå σ = τ1 ◦ · · · ◦ τr, ãäå τk � òðàíñïîçèöèè. Òîãäà

Π′ = σ(Π) = τ1 ◦ · · · ◦ τr(Π) = τ1(τ2(· · · τr(Π))).

×åòíîñòü ïîäñòàíîâîê.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Π = (i1, . . . , in) � ïåðåñòàíîâêà. Çàôèêñèðóåì äâà ýëåìåíòà ik è
il, ãäå k < l:

Π = (i1, . . . , ik, . . . , il, . . . , in).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíòû ik è il îáðàçóþò èíâåðñèþ, åñëè ik > il. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå (åñëè ik < il) áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ik è il îáðàçóþò ïîðÿäîê.

×åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè Π íàçûâàåòñÿ ÷åòíîñòü îáùåãî ÷èñëà èíâåðñèé â Π.

Ïðèìåð. Ïóñòü 1 ≤ i < j ≤ n. ×èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå

(1, 2, . . . i− 1, j, i+ 1, . . . , j − 1, i, j + 1, . . . , n− 1, n)

ðàâíî j − i+ 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
j−i−1

= 2(j − i)− 1. Ïîýòîìó ïåðåñòàíîâêà � íå÷åòíàÿ.
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Ëåììà. Ïóñòü Π = (i1, . . . , in) � ïåðåñòàíîâêà è ïóñòü τ ∈ Sn � òðàíñïîçèöèÿ. Òîãäà
÷åòíîñòè ïåðåñòàíîâîê Π è τ(Π) ïðîòèâîïîëîæíû. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðèìåíåíèå òðàíñ-

ïîçèöèè ìåíÿåò ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Π = (i1, . . . , in), ïóñòü τ = [a, b], a ̸= b. ßñíî, ÷òî a = ik, b = il
äëÿ íåêîòîðûõ ik ̸= il, ãäå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî k < l. Òàêèì îáðàçîì,

Π = (i1, . . . , ik, . . . , il, . . . , in)

è τ = [ik, il]. Òîãäà
τ(Π) = (i1, . . . , il, . . . , ik, . . . , in).

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî l − k.
Íà÷íåì ñ áàçû èíäóêöèè,ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî l = k+1, ò.å. τ = [ik, ik+1]. Îáîçíà÷èì

÷åðåç sr (ñîîòâåòñòâåííî, s
′
r)) ÷èñëî èíâåðñèé, êîòîðûå îáðàçóåò ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ìåñòå

r â Π (ñîîòâåòñòâåííî, τ(Π)) ñî âñåìè ïîñëåäóþùèìè. Åñëè r < k èëè r > k + 1, òî
sr = s′r). Äëÿ r = k è r = k + 1 èìååì

s′k =

{
sk+1 + 1 åñëè ik < ik+1

sk+1 åñëè ik > ik+1

s′k+1 =

{
sk åñëè ik < ik+1

sk − 1 åñëè ik > ik+1

Â ëþáîì ñëó÷àå
s′k + s′k+1 = sk + sk+1 ± 1.

Â èòîãå ïîëó÷àåì

÷èñëî èíâåðñèé â τ(Π) =
n∑
r=1

s′r =
n∑
r=1

sr ± 1 =
(
÷èñëî èíâåðñèé â Π

)
± 1.

Ýòî äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå l = k + 1.
Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî l > k + 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ

âñåõ òðàíñïîçèöèé âèäà τ = [ik′ , il′ ], ãäå 0 < l′ − k′ < l − k. Èìååì

[ik, il] = [ik, ik+1] ◦ [ik+1, il] ◦ [ik+1, ik].

Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïðèìåíåíèå òðàíñïîçèöèé ê ëþáîé ïåðå-
ñòàíîâêå ìåíÿåò åå ÷åòíîñòü. Ïîñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ýòî ñîîáðàæåíèå ê [ik, ik+1] ◦
[ik+1, il] ◦ [ik+1, ik](Π) (òðè ðàçà), ïîëó÷èì, ÷òî ÷åòíîñòè Π è τ(Π) ïðîòèâîïîëîæíû.

Îïðåäåëåíèå. ×åòíîñòüþ ïîäñòàíîâêè

(�) σ =

(
i1 i2 · · · in
j1 j2 · · · jn

)
∈ Sm

íàçîâåì ÷åòíîñòü ñóììû ÷åòíîñòåé ïåðåñòàíîâîê (i1, i2, . . . , in) è (j1, j2, . . . , jn), ò.å. ÷åò-
íîñòü ÷èñëà èíâåðñèé â âåðõíåé è íèæíåé ñòðîêè â åå çàïèñè (�).
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Ïðèìåð. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó òðàíñïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïîäñòàíîâ-
êîé.

Ëåììà. ×åòíîñòü ïîäñòàíîâêè íå çàâèñèò îò ôîðìû åå çàïèñè, ò.å. ÷åòíîñòü ïîä-

ñòàíîâêè íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ â (�).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå ïðè òðàíñïîçèöèè ñòîëáöîâ ìåíÿåòñÿ
÷åòíîñòü ÷èñëà èíâåðñèé â îáîèõ ñòðîêàõ, çíà÷èò ÷åòíîñòü ñóììàðíîãî ÷èñëà èíâåðñèé
íå ìåíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è ÷åòíîñòü ïîäñòàíîâêè íå çàâèñèò îò âèäà
çàïèñè. Çíàêîì ïîäñòàíîâêè σ íàçûâàåòñÿ

sgn(σ) := (−1)÷åòíîñòü (σ).

Ïðåäëîæåíèå. (1) sgn(σ1 ◦ σ2) = sgn(σ1) sgn(σ2).

(2) sgn(σ−1) = sgn(σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü σ1 = τ1 ◦· · ·◦τr è σ2 = τ ′1 ◦· · ·◦τ ′r � ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå
òðàíñïîçèöèé. Òîãäà sgn(σ1) sgn(σ2) = (−1)r(−1)k = (−1)r+k = sgn(σ1 ◦ σ2).

(2) Àíàëîãè÷íî, ïóñòü σ = τ1 ◦ · · · ◦ τr � ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé.
Òîãäà σ−1 = τr ◦ · · · ◦ τ1 � ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé äëÿ σ−1. Îòñþäà
sgn(σ−1) = r = sgn(σ).

Çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà. Ïîíÿòèå ïîäãðóïïû.

Ïðåäëîæåíèå. ×èñëî ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê ðàâíî ÷èñëó íå÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê è ðàâ-
íî n!/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ íå÷åòíóþ ïîäñòàíîâêó τ (íàïðèìåð, òðàíñ-
ïîçèöèþ). Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ An τ ◦ σ ∈ Sn \An.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ îòîáðàæåíèå f : An → Sn \An, f(σ) = τ ◦σ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
îíî áèåêòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà An è Sn \An ðàâíîìîùíû.

Ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç An. Ïîñêîëüêó ïðîèçâå-
äåíèå ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê ÷åòíî, òî íà An êîððåêòíî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæå-
íèÿ ïîäñòàíîâîê. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî An ñ ýòîé îïåðàöèåé óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì
â îïðåäåëåíèè ãðóïïû. Ñëåäîâàòåëüíî, An � ãðóïïà. Îíà íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé

ãðóïïîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî H â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé ñ òîé æå îïåðàöèåé, ÷òî è â G.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäìíîæåñòâî H â ãðóïïå G áûëî ïîäãðóïïîé íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ H èõ ïðîèçâåäåíèå a ◦ b ïðèíàäëåæèò H;
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(2) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ H îáðàòíûé ê íåìó a−1 ïðèíàäëåæèò H.

Èç ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé. Áîëåå òî÷íî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü Hi, i ∈ I � ëþáîå ìíîæåñòâî ïîäãðóïï ãðóïïû G. Òîãäà èõ

ïåðåñå÷åíèå ∩i∈IHi òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé.

Ïðèìåðû. (1) Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ñîäåðæèò çíàêîïåðåìåííóþ ïîäãðóïïóAn ⊂
Sn. Òàêæå ìû óæå îáñóæäàëè, ÷òî Sn ñîäåðæèò òàêæå ïîäãðóïïû Sn−1.

(2) Ãðóïïà R+ ñîäåðæèò ïîäãðóïïû Z+ è Q+.

(3) Ãðóïïà R∗, ñîäåðæèò ïîäãðóïïû Q∗ è {±1}.

Äëÿ ýëåìåíòîâ a1, . . . , am ãðóïïû G ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäãðóïï â G, ñîäåðæàùèõ
a1, . . . , am, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé. Îíà íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, ïîðîæäåííîé ìíîæå-

ñòâîì a1, . . . , am è îáîçíà÷àåòñÿ ⟨a1, . . . , am⟩. Ýòà ïîäãðóïïà ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ
ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ a1, . . . , am (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ñ âîçìîæíûìè
ïîâòîðåíèÿìè). Î÷åâèäíî, ÷òî òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ïîäãðóïïó ïîðîæäåííóþ áåñ-
êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ.

Íàïðèìåð, ìû äîêàçàëè, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿ-
ìè. Èçâåñòíî, ÷òî çíàêîïåðåìåííàÿ ïîäãðóïïà An ⊂ Sn ïîðîæäàåòñÿ òðîéíûìè öèêëàìè
[i, j, k], ýòîò ôàêò áóäåò äîêàçàí ïîçæå.

Öèêëû

Çàôèêñèðóåì ïîäñòàíîâêó σ ∈ Sn. Äâà ýëåìåíòà i, j ∈ Ωn íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè j = σk(i) äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Ωn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè:

(�) Ωn = Ω(1)
n ∪ · · · ∪ Ω(l)

n , Ω(k)
n ∩ Ω(m)

n = ∅ ïðè k ̸= m.

Ýòè êëàññû íàçûâàþòñÿ îðáèòàìè.
Îðáèòà ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà i òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà σ(i) = i. Òàêèå

ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ íåïîäâèæíûìè îòíîñèòåëüíî σ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (åñëè σ(j) ̸=
j) ýëåìåíò j íàçûâàåòñÿ ïîäâèæíûì. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïîäâèæíûõ (ñîîòâåòñòâåííî,
ïîäâèæíûõ) ýëåìåíòîâ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Fix(σ) (ñîîòâåòñòâåííî, Mov(σ)). ßñíî, ÷òî

Fix(σ) ∪Mov(σ) = Ωn è Fix(σ) ∩Mov(σ) = ∅.

Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

Mov(σ1 ◦ σ2) ⊂ Mov(σ1) ∪Mov(σ2) è Fix(σ1 ◦ σ2) ⊃ Fix(σ1) ∩ Fix(σ2)

äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê σ1, σ2 ∈ Sn. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn è
ëþáîé åå ñòåïåíè σm èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

Fix(σ) ⊂ Fix(σm) è Mov(σ) ⊃ Mov(σm).
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Ëåììà. Åñëè äëÿ ïîäñòàíîâîê σ, φ ∈ Sn âûïîëíåíîMov(σ)∩Mov(φ) = ∅, òî σ◦φ = φ◦σ
(ò.å. σ è φ êîììóòèðóþò).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ýëåìåíò i ∈ Ωn. Åñëè i /∈ Mov(σ) ∪Mov(φ), òî i ∈ Fix(σ) ∩
Fix(φ), ò.å. σ(i) = i = φ(i). Â ýòîì ñëó÷àå σ ◦ φ(i) = i = φ ◦ σ(i).

Ïóñòü i ∈ Mov(σ). Òîãäà i /∈ Mov(φ), i ∈ Fix(φ) è σ(i) ∈ Mov(σ). Çíà÷èò φ(i) = i
è σ(i) /∈ Mov(φ), ò.å. σ(i) ∈ Fix(φ). Òàêèì îáðàçîì, σ ◦ φ(i) = σ(i) = φ ◦ σ. Ñëó÷àé
i ∈ Mov(φ) ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ öèêëîì (öèêëè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé),
åñëè Mov(σ) = {i1, . . . , im} è

σ(ik) =

{
ik+1 ïðè k = 1, . . . ,m− 1,

i1 ïðè k = m.

Òàêàÿ ïîäñòàíîâêà îáîçíà÷àåòñÿ σ = [i1, . . . , im]. ×èñëî m íàçûâàåòñÿ äëèíîé öèêëà.

Öèêë äëèíû 2 � ýòî òðàíñïîçèöèÿ. Çàïèñü σ = [i1, . . . , im] íå åäèíñòâåííà. ßñíî, ÷òî
[i1, . . . , im] = [i2, . . . , im, i1] = [i3, . . . , im, i1, i2] è ò. ä.

Öèêëû σ = [i1, . . . , im] è φ = [j1, . . . , jl] íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè Mov(σ) ∩
Mov(φ) = ∅.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñè-

ìûõ öèêëîâ σ = σ1 ◦ · · · ◦ σl. Ýòî ïðîèçâåäåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà

ìíîæèòåëåé.

Ïðèìåð. (
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 1 4 6 7 8 6 10 9

)
= [1, 2, 3] ◦ [5, 6, 7, 8] ◦ [9, 10].

Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèå-
íèþ (�) ìíîæåñòâà Ωn íà îðáèòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ
â Mov(σ). Ïóñòü i1 ∈ Mov(σ) � ïîäâèæíûé ýëåìåíò. Òàê êàê σm = ε äëÿ íåêîòîðîãî m,
òî σm(i1) = i1. Âîçüìåì m ìèíèìàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì òàêèì, ÷òî σm(i1) = i1. ßñíî,
÷òî m > 1. Ïîëîæèì ik := σk−1(i1). Òîãäà äëÿ âñå ÷èñëà

i1, . . . , im1

ðàçëè÷íû.* Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å ik = il äëÿ íåêîòîðûõ 1 ≤ k < l < m. Íî òîãäà σk = σl

è σl−k = 1, ãäå 0 < l − k < m. Ïðîòèâîðå÷èå.
Áîëåå òîãî, σ(ik) = ik+1 ïðè 1 ≤ k < m−1 è σ(im−1) = i1. Ïîëîæèì σ1 := [i1, . . . , im−1]

è σ′ = σ ◦σ−1
1 . Òîãäà σ1(ik) = σ(ik) ïðè k = 1, . . . ,m− 1 è σ1(j) = j ïðè j /∈ {i1, . . . , im−1}.

Çíà÷èò, σ′(ik) = ik ïðè k = 1, . . . ,m − 1 è σ′(j) = σ(j) ïðè j /∈ {i1, . . . , im−1}. Òàêèì
*Íà ñàìîì äåëå, ìíîæåñòâî {i1, . . . , im1

} � ýòî îäíà èç îðáèò â ðàçëîæåíèè (�).
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îáðàçîì, Mov(σ1) = {i1, . . . , im−1} ⊂ Fix(σ′), Fix(σ′) ⊋ Fix(σ) è Mov(σ′) ⊊ Mov(σ). Áîëåå
òîãî, èìååò ìåñòî ðàçáèåíèå

Mov(σ) = Mov(σ′) ∪Mov(σ1), Mov(σ′) ∩Mov(σ1) = ∅.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìû ìîæåì çàïèñàòü

σ′ = σ2 ◦ · · · ◦ σl,

ãäå σ2, . . . , σl � íåçàâèñèìûå öèêëû è Mov(σk) ⊂ Mov(σ′) ïðè k = 2, . . . , l. Òîãäà

σ = σ′ ◦ σ1 = σ1 ◦ σ′ = σ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦ σl.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäå-
íèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ

σ = σ1 ◦ · · · ◦ σl = σ′
1 ◦ · · · ◦ σ′

r.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî öèêëà σk ñóùåñòâóåò öèêë σ
′
s òàêîé, ÷òî σk = σ′

s,
ò.å. σk(i) = σ′

s(i) äëÿ âñåõ i ∈ Ωn. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ìíîæåñòâî Mov(σ) äâóìÿ
ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáúåäèíåíèé

Mov(σ) = Mov(σ1) ∪ · · · ∪Mov(σl) = Mov(σ′
1) ∪ · · · ∪Mov(σ′

r).

Âîçüìåì s òàê, ÷òî Mov(σk)∩Mov(σs) ̸= ∅. Ïóñòü i ∈ Mov(σk)∩Mov(σs). Ëþáîé ýëåìåíò
j ∈ Mov(σk) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå σak(i) = σa(i) äëÿ íåêîòîðîãî a. Àíàëîãè÷íî, ëþáîé
ýëåìåíò j ∈ Mov(σ′

s) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå σ′a
s (i) = σa(i) äëÿ íåêîòîðîãî a. Ïîýòîìó

Mov(σk) = {σak(i) | a ∈ N} = {σa(i) | a ∈ N} = {σ′b
s (i) | a ∈ N} = Mov(σ′

s).

Çíà÷èò äëÿ ëþáîãî j ∈ Mov(σk) = Mov(σ′
s) èìååì σk(j) = σk(j) = σ′

s(j).
Åñëè æå j /∈ Mov(σk) = Mov(σ′

s), òî σk(j) = j = σ′
s(j). Òàêèì îáðàçîì, σk = σ′

s.
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Ëåêöèÿ 3

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà ÷èñëî. Ñâîéñòâà. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ñâîéñòâà.

Àññîöèàòèâíîñòü. Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñâÿçü îäíîðîäíûõ è íåîäíî-

ðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîíÿòèå êîëüöà. Ïðèìåðû. Óìíîæåíèå íà äèàãîíàëüíûå

ìàòðèöû. Óìíîæåíèå òðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

Ñëîæåíèå ìàòðèö è óìíîæåíèå ìàòðèö íà ÷èñëî

Ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà n×m ñ êîýôôèöèåíòàìè èç R ìû áóäåì îáîçíà÷àòüMatn,m(R).
Â ñëó÷àå n = m ìû áóäåì ñîêðàùåííî ïèñàòü Matn(R) âìåñòî Matn,n(R).

Ïóñòü äàíû äâå ìàòðèöû A,B ∈ Matn,m(R) (îäèíàêîâîãî ðàçìåðà)

A =

a1,1 a1,2 · · · a1,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 · · · an,m

 B =

b1,1 b1,2 · · · b1,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn,1 bn,2 · · · bn,m


Èõ ñóììîé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A + B ∈ Matn,m(R), ïîëó÷åííàÿ ïîêîìïîíåíòíûì ñëî-
æåíèåì ýëåìåíòîâ:

A+B =

a1,1 + b1,1 a1,2 + b1,2 · · · a1,m + b1,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 + bn,1 an,2 + bn,2 · · · an,m + bn,m


Åñëè λ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå λA ∈ Matn,m(R):

λA =

λa1,1 λa1,2 · · · λa1,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λcn,1 λcn,2 · · · λan,m


Íóëåâîé ìàòðèöåé áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó èç íóëåé:

O =

0 · · · 0
. . . . . . . . .
0 · · · 0


Ðàçìåð íóëåâîé ìàòðèöû âñåãäà áóäåò ïîäõîäÿùèì, ò.å. òàêèì, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå
îïåðàöèè èìåëè ñìûñë.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèé.

25
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Ïðåäëîæåíèå. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ìàòðèö óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(1) A+ (B + C) = (A+B) + C äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B,C ∈ Matn,m(R) (àññîöèàòèâ-
íîñòü);

(2) O + A = A + O = A äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Matn,m(R), ãäå O ∈ Matn,m(R) �
íóëåâàÿ ìàòðèöà;

(3) äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Matn,m(R) ñóùåñòâóåò ìàòðèöà −A ∈ Matn,m(R) òàêàÿ,
÷òî A+ (−A) = (−A) + A = O;

(4) A+B = B + A äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B ∈ Matn,m(R) (êîììóòàòèâíîñòü).

Òàêèì îáðàçîì, Matn,m(R) � àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà ÷èñëî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

ñâîéñòâàì:

(1) λ(A+B) = λA+ λB äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B ∈ Matn,m(R) è ëþáîãî ÷èñëà λ ∈ R;

(2) (λ+ µ)A = λA+ µA äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Matn,m(R) è ëþáûõ ÷èñåë λ, µ ∈ R;

(3) (λµ)A = λ(µA) äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Matn,m(R) è ëþáûõ ÷èñåë λ, µ ∈ R;

(4) 1A = A äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Matn,m(R).

Óìíîæåíèå ìàòðèö.

Ïóñòü äàíû äâå ìàòðèöû A ∈ Matn,m(R) è B ∈ Matm,r(R)

(*) A =

a1,1 a1,2 · · · a1,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 · · · an,m

 B =

 b1,1 b1,2 · · · b1,r
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm,1 bm,2 · · · bm,r


Èõ ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C = A ·B ∈ Matn,r(R)

C =

c1,1 c1,2 · · · c1,r
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn,1 cn,2 · · · cn,r


ãäå ýëåìåíòû ci,j ìàòðèöû C = A ·B âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó

ci,j =
m∑
k=1

ai,kbk,j = ai,1b1,j + ai,2b2,j + · · ·+ ai,mbm,j.

Ïðèìåð. Îáû÷íî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé, ò.å. óìíî-
æåíèå ìàòðèö íåêîììóòàòèâíî:(

0 1
0 0

)
·
(
0 0
1 0

)
=

(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
·
(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 1

)
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Ââåäåì íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü

A = (ai,j) =

a1,1 a1,2 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 · · · an,n


� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Åå ãëàâíîé äèàãîíàëüþ íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëü, èäó-
ùàÿ èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà â ïðàâûé íèæíèé, ò.å. äèàãîíàëü èç ýëåìåíòîâ ai,i. Äðóãàÿ
äèàãîíàëü, èäóùàÿ èç ïðàâîãî âåðõíåãî óãëà â ëåâûé íèæíèé, (äèàãîíàëü èç ýëåìåíòîâ
ai,n+1−i) íàçûâàåòñÿ ïîáî÷íîé. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé, åñëè íèæå åå
ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè, ò.å. ai,j = 0 ïðè i > j è îíà íàçûâàåòñÿ íèæíåòðåóãîëü-

íîé, åñëè âûøå åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè, ò.å. ai,j = 0 ïðè i < j. Ìàòðèöà A
íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé, åñëè îíà è âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, è íèæíåòðåóãîëüíàÿ îäíîâðå-
ìåííî, ò.å. ai,j = 0 ïðè i ̸= j. Åäèíè÷íîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,
ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû 1:

E =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · 1


Åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç E. Êàê è â ñëó÷àå íóëåâîé ìàòðèöû,
ðàçìåð åäèíè÷íîé ìàòðèöû âñåãäà áóäåò ïîäõîäÿùèì, ò.å. òàêèì, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå îïåðàöèè èìåëè ñìûñë.

Óìíîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ìàòðèö B ðàçìåðà n×m íà äèàãîíàëüíóþ âûãëÿäèò òàê:
d1 0 · · · 0
0 d2 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · dn

 ·

b1,1 b1,2 · · · b1,m
b2,1 b2,2 · · · b2,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn,1 bn,2 · · · bn,m

 =


d1b1,1 d1b1,2 · · · d1b1,m
d2b2,1 d2b2,2 · · · d2b2,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dnbn,1 dnbn,2 · · · dnbn,m



b1,1 b1,2 · · · b1,m
b2,1 b2,2 · · · b2,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn,1 bn,2 · · · bn,m

 ·

d1 0 · · · 0
0 d2 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · dm

 =


b1,1d1 b1,2d2 · · · b1,mdm
b2,1d1 b2,2d2 · · · b2,mdm
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn,1d1 bn,2d2 · · · bn,mdm


Ïðè óìíîæåíèè íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöà íå ìåíÿåòñÿ:

E ·B = B, B · E = B.

Çäåñü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n â ïåðâîì ðàâåíñòâå è ïîðÿäêà m âî âòîðîì.
Ñëåäóþùóþ ëåììó ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ëåììà. Ïðîèçâåäåíèå âåðõíåòðåóãîëüíûõ (ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåòðåóãîëüíûõ ) ìàò-
ðèö ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåòðåóãîëüíîé).
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Ëåììà. (1) Ïóñòü A, B, C � ìàòðèöû ðàçìåðîâ n × m, n × m è m × r, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà

(A+B) · C = A · C +B · C.

(2) Ïóñòü A, B, C � ìàòðèöû ðàçìåðîâ n×m, m×r è m×r, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

A · (B + C) = A ·B + A · C.

(3) Ïóñòü A, B � ìàòðèöû ðàçìåðîâ n × m è n × m, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ÷èñëà λ âûïîëíåíî

(λA) ·B = A · (λB) = λ(A ·B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, (1). Ïóñòü A = (ai,j), B = (bi,j), C = (ci,j). Ìû
ìîæåì çàïèñàòü A+B = (ai,j + bi,j), A · C = (di,j), B · C = (fi,j), (A+B) · C = gi,j, ãäå

di,j =
m∑
k=1

ai,kck,j, fi,j =
m∑
k=1

bi,kck,j, gi,j =
m∑
k=1

(ai,k + bi,k)ck,j.

Ïîýòîìó di,j + fi,j = gi,j.

Òåîðåìà. Ïóñòü A, B, C � ìàòðèöû ðàçìåðîâ n×m, m× r è r × q ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà (A ·B) · C = A · (B · C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (ai,j), B = (bi,j), C = (ci,j). Ìû ìîæåì çàïèñàòü A · B =
(di,l), B · C = (fk,j), ãäå

di,l =
m∑
k=1

ai,kbk,l, fk,j =
r∑
l=1

bk,lcl,j.

Ïîýòîìó (A ·B) · C = (gi,j), A · (B · C) = (hi,j), ãäå

gi,j =
r∑
l=1

di,lcl,j =
r∑
l=1

(
m∑
k=1

ai,kbk,l

)
cl,j =

r∑
l=1

m∑
k=1

ai,kbk,lcl,j,

hi,j =
m∑
k=1

ai,kfk,j =
m∑
k=1

ai,k

(
r∑
l=1

bk,lcl,j

)
=

m∑
k=1

ai,k

r∑
l=1

bk,lcl,j.

Îòêóäà âèäíî, ÷òî gi,j = hi,j.

Äëÿ ìàòðèöû A = (ai,j) ∈ Matn,m(R) (ñì. (*)) îïðåäåëèì òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàò-

ðèöó AT ∈ Matm,n(R) ñëåäóþùèì îáðàçîì AT = (a′i,j), ãäå a
′
i,j = aj,i. Èíà÷å ãîâîðÿ,

AT =

a1,1 a2,1 · · · am,1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1,n a2,n · · · am,n


Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáåö èç ýëåìåíòîâ c1, . . . , cn ìîæíî êîìïàêòíî çàïèñàòü òàê: (c1, . . . , cn)

T.
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Ïðåäëîæåíèå. (A ·B)T = BT · AT.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A = (ai,k), B = (bk,j), A · B = (ci,j). Òîãäà
ci,j =

∑m
k=1 ai,kbk,j. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëîæèì AT = (a′j,k), B

T = (b′k,i), B
T · AT = (dj,i).

Òîãäà a′j,k = ai,k, b
′
k,i = bj,k,

dj,i =
m∑
k=1

b′k,ia
′
j,k =

m∑
k=1

ai,kbk,j = ci,j.

Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(�)


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,mxm = b1
a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,mxm = b1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,mxm = bn

Êàê óæå îáñóæäàëîñü, åé ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ
÷ëåíîâ:

A :=


a1,1 a1,2 · · · a1,m
a2,1 a2,2 · · · a2,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 · · · an,m

 B :=


b1
b2
· · ·
bn


Òîãäà ñèñòåìà (�) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â êîìïàêòíîì âèäå:

A ·X = B

ãäå X � ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ

X :=


x1
x2
· · ·
xm


Ñâÿçü îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (�) àññîöèèðîâàííàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà � ýòî ñèñòåìà

(�)


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,mxm = 0
a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,mxm = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,mxm = 0

ïîëó÷åííàÿ èç (�) çàíóëåíèåì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ bi.

Òåîðåìà. Ïóñòü (�) � ëþáàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ïóñòü (�) � àññîöèèðî-

âàííàÿ ñ íåé îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà.
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(1) Åñëè C = (c1, . . . , cm) � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (�), à H = (h1, . . . , hm) �
ðåøåíèå àññîöèèðîâàííîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (�), òî C+H = (c1+h1, . . . , cm+hm)
� òàêæå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (�).

(2) Åñëè C = (c1, . . . , cm) è C = (c1, . . . , cm) � ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (�),
òî ðàçíîñòü C − C ′ = (c1 − c′1, . . . , cm − c′m) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àññîöèèðîâàííîé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû (�).

(3) Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ðåøåíèå C• = (c•1, . . . , c
•
m) íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (�). Òî-

ãäà ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (�) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé C• è íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ àññî-

öèèðîâàííîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (�).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì çàïèñûâàòü ðåøåíèÿ â âèäå ñòîëáöîâ. äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1)
çàìåòèì, ÷òî A · C = B è A ·H = O. Îòñþäà A · (C +H) = A · C + A ·H = B + O = B.
Óòâåðæäåíèå (2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå A · (C −C ′) = A ·C −A ·C ′ =
B−B = O. Íàêîíåö, â óñëîâèÿõ (3), ïóñòü C = (c1, . . . , cm) � ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (�).
Òîãäà ñîãëàñíî (2) ðàçíîñòüH := C−C• ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (�). Ñëåäîâàòåëüíî,
C = C• +H.

Ñëåäñòâèå. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (�).

(1) Åñëè C = (c1, . . . , cm) è D = (d1, . . . , dm) � ðåøåíèÿ (�), òî C+D = (c1+d1, . . . , cm+
dm) � òàêæå ðåøåíèå (�) .

(2) Åñëè C = (c1, . . . , cm) � ðåøåíèå (�), à λ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî λC = (λc1, . . . , λcm)
� òàêæå ðåøåíèå (�) .

Ïîíÿòèå êîëüöà

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî R ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè: ñëî-
æåíèåì (+) è óìíîæåíèåì (·) òàêèìè, ÷òî

(1) (a) a+ (b+ c) = (a+ b) + c äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R;
(b) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 ∈ R (íóëåâîé ýëåìåíò) òàêîé, ÷òî 0+a = a+0 = a äëÿ

ëþáîãî a ∈ R;
(c) äëÿ ëþáîãî a ∈ R ñóùåñòâóåò ýëåìåíò −a ∈ R (êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðîòèâî-

ïîëîæíûì ê a) òàêîé, ÷òî a+ (−a) = (−a) + a = 0;

(d) a+ b = b+ a äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R;

(2) äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R èìååì

(a) a · (b+ c) = a · b+ a · c;
(b) (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ êîëüöà íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ, ÷òî a ·0 = 0 è 0 ·a = 0
äëÿ ëþáîãî a ∈ R. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîäåëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Êîëüöî íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì, åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî

(a · b) · c = a · (b · c) ∀a, b, c ∈ R.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî

a · b = b · a ∀a, b ∈ R.

Åäèíèöåé êîëüöà íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò 1 ∈ R òàêîé, ÷òî

1 ̸= 0 è 1 · a = a · 1 = a ∀a ∈ R.

(åñëè òàêîé ñóùåñòâóåò).

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî Q â êîëüöå R íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì ñ òåìè æå îïåðàöèÿìè, ÷òî è â R.

Ïðèìåðû. (1) Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ Z, ðàöèîíàëüíûõ Q è äåéñòâèòåëüíûõ R ÷èñåë
ÿâëÿþòñÿ êîëüöàì ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ïðè÷åì Z è Q
� ïîäêîëüöà â R, à Z � ïîäêîëüöî â Q.

(2) Ìíîæåñòâî nZ öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà n, ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â Z.

(3) Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âèäà {a/b ∈ Q | b ≡ 0 mod n} ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëü-
öîì â Q.

(4) Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà {a+b
√
2 ∈ R | a, b ∈ Q} ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëü-

öîì â R.

(5) Ìíîæåñòâî {an} âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè
ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöàì.

(6) Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M . Ìíîæåñòâî {f | M → R} âñåõ ÷èñëîâûõ
ôóíêöèé íà M ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

(7) Ìíîæåñòâî C[a, b] âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

(8) Òðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâà ñ îïåðàöèåé âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì.

(9) Ïóñòü M � ëþáîå ìíîæåñòâî è ïóñòü 2M � ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ. Òîãäà
2M ñ îïåðàöèÿìè ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè A△B := (A∪B)\(A∩B) è ïåðåñå÷åíèÿ
A ∩B ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Èç äîêàçàííûõ íàìè ñâîéñòâ ìàòðèö âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ.

Òåîðåìà. Matn(R) � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäìíîæåñòâî Q â êîëüöå R áûëî ïîäêîëüöîì íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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(1) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ Q èõ ðàçíîñòü a− b ïðèíàäëåæèò Q;

(2) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ Q èõ ïðîèçâåäåíèå a · b ïðèíàäëåæèò Q.

Èç ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîäêîëåö ÿâëÿåòñÿ ïîä-
êîëüöîì. Áîëåå òî÷íî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü Qi, i ∈ I � ëþáîå ìíîæåñòâî ïîäêîëåö êîëüöà R. Òîãäà èõ

ïåðåñå÷åíèå ∩i∈IQi òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì.



Ëåêöèÿ 4

Îïðåäåëèòåëè. Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû. Îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàò-

ðèöû. Ïîëèëèíåéíûå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïîëèëèíåéíîñòü è êîñîñèììåòðè÷íîñòü

îïðåäåëèòåëÿ. Ìàòðè÷íûå åäèíèöû. Èõ ïðîèçâåäåíèÿ. Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû. Óìíîæåíèå

ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû íà ýëåìåíòàðíóþ. Ðàçëîæåíèå ìàòðèöû â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ.

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îïðåäåëèòåëü ñ óãëîì

íóëåé. Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

Îïðåäåëèòåëè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

A =

a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,n


Åå îïðåäåëèòåëåì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

|A| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n).

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 2. Òîãäà Sn ñîñòîèò èç äâóõ ïîäñòàíîâîê: òîæäåñòâåííîé ε è òðàíñ-
ïîçèöèè τ = [1, 2]. Ïîýòîìó

|A| =
∣∣∣∣a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

∣∣∣∣ = sgn(ε) a1,ε(1)a2,ε(2) + sgn(τ) a1,τ(1)a2,τ(2)

= a1,1a2,2 − a1,2a2,1.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 3. Òîãäà Sn ñîñòîèò èç øåñòè ïîäñòàíîâîê: òîæäåñòâåííîé ε, äâóõ
òðîéíûõ öèêëîâ [1, 2, 3], [1, 3, 2] è òðåõ òðàíñïîçèöèé [i, j]. Ïîýòîìó

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

∣∣∣∣∣∣ = a1,1a2,2a3,3 + a1,2a2,3a3,1 + a1,3a2,1a3,2

− a1,1a2,3a3,2 − a1,3a2,2a3,1 − a1,2a2,1a3,3.

33
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Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè A = (ai,j) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ (íèæíåòðåóãîëüíàÿ) ìàò-
ðèöà, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

|A| = a1,1a2,2 · · · an,n.

Äåéñòâèòåëüíî, â ôîðìóëå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ÷ëåí a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n) îòëè÷åí îò íóëÿ
òîëüêî åñëè σ(i) ≥ i äëÿ ëþáîãî i. Îòñþäà σ(n) = n è ïîýòîìó σ(n − 1) ̸= n. Òîãäà
σ(n − 1) = n − 1 è ò. ä. Ïîëó÷èì, ÷òî åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò
åäèíè÷íîé ïîäñòàíîâêå.

Òåîðåìà. |A| = |AT|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî(
σ(1) σ(2) · · · σ(n)
1 2 · · · n

)
=

(
1 2 · · · n

σ−1(1) σ−1(2) · · · σ−1(n)

)
Ïîýòîìó

|AT| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aT1,σ(1)a
T
2,σ(2) · · · aTn,σ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n =

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ−1)a1,σ−1(1)a2,σ−1(2) · · · an,σ−1(n) =

=
∑
τ∈Sn

sgn(τ)a1,τ(1)a2,τ(2) · · · an,τ(n) = |A|.

Ýòî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Ïîëèëèíåéíîñòü îïðåäåëèòåëÿ

Ôóíêöèÿ F (X1, . . . , XN) îò íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíîé, åñëè ïðè
ïîäñòàíîâêå âìåñòî ëþáîé ïåðåìåííîé Xi çíà÷åíèÿ λ′X ′

i + λ′′X ′′
i , ãäå λ

′ è λ′′ � ïðîèç-
âîëüíûå ÷èñëà, ìû èìååì

F (X1, . . . , λ
′X ′

i + λ′′X ′′
i , . . . , XN) =

= λ′F (X1, . . . , X
′
i, . . . , XN) + λ′′F (X1, . . . , X

′′
i , . . . , XN)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A êàê ñîâîêóïíîñòü åå ñòðîê

A =

a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,n

 =

A1

· · ·
An

 , ãäå Ai =
(
ai,1 · · · ai,n

)
,

à îïðåäåëèòåëü |A| ðàññìîòðèì êàê ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ ñòðîê

|A| = |A1, . . . , An| = F (A1, . . . , An).
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Òåîðåìà (ïîëèëèíåéíîñòü îïðåäåëèòåëÿ). Îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ïîëèëèíåéíîé ôóíê-
öèåé ñâîèõ ñòðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ai = λ′A′
i + λ′′A′′

i äëÿ íåêîòîðîãî (ôèêñèðîâàííîãî) i, ãäå

A′
i =

(
a′i,1 a′i,2 . . . a′i,n

)
, A′′

i =
(
a′′i,1 a′′i,2 . . . a′′i,n

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ai,j = λ′a′i,j + λ′′a′′i,j äëÿ ëþáîãî j. Ïîýòîìó

|A| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · ai,σ(i) · · · an,σ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · (λ′a′i,σ(i) + λ′′a′′i,σ(i)) · · · an,σ(n) =

= λ′
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · a′i,σ(i) · · · an,σ(n) +

+ λ′′
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · a′′i,σ(i) · · · an,σ(n) = λ′|A′|+ λ′′|A′′|,

ãäå A′ (ñîîòâåòñòâåííî, A′′) � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòðîê A1, . . . , A
′
i, . . . , An (ñîîò-

âåòñòâåííî, A1, . . . , A
′′
i , . . . , An).

Êîñîñèììåòðè÷íîñòü îïðåäåëèòåëÿ

Ôóíêöèÿ F (X1, . . . , XN) îò íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé, åñ-
ëè ïðè ïîäñòàíîâêå äâóõ ëþáûõ ïåðåìåííûõ Xi è Xi, i ̸= j ôóíêöèÿ ìåíÿåò çíàê:

F (X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , XN) =

= −F (X1, . . . , Xj, . . . , Xi, . . . , XN).

Ëåììà. Åñëè F (X1, . . . , XN) � ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

F (X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , XN) = 0 ïðè Xi = Xi, äëÿ ëþáûõ i ̸= j,

òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ N = 2. Îáùèé ñëó÷àé íè÷åì íå îòëè÷à-
åòñÿ. Èìååì

0 = F (X1 +X2, X1 +X2) = F (X1 +X2, X1) + F (X1 +X2, X2) =

= F (X1, X1) + F (X2, X1) + F (X1, X2) + F (X2, X2) = F (X2, X1) + F (X2, X2).

Ñëåäîâàòåëüíî, F (X2, X1) = −F (X1, X2).

Ëåììà. Åñëè â ìàòðèöå äâå ñòðîêè ñîâïàäàþò, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ìàòðèöå A ñîâïàäàþò i-àÿ è j-àÿ ñòðîêè, ò.å. ai,k = aj,k äëÿ
ëþáîãî k, ãäå i < j. Äîêàæåì, ÷òî |A| = 0. Ðàçîáü¼ì âñå ïîäñòàíîâêè èç Sn íà (íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ) ïàðû

{σ, σ′ = σ ◦ [i, j]}.

Òàê êàê ai,σ(i) = aj,σ(i) è aj,σ(j) = ai,σ(j), òî ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû

sgn(σ)a1,σ(1) · · · ai,σ(i) · · · aj,σ(j) · · · an,σ(n),

sgn(σ′)a1,σ′(1) · · · ai,σ′(i) · · · aj,σ′(j) · · · an,σ′(n) = − sgn(σ)a1,σ(1) · · · ai,σ(j) · · · aj,σ(i) · · · an,σ(n)

â ôîðìóëå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ñîêðàùàþòñÿ.

Òåîðåìà (êîñîñèììåòðè÷íîñòü îïðåäåëèòåëÿ). Îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåò-

ðè÷åñêîé ôóíêöèåé ñâîèõ ñòðîê.

Ìàòðè÷íûå åäèíèöû.

Ìàòðè÷íîé åäèíèöåé* íàçîâåì ìàòðèöó Ei,j = (ek,l), â êîòîðîé ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà
ìåñòå (i, j) ðàâåí 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0, ò.å.

ek,s =

{
1 åñëè k = i è l = j,

0 åñëè k ̸= i èëè l ̸= j.

Ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû A íà ìàòðè÷íóþ åäèíèöó Ei,j ñëåâà â ìàòðèöå Ei,j · A ìåñòå
i-îé ñòðîêè áóäåò ñòîÿòü j-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû A, à âñå îñòàëüíûå ñòðîêè â Ei,j ·A áóäóò
íóëåâûìè:

(*) Ei,j ·



a1,1 a1,2 a1,3 · · · a1,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai,1 ai,2 ai,3 · · · ai,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aj,1 aj,2 aj,3 · · · aj,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 an,3 · · · an,m


=



0 0 0 · · · 0

aj,1 aj,2 aj,3 · · · aj,m ← i

0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0


Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Ei,jA = B = (bk,l). Òîãäà

bk,l =
n∑
s=1

ek,sas,l = ek,jaj,l =

{
aj,l åñëè k = i,

0 åñëè k ̸= i.

Àíàëîãè÷íî, ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöûA íà ìàòðè÷íóþ åäèíèöó Ei,j ñïðàâà â ìàòðèöå
A·Ei,j ìåñòå j-îãî ñòîëáöà áóäåò ñòîÿòü i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû A, à âñå îñòàëüíûå ñòîëáöû

*Íå íóæíî ïóòàòü ìàòðè÷íûå åäèíèöû ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé
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â A · Ei,j áóäóò íóëåâûìè:

A · Ei,j =


a1,1 a1,2 · · · a1,m
a2,1 a2,2 · · · a2,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 · · · an,m

 · Ei,j =


j

↓
0 0 · · · a1,i · · · 0
0 0 · · · a2,i · · · 0

0 0 · · · an,i · · · 0


Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðè÷íûõ åäèíèö:

Ëåììà.

Ei,j · Ek,l =

{
0 åñëè j ̸= k,

Ei,l åñëè j = k.

Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû:

Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Ui,j,λ (ñîîòâåòñòâåííî, Ui,λ, Ui,j), ïîëó÷åí-
íàÿ èç åäèíè÷íîé ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (Ii,j,λ) (ñîîòâåòñòâåííî, (IIi,λ), (IIIi,j)).
Òàêèì îáðàçîì,

Ui,j,λ =



1

1

λ 1 ← i

1
↑
j


Ui,j =



1

0 1 ← i

1 0 ← j

1
↑
i

↑
j


Ui,λ =



1

1
λ ← i

1

1
↑
i



Ìîæíî òàêæå çàïèñàòü

� Ui,j,λ = E + λEi,j,

� Ui,λ = E + (λ− 1)Ei,i,

� Ui,j = E − Ei,i − Ej,j + Ei,j + Ej,i.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A ∈ Matn,m(R), ïóñòü U � îäíà èç ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö Ui,j,λ,
Ui,j,λ, Ui,j,λ. Òîãäà ìàòðèöà U · A ïîëó÷àåòñÿ èç A ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàðíûì

ïðåîáðàçîâàíèåì (Ii,j,λ), (IIi,λ), (IIIi,j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (Ii,j,λ). Èìååì

Ui,j,λ · A = (E + λEi,j) · A = A+ λEi,j · A.

Ñîãëàñíî (*) âñå ñòðîêè ìàòðèöû Ei,j ·A, êðîìå i-îé íóëåâûå, à i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû ðàâíà
j-îé ñòðîêå ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî, Ui,j,λ · A ïîëó÷àåòñÿ èç A ïðèáàâëåíèåì ê i-îé
ñòðîêå i-îé, óìíîæåííîé íà λ. Ñëó÷àè (IIi,λ) è (IIIi,j) ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.

(1) Åñëè |A| ≠ 0, òî A = U1 · · ·Um, ãäå U1, . . .Um � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû.

(2) Åñëè |A| = 0, òî A = U1 · · ·UmA′, ãäå A′ � ìàòðèöà ñ íóëåâîé ñòðîêîé, à U1,

. . .Um � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöà A
ïðèâîäèòñÿ ê óëó÷øåííîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó A′. Ïðè ýòîì îáðàòíûìè ýëåìåíòàðíû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (âûïîëíåííûìè â îáðàòíîì ïîðÿäêå) èç ìàòðèöû A′ ìû ïîëó÷èì
ìàòðèöó A. Ñëåäîâàòåëüíî, A = U1 · · ·UmA′, ãäå U1, . . .Um � ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåí-
òàðíûå ìàòðèöû. Åñëè |A| ≠ 0, òî |A′| ≠ 0 è òîãäà A′ = E. Åñëè æå |A| = 0, òîA′ �
ìàòðèöà ñ íóëåâîé ñòðîêîé.

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A îäíèì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðà-

çîâàíèåì ñòðîê A 7−→ A′. Òîãäà

(1) Åñëè A 7−→ A′ � ïðåîáðàçîâàíèå òèïà (Ii,j,λ), òî |A′| = |A|;

(2) Åñëè A 7−→ A′ � ïðåîáðàçîâàíèå òèïà (IIi,λ), òî |A′| = λ|A|;

(3) Åñëè A 7−→ A′ � ïðåîáðàçîâàíèå òèïà (IIIi,j), òî |A′| = −|A|.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü A′ ïîëó÷àåòñÿ èç A ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (Ii,j,λ).
Ðàññìàòðèâàÿ ìàòðèöû A è A′ êàê ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ ñòðîê:

A = (A1, · · · , An), A′ = (A′
1, · · · , A′

n).

Òîãäà A′
i = Ai + λAj è A

′
k = Ak ïðè k ̸= i. Èç ñâîéñòâà ïîëèëèíåéíîñòè îïðåäåëèòåëÿ

ïîëó÷àåì

|A′| = |A|+ λ|A′′| = |A|,

ãäå A′′ � ìàòðèöà ñî ñòðîêàìè A′′
i = Aj è A′′

k = Ak ïðè k ̸= i, ò.å. ìàòðèöà ñ äâóìÿ
îäèíàêîâûìè ñòðîêàìè.

(2), (3) Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé òèïîâ (II) è (III) óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
èç ñâîéñòâ ïîëèëèíåéíîñòè è êîñîñèììåòðè÷íîñòè îïðåäåëèòåëÿ, ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöó A ýëåìåíòàðíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó A′. Ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ: |A′| = |A|. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A′ � ñòóïåí÷àòàÿ è êâàäðàòíàÿ,
òî îíà òðåóãîëüíàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ
ãëàâíîé äèàãîíàëè.
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Îïðåäåëèòåëü ñ óãëîì íóëåé

Ãîâîðÿò, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

A =

a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,n


èìååò íèæíèé óãîë íóëåé åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ k ≤ n èìååì ai,j ïðè i > k, j ≤ k.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöà ñ âåðõíèì óãëîì íóëåé. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ñ
íèæíèì óãëîì íóëåé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â áëî÷íîì âèäå

(�) A =

(
A1 B
0 A2

)
ãäå A1 è A2 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ k × k è (n− k)× (n− k), ñîîòâåòñòâåííî,
B � ìàòðèöà ðàçìåðà k × (n− k), à 0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (n− k)× k.

Òåîðåìà. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñ íèæíèì óãëîì íóëåé, çàïèñàííàÿ êàê âûøå. Òîãäà

|A| = |A1||A2|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ìàòðèöó A1 (ñîîòâåòñòâåííî, A2) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ñòðîê òèïà (I) ê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå A′

1 (ñîîòâåòñòâåííî, A′
2). Òîãäà

|A1| = |A′
1| è |A2| = |A′

2|. Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç A âûïîëíåíèåì ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê (ò.å. íàä ïåðâûìè k ñòðîêàìè ìàòðèöû A
ìû âûïîëíÿåì òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è íàä ñòðîêàìè A1, à íàä ñëåäóþùèìè n− k
ñòðîêàìè ìàòðèöû A ìû âûïîëíÿåì òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è íàä ñòðîêàìè A2).
Òîãäà |A′| = |A| è ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî |A′| = |A′

1||A′
2|. ßñíî, ÷òî

A′ =

(
A′

1 B′

0 A′
2

)
Ìàòðèöû A′

1 è A′
2 � òðåóãîëüíûå (íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè) è òàêîâîé æå

ÿâëÿåòñÿ A′. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî |A′| = |A′
1||A′

2| ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïðåäåëèòåëü
òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ íà åå äèàãîíàëè.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñ âåðõíèì óãëîì íóëåé, çàïèñàííàÿ â âèäå

A =

(
A1 0
B A2

)
Òîãäà |A| = |A1| · |A2|.

Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà

Òåîðåìà.

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a21 · · · an−1

1

1 a2 a22 · · · an−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2n · · · an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤j<i≤n

(ai − aj).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. n = 2: ∆2 = a2 − a1. Øàã èíäóêöèè. Íà÷èíàÿ ñ
ïîñëåäíåé âû÷òåì èç êàæäîãî ñòîëáöà ïðåäûäóùèé, óìíîæåííûé íà an. Ïîëó÷èì

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 − an a21 − a1an · · · an−1

1 − an−2
1 an

1 a2 − an a22 − a2an · · · an−1
2 − an−2

2 an
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an−1 − an a2n−1 − an−1an · · · an−1

n−1 − an−2
n−1an

1 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Äàëåå ïåðåñòàâèì ñòðîêè. Ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü ñ âåðõíèì óãëîì íóëåé:

∆n = (−1)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 · · · 0
1 a1 − an a21 − a1an · · · an−1

1 − an−2
1 an

1 a2 − an a22 − a2an · · · an−1
2 − an−2

2 an
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an−1 − an a2n−1 − an−1an · · · an−1

n−1 − an−2
n−1an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(−1)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 − an a21 − a1an · · · an−1

1 − an−2
1 an

a2 − an a22 − a2an · · · an−1
2 − an−2

2 an
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1 − an a2n−1 − an−1an · · · an−1

n−1 − an−2
n−1an

∣∣∣∣∣∣∣∣
Âûíåñåì èç êàæäîé ñòðîêè ìíîæèòåëü ai − an

∆n = (−1)n−1(a1 − an)(a2 − an) · · · (an−1 − an)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 · · · an−2

1

1 a2 · · · an−2
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an−1 · · · an−2

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè

∆n = (an − a1)(an − a2) · · · (an − an−1)∆n−1 =
∏
j<n

(an − aj)
∏

1≤j<i≤n−1

(ai − aj).

Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

Ëåììà. Åñëè U � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà, òî

|U · A| = |U | · |A|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, U � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà òèïà (I). Òîãäà |U | = 1
è U ·A ïîëó÷àåòñÿ èç A ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (I). Ñëåäîâàòåëüíî, |U ·A| = |A| =
|U | · |A|. Ñëó÷àè (II) è (III) ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå. Åñëè U1, . . .Um � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû, òî

|U1 · · ·Um · A| = |U1 · · ·Um| · |A|.

Òåîðåìà. Ïóñòü A, B ∈ Matn(R). Òîãäà |A| · |B| = |A ·B|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |A| = 0. Çàïèøåì A = U1 · · ·UmA′, ãäå A′ � ìàò-
ðèöà ñ íóëåâîé ñòðîêîé, à U1, . . .Um � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû. Òîãäà A′B òàêæå èìååò
íóëåâóþ ñòðîêó. Çíà÷èò

|A ·B| = |(U1 · · ·Um · A′) ·B| = |U1 · · ·Um| · |A′ ·B| = 0 = |A| · |B|.

Ïóñòü |A| ≠ 0. Òîãäà A = U1 · · ·Um, ãäå U1, . . .Um � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû è

|A ·B| = |(U1 · · ·Um) ·B| = |U1 · · ·Um| · |B| = |A| · |B|.
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Ëåêöèÿ 5

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ (êàê ïîëèëèíåéíîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû).

Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå (è ôàëüøèâîå ðàçëîæåíèå). Òåîðåìà Êðàìåðà.

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ (êàê ïîëèëèíåéíîé êî-
ñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû)

Òåîðåìà. Ïóñòü F (A1, . . . , An) � ôóíêöèÿ

F : Matn(R)→ R,

àðãóìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ n ñòðîê ìàòðèöû A = A1, . . . , An. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî îíà ïîëèëèíåéíàÿ è êîñî ñèììåòðè÷íà è ïóñòü c := F (E). Òîãäà

F (A) = c|A|

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Matn(R), ò.å. ôóíêöèÿ F ïðîïîðöèîíàëüíà îïðåäåëèòåëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ òàêæå êàê è ñîîòâåòñòâóþùèé ôàêò
äëÿ îïðåäåëèòåëåé.

Ëåììà. Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A îäíèì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçî-

âàíèåì ñòðîê A 7−→ A′. Òîãäà

(1) Åñëè A 7−→ A′ � ïðåîáðàçîâàíèå òèïà (Ii,j,λ), òî F (A
′) = F (A);

(2) Åñëè A 7−→ A′ � ïðåîáðàçîâàíèå òèïà (IIi,λ), òî F (A
′) = λF (A);

(3) Åñëè A 7−→ A′ � ïðåîáðàçîâàíèå òèïà (IIIi,j), òî F (A
′) = −F (A).

Ïðèâåäåì ìàòðèöó A ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ê óëó÷øåííîìó ñòó-
ïåí÷àòîìó âèäó

A = A(1) 7−→ A(2) 7−→ · · · 7−→ A(m) =: B.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |A| = 0. Òîãäà ìàòðèöà B èìååò íóëåâóþ ñòðîêó è |B| = 0. Ñîãëàñíî
ñêàçàííîìó âûøå

F (A) = F (A(2)) = · · · = F (A(m−1)) = F (B) = 0 = c|A|.
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Ïóñòü |A| ≠ 0. Òîãäà |A(i)| ≠ 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m è B = E. Ñíîâà, ñîãëàñíî ñêàçàííîìó
âûøå, îòíîøåíèå F (A(i))/|A(i)| ñîõðàíÿåòñÿ:

F (A)

|A|
=
F (A(2))

|A(2)|
= · · · = F (A(i))

|A(i)|
=
F (A(i+1))

|A(i+1)|
= · · · = F (E)

|E|
= c.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Matn(R) → R � ïîëèëèíåéíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñòðîê

ìàòðèö òàêàÿ, ÷òî F (E) = 1. Òîãäà F (A) = |A|.

Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå

Ïóñòü A = (ai,j) � n × m-ìàòðèöà. Ìèíîðîì ïîðÿäêà r (ãäå 1 ≤ r ≤ n è 1 ≤ r ≤ m)
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû èç ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè íåêîòîðûõ r
ñòðîê è r ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Åñëè òåïåðü A = (ai,j) � n×n-ìàòðèöà, òî ÷åðåç Mi,j ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ìèíîð ïîðÿäêà n − 1, ïîëó÷åííûé èç A âû÷åðêèâàíèåì i-îé ñòðîêè
è j-îãî ñòîëáöà. Â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ê ýëåìåíòó ai,j íàçûâàåòñÿ
÷èñëî Ai,j := (−1)i+jMi,j.

Òåîðåìà (ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå).

n∑
j=1

ai,jAk,j = 0 ïðè k ̸= i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = (ai,1, . . . , ai,n) � i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû. Ðàññìîòðèì ñòðîêè
Sj = (0, . . . , ai,j, . . . , 0). Òîãäà S =

∑
Si. Ïóñòü Bj � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A çàìåíîé

S íà Sj. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïîëèëèíåéíîñòè |A| =
∑
|Bj|, ãäå

|Bj| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,j a1,n

ai−1,1 ai−1,j ai−1,n

0 ai,j 0
ai+1,1 ai+1,j ai+1,n

an,1 an,j an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i−1(−1)j−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai,j 0 0
a1,1 a1,2 a1,n

ai−1,1 ai−1,2 ai−1,n

ai+1,1 ai+1,2 ai+1,n

an,1 an,2 an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Çäåñü ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû Bi ïåðåñòàíîâêàìè
ñòðîê (i− 1 ðàç) è ïåðåñòàíîâêàìè ñòîëáöîâ (j − 1 ðàç). Ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü èìååò
âåðõíèé óãîë íóëåé. Ïîýòîìó |Bj| = (−1)i+jMi,j.

Òåîðåìà (ôàëüøèâîå ðàçëîæåíèå ïî ñòðîêå).

|A| =
n∑
j=1

ai,jAi,j

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A′ = (a′r,j), ãäå a′r,j =

{
ar,j ïðè r ̸= k

ai,j ïðè r = k
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Ìû â ìàòðèöå A çàìåíèëè k-óþ ñòðîêó íà i-þ. Òàêèì îáðàçîì, â A′ ñòðîêè ñ íîìåðàìè
k è i ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó |A′| = 0. Ðàçëàãàÿ A′ ïî k-é ñòðîêå ïîëó÷èì

0 = |A′| =
n∑
j=1

a′k,jA
′
k,j =

n∑
j=1

ai,jAk,j.

Òåîðåìà Êðàìåðà

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
a1,1x1 + · · ·+ a1,n = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an,1x1 + · · ·+ an,n = bn

Ïîëîæèì

∆ :=

∣∣∣∣∣∣
a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣ ∆i :=

∣∣∣∣∣∣
a1,1 · · · b1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · bn · · · an,n

∣∣∣∣∣∣
Òîãäà

(1) ñèñòåìà ñîâìåñòíà è îïðåäåëåííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆ ̸= 0,

(2) åñëè ∆ ̸= 0, òî ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò âèä xi = ∆i/∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïðèâåäåì ìàòðèöó ñèñòåìû ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ñòðîê ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:a1,1 · · · a1,n b1

. . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,n bn

 7−→
a′1,1 · · · a′1,n b′1
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 · · · a′n,n b′n


Ïóñòü

∆′ :=

∣∣∣∣∣∣
a′1,1 · · · a′1,n
. . . . . . . . . . . . .
0 · · · a′n,n

∣∣∣∣∣∣
Îïðåäåëèòåëü ∆ ̸= 0 îòëè÷åí îò íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòëè÷åí îò íóëÿ
∆′ ̸= 0. À ýòî âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a′i,i ̸= 0 äëÿ ëþáîãî i. Â ñâîþ
î÷åðåäü, ýòî âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ñîâìåñòíà è îïðåäåëåííà.

(2) Ïîëîæèì αj := ∆j/∆. Òîãäà

n∑
j=1

ai,jαj =
1

∆

n∑
j=1

ai,j∆j =
1

∆

n∑
j=1

ai,j

n∑
k=1

bkAk,j =

=
1

∆

n∑
k=1

bk

n∑
j=1

ai,jAk,j =
bi∆

∆
= bi
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ïîñêîëüêó
n∑
j=1

ai,jAk,j =

{
∆ åñëè k = i

0 åñëè k ̸= i

Òàêèì îáðàçîì, ∆ ̸= 0, òî ñèñòåìà ñîâìåñòíà è xi = ∆i/∆ � ðåøåíèå.
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Åäèíèöû è îáðàòíûå ýëåìåíòû â àññîöèàòèâíîì êîëüöå. Äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå. Îáðàò-

íàÿ ìàòðèöà. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Ôîðìóëà äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.

Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äåëèòåëè íóëÿ â

êîëüöå ìàòðèö. Âûðîæäåííûå è íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû. Ãðóïïû GLn(R) è SLn(R).

ÏóñòüR � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî. ×òîáû íå ðàññìàòðèâàòü òðèâèàëüíûå ñëó÷àè, ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî R ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Ýëåìåíò a ∈ R íàçûâàåòñÿ ëåâûì äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëå-
ìåíò b ∈ R. òàêîé, ÷òî a · b = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, b ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì äåëèòåëåì

íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò a ∈ R, a ̸= 0 òàêîé, ÷òî a · b = 0.

Ïðèìåðû. (1) Åñëè R � êîëüöî ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì, òî âñå åãî ýëåìåíòû � äåëè-
òåëè íóëÿ.

(2) Â êîëüöå Z öåëûõ ÷èñåë 0 � åäèíñòâåííûé äåëèòåëü íóëÿ.

(3) Ïóñòü R � êîëüöî âñåõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé f :M → R íà ìíîæåñòâå M .
Åñëè ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êàêîì-òî ýëåìåíòå a ∈ M , òî îíà � äåëèòåëü
íóëÿ â R.

Ïóñòü R � êîëüöî ñ åäèíèöåé 1 è ïóñòü a ∈ R � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò. Îáðàòíûì ê
a íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò a−1 ∈ R òàêîé, ÷òî a ·a−1 = a−1 ·a = 1. Åñëè äëÿ a ∈ R ñóùåñòâóåò
îáðàòíûé ýëåìåíò, òî a íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì.

Ïðèìåðû. (1) Â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z îáðàòèìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòû ±1.

(2) Â êîëüöå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R îáðàòèìû âñå ýëåìåíòû, êðîìå 0.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî.

(1) Åñëè åäèíè÷íûé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåííûé.

(2) Åñëè äëÿ a ∈ R ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò, òî îí åäèíñòâåííûé.

(3) Åñëè ýëåìåíò a ∈ R îáðàòèì, òî îí íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì íóëÿ.

(4) Åñëè ýëåìåíò a ∈ R îáðàòèì, òî ýëåìåíò a−1 îáðàòèì è (a−1)−1 = a.

(5) Åñëè ýëåìåíòû a, b ∈ R îáðàòèìû, òî ýëåìåíò b · a òàêæå îáðàòèì è (b · a)−1 =
a−1 · b−1.
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Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Îáðàòíîé ìàòðèöåé ê êâàäðàòíîé ìàòðèöå A íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A−1

òàêàÿ, ÷òî

A · A−1 = A−1 · A = E.

ãäå E � êàê îáû÷íî, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà. Òàêèì îáðàçîì,
Îáðàòíàÿ ìàòðèöà � ýòî îáðàòíûé ýëåìåíò â êîëüöå ìàòðèö Matn(R). Ñîãëàñíî ïðåäû-
äóùåìó ïðåäëîæåíèþ, îáðàòíàÿ ìàòðèöà åäèíñòâåííà, åñëè îíà ñóùåñòâóåò. Åñëè ó ìàò-
ðèöû A ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A îáðàòèìà.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû îáðàòèìû è ìàòðèöà îáðàòíàÿ ê ýëåìåíòàðíîé
� òàêæå ýëåìåíòàðíàÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

Ui,j,λ · Ui,j,−λ = E, Ui,λ · Ui,λ−1 = E, Ui,j · Ui,j = E.

Êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû

Ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöåé ê êâàäðàòíîé ìàòðèöå A = (ai,j) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Â =
(âi,j), ãäå âi,j = Aj,i � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê òðàíñïîíèðîâàííîìó ýëåìåíòó.*

Òàêèì îáðàçîì,

Â =

A1,1 · · · An,1
. . . . . . . . . . . . . . .
A1,n · · · An,n


Òåîðåìà (Ôîðìóëà äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû). Ïóñòü A ∈ Matn(R). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(1) |A| ≠ 0;

(2) ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 (ò.å. A îáðàòèìà).

Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî

(*) A−1 =
1

|A|
Â.

Ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ íåâûðîæäåííîé, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåâûðîæ-
äåííîé ìàòðèöû èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

|A−1| = 1

|A|
.

*Ýòî íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, òî áûëî íà ëåêöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì A · Â = (ci,j). Òîãäà èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ îïðå-
äåëèòåëÿ ïî ñòðîêå è ôàëüøèâîå ðàçëîæåíèå, ìû ìîæåì çàïèñàòü

ci,j =
n∑
k=1

ai,kâk,j =
n∑
k=1

ai,kAj,k =

{
|A| åñëè i = j,

0 åñëè i ̸= j.

Òàêèì îáðàçîì, A · Â = |A|E. Åñëè |A| ̸= 0, òî A · 1
|A|Â = E, ò.å. A−1 ñóùåñòâóåò è

âûïîëíåíî (*) .
Ïóñòü äëÿ A ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà 1 = |E| = |A · A−1| = |A| · |A−1|.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |A| ≠ 0.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A′

òàêàÿ, ÷òî A′ · A = E. Òîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà è A−1 = A′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê 1 = |E| = |A′ ·A| = |A′| · |A|, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà
A−1. Òîãäà A−1 = E · A−1 = A′ · A · A−1 = A′ · E = A′.

Ïðèìåð. Ïóñòü A =

(
a b
c d

)
. Òîãäà

A−1 =

(
d

ad−bc
−b

ad−bc
−c

ad−bc
a

ad−bc

)
.

Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé

Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ïðèâåäåì åå ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ñòðîê ê óëó÷øåííîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó

A = A(1) 7−→ A(2) 7−→ · · · 7−→ A(m).

Òàê êàê |A| ≠ 0, òî |A(m)| ≠ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, A(m) = E. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâà-
òåëüíî óìíîæàÿ A íà ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû ñëåâà, ìû ïîëó÷èì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó:

(U1 · U2 · · ·Um) · A = U1 · U2 · · ·Um · A = E.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A−1 = U1 · U2 · · ·Um = U1 · U2 · · ·Um · E. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A−1 ïî-
ëó÷àåòñÿ èç E ïîñëåäîâàòåëüíûì óìíîæåíèåì íà òå æå ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû ñëåâà.
Èíà÷å ãîâîðÿ, A−1 ïîëó÷àåòñÿ èç E ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì òåõ æå ýëåìåíòàð-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðàêòè÷åñêè, ýòî ìîæíî ïðîäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ðàç-
ìåðà n× 2n, ïîëó÷åííóþ èç A ïðèïèñûâàíèåì ñïðàâà åäèíè÷íîé ìàòðèöû:

B :=
(
A E

)
Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê ïðèâåäåì âñþ ìàò-
ðèöó B ê óëó÷øåííîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ìû ïîëó÷èì åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó, à â ïðàâîé � îáðàòíóþ ê A:

B′ =
(
E A−1

)
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Äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå ìàòðèö

Òåîðåìà. Ïóñòü A ∈ Matn(R), A ̸= 0. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) |A| = 0,

(2) A � ëåâûé äåëèòåëü íóëÿ â Matn(R),

(3) A � ïðàâûé äåëèòåëü íóëÿ â Matn(R),

(4) íå ñóùåñòâóåò îáðàòíîé ìàòðèöû ê A.

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ âûðîæäåí-

íûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) =⇒ (2) Ïóñòü |A| = 0. Ïî òåîðåìå Êðàìåðà ñóùåñòâóåò ñòîëáåö X
òàêîé, ÷òî A ·X = 0. Ïóñòü B ∈ Matn(R) � ìàòðèöà ó êîòîðîé ïåðâûé ñòîëáåö ñîâïàäàåò
ñ X, à îñòàëüíûå ñòîëáöû � íóëåâûå. Òîãäà A ·B = 0.

(1) =⇒ (3) Ïóñòü |A| = 0. Òîãäà |AT| = 0 è AT � ëåâûé äåëèòåëü íóëÿ, ò.å. AT ·B = 0.
Îòñþäà BT · A = 0.

(2)=⇒ (4) Èíà÷å A ·B = 0, 0 = A−1 · A ·B = B.
(3) =⇒ (4) Àíàëîãè÷íî.
(4) =⇒ (1) Èíà÷å |A| ≠ 0 è îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò ïî ôîðìóëå äëÿ îáðàòíîé

ìàòðèöå.

Ãðóïïû GLn(R) è SLn(R)
Ïðåäëîæåíèå. (1) Ìíîæåñòâî GLn(R) ⊂ Matn(R) âñåõ íåâûðîæäåííûõ êâàäðàò-

íûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n îáðàçóåò ãðóïïó ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ.

(2) Ïîäìíîæåñòâî SLn(R) ⊂ GLn(R), ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1, �
ïîäãðóïïà â GLn(R).

Ãðóïïà GLn(R) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïîé ñòåïåíè n, à åå ïîäãðóïïà
SLn(R) � ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïîé ñòåïåíè n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåçGLn(R) ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàò-
ðèö ïîðÿäêà n. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ: åñëè
A,B ∈ GLn(R), ò.å. A è B � îáðàòèìûå ìàòðèöû, òî, êàê íàìè áûëî ïîêàçàíî, ìàò-
ðèöà A ·B òîæå îáðàòèìà. Ïîýòîìó A ·B ∈ GLn(R). Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå ìàòðèö
� îïåðàöèÿ íà GLn(R). Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ â GLn(R) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî àññî-
öèàòèâíîñòü èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö â Matn(R). Äàëåå E ∈ GLn(R) è äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû A ∈ GLn(R) åå îáðàòíàÿ òàêæå ëåæèò â GLn(R) ïîñêîëüêó îáðàòíàÿ ìàòðèöà
A−1 òàêæå îáðàòèìà.

Ïîäìíîæåñòâî SLn(R) ⊂ GLn(R) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ ìàòðèö
A,B ∈ SLn(R) ìû èìååì |A| = |B| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, |A · B| = |A| · |B| = 1 è
|A−1| = 1/|A| = 1.
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Çàìå÷àíèå. Íàìè áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GLn(R) ïîðîæäàåòñÿ
ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè A · AT = E.

Î÷åâèäíî, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà îáðàòèìà è åå îáðàòíàÿ ñîâïàäàåò ñ òðàíñïî-
íèðîâàííîé: A−1 = AT.

Ïðèìåðû. (1) Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ n× n-ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â
GLn(R) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç On(R) (îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà).

(2) Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ n×n-ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-
ïîé â On(R) è â SLn(R). Îíà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç SOn(R) (ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëü-
íàÿ ãðóïïà).

Ñëåäóþùèé ôàêò äîêàçûâàåòñÿ â òî÷íîñòè òàêæå, êàê ïóíêò (1) ïîñëåäíåãî ïðåäëî-
æåíèÿ. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðèâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è ïóñòü R∗ � ìíîæåñòâî

âñåõ åãî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà R∗ � ãðóïïà (ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ).
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Ëåêöèÿ 7

Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Êðèòåðèé íåâûðîæäåííîñòè ìàò-

ðèöû. Áàçèñ. Êîîðäèíàòû. Ëåììà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Ñëåäñòâèÿ. Ðàçìåðíîñòü è ðàíã.

Ðàíã ìàòðèöû.

Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî V , à êîòîðîì çàäà-
íà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ V ìåæäó ñîáîé

äëÿ ëþáûõ v, w ∈ V , çàäàí ýëåìåíò v +w ∈ V

è îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ R íà ýëåìåíòû V

äëÿ ëþáîãî λ ∈ R äëÿ ëþáîãî v ∈ V , çàäàí ýëåìåíò λv ∈ V ,

òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(I) (1) v + (w + u) = (v +w) + u äëÿ ëþáûõ v, w, u ∈ V ;
(2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 ∈ V v + 0 = 0+ v = v äëÿ ëþáîãî v ∈ V ;
(3) äëÿ ëþáîãî v ∈ V ñóùåñòâóåò −v ∈ V v + (−v) = (−v) + v = 0;

(4) v +w = w + v äëÿ ëþáûõ v, w ∈ V .

(II) (1) (α + β)v = αv + βv äëÿ ëþáîãî v ∈ V , äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R;
(2) α(v +w) = αv + αw äëÿ ëþáûõ v, w ∈ V , äëÿ ëþáîãî α ∈ R;
(3) (αβ)v = α(βv) äëÿ ëþáîãî v ∈ V , äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R;
(4) 1v = v äëÿ ëþáîãî v ∈ V .

Ïðè ýòîì ýëåìåíòû V íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè, à ýëåìåíòû R � ñêàëÿðàìè.

Çàìå÷àíèå. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì.

� Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ V óðàâíåíèå a+ x = b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

� Íóëåâîé ýëåìåíò 0 ∈ V åäèíñòâåíåí.

� Äëÿ ëþáîãî a ∈ V ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò −a åäèíñòâåíåí.
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� Äëÿ ëþáîãî a ∈ V èìååì 0 a = 0. Äåéñòâèòåëüíî, a + 0 a = 1 a + 0 a = (1 + 0)a =
1 a = a.

� Äëÿ ëþáîãî α ∈ R èìååì α 0 = 0. Äåéñòâèòåëüíî, α 0+ α a = α(0+ a) = α a.

Ïðèìåðû. (1) V = {0}.

(2) Ïóñòü Rn = {(α1, . . . , αn)} � ìíîæåñòâî ñòðîê äëèíû n, ãäå αi ∈ R. Ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå íà ÷èñëà � ïîêîìïîíåíòíûå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ Qn. . .

(3) ìíîæåñòâî Matn,m(R) âñåõ n×m-ìàòðèö;

(4) ãåîìåòðè÷åñêèå âåêòîðû â äâóìåðíîì (ñîîòâåòñòâåííî, òðåõìåðíîì) ïðîñòðàíñòâå;

(5) ìíîæåñòâî âñåõ (áåñêîíå÷íûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (a1, a2, . . . , an, . . . );

(6) ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé f :M → R íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M .

Ïîäìíîæåñòâî W âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè
îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ òåìè æå îïåðàöèÿìè (ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿ-
ðû), ÷òî è â ïðîñòðàíñòâå V . Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîëüíîå
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî W ⊂ V áûëî ïîäïðîñòðàíñòâîì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a, b ∈ W è ëþáîãî ÷èñëà λ ∈ R áûëî âûïîëíåíî a + b ∈ W è
λa ∈ W .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü a1, . . . , am ∈ V � êîíå÷íûé
íàáîð âåêòîðîâ. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, . . . , am ∈ V ñ êîýôôèöèåíòàìè
α1, . . . , αm ∈ R íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

α1a1 + · · ·+ αmam ∈ V.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè α1 = · · · = αm = 0.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðû a1, . . . , am ∈ V íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè èõ íåêî-
òîðàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëþ:

α1a1 + · · ·+ αmam = 0, ãäå αi ̸= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i.

Âåêòîðû íå ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.
Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� α1a1 + · · · + αmam = 0, òî α1 = · · · = αm = 0 (åñëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà
íóëþ, òî îíà òðèâèàëüíà).

Ïðèìåðû. (1) Îäèí âåêòîð a1 ëèíåéíî çàâèñèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a1 = 0.

(2) Åñëè ai = 0, òî ñèñòåìà a1, . . . , am ëèíåéíî çàâèñèìà.

(3) Äâà âåêòîðà a1, a2 ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïðîïîðöèî-
íàëüíû, ò.å. èëè a1 = λa2 èëè a2 = λa1 äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ R.
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Çàìå÷àíèå. (1) Åñëè ïîäñèñòåìà {ai1 , . . . , aik} ⊂ {a1, . . . , an} ëèíåéíî çàâèñèìà, òî è
âñÿ ñèñòåìà {a1, . . . , an} ëèíåéíî çàâèñèìà.

(2) Åñëè ñèñòåìà {a1, . . . , an} ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî è ëþáàÿ åå ïîäñèñòåìà {ai1 , . . . , aik}
òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Ïðåäëîæåíèå. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , am ∈ V ëèíåéíî çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà íåêîòîðûé åå âåêòîð aj âûðàæàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñòàëü-

íûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà a1, . . . , am ∈ V ëèíåéíî çàâèñèìà. Òîãäà ñóùåñòâóþò
α1, . . . , αm ∈ R òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî α1a1 + · · · + αmam = 0, ãäå αj ̸= 0 äëÿ
íåêîòîðîãî j. Çíà÷èò

aj = −
α1

αj
a1 − · · · −

αj−1

αj
aj−1 −

αj+1

αj
aj+1 · · · −

αm
αj

am.

Íàîáîðîò, ïóñòü

aj = λ1a1 + · · ·+ λj−1aj−1 + λj−1aj−1 · · ·+ λmam.

Òîãäà

λ1a1 + · · ·+ λj−1aj−1 − aj + λj+1aj+1 · · ·+ λmam = 0.

Êðèòåðèé íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû

Òåîðåìà. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) A íåâûðîæäåíà;

(2) ñòîëáöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

(3) ñòðîêè A ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A1, . . . , An � ñòîëáöû ìàòðèöû. Çàïèøåì óñëîâèå ëèíåéíîé çà-
âèñèìîñòè λ1A1+ · · ·+λnAn = 0, ãäå λi ∈ R, à 0 � íóëåâîé ñòîëáåö. Óñëîâèå ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â âèäå

A ·

λ1...
λn

 =

0
...
0


Ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïî òåîðåìå Êðàìåðà |A| ≠ 0 òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà îïðåäåëåííà (ò.å. λ1 = · · · = λn = 0 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå),
à ýòî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòîëáöû A1, . . . , An ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû. Ýòî äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü (1) ⇐⇒ (2). Òàê êàê |A| = |AT|, òî àíàëîãè÷íî
ïîëó÷àåì (1) ⇐⇒ (3).
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Áàçèñû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü M ⊂ V � ëþáîå ïîäìíîæå-
ñòâî (ñèñòåìà âåêòîðîâ). Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {ei ∈ M | i ∈ I} îáðàçóåò
áàçèñ M , åñëè

(1) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà èíäåêñîâ {i1, . . . , ik} ⊂ I âåêòîðû ei1 , . . . , eik ëèíåéíî
íåçàâèñèìû,

(2) äëÿ ëþáîãî v ∈ M íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî {i1, . . . , ik} ⊂ I òàêîå, ÷òî
âåêòîðû v, ei1 , . . . , eik ëèíåéíî çàâèñèìû.

Áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ áàçèñ M = V .

Ïðèìåð. Â ïðîñòðàíñòâå Rn èìååòñÿ ñòàíäàðòíûé áàçèñ

e1 = (1, . . . . . . , 0), . . . , ei = (0, . . . , 1
↑
i

, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . . . . , 1).

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ áàçèñ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, òî ïðîñòðàíñòâî
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàí-
ñòâà. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî íå âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîìåðíû:

Ïðèìåð. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (a1, . . . , an, . . . ) íå ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íîãî áàçèñà. Ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö (èñêëþ-
÷àÿ íóëåâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) ëèíåéíî íåçàâèñèìî.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü M ⊂ V � ïðîèçâîëüíîå

ïîäìíîæåñòâî.

(1) Åñëè e1, . . . , em ∈M � áàçèñ M , òî ëþáîé âåêòîð v ∈M îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç e1, . . . , em.

(2) Íàîáîðîò, åñëè e1, . . . , em ∈M � âåêòîðû òàêèå, ÷òî ëþáîé âåêòîð v ∈M îäíî-

çíà÷íî âûðàæàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ e1, . . . , em è 0 ∈ M , òî e1, . . . , em
� áàçèñ M .

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà.

Îáû÷íî êîîðäèíàòû âåêòîðà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñòðîêè. Ïîýòîìó áàçèñ ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü êàê óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Òàê êàê e1, . . . , em � áàçèñ, òî äîáàâëåíèå ê íåìó ëþáîãî âåêòîðà
v ∈M äàåò ëèíåéíî çàâèñèìóþ ñèñòåìó. Òàêèì îáðàçîì,

λv +
∑

αiei = 0.

Åñëè ïðè ýòîì λ = 0, òî ñèñòåìà e1, . . . , em îêàæåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé. Çíà÷èò λ ̸= 0
è òîãäà

v = −
∑ αi

λ
ei.
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Ýòî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå âûðàæåíèÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî

v =
∑

λiei =
∑

λ′iei.

Òîãäà ∑
(λi − λ′i)ei = 0.

Òàê êàê âåêòîðû e1, . . . , em ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî λi = λ′i äëÿ âñåõ i.
(2) Åñëè âåêòîðû e1, . . . , em ëèíåéíî çàâèñèìû, òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

λ1e1 + · · ·λmem = 0 = 0 e1 + · · · 0 em,

ãäå íå âñå λi ðàâíû íóëþ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, e1, . . . , em ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè v � ëþáîé âåêòîð, òî v =

∑
αiei äëÿ íåêîòî-

ðûõ αi, çíà÷èò −v +
∑
αiei = 0 è âåêòîðû v, e1, . . . , em ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ëåììà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü âåêòîðû v1, . . . ,vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷å-

ðåç âåêòîðû w1, . . . ,wm. Òîãäà n ≤ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > m. Çàïèøåì

vj = α1,jw1 + · · ·+ αm,jwm.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ λ1, . . . , λn èìååì

(*)
n∑
j=1

λjvj =
n∑
j=1

λj

(
m∑
i=1

αi,jwi

)
=

m∑
i=1

(
n∑
j=1

αi,jλj

)
wi.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

n∑
j=1

αi,jλj = 0, i = 1, . . .m.

îòíîñèòåëüíî λ1, . . . , λn. Òàê êàê ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ìåíüøå ÷èñëà óðàâíåíèé, òî ñè-
ñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Äëÿ òàêèõ λ1, . . . , λn ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (*)
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Çíà÷èò,

∑n
j=1 λjvj = 0.

Ñëåäñòâèÿ

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à M ⊂ V � åãî ïîäìíîæåñòâî.

Ñëåäñòâèå. Ëþáîé áàçèñ M ñîäåðæèò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Áîëåå òî÷-

íî, åñëè w1, . . . ,wm � áàçèñ M , òî ëþáàÿ ñèñòåìà èç n âåêòîðîâ v1, . . . ,vn ∈ M ïðè

n > m ëèíåéíî çàâèñèìà. Åñëè æå ïðè ýòîì v1, . . . ,vn òàêæå îáðàçóþò áàçèñ M , òî

m = n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîðû v1, . . . ,vn ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç w1, . . . ,wm. Åñëè âåê-
òîðû v1, . . . ,vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ïî ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè n ≤ m. Åñëè
æå v1, . . . ,vn îáðàçóþò áàçèñ, òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì m ≤ n.

Îïðåäåëåíèå. Ðàíãîì ïîäìíîæåñòâàM âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (îáîçíà÷àåòñÿ rk(M))
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ áàçèñà (åñëè êîíå÷íûé áàçèñ ñóùåñòâóåò). Ðàíãîì ñòîëá-
öîâ ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ðàíã ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ (êàê ñèñòåìû âåêòîðîâ Rn). Ðàíãîì
ñòðîê ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ðàíã ñèñòåìû åå ñòðîê*. Ðàçìåðíîñòüþ� ïðîñòðàíñòâà V
(îáîçíà÷àåòñÿ dim(V )) íàçûâàåòñÿ ðàíã M = V .

Çàìå÷àíèå. Åñëè M ⊂ V , òî rk(M) ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ v1, . . . ,vn ∈M .

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü dim(V ) = n. Òîãäà ñèñòåìà èç m âåêòîðîâ â V ëèíåéíî çàâèñèìà

ïðè m > n.

Ñëåäñòâèå. Åñëè âñå âåêòîðû ñèñòåìû M ⊂ V ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðû

ñèñòåìû M ′ ⊂ V , òî rk(M) ≤ rk(M ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1, . . . ,vn � áàçèñ M , à v′
1, . . . ,v

′
m � áàçèñ M ′. Ïî óñëîâèþ

âåêòîðû v1, . . . ,vn ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðû M ′, à ëþáîé âåêòîð M ′ ëèíåé-
íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç v′

1, . . . ,v
′
m. Ñëåäîâàòåëüíî, v1, . . . ,vn ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

v′
1, . . . ,v

′
m. Ïî ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè n ≤ m.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü e1, . . . , ek ∈ M � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû. Òîãäà e1, . . . , ek ∈
M ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ M âåêòîðû e1,. . . , ek, x ëèíåéíî çàâèñèìû, òî
e1, . . . , ek � áàçèñ M . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò x ∈ M òàêîé, ÷òî âåêòîðû e1,. . . ,
ek, x ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîëàãàåì ek+1 = x è ïðîäîëæàåì ïðîöåññ. Ïðîöåññ îáîðâåòñÿ
ïîñêîëüêó ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ íå ïðåâîñõîäèò dim(V ).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü W ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

dim(W ) ≤ dim(V )

Áîëåå òîãî, åñëè dim(W ) = dim(V ), òî W = V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà w1, . . . ,wn ∈ W ⊂ V ìîæåò áûòü äîïîëíåíà äî áàçèñà V .
Òàê êàê dim(V ) = n, òî w1, . . . ,wn � óæå áàçèñ V . Ñëåäîâàòåëüíî, V ⊂ W .

*Ïîçæå ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû ðàíãè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñîâïàäàþò.
�Òåðìèí ðàíã óïîòðåáëÿåòñÿ â îòíîøåíèè ïîäìíîæåñòâà (÷àùå âñåãî êîíå÷íîãî) M ⊂ V . Òåðìèí

ðàçìåðíîñòü óïîòðåáëÿåòñÿ â îòíîøåíèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.



Ëåêöèÿ 8

Òåîðåìà î ðàíãå. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà. Ðàíã ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Êðè-

òåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé. Çàäàíèå ïîäïðîñòðàíñòâà ñèñòåìîé ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé.

Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû

Òåîðåìà. Ðàíã ñèñòåìû ñòðîê ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ è ðàâåí

íàèâûñøåìó ïîðÿäêó îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìèíîðà.

Ëåììà. Ðàíã (ñèñòåìû ñòðîê) ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ ñòðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A îäíèì ýëåìåíòàðíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì ñòðîê. Òîãäà ñòðîêà ìàòðèöû A′ ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòðîêè ìàò-
ðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî, rk(A′) ≤ rk(A). Ïðåîáðàçîâàíèå A 7→ A′ îáðàòèìî, ïîýòîìó
rk(A) ≤ rk(A′).

Ëåììà. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ìàòðèöû ëèíåéíûå çàâèñèìîñòè

(íåçàâèñèìîñòè) ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ íå ìåíÿþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (ai,j) � n × m-ìàòðèöà è ïóñòü A1, . . . , Am � åå ñòîëáöû.
Ïóñòü ìàòðèöàA′ = (a′i,j) ïîëó÷åíà èç ìàòðèöûA îäíèì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ñòðîê è ïóñòüA′

1, . . . , A
′
m � ñòîëáöûA′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü∑m

j=1 λjAj = 0. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå n ðàâåíñòâ

(*)
m∑
j=1

λjai,j = 0, i = 1, . . . , n.

Ïóñòü, íàïðèìåð, A 7→ A′ � ïðåîáðàçîâàíèå òèïà (I), ò.å.

a′i,j =

{
ai,j ïðè i ̸= i0

ai0,j + µai1,j ïðè i = i0

59
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äëÿ íåêîòîðûõ i0 ̸= i1 è µ. Òîãäà ðàâåíñòâî (*) ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ a′i,j ïðè i ̸= i0, à äëÿ
i = i0 îíî äàåò íàì

0 =
m∑
j=1

λjai0,j =
m∑
j=1

λj(a
′
i0,j
− µai1,j) =

m∑
j=1

λja
′
i0,j
− µ

m∑
j=1

ai1,j.

Ïîñêîëüêó âòîðîé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òî
∑m

j=1 λja
′
i0,j

= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
∑m

j=1 λjA
′
j = 0.

Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîëáöû Ai1 , . . . , Air ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñòîëáöû Ai1 , . . . , Air ëèíåéíî çàâèñèìû, òî èç îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
A 7→ A′ ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ Ai1 , . . . , Air .

Ñëåäñòâèå. Ðàíã ñèñòåìû ñòîëáöîâ ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿõ ñòðîê.

Ëåììà. Ïóñòü â ìàòðèöå A ìèíîð, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê i1, . . . , ir è ñòîëá-
öîâ j1, . . . , jr, îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè (ñ íîìåðàìè i1, . . . , ir)
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òî æå âåðíî äëÿ ñòîëáöîâ (ñ íîìåðàìè j1, . . . , jr).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ íåâûðîæ-
äåííîñòè ìàòðèöû ñòðîêè è ñòîëáöû M ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíî
íåçàâèñèìû òàêæå è óäëèí¼ííûå ñòðîêè è ñòîëáöû.

Ëåììà. Ðàíã ñèñòåìû ñòðîê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû A = (ai,j) ðàâåí ðàíãó ñèñòåìû

åå ñòîëáöîâ è ðàâåí ÷èñëó åå íåíóëåâûõ ñòðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1,j1 , . . . , ar,jr � ïåðâûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ñòðîê, ãäå j1 <
j2 < · · · < jr è r � ÷èñëó íåíóëåâûõ ñòðîê. Òîãäà ìèíîð, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê
1, . . . , r è ñòîëáöîâ j1, . . . , jr, îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå íåíóëåâûå ñòðî-
êè ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ïîýòîìó ðàíã ñèñòåìû ñòðîê A ðàâåí r. Äàëåå,
ãëàâíûå ñòîëáöû Aj1 ,. . . , Ajr òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîêàæåì, ÷òî îíè îáðàçóþò
áàçèñ ñèñòåìû ñòîëáöîâ. Ïóñòü Ak � ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö ìàòðèöû A. Äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Ak = λ1Aj1 + · · · + λrAjr . Ðàññìîòðèì åãî êàê
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî λ1, . . . , λr. Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû òðåóãîëü-
íà è èìååò îïðåäåëèòåëü (ðàâíûé ìèíîðó) îòëè÷íûé îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
ñîâìåñòíà.

Ñëåäñòâèå. Ðàíã ñèñòåìû ñòðîê ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû à ðàíãå. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû íå ìîæåò ïðå-
âîñõîäèòü íàèâûñøåãî ïîðÿäêà îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìèíîðà. Ïóñòü â ìàòðèöå ñòðîêè ñ
íîìåðàìè i1, . . . , ir îáðàçóþò áàçèñ ñèñòåìû ñòðîê. Äîêàæåì, ÷òî íåêîòîðûé ìèíîð ïî-
ðÿäêà r îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïóñòü A′ � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A âû÷¼ðêèâàíèåì âñåõ
ñòðîê êðîìå i1, . . . , ir. Òîãäà rk(A′) = r (ïîñêîëüêó ñòðîêè A′ ëèíåéíî íåçàâèñèìû).
Ïóñòü òåïåðü ñòîëáöû ìàòðèöû A′ ñ íîìåðàìè j1, . . . , jr îáðàçóþò áàçèñ ñèñòåìû åå
ñòîëáöîâ è ïóñòü A′′ � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A′ âû÷¼ðêèâàíèåì âñåõ ñòîëáöîâ, êðî-
ìå j1, . . . , jr. Ñíîâà rk(A′′) = r (ïîñêîëüêó ñòîëáöû A′′ ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Ñîãëàñíî
êðèòåðèþ íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû |A′′| ≠ 0.

Ñëåäñòâèå. rk(A) = rk(AT).

Ñëåäñòâèå. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ ñòðîê â åå ñòóïåí÷àòîì âèäå.
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Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà

Ïóñòü äàíû âåêòîðûA1, . . . , Am ∈ Rn. Íàéäåì áàçèñ ýòîé ñèñòåìû âåêòîðîâ {A1, . . . , Am}.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìàòðèöó A, ñîñòàâëåííóþ èç âåêòîðîâ A1, . . . , Am, ðàññìîòðåííûõ
êàê ñòîëáöû:

A :=
(
A1 · · · Am.

)
Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ïðèâåäåì ìàòðèöó A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó A′.
Ïóñòü A′

1, . . . , A
′
m � ñòîëáöû ìàòðèöû A′. Ãëàâíûå ñòîëáöû A′

i1
, . . . , A′

ir îáðàçóþò áàçèñ
äëÿ {A′

1, . . . , A
′
m}. Òîãäà ñòîëáöû Ai1 , . . . , Air ìàòðèöû A (ñ òåìè æå íîìåðàìè) îáðàçóþò

áàçèñ {A1, . . . , Am}.

Ðàíã ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

Òåîðåìà. rk(A+B) ≤ rk(A) + rk(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A1, . . . , Am � ñòîëáöû ìàòðèöû A, à B1, . . . , Bm � ñòîëáöû ìàò-
ðèöû B. Ïóñòü {Ai1 , . . . , Air} � áàçèñ äëÿ {A1, . . . , Am}, à {Bi1 , . . . , Bis} � áàçèñ äëÿ
{B1, . . . , Bm}. Òàêèì îáðàçîì, rk(A) = r è rk(B) = s. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

C :=
(
A | B

)
=
(
A1 · · · Am B1 · · · Bm

)
.

Åå ñòîëáöû âûðàæàþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñîâAi1 , . . . , Air èBi1 , . . . , Bis .
Ïî ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè rk(C) ≤ r + S. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòîëáöû ìàòðè-
öû A+B âûðàæàþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ìàòðèöû C. Ñëåäîâàòåëüíî,
rk(A+B) ≤ rk(C) ≤ r + S.

Òåîðåìà. rk(A ·B) ≤ rk(A), rk(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C := A · B. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî A = (ai,j), B = (bi,j), C = (ci,j)
è ðàçìåðû ìàòðèö A, B, C � n × m, m × q è n × q, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü C1, . . . , Cq
� ñòîëáöû C è ïóñòü A1, . . . Am � ñòîëáöû A. Íà i-îì ìåñòå ñòîëáöà Cj ñòîèò ýëåìåíò
ci,j =

∑m
k=1 ai,kbk,j. Ïîýòîìó Cj =

∑m
k=1 bk,jAk. Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáöû ìàòðèöû C

ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû A. Ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû î ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè èìååì rk(C) ≤ rk(A). Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

rk(C) = rk(CT) = rk(BT · AT) ≤ rk(BT) = rk(B).

Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Òåîðåìà (Êðîíåêåðà�Êàïåëëè). Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A · X = B ñîâìåñòíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rk(A) = rk(A | B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x1 = λ1,. . . , xn = λn � ðåøåíèå. Òîãäà λ1A1 +
· · ·+λnAn = B, ò.å. ñòîëáöû ìàòðèöû (A,B) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû A. Ïî
ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè rk(A) ≥ rk(A | B). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî rk(A) ≤ rk(A |
B).
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü rk(A) = rk(A | B) = r. Ïóñòü Ai1 , . . . , Air áàçèñ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A. Òîãäà ýòî è áàçèñ ñòîëáöîâ ìàòðèöû (A | B). Ñëåäîâàòåëüíî, B âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ýòîò áàçèñ: λi1Ai1 + · · ·+λirAir = B. Ïîëàãàÿ λj = 0 ïðè j /∈ {i1, . . . , ir}, ìû ìîæåì
çàïèñàòü λ1A1 + · · ·+ λnAn = B, ò.å. (λ1, . . . , λn) � ðåøåíèå.

Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû A ·X = B îò n íåèçâåñòíûõ îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà B = 0, ò.å. ñèñòåìà îäíîðîäíà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ
ëþáîé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà (ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé). Ïóñòü
A ·X = 0 � îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ãäå X = (x1, . . . , xn)

T è ïóñòü V
� ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé. Òîãäà

dim(V ) = n− rk(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r := rk(A) è ïóñòü xi1 , . . . , xin−r � ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå. Âñå
íåèçâåñòíûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñâîáîäíûå:

xj =
n−r∑
k=0

bj,kxik , j = 1, . . . n.

Ïîñòðîèì áàçèñ e1, . . . , en−r ∈ V . Íàïðèìåð,

� es = (αs1, · · · , αsn), ãäå

αsik = δk,s =

{
1 åñëè k = s,

0 åñëè k ̸= s.

Îñòàëüíûå αj, j /∈ {i1, . . . , in−r} âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì âûøå. Òîãäà es ∈ V . Âåêòî-
ðû e1, . . . , en−r ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, óêîðî÷åííûå âåêòîðû e′1, . . . , e

′
n−r,

ïîëó÷åííûå èç e1, . . . , en−r âû÷åðêèâàíèåì âñåõ êîîðäèíàò, êðîìå êîîðäèíàò ñ íîìåðàìè
i1, . . . , in−r, èìåþò âèä e′s = (0, . . . , 1

↑
s

, . . . , 0). Ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ïîýòî-

ìó ëèíåéíî íåçàâèñèìû è âåêòîðû e1, . . . , en−r. Ïóñòü v = (α1, . . . , αn) � ëþáîå ðåøåíèå.
Ïîëîæèì

w = v − (αi1e1 + · · ·+ αin−ren−r).

Òàê êàê V � ïðîñòðàíñòâî, òî w � ðåøåíèå. Çíà÷åíèå ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ äëÿ w
ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, w = 0 è v = αi1e1 + · · ·+ αin−ren−r.

Òåîðåìà. Ïóñòü V ⊂ Rn � m-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ñóùåñòâóåò îäíîðîäíàÿ ñè-

ñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A ·X = 0 òàêàÿ ÷òî X ∈ V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A ·X = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè V = {0}, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü ñòîëáöû B1, . . . , Bm

ñîñòàâëÿþò áàçèñ V . Ñîñòàâèì n×m-ìàòðèöó B, â êîòîðîé B1, . . . , Bm ÿâëÿþòñÿ ñòîëá-
öàìè. Òàêèì îáðàçîì, rk(B) = m. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé BT · Y = 0,
ãäå Y � ñòîëáåö n íåèçâåñòíûõ. Ïóñòü Y = F1, . . . , Fn−m � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà
ðåøåíèé è ïóñòü F � n× (n−m)-ìàòðèöà, â êîòîðîé F1, . . . , Fn−m ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè.
Òîãäà BT · F = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, FT · B = 0. Ïîëàãàåì A := FT. Èìååì A · B = 0
è ñòðîêè A ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü W ⊂ Rn � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû A ·X = 0. Äàëåå, A ·Bi = 0. Ïîýòîìó A ·X = 0 äëÿ ëþáîãî X, ÿâëÿþùåãîñÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé Bi, ò.å. äëÿ ëþáîãî X, ïðèíàäëåæàùåãî V . Ñëåäîâàòåëüíî, V ⊂ W .
Òàê êàê dim(W ) = dim(V ) = m, òî V = W .
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Ëåêöèÿ 9

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. ßäðî è îáðàç. Èçîìîðôèçìû. Èçîìîðôèçì

âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ îäíîé ðàçìåðíîñòè. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ãîìîìîðôèçìû

ãðóïï. Ïðèìåðû. ßäðî è îáðàç ãîìîìîðôèçìà ãðóïï. Èçîìîðôèçìû. Ãîìîìîðôèçìû êîëåö.

Ïðèìåðû. ßäðî è îáðàç ãîìîìîðôèçìà êîëåö. Èçîìîðôèçìû.

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå f : V → W
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè

f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) è f(λv) = λf(v) ∀v1, v2, v ∈ V. ∀λ ∈ R.

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : V → V âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì
îïåðàòîðîì. Èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå f : V → W , ó êîòîðîãî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå. Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
V è W èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì V → W .

Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê èçîìîðôèçìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîá-
ðàæåíèåì, è, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, èçîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ îò-
íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Åñëè âåêòîð-
íûå ïðîñòðàíñòâà V è W èçîìîðôíû, òî ìû áóäåì ýòî îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
V ≃ W .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : V → W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ïîäìíîæåñòâî

Ker(f) := {v ∈ V | f(v) = 0}

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì îòîáðàæåíèÿ f .

Ëåììà. Ïóñòü f : V → W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà

âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) ßäðî Ker(f) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V .

(2) Îáðàç f(V ) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â W .

(3) Îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ker(f) = {0}.

65
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(4) Îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ker(f) = {0}
è f(V ) = W .

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü v1,v2 ∈ Ker(f) è ïóñòü λ1, λ2 ∈ R. Òîãäà f(v1) = f(v2) = 0.
Çíà÷èò f(λ1v1 + λ2v2) = λ1f(v1) + λ2f(v2) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, λ1v1 + λ2v2 ∈ Ker(f).
Òàêèì îáðàçîì, Ker(f) � ïîäïðîñòðàíñòâî.

(2) Ïóñòü w1,w2 ∈ f(V ) è ïóñòü λ1, λ2 ∈ R. Ñóùåñòâóþò âåêòîðû v1,v2 ∈ V òàêèå,
÷òî f(vi) = wi. Òîãäà f(λ1v1+λ2v2) = λ1w1+λ2w2. Ñëåäîâàòåëüíî, λ1w1+λ2w2 ∈ f(V )
è f(V ) � ïîäïðîñòðàíñòâî.

(3) Åñëè îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî, òî, î÷åâèäíî, Ker(f) = {0}. Ïóñòü Ker(f) = {0}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(v1) = f(v2). Òîãäà f(v1 − v2) = f(v1)− f(v2) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
v1 − v2 ∈ Ker(f) = {0}, ò.å. v1 = v2.

(4) ñëåäóåò èç (3).

Òåîðåìà. Êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V ≃ V ′ è ïóñòü f : V → V ′ � èçîìîðôèçì. Ïóñòü e1, . . . , en
� áàçèñ V . Ïîëîæèì e′i := f(ei). Äîêàæåì, ÷òî e′1, . . . , e

′
n � áàçèñ V ′. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî e′1, . . . , e
′
n ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà ñóùåñòâóþò λ1, . . . , λn ∈ R íå âñå ðàâíûå íóëþ,

òàêèå, ÷òî
∑
λie

′
i = 0. Òàê êàê f � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, òî f(

∑
λiei) =

∑
λif(ei) =∑

λie
′
i = 0. Çíà÷èò

∑
λiei ∈ Ker(f) = {0},

∑
λiei = 0 è ïîýòîìó λ1 = · · · = λn = 0.

Ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü v′ ∈ V ′ � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ñóùåñòâóåò âåêòîð v ∈ V òàêîé,
÷òî f(v) = v′. Òàê êàê e1, . . . , en � áàçèñ, òî v =

∑
µiei äëÿ íåêîòîðûõ µ1, . . . , µn ∈ R.

Òîãäà v′ = f(v) = f(
∑
µiei) =

∑
µif(ei) =

∑
µie

′
i. Òàêèì îáðàçîì, e′1, . . . , e

′
n � áàçèñ V

′.
Çíà÷èò, dim(V ′) = n = dim(V ).

Íàîáîðîò, ïóñòü dim(V ′) = dim(V ). Ïóñòü e1, . . . , en è e′1, . . . , e
′
n � áàçèñû V è V ′, ñî-

îòâåòñòâåííî. Äëÿ âåêòîðà v =
∑
µiei ∈ V ïîëîæèì f(v) =

∑
µie

′
i. Òîãäà f � êîððåêòíî

îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ èçîìîðôèçìîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : V → V ′ � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïóñòü e1, . . . , en è e′1, . . . , e

′
m � áàçèñû V è V ′, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçëîæèì ýëåìåíòû f(ei)

ïî áàçèñó e′1, . . . , e
′
m:

(*) f(ei) =
m∑
j=1

aj,ie
′
j.

×èñëà aj,i ïîìåñòèì â ìàòðèöó ðàçìåðà m× n:

A :=

a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . .
am,1 · · · am,n


Ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû ìàòðèöû A � ýòî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ f(ei) â áàçèñå
e′1, . . . , e

′
m, çàïèñàííûå â ñòîëáöû. Êîíå÷íî, ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ çàâèñèò

îò âûáîðà áàçèñîâ e1, . . . , en è e′1, . . . , e
′
m.

Ìàòðèöà A ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå:



Àëãåáðà-I Þ.Ã. Ïðîõîðîâ

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè v1, . . . , vn � êîîðäèíàòû âåêòîðà v ∈ V â áàçèñå e1, . . . , en, òî
e′1, . . . , e

′
m êîîðäèíàòàìè âåêòîðà f(v) ∈ V ′ â áàçèñå e′1, . . . , e

′
m âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìó-

ëàì

(�) wj =
n∑
i=1

aj,ivi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì v =
∑n

i=1 viei. Ó÷èòûâàÿ (*) ïîëó÷èì

f(v) = f

(
n∑
i=1

viei

)
=

n∑
i=1

vif(ei) =
n∑
i=1

vi

(
m∑
j=1

aj,ie
′
j

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

viaj,ie
′
j =

=
m∑
j=1

n∑
i=1

viaj,ie
′
j =

m∑
j=1

(
n∑
i=1

aj,ivi

)
e′j.

Ýòî è äîêàçûâàåò (�).

Ñëåäñòâèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèÿ çàïèøåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

v è f(v) â âèäå ñòîëáöîâ:

X :=

 v1
· · ·
vn

 Y :=

w1

· · ·
wm


Òîãäà

Y = A ·X.

Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f : G → H ãðóïïû G
â ãðóïïó H òàêîå, ÷òî

f(a ◦ b) = f(a) ∗ f(b) ∀a, b ∈ G.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü f : G→ H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà

(1) f(an) = f(a)n;

(2) f(1G) = 1H ;

(3) f(a−1) = f(a)−1;

(4) åñëè ó f ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, òî îíî òîæå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-

ôèçìîì.

Ïðèìåðû. (1) Îïðåäåëèòåëü det : GLn(k)→ k∗ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(2) Çíàê ïîäñòàíîâêè sgn : Sn → {±1} ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.
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(3) Åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà, òî îòîáðàæåíèå f(a) = an ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
Â àáåëåâîé àääèòèâíîé ãðóïïå äëÿ ëþáîãî n ∈ Z îòîáðàæåíèå a 7→ na ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû â ñåáÿ.

(4) Ýêñïîíåíòà exp : R→ R∗, a 7→ ea ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(5) Âçÿòèå ìîäóëÿ | · | : R∗ → R>0, z 7→ |z| ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(6) Z→ R∗, n 7−→ an.

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçì ãðóïï f : G → H íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Èçîìîðôèçì f : G → G ãðóïïû ñ ñîáîé íàçûâàåòñÿ
àâòîìîðôèçìîì.

Ïðèìåðû. (1) òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå G→ G ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì;

(2) R+ → R>0, a 7−→ ea ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì;

(3) åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà, òî îòîáðàæåíèå f(a) = a−1 ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì;

(4) GLn(k)→ GLn(k), A 7−→ (A−1)T ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì;

(5) äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è ýëåìåíòà a ∈ G îòîáðàæåíèå f(x) = axa−1 ÿâëÿåòñÿ àâòî-
ìîðôèçìîì. Îí íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì àâòîìîðôèçìîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî

Ker(φ) := {a ∈ G | φ(a) = 1H}

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà ãðóïï φ : G→ H.

Ëåììà. Ïóñòü φ : G → H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ.

(1) ßäðî Ker(φ) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G.

(2) Îáðàç φ(G) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â H.

(3) Ãîìîìîðôèçì φ èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ker(φ) = {1}.

(4) Ãîìîìîðôèçì φ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ker(φ) = {1}
è φ(G) = H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ïåðâîå. Ïóñòü a1, a2 ∈ Ker(φ). Òîãäà φ(a1) =
φ(a2) = 1 è φ(a1a

−1
2 ) = φ(a1)φ(a2)

−1 = 1. Îòñþäà a1a
−1
2 ∈ Ker(φ). Ïîýòîìó Ker(φ) �

ïîäãðóïïà.
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Ïðèìåð. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé àääèòèâíîé àáåëåâîé ãðóïïû A îïðåäåëåíî óìíî-
æåíèå åãî ýëåìåíòà a ∈ A íà öåëîå ÷èñëî n ∈ Z:

n · a =


a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

åñëè n > 0,

0 åñëè n = 0,

a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
−n

åñëè n < 0.

Ýòî óìíîæåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì

(n1 + n2) · a = n1 · a+ n2 · a, n · (a1 + a2) = n · a1 + n · a2.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A îòîáðàæåíèå

ϕa : Z −→ A

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

Ãîìîìîðôèçìû êîëåö

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçìîì êîëåö íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå φ : R → R1 òàêîå, ÷òî
φ(a + b) = φ(a) + φ(b) è φ(ab) = φ(a)φ(b) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R. Òàêèì îáðà-
çîì, ãîìîìîðôèçì êîëåö ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èõ àääèòèâíûõ ãðóïï. Êàê îáû÷íî â
àëãåáðå, áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Èçîìîðôèçì êîëüöà íà
ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.

Åñëè R è R1 � êîëüöà ñ åäèíèöàìè 1 è 1′, òî îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ãîìîìîðôèçì
êîëåö φ : R → R1 åäèíèöó ïåðåâîäèò â åäèíèöó, ò.å. φ(1) = 1′. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñâîé-
ñòâî àâòîìàòè÷åñêè íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîìîìîðôèçìà. Íàïðèìåð, ïóñòü
R′ := Rn, ãäå ñëîæåíèå � ýòî îáû÷íîå ñëîæåíèå âåêòîðîâ, à óìíîæåíèå � ïîêîìïîíåíò-
íîå: (a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn). Ðàññìîòðèì èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

φ : R −→ R′ = Rn, a 7−→ (a, 0, . . . , 0).

Îáà êîëüöà R è R′ èìåþò åäèíèöû: 1 è (1, . . . , 1), ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî, φ(1) ̸=
(1, . . . , 1).

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü f : R→ S � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà

(1) f(n · a) = n · f(a);

(2) f(an) = n · f(a)n;

(3) f(0R) = 0S;

(4) f(−a) = −f(a);
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(5) åñëè ó f ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, òî îíî òîæå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-

ôèçìîì.

Ïðèìåðû. (1) Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî îòîáðàæåíèå

ϕ : Z −→ R, n 7−→ n · 1

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Äåéñòâèòåëüíî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ϕ � ãîìîìîðôèçì
àääèòèâíûõ ãðóïï. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ϕ(nm) = (nm) 1 = (n 1)(m 1) = ϕ(n)ϕ(m).

(2) Ïóñòü A � êîëüöî ÷èñëîâûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M . Çàôèêñèðóåì
ýëåìåíò a ∈M . Îòîáðàæåíèå

φ : A −→ R, f 7−→ f(a).

ßâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî

Ker(φ) := {a ∈ G | φ(a) = 0}

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà êîëåö φ : R→ S.

Ëåììà. Ïóñòü φ : R→ S � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) ßäðî Ker(φ) ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â R.

(2) Îáðàç φ(R) ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â S.

(3) Ãîìîìîðôèçì φ èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ker(φ) = {0}.

(4) Ãîìîìîðôèçì φ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ker(φ) = {0}
è φ(R) = S.
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Ïîëÿ. Îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà, ïðèìåðû. Èçîìîðôèçì ïîëåé. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Àêñèî-

ìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå, ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü. Âåùåñòâåí-

íàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè. Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñ-

ëà. Ôîðìóëà Ìóàâðà.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî k òàêîå, ÷òî
ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò k îáðàòèì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå ýòî ìíîæåñòâî k ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè � ñëîæåíèÿ a+ b è óìíî-
æåíèÿ a · b òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(I) k � ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ;

(II) k∗ := k \ {0} � ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ;

(III) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ k èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(a+ b) · c = a · c+ b · c.

Ïîäìíîæåñòâî k0 ïîëÿ k íàçûâàåòñÿ ïîäïîëåì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ñ òåìè æå
îïåðàöèÿìè, ÷òî è â k. Åñëè æå ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàëîñü ìåíüøåå ïîëå k0, à ïîòîì �
áîëüøåå k, â êîòîðîì k0 ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì, òî ïåðåõîä îò k0 ê k îáû÷íî íàçûâàåòñÿ
ðàñøèðåíèåì ïîëåé.

Ïðèìåðû. (1) Ñòàíäàðòíûå ïðèìåðû � ýòî ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è ïîëå äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

(2) Q[
√
2] = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q} ⊂ R.

(3) Q[ 3
√
2] = {a+ b

√
2 + c

√
4 | a, b, c ∈ Q} ⊂ R.

(4) Ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé R(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Òàê êàê ïîëå � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé êîëüöà, òî äëÿ ïîëåé îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ ãîìî-
ìîðôèçìû è èçîìîðôèçìà. Îäíàêî, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ãîìîìîð-
ôèçì ïîëåé îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì è ïîýòîìó ýòîò òåðìèí â îòíîøåíèè ïîëåé
íå óïîòðåáëÿåòñÿ.

71
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Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü f : F→ R � (íåíóëåâîé) ãîìîìîðôèçì êîëåö. Åñëè F � ïîëå, òî

f èíúåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì F ñ ïîäïîëåì f(F) ⊂ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Òîãäà Ker(f) ̸= {0},
ò.å. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò òàêîé, ÷òî f(c) = 0, c ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå

f(1) = f(c · c−1) = f(c) · f(c−1) = 0

è ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ F èìååì f(x) = f(x·1) = f(x)·f(1) = 0, ò.å. f(F) = 0.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ëþáîå ïîëå ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà: 0 è 1. Íåñëîæ-
íî ïîñòðîèòü ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Çàäàäèì åãî òàáëèöàìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

+ 0 1

0 0 1
1 1 0

· 0 1

0 0 0
1 0 1

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëå èç òðåõ ýëåìåíòîâ:

+ 0 1 a

0 0 1 a
1 1 a 0
a a 0 1

· 0 1 a

0 0 0 0
1 0 1 a
a 0 a 1

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ a+x = b è a ·x = b è óñëîâèÿ êîììóòàòèâíî-
ñòè ïîçâîëÿþò çàïîëíèòü ýòè òàáëèöû îäíîçíà÷íî. Îäíàêî, óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è
äèñòðèáóòèâíîñòè íóæíî ïðîâåðÿòü îòäåëüíî. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî
ïðîäåëàòü ýòó íåñëîæíóþ ïðîâåðêó.

Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå (àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå). Ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ
ëþáîå ïîëå C, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) C ñîäåðæèò ïîäïîëå R èçîìîðôíîå ïîëþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

(2) C ñîäåðæèò ýëåìåíò i òàêîé, ÷òî i2 = −1;

(3) åñëè ñóùåñòâóåò ïîäïîëå K òàêîå, ÷òî R ⊂ K ⊂ C, òî K = C èëè K = R.

Ýëåìåíòû C íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Ïîêà ìû íå çíàåì, ÷òî ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò, à òàêæå íå çíàåì, ÷òî
îíî åäèíñòâåííî. Îäíàêî, ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùèé ôàêò.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü C � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îïðåäåëåííîå âûøå. Òîãäà ëþáîé

ýëåìåíò z ∈ C ìîæíî îäíîçíà÷íî çàïèñàòü â âèäå

(*) z = a+ bi, a, b ∈ R.
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Ïðåäñòàâëåíèå (*) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Â ýòîì
ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, à
÷èñëî b � åãî ìíèìîé ÷àñòüþ. Îáû÷íî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèÿ

a =: Re(z), b =: Im(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

K := {a+ bi | a, b ∈ R}.

Ïðîâåðèì, ÷òî K � ïîäïîëå â C. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè z, z′ ∈ K, òî z = a+bi è z = a′+b′i
äëÿ íåêîòîðûõ a, b, a′, b′ ∈ R. Òîãäà

z ± z′ = (a+ bi) + (a′ + b′i) = (a± a′) + (b± b′)i ∈ K
z · z′ = (a+ bi) · (a′ + b′i) = aa′ + bb′i2 + ab′i+ a′bi = (aa′ − bb′) + (ab′ + a′b)i ∈ K.

Åñëè z ̸= 0, òî

z−1 =
a

a2 + b2
+

b

a2 + b2
i ∈ K.

Ñëåäîâàòåëüíî, K ⊂ C � ïîäïîëå. Òàê êàê i ∈ K, òî ñîãëàñíî óñëîâèþ (3) èìååì K = C.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò z ∈ C ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå z = a+ bi.

Åñëè æå èìååòñÿ äâà ïðåäñòàâëåíèÿ z = a + bi = a′ + b′i, òî (b − b′)i = a′ − a ∈ R.
Åñëè b ̸= b′, òî i = a′−a

b−b′ ∈ R. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî b = b′ è òîãäà a = a′.

Ñëåäñòâèå. Ïîëå C ÿâëÿåòñÿ òàêæå âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R ñ áàçèñîì 1, i.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñíûå ÷èñëà z ∈ C ìîæíî èçîáðàæàòü ýëåìåíòàìè äâóìåðíî-
ãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà R2. Ïðè ýòîì ñëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâóåò
ñëîæåíèþ âåêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíàÿ Re(z) è ìíèìàÿ Im(z) ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíà-
òàìè â ýòîì áàçèñå.

Òåîðåìà. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-

ìîðôèçìà. Áîëåå òî÷íî, åñëè C0 è C1 � äâà ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì (1),
(2), (3), òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì φ : C0 → C1, ïåðåâîäÿùèé äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

R0 ⊂ C0 â äåéñòâèòåëüíûå R1 ⊂ C1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö âòîðîãî
ïîðÿäêà

C0 =

{(
a b
−b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}
⊂ Mat2(R).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî C0 � êîììóòàòèâíîå ïîäêîëüöî â Mat2(R). Äåéñòâèòåëüíî,(
a b
−b a

)
+

(
a′ b′

−b′ a′

)
=

(
a+ a′ b+ b′

−(b+ b′) a+ a′

)
,

(
a b
−b a

)(
a′ b′

−b′ a′

)
=

(
aa′ − bb′ ab′ + a′b
−ab′ − a′b aa′ − bb′

)
=

(
a′ b′

−b′ a′

)(
a b
−b a

)
.
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Òàê êàê (
a b
−b a

)−1

=
1

a2 + b2

(
a −b
b a

)
∈ C,

òî C0 � ïîëå. Ïîäìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

R0 := aE =

{(
a 0
0 a

) ∣∣∣∣ a ∈ R
}
⊂ C0

ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì, èçîìîðôíûì R. Èçîìîðôèçì R0 ≃ R çàäàåòñÿ ôîðìóëîé aE 7−→ a.
ßñíî, ÷òî C0 ÿâëÿåòñÿ òàêæå âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R0 ñ áàçèñîì E, I, ãäå

I :=

(
0 1
−1 0

)
è I2 = −E. Íàêîíåö, ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå R0 ⊂ K ⊂ C0 òàêæå âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì íàä R. Òàê êàê dimR0 C0 = 2, òî èëè K = R0 èëè K = C0.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü C1 � ëþáîå äðóãîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì (1),
(2), (3). Ïîñòðîèì èçîìîðôèçì φ ìåæäó íàøèì ïîëåì C0, ïîñòðîåííûì âûøå, è C1:

φ : C0 −→ C1,

(
a b
−b a

)
7−→ a+ bi.

Íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φ � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Ñëåäîâàòåëüíî, φ � âëîæåíèå è
φ(C0) � ïîäïîëå â C1, ñîäåðæàùåå R1 = φ(R0) è ýëåìåíò i := φ(I), óäîâëåòâîðÿþùèé
i2 = −1. Çíà÷èò φ(C0) = C1 ñîãëàñíî ñâîéñòâó (3).

Ñëåäñòâèå (àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë). C ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì âåê-

òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R è, òàêèì îáðàçîì, êàæäîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ∈ C
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå z = a+ bi, a, b ∈ R.

Îòîáðàæåíèå
C −→ C, z = a+ bi 7−→ z̄ := a− bi

íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì. Ïðè ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïîëÿ C, êàê
R2, êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè.
Ïðè ìàòðè÷íîé ðåàëèçàöèè ïîëÿ C êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîíèðîâà-
íèåì. Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå áèåêòèâíî è óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

z + w = z + w, z · w = z · w.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå � èçîìîðôèçì C íà ñåáÿ. Íàïîìíèì, ÷òî èçî-
ìîðôèçì íåêîòîðîãî îáúåêòà íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, êîì-
ïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå � àâòîìîðôèçì ïîëÿ C.

Îòìåòèì, ÷òî z = z̄ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z ∈ R.
Ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+bi íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå

÷èñëî
|z| :=

√
a2 + b2 =

√
z · z̄.



Àëãåáðà-I Þ.Ã. Ïðîõîðîâ

Ïóñòü |z| ̸= 0. Òîãäà z/|z| � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí 1, ò.å. z/|z| =
a′ + b′i, ãäå a′ = a/|z|, b′ = b/|z|, a′2 + b′2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, a′ = cos(φ), b′ = sin(φ)
äëÿ íåêîòîðîãî φ ∈ R. Ýòî φ (îïðåäåëåííîå ïî ìîäóëþ 2π) íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì z.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå

z = r(cos(φ) + i sin(φ)).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿòðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. ßñíî,
÷òî r′(cos(φ)′ + i sin(φ)′) = r(cos(φ) + i sin(φ)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r′ = r è
φ′ = φ+ 2πk, k ∈ Z.

Òåîðåìà. Ïóñòü

z = r(cos(φ) + i sin(φ)) è w = q(cos(ψ) + i sin(ψ))

� òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìû äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òîãäà

(1) z · w = rq(cos(φ+ ψ) + i sin(φ+ ψ));

(2) z/w = rq(cos(φ− ψ) + i sin(φ− ψ)).

Òàêèì îáðàçîì,

|z · w| = |z| · |w|,
arg(z · w) = arg(z) + arg(w),

arg(z/w) = arg(z)− arg(w) (åñëè z ̸= 0 è w ̸= 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ((1)). Èìååì

z · w = r(cos(φ) + i sin(φ)) · q(cos(ψ) + i sin(ψ)) =

= rq(cos(φ) cos(ψ) + sin(φ) sin(ψ)i2 + (cos(φ) sin(ψ) sin(φ) cos(ψ))) =

= rq(cos(φ+ ψ) + i sin(φ+ ψ)).

Òåîðåìà (ôîðìóëà Ìóàâðà ). Ïóñòü z = r(cos(φ) + i sin(φ)) è n ∈ Z. Òîãäà

zn = rn(cos(nφ) + i sin(nφ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n > 0. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èíäóêöèè
n = 1 î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà Ìóàâðà âåðíà äëÿ n. Èìååì

zn+1 = zn · z = rn(cos(nφ) + i sin(nφ)) · r(cos(φ) + i sin(φ)) =

= rn+1(cos((n+ 1)φ) + i sin((n+ 1)φ)).

Åñëè æå n < 0, òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü óæå äîêàçàííûé ñëó÷àé äëÿ m = −n > 0:

zn =
1

zm
=

1

rm(cos(mφ) + i sin(mφ))
=

=
1

rm
(cos(−mφ) + i sin(−mφ)) = rn(cos(nφ) + i sin(nφ)).
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Ëåêöèÿ 11

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ zn = w. Ãðóïïà µn êîðíåé èç 1. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà

â ãðóïïå. Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Ïðèìåðû. Ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Êîëüöà âû÷åòîâ.

Äåëèòåëè íóëÿ è îáðàòèìûå ýëåìåíòû â Z/nZ. Êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé
íóëÿ ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

Êîðíè â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Äëÿ íàòóðàëüíîãî n êîðíåì n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà w íàçûâàåòñÿ êîì-
ïëåêñíûé z êîðåíü óðàâíåíèÿ zn = w.

Íàïîìíèì, ÷òî öåëûå ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n åñëè n äåëèò a− b. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò

a ≡ b mod n.

Òåîðåìà. Ïóñòü
w = q

(
cos(ψ) + i sin(ψ)

)
� òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà è ïóñòü n ∈ N. Òîãäà
óðàâíåíèå zn = w èìååò ðîâíî n êîðíåé. Îíè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

zk = n
√
q

(
cos

ψ + 2πk

n
+ i sin

ψ + 2πk

n

)
,

ãäå k ∈ Z, à n
√
q � îáû÷íûé âåùåñòâåííûé êîðåíü n-îé ñòåïåíè. Ïðè ýòîì zk = zl òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà k ≡ l mod n. Òàêèì îáðàçîì,

z0, z1, . . . , zn−1

� âñå ðàçëè÷íûå êîðíè óðàâíåíèÿ zn = w.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî z ̸= 0. Ïîýòîìó z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì
âèäå

z = r
(
cos(φ) + i sin(φ)

)
.

Ïî ôîðìóëå Ìóàâðà

zn = rn
(
cos(nφ) + i sin(nφ)

)
= w = q

(
cos(ψ) + i sin(ψ)

)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì rn = q è nφ = ψ + 2πk. Îòñþäà r = n
√
q è φ = (ψ + 2πk)/n.

77
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç µn ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé ñòåïåíè n èç 1. Òàêèì îáðàçîì,

µn = {ϵ ∈ C | ϵn = 1}.

Ñîãëàñíî òåîðåìå, µn ñîäåðæèò ðîâíî n ýëåìåíòîâ ϵ0, ϵ1, . . . , ϵn−1, ãäå

(*) ϵk = n
√
q

(
cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n

)
.

Ïðåäëîæåíèå. µn � ïîäãðóïïà â C∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϵ, ϵ′ ∈ µn, òî ϵn = ϵ′n = 1. Îòñþäà (ϵϵ′)n = 1 è
(ϵ−1)n = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ϵϵ′ ∈ µn è ϵ−1 ∈ µn.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò ϵ ∈ µn íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáð�àçíûì êîðíåì ñòåïåíè n èç 1, åñëè
îí íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìåíüøåé ñòåïåíè èç 1.

Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ëþáîãî n ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñòåïåíè n èç 1 ñóùåñòâóþò. Âñå
êîðíè ñòåïåíè n èç 1 ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ïåðâîîáðàçíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (*) è ôîðìóëå Ìóàâðà èìååì (ϵ1)
k = ϵk è

(ϵ1)
k ̸= 1 ïðè k = 1, . . . , n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ϵ1 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç

1 è âñå îñòàëüíûå êîðíè ÿâëÿþòñÿ åãî ñòåïåíÿìè. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ïåðâîîáðàçíîãî
êîðíÿ ϵ ∈ µn âñå ýëåìåíòû ϵ0, ϵ1, . . . , ϵn−1 ðàçëè÷íû. Çíà÷èò îíè çàïîëíÿþò µn.

Ïîðÿäîê ýëåìåíòà â ãðóïïå

Ïóñòü G � ãðóïïà. Íàïîìíèì, ÷òî åå ïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ. Ïîðÿäîê
ãðóïïû îáîçíà÷àåòñÿ |G|. Íàçîâåì ïîðÿäêîì ýëåìåíòà a ∈ G ÷èñëî

|a| =

{
min{k ∈ N : ak = 1} åñëè ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî ak = 1;

∞ åñëè ak ̸= 1 äëÿ âñåõ k.

Çàìå÷àíèå. (1) Â êîíå÷íîé ãðóïïå ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà êîíå÷åí è íå ïðåâîñ-
õîäèò ïîðÿäêà ãðóïïû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü |G| = N . Òîãäà ñðåäè ýëåìåíòîâ
a, a2, . . . , aN+1 åñòü ïîâòîðÿþùèåñÿ, ò.å. ak = al äëÿ íåêîòîðûõ 0 < k < l ≤ N + 1.
Çíà÷èò al−k = 1, ãäå 0 < l − k ≤ N .

(2) Òå æå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè |a| = ∞, òî âñå ýëåìåíòû ak, k ∈ Z
ðàçëè÷íû.

Ïðèìåðû. (1) Ãðóïïû Z+, Q+, R+, C+ íå ñîäåðæàò íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîíå÷-
íîãî ïîðÿäêà.

(2) Ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â ãðóïïå C∗ � ýòî êîðíè èç 1.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü |a| = n <∞. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) ak = al òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k ≡ l mod n;
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(2) ak = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k äåëèòñÿ íà n;

(3) âñå ýëåìåíòû 1, a, . . . , an−1 ðàçëè÷íû;

(4) äëÿ ëþáîãî k ∈ Z ýëåìåíò ak ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå {1, a, . . . , an−1};

(5) |am| = n/ÍÎÄ(n,m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü (1) ðàçäåëèì k − l íà n ñ îñòàòêîì:

k − l = qn+ r, 0 ≤ r < n.

Òîãäà
ak−l = aqn+r = (an)q · ar.

Çíà÷èò, ak = al òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r = 0. Óòâåðæäåíèÿ (2), (3) è (4) íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóþò èç (1).

Äîêàæåì (5). Ïîëîæèì d := ÍÎÄ(n,m) n′ = n/d è m′ = m/d. Òîãäà (am)n
′
= anm/d =

(an)m
′
= 1. Ñëåäîâàòåëüíî, |a| ≤ n′. Îáðàòíî, ïóñòü (am)k = 1 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N.

Òîãäà amk = 1 è, ñîãëàñíî ïóíêòó (2), èìååì n′d = n | mk = m′kd. Ñëåäîâàòåëüíî, n′ | k
è n′ ≤ k, ïîñêîëüêó ÍÎÄ(n′,m′) = 1.

Ñëåäñòâèå. |a| = |am| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(n,m) = 1.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G � ëþáàÿ ãðóïïà è ïóñòü a, b ∈ G � ýëåìåíòû òàêèå, ÷òî

a · b = b · a. Ïóñòü |a| = n, |b| = m è ÍÎÄ(n,m) = 1. Òîãäà |a · b| = nm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì (ab)nm = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè (ab)k = 1, òî ak = b−k,
1 = ank = b−nk. Ñëåäîâàòåëüíî, −nk ≡ 0 mod m è m | k.

Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ G
òàêîé, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ a, ò.å.

G = {ak | k ∈ Z}.

Ïðè ýòîì ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùèì èëè ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì öèêëè÷å-
ñêîé ãðóïïû G.

Åñëè G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì a, òî ìû áóäåì ïèñàòü G =
⟨a⟩. Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå G ëþáîé ýëåìåíò a ∈ G ïîðîæäàåò öèêëè÷åñêóþ
ïîäãðóïïó

⟨a⟩ = {ak | k ∈ Z}.

Îíà ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ïîäãðóïï â G, ñîäåðæàùèõ a. Áîëåå òîãî, ëþáàÿ
ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñâîèõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï:

G =
⋃
a∈G

⟨a⟩.
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Ïðèìåðû. (1) Ãðóïïà µn � öèêëè÷åñêàÿ, îíà ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ïåðâîîáðàçíûì
êîðíåì èç 1.

(2) Ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë Z (ïî ñëîæåíèþ) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

(3) Ãðóïïà R+ � íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, îíà íåñ÷åòíà.

Èçîìîðôèçì öèêëè÷åñêèõ ãðóïï îäíîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà. (1) Âñå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû îäíîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû.

(2) Áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà Z.

(3) Êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà µn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì a, è H � öèê-
ëè÷åñêàÿ ãðóïïà (òîãî æå ïîðÿäêà), ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì b. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì
φ : G→ H ôîðìóëîé

(�) φ(ak) = bk.

Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ak = al è k ̸= l. Òîãäà
ïîðÿäîê ãðóïïû G äîëæåí áûòü êîíå÷åí. Îáîçíà÷èì n := |G| = |H|. Èìååì k = l + nq
äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ Z. Ñëåäîâàòåëüíî,

φ(ak) = bk = bl+nq) = blbnq = bl,

φ(al) = bl.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî φ(ak) = φ(al), ò.å. äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ φ. Äàëåå,

φ(ak · al) = φ(ak+l) = bk+l = bk · bl = φ(ak) · φ(al).

Ñëåäîâàòåëüíî, φ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Ñîãëàñíî (�) îí ñþðúåêòèâåí. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò ak ∈ Ker(φ), ak ̸= 1. Òîãäà k ̸= 0 è 0 = φ(ak) = bk. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî
åñëè ãðóïïà H êîíå÷íà è k äåëèòñÿ íà åå ïîðÿäîê. Íî òîãäà ak = 1, ïîñêîëüêó |G| = |H|.
Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ãîìîìîðôèçì φ òàêæå èíúåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, îí �
èçîìîðôèçì. Ýòî äîêàçûâàåò (1). Óòâåðæäåíèÿ (2) è (3) ñëåäóþò èç (1).

Ñëåäñòâèå. Ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ðàâåí ïîðÿäêó ïîðîæäàþùåãî åå ýëåìåíòà.

Òåîðåìà. (1) Ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû � öèêëè÷åñêàÿ.

(2) Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû â êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.

(3) m | n, òî â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà n ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ïîðÿäêà m è

ýòà ïîäãðóïïà � åäèíñòâåííàÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì (1). Ïóñòü G = ⟨a⟩ è ïóñòü H ⊂ G � ïîäãðóïïà. Âîçüìåì

m := min{k ∈ N | ak ∈ H}.

Ïóñòü b := am è ïóñòü c ∈ H. Òîãäà c = al. Ðàçäåëèì l íà m ñ îñòàòêîì: l = mq + r,
ãäå 0 ≤ r < m. Ïîëó÷èì ar = al−mq = al · (am)−q ∈ H. Èç ìèíèìàëüíîñòè âûáîðà m
ïîëó÷àåì r = 0 è c = al = amq = bq. Òàêèì îáðàçîì, H = ⟨b⟩. Ýòî äîêàçûâàåò (1).

Òåïåðü äîêàæåì (2). Ïóñòü G = ⟨a⟩ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n è ïóñòü H ⊂ G
� åå ïîäãðóïïà. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ (1) èìååì H = ⟨am⟩ äëÿ íåêîòîðîãî m. Îòñþäà
|H| = |am| = n/ÍÎÄ(n,m).

Íàêîíåö, äîêàæåì (3). Ïóñòü G = ⟨a⟩ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n è ïóñòü
n = mq. Òîãäà ïîëîæèìH = ⟨aq⟩. Èìååì |H| = |aq| = n/ÍÎÄ(n, q) = m. Åäèíñòâåííîñòü
äîêàçûâàåòñÿ êàê è â (1).

Ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííûå ìíîæåñòâîì

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü S ⊂ G � ïîäìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ S:

⟨S⟩ := {an1
1 · · · anm

m | ai ∈ S, ni ∈ Z}.

ßñíî, ÷òî ⟨S⟩ � ïîäãðóïïà â G. Îíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, ïîðîæäåííîé ïîäìíîæåñòâîì
S. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì S, åñëè ⟨S⟩ = G. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ èç S.

Çàìå÷àíèå. ⟨S⟩ � íàèìåíüøàÿ ïîäãðóïïà â G, ñîäåðæàùàÿ S.

Ïðèìåðû. (1) Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè.

(2) Ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GLn(k) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè.

(3) Q∗ ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè è −1.

Çàìå÷àíèå. Íå âñÿêàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð,
ãðóïïà R+ íåc÷¼òíà, ïîýòîìó íå ìîæåò ïîðîæäàòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Êîëüöà âû÷åòîâ

Ïîäìíîæåñòâî
ā := {b ∈ Z | b ≡ a mod n}

íàçûâàåòñÿ êëàññîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Ïî îïðåäåëåíèþ ā = ā′ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà a ≡ a′ mod n. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ā ìû ìîæåì çàïèñàòü ā = ā′, ãäå 0 ≤
a′ < n. Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Z/nZ (èëè Zn). Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó
âûøå, Z/nZ = {0̄, 1̄, . . . , n− 1}.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 2. Òîãäà Z/2Z ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ 0̄ (÷åòíûå ÷èñëà) è 1̄
(íå÷åòíûå ÷èñëà).
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Îïðåäåëèì ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ Z/nZ ïî ïðàâèëàì

(�) ā+ b̄ = a+ b, ā · b̄ = a · b.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ: ïóñòü ā = ā′ è b̄ = b̄′. Òîãäà a′ = a+nk è b′ = b+nl. Îòñþäà

a′ + b′ = (a+ nk) + (b+ nl) = a+ b+ n(k + l), a′ + b′ = a+ b,

a′b′ = (a+ nk)(b+ nl) = ab+ n(k + l + nkl), a′b′ = ab.

Òåîðåìà. Z/nZ � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé (�) è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ
êîëüöà Z.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü n ∈ N, a ∈ Z. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ýëåìåíò ā ∈ Z/nZ îáðàòèì;

(2) ýëåìåíò ā ∈ Z/nZ íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ;

(3) ÍÎÄ(a, n) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (1) =⇒ (2) î÷åâèäíà: åñëè ā ∈ Z/nZ îáðàòèì è āb̄ = 0̄,
òî b̄ = (ā)−1āb̄ = 0̄. Èìïëèêàöèÿ (2) =⇒ (3) òàêæå î÷åâèäíà: åñëè ÍÎÄ(a, n) = 1 è
āb̄ = 0̄, òî ab ≡ 0 mod n è òîãäà b ≡ 0 mod n, ò.å. b̄ = 0̄. Íàêîíåö, äîêàæåì (3) =⇒
(1). Ïóñòü ÍÎÄ(a, n) = 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò b, c ∈ Z òàêèå, ÷òî ab + nc = 1. Çíà÷èò,
1̄ = ab+ nc = āb̄+ n̄c̄ = āb̄, ò.å. ā îáðàòèì.

Ýêâèâàëåíòíîñòü (1) è (2) ñëåäóåò òàêæå èç áîëåå îáùåãî ôàêòà:

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1 è ïóñòü a ∈ R. Ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) a îáðàòèì;

(2) a íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (1) =⇒ (2) î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2) =⇒ (1)
ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ : R→ R, x 7→ ax. Åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëè, òî ýòî
îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî, à ïîñêîëüêó R � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî φ è ñþðúåêòèâíî.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò a′ ∈ R òàêîé, ÷òî 1 = φ(a′) = aa′.



Ëåêöèÿ 12

Ïîëÿ Fp. Òåîðåìà Âèëüñîíà. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ. Ñâîéñòâà ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè p. Îòîáðà-

æåíèå Ôðîáåíèóñà. Àëãåáðû íàä ïîëåì. Êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà áåç äåëèòåëåé

íóëÿ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ. Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî. Êîëüöî

ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ïîäñòàíîâêà ýëåìåíòà êîëüöà â ìíîãî÷ëåí.

Ïîëÿ Fp

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1 áåç äåëè-
òåëåé íóëÿ. Òîãäà R � ïîëå.

Ñëåäñòâèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) Z/nZ � ïîëå;

(2) Z/nZ íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ;

(3) n � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïîëå Z/pZ (ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Fp. Òàêèì îáðàçîì, F2 è F3 �
ïîëÿ èç äâóõ è òðåõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñòðîåííûå ðàíåå.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Âèëüñîíà). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

(p− 1)! ≡ −1 mod p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîèçâåäåíèè 1̄·2̄ · · · p− 1 âñå ýëåìåíòû, êðîìå p− 1
ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ.

Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü k � ïîëå. Åñëè 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

̸= 0 äëÿ ëþáîãî n, òî ãîâîðÿò, ÷òî k

� ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0. Åñëè 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0 äëÿ íåêîòîðîãî n, òî õàðàêòåðèñòèêîé k

íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå n òàêîå, ÷òî 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0.

Îáû÷íî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ îáîçíà÷àåòñÿ char(k).

83
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Ïðèìåðû. (1) Ïîëÿ Q, R, C èìåþò õàðàêòåðèñòèêó 0.

(2) Ïîëÿ Fp èìåþò õàðàêòåðèñòèêó p > 0.

(3) Åñëè ïîëå K èìååò õàðàêòåðèñòèêó n, à k ⊂ K � ïîäïîëå, òî è õàðàêòåðèñòèêà k
ðàâíà n.

Ïðåäëîæåíèå. Õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî ïîëÿ èëè ðàâíà 0 èëè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñ-

ëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > 0 è n =
n1n2, ni > 1. Ïîëîæèì γ := 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n1

. Òîãäà

0 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= γ + · · ·+ γ︸ ︷︷ ︸
n2

= γ · (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n2

).

Îòñþäà 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n2

= 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. Â ëþáîé àääèòèâíîé àáåëåâîé ãðóïïû îïðåäåëåíî óìíîæåíèå åå ýëåìåíòîâ
íà öåëûå ÷èñëà. Äëÿ n ∈ Z è a ∈ A ïîëîæèì

n · a =


a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

åñëè n > 0,

0 åñëè n = 0,

−((−n) · a) åñëè n < 0.

Ýòà îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíûì ñâîéñòâàì (ñðàâíèòå ñ îïðåäåëåíèåì âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà):

(1) (n+m) · a = n · a+m · a äëÿ ëþáîãî a ∈ A, äëÿ ëþáûõ n, m ∈ Z;

(2) n · (a+ b) = n · a+ n · b äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, äëÿ ëþáîãî n ∈ Z;

(3) (nm) · a = n · (m · a) äëÿ ëþáîãî a ∈ A, äëÿ ëþáûõ n, m ∈ Z;

(4) 1 · a = a, äëÿ ëþáîãî a ∈ A (çäåñü 1 ∈ Z).

Íàïðèìåð, ñâîéñòâî (3) äëÿ n, m > 0 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåé âûêëàäêîé:

(nm) · a = a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
nm

= (a+ · · ·+ a)︸ ︷︷ ︸
m

+ · · ·+ (a+ · · ·+ a)︸ ︷︷ ︸
m︸ ︷︷ ︸

n

= m · a+ · · ·+m · a︸ ︷︷ ︸
n

= n · (m · a).

Ñâîéñòâî (3) î÷åâèäíî, åñëè îäíî èç ÷èñåë n, m ðàâíî 0. Åñëè îáà ÷èñëà n, m îòðèöà-
òåëüíû, òî

(nm) · a = ((−n)(−m)) · a = (−n) · ((−m) · a) = −(n · (−(m · a))) = n · (m · a).
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Ñëó÷àè nm < 0 àíàëîãè÷íû.
Â ÷àñòíîñòè, â ëþáîì êîììóòàòèâíîì àññîöèàòèâíîì êîëüöå îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ

óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë íà ýëåìåíòû êîëüöà. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà:

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k =

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
akbn−k.

Ïðåäëîæåíèå. Â ïîëå k õàðàêòåðèñòèêè p > 0 äëÿ ëþáûõ α, β ∈ k âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî

(α + β)p = αp + βp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ôîðìóëå áèíîìà âñå êîýôôèöèåíòû, p!
k!(p−k)! ïðè k ̸=

0, p äåëÿòñÿ íà p. Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ.

Îòîáðàæåíèå
φ : k −→ k, α→ αp.

φ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ôðîáåíèóñà.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0. Òîãäà îòîáðàæåíèå Ôðîáåíè-

óñà φ : k→ k ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ñî ñâîèì ïîäïîëåì φ(k). Åñëè k � êîíå÷íîå ïîëå,
òî φ(k) = k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

φ(αβ) = (αβ)p = αpβp = φ(α)φ(β),

φ(α + β) = (α + β)p = αp + βp = φ(α) + φ(β).

Ñëåäîâàòåëüíî, φ � ãîìîìîðôèçì. Òàê êàê k � ïîëå, òî Ker(φ) = {0}, φ èíúåêòèâåí è
φ(k) ⊂ k � ïîäïîëå. Íàêîíåö, åñëè ïîëå k êîíå÷íî, òî φ(k) = k ñòîëüêî æå ýëåìåíòîâ.
Îòñþäà φ(k) = k.

Ïîíÿòèå àëãåáðû íàä ïîëåì

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðîé A íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ òðåìÿ îïåðàöèÿìè:
ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ A ìåæäó ñîáîé, óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ A ìåæäó ñîáîé è óìíîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ ïîëÿ k íà ýëåìåíòû A òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) A ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì;

(2) A ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä k;

(3) äëÿ ëþáîãî α ∈ k äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A (αa) · b = a · (αb) = α(a · b).

Ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðà A àññîöèàòèâíà, êîììóòàòèâíà, ñ åäèíèöåé è ò. ä. åñëè òàêîâûì
ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå êîëüöî. Ãîâîðÿò, ÷òî (àññîöèàòèâíàÿ) àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé ñ äåëåíèåì, åñëè â A èìååòñÿ åäèíèöà è äëÿ ëþáîãî a ∈ A, a ̸= 0 ñóùåñòâóåò
îáðàòíûé ýëåìåíò.
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Ïðèìåðû. (1) Ëþáîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðîé.

(2) Åñëè K � ïîëå, à k åãî ïîäïîëå, òî K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä k.

(3) Ìíîæåñòâî {an} âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðîé íàä R. Ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä R.

(4) Òðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ îïåðàöèåé âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé íàä R.

(5) Ìíîæåñòâî Matn(k) êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ k ÿâëÿ-
åòñÿ àëãåáðîé íàä ýòèì ïîëåì.

Ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f : A → A′ òàêîå,
÷òî ýòî ãîìîìîðôèçì êîëåö è k-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òàêèì
îáðàçîì, ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð � ýòî îòîáðàæåíèå f : A→ A′ òàêîå, ÷òî

(1) f(a+ b) = f(a) + f(b) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A,

(2) f(a · b) = f(a) · f(b) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A,

(3) f(λa) = λf(a) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a ∈ A è λ ∈ k.

Ãîìîìîðôèçì àëãåáð íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè ó íåãî èìååòñÿ îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå.

Çàìå÷àíèå. Åñëè A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì k, òî îòîáðàæåíèå

f : k→ A, f(λ) = λ1

ÿâëÿåòñÿ (íåíóëåâûì) ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð. Òàê êàê k � ïîëå, òî f èíúåêòèâåí. Çíà-
÷èò, ïîëå k ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäàëãåáðîé â A

f(k) = {λ1 | λ ∈ k} ⊂ A.

Òåîðåìà. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì k.
Åñëè a ∈ A íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 0 (è a ̸= 0), òî a îáðàòèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íåêîòîðîãîm ýëåìåíòû 1, a, . . . , am ëèíåéíî çàâèñèìû. Âûáåðåì
ýòî m ìèíèìàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì,

λma
m + sλ1a+ λ01 = 0, λi ∈ k.

Åñëè λ0 = 0, òî
a(λma

m−1 + λm−1a
m−2 + λ1 1) = 0,

ãäå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ íå ðàâíî íóëþ ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ î ìèíèìàëüíîñòèm.
Íî òîãäà a � äåëèòåëü íóëÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò, λ0 ̸= 0.
Òîãäà ìû ìîæåì ïîëîæèòü

a−1 = − 1

λ0
(λma

m−1 + sλ2a+ λ1 1).
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Åñëè â A
íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî A � àëãåáðà ñ äåëåíèåì. Åñëè äîïîëíèòåëüíî àëãåáðà A êîì-

ìóòàòèâíà, òî A � ïîëå.

Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû

Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì k. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà êîíå÷íîìåðíà.
Åñëè e1, . . . , en � áàçèñ A, òî ìû ìîæåì ïðîèçâåäåíèÿ ei · ej ïî áàçèñó:

ei · ej =
n∑
k=1

γijkek.

Êîíñòàíòû γijk íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè àëãåáðû A. Îíè îäíîçíà÷íî
çàäàþò óìíîæåíèå: åñëè a =

∑
αiei è b =

∑
βjej, òî

a · b =
(∑

i

αiei

)
·
(∑

j

βjej

)
=
∑
i,j

αiβjei · ej =
∑
i,j,k

αiβjγijkek.

Ïðèìåð (Ãðóïïîâûå àëãåáðû). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî A íàä ïîëåì k ñ áàçèñîì beg, çàíóìåðîâàííûì ýëåìåíòàìè ãðóïïû g ∈ G.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ýëåìåíòó g ∈ G ñîîòâåòñòâóåò ñâîé âåêòîð. Îïðåäåëèì óìíî-
æåíèå ýëåìåíòîâ áàçèñà ïî ïðàâèëó

eg · eg = eg·h.

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ýòî îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó àëãåáðû íà A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ýòà àëãåáðà àññîöèàòèâíà. Âåêòîð e1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì â A. Ïîñòðîåííàÿ
àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé àëãåáðîé ãðóïïû G. Îáû÷íî îíà îáîçíà÷àåòñÿ k[G].

Ìíîãî÷ëåíû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî. Ìíîãî÷ëåíîì îò îäíîé
ïåðåìåííîé íàä R íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(*) f = (a0, a1, . . . , an, . . . ), ai ∈ R

òàêàÿ, ÷òî òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ai îòëè÷íû îò 0. Ýëåìåíòû ai íàçûâàþòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà.

Òàêèì îáðàçîì, äâà ìíîãî÷ëåíà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ðàâíû âñå èõ ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîýôôèöèåíòû. Íóëåâîé ìíîãî÷ëåí � ýòî íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí (*). Åãî ñòåïåíüþ íàçûâàåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíîå n òàêîå, ÷òî an ̸= 0. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f îáîçíà÷àåòñÿ deg(f).

Îòìåòèì, ÷òî ñòåïåíü íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà íå îïðåäåëåíà. Îäíàêî, èíîãäà óäîáíî
ñ÷èòàòü åå ðàâíîé −∞.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä R. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå S
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ïóñòü f, g ∈ S. Çàïèøåì

f = (a0, a1, . . . , an, . . . ), g = (b0, b1, . . . , bn, . . . ).

Òîãäà

f + g = (a0 + b0, a1 + b1, . . . , an + bn, . . . )(�)

f · g = (c0, c1, . . . , cn, . . . ), ck =
∑
i+j=k

aibj.(�)

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî S ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ (ïîêîìïîíåíòíîãî) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé
ãðóïïîé.

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ai = 0 ïðè i < 0 è bj = 0 ïðè j < 0. Òàêèì
îáðàçîì,

c0 = a0b0, c1 = a0b1 + a1b0, c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0, c3 = a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0, . . .

ßñíî, ÷òî ck = 0 ïðè k > deg(f) + deg(g). Ïîýòîìó f · g � ìíîãî÷ëåí.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî. Òîãäà ìíîæåñòâî

S âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä R � òàêæå êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (�) ñëåäóåò, ÷òî óìíîæåíèå â S êîììóòàòèâíî. Ïóñòü f = f ′ + f ′′,
ãäå

f = (a0, a1, . . . , an, . . . ), f ′ = (a′0, a
′
1, . . . , a

′
n, . . . ), f ′′ = (a′′0, a

′′
1, . . . , a

′′
n, . . . ).

Çàïèøåì

f ′ · g = (c′0, c
′
1, . . . , c

′
n, . . . ), f ′′ · g = (c′′0, c

′′
1, . . . , c

′′
n, . . . ).

Òîãäà

ck =
∑
i+j=k

aibj =
∑
i+j=k

(a′i + a′′i )bj =
∑
i+j=k

a′ibj +
∑
i+j=k

a′′i bj = c′k + c′′k.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(f ′ + f ′′) · g = f ′ · g + f ′′ · g.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ. Ïóñòü

f = (a0, a1, . . . , an, . . . ), g = (b0, b1, . . . , bn, . . . ), h = (c0, c1, . . . , cn, . . . ).

Òîãäà

f · g = (d0, d1, . . . , dn, . . . ), dl =
∑
i+j=l

aibj,

g · h = (d′0, d
′
1, . . . , d

′
n, . . . ), d′r =

∑
j+k=r

bjck,
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(f · g) · h = (e0, e1, . . . , en, . . . ), em =
∑
l+k=m

dlck =
∑
l+k=m

(∑
i+j=k

aibj

)
ck =

∑
i+j+k=m

aibjck,

f · (g · h) = (e′0, e
′
1, . . . , e

′
n, . . . ), e′m =

∑
i+r=m

aid
′
r =

∑
i+r=m

ai

( ∑
j+k=r

bjck

)
=

∑
i+j+k=m

aibjck.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî em = e′m. Ñëåäîâàòåëüíî, (f · g) · h = f · (g · h). Òàêèì îáðàçîì, S
ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì àññîöèàòèâíûì êîëüöîì

Êîëüöî R âêëàäûâàåòñÿ â R[t] ïî ïðàâèëó

a 7−→ (a, 0, 0, 0, . . . ).

Ïîýòîìó âñþäó äàëåå êîëüöî R áóäåò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ ïîäêîëüöîì â R[t]. Ïîëîæèì

t := (0, 1, 0, 0, . . . ).

Ëåììà.
tk := (0, 0, . . . , 1

↑
k

, . . . ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî k ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (�).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (*) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå êîíå÷íîé ñóììû

(�) f = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n

äëÿ íåêîòîðûõ ai ∈ R, n ∈ N. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà åäèíñòâåííî. Òðàäè-
öèîííî ìíîãî÷ëåíû çàïèñûâàþòñÿ â òàêîì âèäå. Ýòà çàïèñü è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â
äàëüíåéøåì. Âûäåëåííûé ýëåìåíò t íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ìíîæåñòâî
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R[t].

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóåò äðóãîå êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî Q è ýëåìåíò s ∈ Q
òàêèå, ÷òî

(1) R ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â Q;

(2) ëþáîé ýëåìåíò f ∈ Q îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

(¶) f = a0 + a1s+ · · ·+ ans
n, ai ∈ R.

Òîãäà ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

φ : R[t] −→ Q

òàêîé, ÷òî φ(a) = a äëÿ âñåõ a ∈ R è φ(t) = s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

φ : R[t] −→ Q, φ
(∑

akt
k
)
=
∑

aks
k.

Èç åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèé (�) è (¶) ñëåäóåò, ÷òî îíî êîððåêòíî îïðåäåëåíî è
ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, à èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé (�) è (�) ñëåäóåò, ÷òî φ � èçîìîðôèçì.
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Êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

Â ïðåäñòàâëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè (*) òðåáîâàëîñü, ÷òîáû òîëüêî êî-
íå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûëî îòëè÷íî îò 0. Åñëè îòêàçàòüñÿ îò ýòîãî
òðåáîâàíèÿ, òî ïîëó÷èòñÿ òîæå î÷åíü âàæíûé â àëãåáðå è àíàëèçå îáúåêò � êîëüöî
ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì íàä êîììóòàòèâíûì àññîöèàòèâíûì
êîëüöîì R ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (*). Îáû÷-
íî ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä (*) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû

(�)
∞∑
k=0

akt
k = a0 + a1t+ a2t

2 + · · ·+ ant
n + · · · .

Îòìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íûå ñóììû íå îïðåäåëåíû â êîëüöàõ. Òàê, ÷òî (�) � ôîðìàëü-
íàÿ çàïèñü áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R[[t]]. Íà íåì ââîäÿòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (ïîêîìïîíåíòíî)
è óìíîæåíèÿ (ïðè ïîìîùè ôîðìóë (�)). Êàê è â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
R[[t]] � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà R � ïîëå, êîëüöà R[t] è R[[t]] ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè
àëãåáðàìè íàä R.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíûì ðÿäîì Ëîðàíà íàä êîììóòàòèâíûì àññîöèàòèâíûì êîëü-
öîì R ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ (âïðàâî) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∞∑
k=−n

akt
k = a−nt

−n + · · ·+ a−1t
−1 + a0 + a1t+ a2t

2 + · · · .

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé ôîðìóëå ÷èñëî n ÷ëåíîâ îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè îãðàíè÷åíî, íî
äëÿ êàæäîãî ðÿäà îíî ñâîå. Ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ íàä R îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç R((t)). Êàê è âûøå, íà R((t)) ââîäÿòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
òàê, ÷òî R((t)) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé. Åñëè æå
R � ïîëå, òî R((t)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ïîäñòàíîâêà ýëåìåíòîâ êîëüöà â ìíîãî÷ëåí.

Çàôèêñèðóåì c ∈ R. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà

f = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ ant

n ∈ R[t]

ïîëîæèì
f(c) := a0 + a1c+ a2c

2 + · · ·+ anc
n ∈ R[t].

Ýëåìåíò f(c) íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà f ∈ R[t] ïðè t = c.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó f ∈ R[t] ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f̄ : R→ R, c 7→ f(c).

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòî ñîïîñòàâëåíèå f 7−→ f̄ íå ÿâëÿåòñÿ íè èíúåêòèâíûì,
íè ñþðúåêòèâíûì.
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Ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êîëüöå R êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ: R = {a1, a2, . . . , an}.
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f :=
n∏
i=1

(t− ai).

Òîãäà f � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí, íî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ f̄ : R→ R òîæäåñòâåííî
ðàâíà íóëþ.

Ãîâîðÿò, ÷òî c ∈ R � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f , åñëè f(c) = 0.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îòîáðàæåíèå

La : R[t] −→ R, f 7−→ f(a)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö.
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Ëåêöèÿ 13

Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì

ñ îñòàòêîì. Ñõåìà Ãîðíåðà. Òåîðåìà Áåçó. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ. Êðàòíîñòü êîðíÿ. Ôóíêöèî-

íàëüíîå ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðèìåð äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà

Ëàãðàíæà. Äåëèìîñòü â êîëüöàõ. Åâêëèäîâû êîëüöà. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Àëãîðèòì

Åâêëèäà.

Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà

Íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåíüþ íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f =
∑
akt

k íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå
k òàêîå, ÷òî ak ̸= 0.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü f, g ∈ R[t] � íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà

(1) deg(f + g) ≤ max {deg(f), deg(g)},

(2) åñëè deg(f) ̸= deg(g), òî deg(f + g) = max {deg(f), deg(g)},

(3) deg(f · g) ≤ deg(f) + deg(g),

(4) åñëè êîëüöî R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òî deg(f · g) = deg(f) + deg(g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, (3) è (4). Çàïèøåì

f =
∑

ait
i, g =

∑
bjt

j, an, bm ̸= 0.

Òîãäà

f · g =
∑

ckt
k, ck =

∑
i+j=k

aibj.

Ïóñòü deg(f) = n, deg(g) = m. Òîãäà ai = 0 ïðè i > n è an ̸= 0. Àíàëîãè÷íî, bj = 0 ïðè
j > m è bm ̸= 0. Ïîñêîëüêó ai = 0 ïðè i < 0 è bj = 0 ïðè j < 0, òî ck = 0 ïðè k > n+m
è cn+m = anbm. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî deg(f · g) ≤ n + m. Áîëåå òîãî, åñëè an è bm íå
ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ, òî cn+m = anbm ̸= 0 è òîãäà deg(f · g) = n+m.

Ñëåäñòâèå. (1) Åñëè êîëüöî R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òî è R[t] íå èìååò äåëè-

òåëåé íóëÿ.

93
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(2) Ïóñòü R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ. Åñëè ýëåìåíò f ∈ R[t] îáðàòèì, òî deg(f) =
0, f ̸= 0.

(3) Ïóñòü k � ïîëå. Òîãäà f ∈ k[t] îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà deg(f) = 0,
f ̸= 0.

Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì ñ îñòàòêîì

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì àëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ k[t], ãäå k � ïîëå.

Òåîðåìà (äåëåíèå ñ îñòàòêîì). Ïóñòü k � ïîëå. Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f, g ∈ k[t],
g ̸= 0 ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû q, r ∈ k[t] òàêèå, ÷òî

(*) f = gq + r, ãäå èëè r = 0, èëè deg(r) < deg(g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f = gq + r = gq′ + r′. Òîãäà
g(q − q′) = r − r′. Îòñþäà r = r′ è q = q′.

Ñóùåñòâîâàíèå. Ðàññìîòðèì âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f â âèäå f = gq+ r, ò.å.
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M âñåâîçìîæíûõ ïàð (q, r) ìíîãî÷ëåíîâ q, r ∈ k[t], óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ýòîìó ðàâåíñòâó. Ýòî ìíîæåñòâî M íåïóñòî: (0, f) ∈M .

Åñëè âM ñóùåñòâóåò ýëåìåíò âèäà (q, 0), òî ïðåäñòàâëåíèå (*), î÷åâèäíî èìååò ìåñòî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ âèäà (q, 0).

Âûáåðåì ýëåìåíò (q, r) ∈M , ó êîòîðîãî r èìååò íàèìåíüøóþ ñòåïåíü. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî

k := deg(r) ≥ deg(g) =: m.

Çàïèøåì
r = ckt

k + · · ·+ c0, g = bmt
m + · · ·+ b0

Ïîëîæèì,

r1 := r − ck
bm
tk−m · g, q1 := q +

ck
bm
tk−m.

Òîãäà êîýôôèöèåíò ïðè t â r1 ðàâåí íóëþ è ïîýòîìó deg(r1) < deg(r). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

f = g

(
q +

ck
bm
tk−m

)
+ r1 = g · q1 + r1.

Òàêèì îáðàçîì, (q1, r1) ∈M . Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî k < m.

Ïðàêòè÷åñêè, äåëåíèå ñ îñòàòêîì âûïîëíÿåòñÿ � ñòîëáèêîì, ïðèìåðíî òàêæå, êàê è
äåëåíèå ìíîãîçíà÷íûõ ÷èñåë:

x3 − 2x2 − 5x + 5 x− 1

x2 − x− 6− x3 + x2

− x2 − 5x
x2 − x
− 6x + 5
6x− 6

− 1
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Î÷åíü âàæåí ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû î äåëåíèè ñ îñòàòêîì.

Ñëåäñòâèå (ñõåìà Ãîðíåðà). Äëÿ íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] è ýëåìåíòà α ∈ k
èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

(�) f = (t− α)q + c, ãäå q ∈ k[t] è c = f(α).

Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà q è êîíñòàíòû c íàçû-
âàåòñÿ ñõåìîé Ãîðíåðà. Ïóñòü

f =
n∑
i=1

ait
i.

Çàïèøåì ìíîãî÷ëåí q ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

q =
n−1∑
k=0

bkt
k.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû â f = (t− α)q + c ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷èì

an = bn−1 =⇒ bn−1 = an
an−1 = bn−2 − αbn−1 =⇒ bn−2 = an−1 + αbn−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak = bk−1 − αbk =⇒ bk−1 = ak + αbk
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 = b0 − αb1 =⇒ b0 = a1 + αb1
a0 = c− αb0 =⇒ c = a0 + αb0

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû bn−1, . . . , b0 è êîíñòàíòà c ïîëó÷àþòñÿ èç òàáëèöû

an an−1 an−2 . . . a1 a0
α bn−1 bn−2 bn−3 . . . b0 c

êîòîðàÿ çàïîëíÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì bn−1 = an è bk = ak+1 + αbk+1 ïðè k < n− 1.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] è ýëåìåíòà α ∈ k èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f = cn(t− α)n + · · ·+ c1(t− α) + c0, ãäå ci ∈ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì (�).

Ñëåäñòâèå (Òåîðåìà Áåçó). Ýëåìåíò α ∈ k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà

f ∈ k[t] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = (t− α)g äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ k[t].

Ñëåäñòâèå. Äëÿ íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå

(�) f = (t− α1)
m1 · · · (t− αr)mrf0,

ãäå α1, . . . , αr � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà, à ìíîãî÷ëåí f0 íå èìååò êîðíåé. Â ÷àñòíîñòè,

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå n êîðíåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Áåçó ïîëó÷èì íóæíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëå-
íà f ∈ k[t] ñóùåñòâóþò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

f = (t− α1)
m1 · · · (t− αr)mrf0 = (t− β1)m

′
1 · · · (t− βl)m

′
lg0.

Âîçüìåì òàêîé ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè. Ïîäñòàâèì β1 â f :

f(β1) = (β1)− α1)
m1 · · · (β1)− αr)mrf0(β1) = 0.

Òàê êàê ïîëå k íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òî îäèí èç ìíîæèòåëåé îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàê
êàê f0 íå èìååò êîðíåé, òî β1 = αi äëÿ íåêîòîðîãî i. Ïîñêîëüêó k[t] íå èìååò äåëèòåëåé
íóëÿ, ìû ìîæåì ñîêðàòèòü íà t − β1 è ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìåíüøåé
ñòåïåíè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Êðàòíîñòü êîðíÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f ∈ k[t] � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Êðàòíîñòüþ åãî êîðíÿ α ∈ k
íàçûâàåòñÿ m òàêîå, ÷òî (t− α)m äåëèò f , à (t− α)m+1 íå äåëèò.

Èíà÷å ãîâîðÿ, α ∈ k � êîðåíü êðàòíîñòè m, åñëè

f(t) = (t− α)m · f1(t),

ãäå f1(α) ̸= 0.

Çàìå÷àíèå. Â ôîðìóëå (�) ÷èñëà m1, . . . ,mr � ýòî êðàòíîñòè êîðíåé α1, . . . , αr, ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ñëåäñòâèå. Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå n êîðíåé, ïîñ÷èòàííûõ

ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé.

Ìíîãî÷ëåíû è ôóíêöèè.

Òåîðåìà. Ïóñòü f, g ∈ k[t], f ̸= g. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) f(α) = g(α) äëÿ ëþáîãî α ∈ k;

(2) ïîëå k êîíå÷íî è âñå ýëåìåíòû ïîëÿ k ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà h := f − g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (1) =⇒ (2) î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí
h = f − g ìîæåò èìåòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé.

Åñëè h(a) = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ k, òî f(a) = g(a) + h(a) = g(a).

Òåîðåìà (Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ëàãðàíæà). Ïóñòü α1, . . . , αn+1, β1, . . . , βn+1 ∈
k. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí f ∈ k òàêîé, ÷òî deg(f) ≤ n è f(αi) =
βi.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïîëîæèì

f =
n+1∑
i=1

(t− α1) · · · ̂(t− αi) · · · (t− αn+1)

(αi − α1) · · · ̂(αi − αi) · · · (αi − αn+1)
βi.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî deg(f) ≤ n è f(αi) = βi.
Åäèíñòâåííîñòü.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà ìíîãî÷ëåíà f è g òàêèõ, ÷òî f(αi) =

g(αi) = βi. Òîãäà ýëåìåíòû α1, . . . , αn+1 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà f−g ñòåïåíè ≤ n.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Äåëèìîñòü â êîëüöàõ

Îïðåäåëåíèå. Àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé áåç äåëèòåëåé íóëÿ
íàçûâàåòñÿ öåëîñòíûì êîëüöîì.

Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Ãîâîðÿò, ÷òî f ∈ R äåëèòñÿ íà ýëåìåíò g ∈ R, g ̸= 0,
åñëè f = gh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïèñàòü g | f (÷èòàåòñÿ �g
äåëèò f �).

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ëåãêî âûâîäÿòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ýòî
ïðîäåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïðåäëîæåíèå. (1) Åñëè f | g1 è f | g2, òî f | (g1 ± g2);

(2) Åñëè f | g, òî f | gh, äëÿ ëþáîãî h ∈ R;

(3) åñëè f | g è g | h, òî f | h;

(4) f | g è g | f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = gu, ãäå u ∈ R � îáðàòèìûé ýëåìåíò.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Äëÿ f, g ∈ R òàêèõ, ÷òî f, g ̸= 0 îïðåäåëèì
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÍÎÄ(f, g) = h ñëåäóþùèì îáðàçîì

� h | f è h | g;

� åñëè s | f è s | g, òî s | h.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñóùåñòâóåò íå âñåãäà.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ, äàííîå âûøå, ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå ïðàâèëüíûì. Îíî ïðèìåíèìî ê ëþáûì öåëîñòíûì êîëüöàì. Â ñëó÷àå êîëüöà k[t]
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ 0 ̸= f, g ∈ k[t] ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì íàè-
áîëüøåé ñòåïåíè, äåëÿùèì f è g. Îäíàêî, òàêîå îïðåäåëåíèå íå ðàáîòàåò â äðóãèõ öå-
ëîñòíûõ êîëüöàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Ãîâîðÿò, ÷òî îíî åâêëèäîâî, åñëè ñóùåñòâó-
åò ôóíêöèÿ δ : R \ {0} → N ∪ {0} òàêàÿ, ÷òî

(1) a | b, òî δ(a) ≤ δ(b);
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(2) Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R, b ̸= 0 ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå a = bq + r, ãäå r = 0 èëè
δ(r) < δ(b).

Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè a | b è ýëåìåíò b/a íåîáðàòèì, òî δ(a) <
δ(b). Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ(a) = δ(b). Ïîäåëèì a íà b ñ îñòàòêîì: a = bq+r,
ãäå δ(r) < δ(b). Çäåñü r ̸= 0 ïîñêîëüêó c := b/a íåîáðàòèì. Òîãäà

δ(b) = δ(a) ≤ δ(a(1− qc)) = δ(a− acq) = δ(a− bq) = δ(r) < δ(b).

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðèìåð. (1) Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z åâêëèäîâî, δ(a) = |a|.

(2) Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì k[t] åâêëèäîâî, δ(f) = deg(f).

Ïðèìåð. Êîëüöî öåëûõ ãóññîâûõ ÷èñåë

R = {a+ bi | a, b ∈ Z} ⊂ C

ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì, ìîæíî âçÿòü δ(a+ bi) = a2 + b2.

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Àëãîðèòì Åâêëèäà

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå è f, g ∈ k[t] � íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà íàèáîëüøèé îá-
ùèé äåëèòåëü f è g ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Áîëåå òîãî, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü h = ÍÎÄ(f, g) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â

âèäå

(�) h = fu+ gv, ãäå u, v ∈ k[t].

Çàìå÷àíèå. Ðàçëîæåíèå (�) íå åäèíñòâåííî: h = fu + gv = fu1 + gv1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f

h
(u1−u)+ g

h
(v1−v) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò r u1−u = r g

h
,

v1 − v = −r f
h
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì äåëåíèå ñ îñòàòêîì:

f = gq1 + r1
g = r1q2 + r2
r1 = r2q3 + r3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rk = rk+1qk+2 + rk+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn−1 = rnqn+1 + rn+1

rn = rn+1qn+2.

Ïîëîæèì h = rn+1 (ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê). Óáûâàþùåé èíäóêöèåé ïî k äîêàçû-
âàåì, ÷òî h äåëèò rk äëÿ âñåõ k. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè h äåëèò rl äëÿ l > k, òî h äåëèò
rk = rk+1qk+2 + rk+2. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî h äåëèò g = r1q2 + r2 è f = gq1 + r1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (�) äîêàçûâàåì, ÷òî rk = fuk−1 + guk−2 èíäóêöèåé ïî k.
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Çàìå÷àíèå. Ìíîãî÷ëåíû u è v â (�) ïðåäûäóùåé òåîðåìû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî
deg(u) < deg(g), deg(v) < deg(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì u = gu1+u0, v = fv1+ v0. Òîãäà h = fu0+ gv0+ fg(u1+ v1).
Åñëè u1 + v1 ̸= 0, òî deg(fu0 + gv0 + fg(u1 + v1)) > deg(f) + deg(g).

Âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ïðèìåíåííîå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà. Ýòîò æå ìåòîä ðàáîòàåò â ëþáîì åâêëèäîâîì êîëüöå.

Òåîðåìà. Ïóñòü f, g ∈ R � íåíóëåâûå ýëåìåíòû åâêëèäîâà êîëüöà R. Òîãäà íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü f è g ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà

îáðàòèìûé ýëåìåíò. Áîëåå òîãî, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü h = ÍÎÄ(f, g) ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

h = fu+ gv, ãäå u, v ∈ R.
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Ëåêöèÿ 14

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì. Ôàêòîðèàëüíûå

êîëüöà. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì. Ïîíèæå-

íèå êðàòíîñòè ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè. Ôîðìóëà Òåéëîðà.

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü k � ïîëå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t] ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè
íåïðèâîäèì, åñëè äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ f = f1f2, fi ∈ k[t] èìååì deg(f1) = 0 èëè
deg(f2) = 0.

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå íåïðèâîäèìîñòè çàâèñèò îò âûáîðà ïîëÿ: ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê,
÷òî ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì êàê ýëåìåíò êîëüöà k[t], íî ïðèâîäèì êàê ýëåìåíò êîëüöà
K[t], ãäå K � áîëüøåå ïîëå, ñîäåðæàùåå k.

Ïðèìåðû. � Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè íåïðèâîäèì.

� Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f èìååò êîðíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà deg(f) = 1.

� Ìíîãî÷ëåí, íå èìåþùèé êîðíåé ìîæåò áûòü ïðèâîäèìûì. Íàïðèìåð, ñòåïåíü fm

íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè deg(f) ≥ 2 íå èìååò êîðíåé. Îäíàêî, fm ïðè-
âîäèì ïðè m ≥ 2.

� Ïî òåîðåìå Áåçó ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t] ñòåïåíè 2 èëè 3 íåïðèâîäèì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí íå èìååò êîðíåé. Íàïðèìåð, ëþáîé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè íàä R
ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì íåïðèâîäèì. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè
íàä R ïðèâîäèì, òàê êàê èìååò êîðåíü.

Ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì

Òåîðåìà (ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì). Ïóñòü f ∈ k[t] � íåíóëå-
âîé ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå:

f = f1 · · · fm,

ãäå âñå fi � íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé è ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ò.å. åñëè èìååòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ

f = f1f2 . . . fm = g1g2 . . . gn

101
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â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, òî m = n è ïåðåñòàâëÿÿ ìíîæèòåëè ìû ìî-

æåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî fi = gici äëÿ âñåõ i, ãäå ci ∈ k∗.

Ëåììà. Ïóñòü f ∈ k[t] íåïðèâîäèì è f | gh. Òîãäà f | g èëè f | h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∤ g. Òîãäà ÍÎÄ(f, g) = 1 è ïîýòîìó fu+gv = 1 äëÿ íåêîòîðûõ
ìíîãî÷ëåíîâ u, v ∈ k[t]. Îòñþäà f hu+ (gh)v = h. Ñëåäîâàòåëüíî, f | h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Èíäóêöèÿ ïî ñòåïåíè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè 1 ðàçëîæåíèå ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäå-
íèå âåðíî äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè < d. Ïóñòü deg(f) = d. Åñëè f íåïðèâîäèì, òî
âñå äîêàçàíî: îïÿòü ðàçëîæåíèå ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Åñëè æå f ïðèâîäèì, òî
f = gh, ãäå 0 < deg(g) < d è 0 < deg(h) < d. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìíîãî÷ëåíû
g è h ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ: g = g1 · · · gk è h = h1 · · ·hl. Òîãäà
f = g1 · · · gkh1 · · ·hl.

Åäèíñòâåííîñòü. Èíäóêöèÿ ïî ñòåïåíè. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 1 óòâåðæäåíèå âåð-
íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè < d. Ïóñòü
deg(f) = d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ f = f1 · · · fm = g1 · · · gn â ïðî-
èçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ. Òîãäà íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f1 äåëèò g1 · · · gn. Çíà÷èò îí
äåëèò îäèí èç ñîìíîæèòåëåé, ñêàæåì g1. Íî ìíîãî÷ëåí g1 òàêæå íåïðèâîäèì. Ïîýòîìó
f1 = g1c1 äëÿ íåêîòîðîãî c1 ∈ k∗. Ñîêðàùàÿ íà f1 ïîëó÷èì f2 · · · fm = c1g2 · · · gn. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè m = n è fi = gici äëÿ âñåõ i.

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè â öåëîñòíûõ êîëüöàõ

Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Íåíóëåâîé íåîáðàòèìûé ýëåìåíò f ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðî-

ñòûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ f = f1f2 â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ fi ∈ R îäèí èç
ýòèõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì.

Ïðèìåðû. � Â ïîëå íåò ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ, ïîñêîëüêó â íåì âñå íåíóëåâûå ýëåìåí-
òû îáðàòèìû.

� Â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z ïðîñòûå ýëåìåíòû � ýòî ïðîñòûå ÷èñëà.

� Â êîëüöå k[t] ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì ïðîñòûå ýëåìåíòû � ýòî íåïðèâîäèìûå ìíî-
ãî÷ëåíû.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì, åñëè ëþáîé íåíóëåâîé íåîáðàòèìûé ýëåìåíò
f ∈ R ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé

f = p1p2 . . . pm

è ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé è óìíîæåíèÿ ìíî-
æèòåëåé íà îáðàòèìûå ýëåìåíòû, ò.å. åñëè èìååòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ

f = p1p2 . . . pm = p′1p
′
2 . . . p

′
n

â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, òî m = n è ïåðåñòàâëÿÿ ìíîæèòåëè ìû ìîæåì
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî pi = p′iui äëÿ âñåõ i, ãäå ui � îáðàòèìûå ýëåìåíòû.
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Ïðèìåð. � Èç êóðñà øêîëüíîé àðèôìåòèêè ìû çíàåì, ÷òî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z
ôàêòîðèàëüíî.

� Ñîãëàñíî ïîñëåäíåé òåîðåìå, êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì òàêæå ôàêòîðèàëüíî.

Ïðèìåð. Êîëüöî E ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (êîëü-
öî öåëûõ ôóíêöèé) íå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì. Â ýòîì ñëó÷àå èìåþòñÿ ôóíêöèè, èìå-
þùèå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Íàïðèìåð, sin(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõî-
äÿùèìñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì, ò.å. sin(z) ∈ E. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååò ìåñòî ôîðìóëà

sin(πz) = πz
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

Ïðèìåð. Êîëüöî ÷èñåë Ýéëåðà

R = {a+ b
√
−3 | a, b ∈ Z} ⊂ C

íå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì: 4 = 2 · 2 = (1 +
√
−3)(1−

√
−3).

Ôàêòîðèàëüíûå è åâêëèäîâû êîëüöà

Àíàëèçèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû öåëîñòíîå
êîëüöî R áûëî ôàêòîðèàëüíûì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ äâóõ
óñëîâèé (ñðàâíèòå ñ ïîñëåäíèìè äâóìÿ ïðèìåðàìè).

(1) Ïðîöåññ ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà â ïðîèçâåäåíèÿ íåîáðàòèìûõ äîëæåí îáðûâàòüñÿ.

(2) Äîëæíà áûòü âåðíà ëåììà î òîì, ÷òî åñëè ïðîñòîé ýëåìåíò p ∈ R äåëèò ïðîèçâå-
äåíèå, òî îí äåëèò îäèí èç ñîìíîæèòåëåé.

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè R � åâêëèäîâî êîëüöî, òî îíî ôàêòîðèàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî ôàêòîðèàëüíîñòè êîëüöà
ìíîãî÷ëåíîâ. Îáà ñâîéñòâà (1) è (2) ïðîâåðÿþòñÿ èíäóêöèåé ïî δ(a), ãäå δ � ôóíêöèÿ
èç îïðåäåëåíèÿ åâêëèäîâà êîëüöà.

Ïðèìåð. Êîëüöî öåëûõ ãóññîâûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì, à ñëåäîâàòåëüíî, è ôàê-
òîðèàëüíûì.

Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ïóñòü k � ïîëå è ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä k. Îòîáðàæåíèå
∂ : A→ A íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì åñëè

� ∂ ÿâëÿåòñÿ k-ëèíåéíûì;
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� ∂(ab) = a∂(b) + ∂(a)b.

Ëåììà. Ïóñòü ∂ : A→ A � äèôôåðåíöèðîâàíèå. Òîãäà

(1) åñëè 1 ∈ A � åäèíèöà, òî ∂(1) = 0;

(2) ∂(an) = nan−1∂(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Èìååì ∂(1) = ∂(1·1) = 1∂(1)+∂(1)1 = ∂(1)+∂(1). Îòñþäà ∂(1) = 0.
(2) Äîêàæåì ïî èíäóêöèè:

∂(an+1) = ∂(ana) = an∂(a) + ∂(an)a = an∂(a) + nan−1∂(a)a = (n+ 1)an+1∂(a).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∂ : A → A è ëþáîãî ýëåìåíòà λ ∈ k
îòîáðàæåíèå

∂α : A −→ A, ∂λ(a) = λ∂(a)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ∂ : k[t] →
k[t] òàêîå, ÷òî ∂(t) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü. Ïî ëåììå ∂(tk) = ktk−1∂(t) = ktk−1. Ïóñòü f =∑
k akt

k. Èç ëèíåéíîñòè âûâîäèì

∂(f) =
∑
k

∂(akt
k) =

∑
k

kakt
k−1.

Ñóùåñòâîâàíèå. Îïðåäåëèì ∂ ôîðìóëîé âûøå. Ïðîâåðêà ëèíåéíîñòè îòîáðàæåíèÿ
∂ îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî

(*) ∂(fg) = f∂(g) + g∂(f).

Âî-ïåðâûõ, ïðîâåðèì ýòó ôîðìóëó äëÿ îäíî÷ëåíîâ. Ïóñòü f = atn è g = btm. Òîãäà

∂(fg) = ∂(abtn+m) = ab(n+m)tn+m−1 = abntntm−1 + abmtmtn−1 = f∂(g) + g∂(f).

Òåïåðü ðàñïèøåì ìíîãî÷ëåíû â âèäå ñóììû îäíî÷ëåíîâ f =
∑

i fi, g =
∑

j gj, fg =∑
i,j figj. Èç ëèíåéíîñòè âûâîäèì

∂(fg) =
∑
i,j

∂(figj),

f∂(g) + g∂(f) =

(∑
i

fi

)∑
j

∂(gj) +

(∑
j

gj

)∑
i

∂(fi) =

=
∑
i,j

(
fi
∑
j

∂(gj) + gj
∑
i

∂(fi)

)
.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ôîðìóë ñîâïàäàþò. Îòñþäà ïîëó÷àåì (*).
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Ñëåäñòâèå. Ëþáîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ k[t] èìååò âèä

∂

(∑
k

akt
k

)
= λ

∑
k

kakt
k−1.

äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ k.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèðîâàíèå ∂ : k[t] → k[t], óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèþ ∂(t) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì f ′ = ∂(f). Ìíîãî÷ëåí f ′ íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f .

Ïîíèæåíèå êðàòíîñòè ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè.

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå. Ïóñòü f ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí íàä k è ïóñòü g � íåïðèâîäèìûé
ìíîæèòåëü f êðàòíîñòè m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ

(1) char(k) = 0 èëè

(2) char(k) = p > 0, p ∤ m è p > deg(g).

Òîãäà g ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì êðàòíîñòè m− 1 äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì f = gmh, ãäå g ∤ h. Òîãäà

f ′ = mgm−1g′h+ gmh′ = gm−1(mg′h+ gh′).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî gm−1 äåëèò f ′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî gm äåëèò f ′. Òîãäà g äåëèò mg′h.
Ñëåäîâàòåëüíî, g äåëèò mg′. Ïîñêîëüêó char(k) ðàâíà 0 èëè íå äåëèò m, òî m ̸= 0 â k
è ïîýòîìó g äåëèò g′. Ïîñêîëüêó deg(g′) < deg(g), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî g′ = 0. Çàïèøåì
g =

∑
bkt

k. Òîãäà 0 = g′ =
∑
kbkt

k−1 ò.å. kbk = 0 äëÿ ëþáîãî k. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî
åñëè char(k) = p > 0 è p | k êàê òîëüêî bk ̸= 0.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k � ïîëå. Ïóñòü f ∈ k[t] è ïóñòü α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f êðàò-

íîñòè m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ

(1) char(k) = 0 èëè

(2) char(k) = p > 0, p ∤ m.

Òîãäà α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè m− 1 äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′.

Çàìåòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè íåîá-
õîäèìû, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèå ïðèìåðû.

Ïðèìåð. Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè chark = p > 0. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t]
âèäà

f(t) = (tp − a)mh(t),
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ãäå a ∈ k, à h(t) � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæèòåëü
tp − a íåïðèâîäèì è íå äåëèò h(t). Òîãäà

f ′(t) = m(tp − a)′h(t) + (tp − a)mh′(t) = mptp−1h(t) + (tp − a)mh′(t) = (tp − a)mh′(t).

Òàêèì îáðàçîì, tp − a � ìíîæèòåëü êðàòíîñòè m, êàê äëÿ ñàìîãî ìíîãî÷ëåíà f , òàê è
äëÿ åãî ïðîèçâîäíîé f ′.

Ïðèìåð. Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè chark = p > 0. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t]
âèäà

f(t) = (t− α)ph(t),

ãäå α ∈ k, à h(t) � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè òàêîé, ÷òî h(α) ̸= 0. Òîãäà

f ′(t) = p(t− α)p−1h(t) + (t− α)ph′(t) = (t− α)ph′(t).

Òàêèì îáðàçîì, α � êîðåíü êðàòíîñòè p, êàê äëÿ ñàìîãî ìíîãî÷ëåíà f , òàê è äëÿ åãî
ïðîèçâîäíîé f ′.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k � ëþáîå ïîëå. Êðàòíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] � ýòî â òî÷-
íîñòè îáùèå êîðíè f è f ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì f = (t− α)mh, ãäå h(α) ̸= 0. Òîãäà

f ′ = m(t− α)m−1h+ (t− α)mh′.

Åñëè α � êðàòíûé êîðåíü f , òî m > 1 è f ′(α) = 0. Îáðàòíî, åñëè f(α) = f ′(α) = 0,
òî m ≥ 1 è m(t − α)m−1h(α) = 0 =⇒ m(t − α)m−1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èëè m = 0 èëè
(t− α)m−1 = 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ m > 1.

Îòäåëåíèå êðàòíûõ ìíîæèòåëåé. Ïóñòü f ∈ k[t], chark = 0 èëè chark > deg(f).
Âû÷èñëÿåì f ′. Ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà âû÷èñëÿåì h := (f, f ′). Òîãäà ìíîãî÷ëåí f/h
èìååò òå æå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè, ÷òî è f , íî âñå � ñ êðàòíîñòüþ 1. Â ÷àñòíîñòè,
ìíîãî÷ëåí f/h èìååò òå æå êîðíè, ÷òî è f , íî âñå � ïðîñòûå.

Ôîðìóëà Òåéëîðà

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå è ïóñòü f ∈ k[t], deg(f) = n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî chark = 0
èëè chark > n. Òîãäà f åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

(�) f = b0 + b1(t− α) + b2(t− α)2 + · · ·+ bn(t− α)n,

ãäå

(�) bk = f (k)(α)/k!.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ (�) äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè.
Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçëîæåíèå (�) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè < n. Èìååì f(t) = (t − α)g(t) + b0, ãäå b0 = f(α). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè

g = c0 + c1(t− α) + c2(t− α)2 + · · ·+ cn−1(t− α)n−1.

Òîãäà

f = (t− α) + b0 =
(
c0 + c1(t− α) + c2(t− α)2 + · · ·+ cn−1(t− α)n−1

)
(t− α) + b0

= b0 + c0(t− α) + c1(t− α)2 + c2(t− α)3 + · · ·+ cn−1(t− α)n.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (�) çàïèøåì

((t− α)l)(k) =

{
l(l − 1) · · · (l − k + 1)(t− α)l−k ïðè k ≤ l

0 èíà÷å.

Ýòî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî k. Òàêèì îáðàçîì,

f (k) = bkk! + (t− α) · (ìíîãî÷ëåí).

Ïîëó÷àåì f (k)(α) = bkk!.

Ïðàêòè÷åñêè, ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà â ôîðìóëó Òåéëîðà (�) ëó÷øå âñåãî íàõîäèòü
ïðè ïîìîùè ñõåìû Ãîðíåðà.
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Ëåêöèÿ 15

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ëåììà î âîç-

ðàñòàíèè ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà. Ëåììà Äàëàìáåðà. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû (äîêàçàòåëüñòâî).

Ñëåäñòâèÿ. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä C è R. Ïîëå ÷àñòíûõ öåëîñòíîãî êîëüöà.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå k íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè ëþáîé ìíîãî÷ëåí
f ∈ k[t] ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü â k.

Ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåé òåîðåìû, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îñíîâ-

íîé òåîðåìîé àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà. Ïîëå C àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, z2 ∈ C âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íåðà-
âåíñòâà (íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà):

� |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|;

� |z1 − z2| ≥ |z1| − |z2|.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {zn} íàçûâàåòñÿ êîì-
ïëåêñíîé ÷èñëî z0 òàêîå, ÷òî limn→∞ |zn − z0| = 0. Åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç limn→∞ zn èëè ïðîñòî lim zn.
Òàêæå, èíîãäà ïèøóò zn −→ z0.

Ëåììà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {Re(zn)} è {Im(zn)}. Áîëåå
òîãî, â ýòîì ñëó÷àå

Re(lim zn) = lim
(
Re(zn)

)
, Im(lim zn) = lim

(
Im(zn)

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì zn = xn + iyn, z0 = x0 + iy0. Òîãäà óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâà

|zn − z0|2 = (xn − x0)2 + (yn − y0)2,

ãäå

|xn − x0| ≤ |zn − z0|, |yn − y0| ≤ |zn − z0|.

Ëåììà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {zn} ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {|zn|}. Áîëåå òîãî,

lim |zn| = | lim zn|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lim zn = z0. Òîãäà óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà ||zn| −
|z0|| ≤ |zn − z0|.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà, ò.å. ñóùå-
ñòâóåò êîíñòàíòà c ∈ R òàêàÿ, ÷òî |zn| ≤ c.

Ëåììà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} è {wn} ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäÿòñÿ è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {zn + wn} è {znwn}. Áîëåå òîãî,

lim(zn + wn) = (lim zn) + (limwn) lim(znwn) = (lim zn)(limwn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lim zn = z0 è limwn = w0. Èìååì

|zn + wn − (z0 + w0)| ≤ |zn − z0|+ |wn − w0|.

Îòñþäà

|znwn − z0w0| = |(zn − z0)wn + (wn − w0)z0| ≤
≤ |(zn − z0)wn|+ |(wn − w0)z0| ≤ c|zn − z0|+ |(wn − w0)z0|.

Ñëåäñòâèå. Çàôèêñèðóåì ìíîãî÷ëåí f ∈ C[z]. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ
÷èñåë {zn} ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(zn)}. Áîëåå òîãî,

lim f(zn) = f(lim zn).

Ëåììà î âîçðàñòàíèè ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà

Ëåììà. Ïóñòü f ∈ C[z] � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî c > 0
ñóùåñòâóåò R ∈ R òàêîå, ÷òî |f(z)| ≥ c ïðè |z| ≥ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì

f(z) = anz
n + · · ·+ a1z + a0, an ̸= 0, n ≥ 1.
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Ïóñòü A := max |ai|. Òîãäà

|f(z)| = |anzn + · · ·+ a1z + a0| =

= |z|n
∣∣∣an + an−1

z
+ · · ·+ a1

zn−1
+
a0
zn

∣∣∣ ≥
≥ |z|n

(
|an| −

∣∣∣an−1

z
+ · · ·+ a1

zn−1
+
a0
zn

∣∣∣) ≥
≥ |z|n

(
|an| −

|an−1|
|z|

− · · · − |a1|
|z|n−1

− |a0|
|z|n

)
≥ |z|n

(
|an| −

A

|z|
− · · · − A

|z|n−1
− A

|z|n

)
.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
|z| ≥ (nA+ 1)/|an| > 1.

Òîãäà |z|k > |z| è

|f(z)| ≥ |z|n
(
|an| −

nA

|z|

)
= |z|n−1 (|an||z| − nA) ≥ |z|n−1.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî |f(z)| ≥ c âûïîëíåíî ïðè

|z| ≥ max((nA+ 1)/|an|, n−1
√
c) := R.

Ëåììà Äàëàìáåðà

Ëåììà. Ïóñòü f ∈ C[z] � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè òàêîé, ÷òî f(z0) ̸= 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ϵ > 0 ñóùåñòâóåò h ∈ C òàêîå, ÷òî |h| < ϵ è |f(z0 + h)| < |f(z0)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì

f(z) = b0 + bk(z − z0)k + · · ·+ bn(z − z0)n, b0 ̸= 0, bn ̸= 0, bk ̸= 0, k ≥ 1.

Ïóñòü w0 � îäèí èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà b0 + bkz
k. ßñíî, ÷òî w0 ̸= 0. Áóäåì èñêàòü h â

âèäå h = tw0, t ∈ R, 0 < t < 1. Òîãäà

f(z0 + h) = b0 + bkw
k
0t
k + bk+1w

k+1
0 tk+1 + · · ·+ bnw

n
0 t
n =

= b0(1− tk) +
(
bk+1w

k+1
0 + · · ·+ bnw

n
0 t
n−k−1

)
tk+1

Ïóñòü C := |bk+1||w0|k+1 + · · ·+ |bn||w0|n. Ïðè t < |b0|/C èìååì

|f(z0 + h)| ≤ |b0|(1− tk) +
∣∣bk+1w

k+1
0 + · · ·+ bnw

n
0 t
n−k−1

∣∣ · tk+1 ≤
≤ |b0|(1− tk) +

(
|bk+1||w0|k+1 + · · ·+ |bn||w0|ntn−k−1

)
tk+1 ≤

≤ |b0|(1− tk) + Ctk+1 = |b0|+ (Ct− |b0|)tk < |b0| = |f(z0)|.

Ýòî âûïîëíåíî ïðè h = tw0, 0 < t < min(|b0|/C, 1). Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ϵ ìîæíî
âçÿòü ëþáîå ÷èñëî ìåíüøåå |w0|min(|b0|/C, 1).
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ C[z], deg(f) > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |f(z)| > 0, äëÿ
ëþáîãî z ∈ C. Ïîëîæèì M := inf |f(z)|. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn ∈ C òàêàÿ,
÷òî |f(zn)| ñõîäèòñÿ ê M . Èìåþòñÿ äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |zn| íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî R ∈
R ñóùåñòâóåò zn òàêîå, ÷òî |zn| > R. Íî ïî ëåììå î âîçðàñòàíèè ìîäóëÿ äëÿ ëþáîãî
c > 0 ñóùåñòâóåò R òàêîå, ÷òî |f(z)| > c ïðè |z| > R. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |zn| îãðàíè÷åíà. Çàïèøåì zn = xn+iyn. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè xn è yn îãðàíè÷åíû. Âûáåðåì ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè xnk

è ynk
:

limxnk
= x0, lim ynk

= y0.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü znk
= xnk

+ iynk
ñõîäèòñÿ ê z0 = x0 + iy0:

lim znk
= z0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(znk
) ñõîäèòñÿ ê f(z0). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå

Äàëàìáåðà.

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä C è R
Ñëåäñòâèå. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû f ∈ C[z] � ýòî òîëüêî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 1.

Ñëåäñòâèå. ×èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f ∈ C[z], ïîäñ÷èòàííûõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé

ðàâíî deg(f).

Ïðåäëîæåíèå. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû f ∈ R[t] � ýòî òîëüêî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè

1 è ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2 ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.

Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò.

Ëåììà. Ïóñòü f ∈ R[t]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî w ∈ C èìååì f(w) = f(w).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ R[t] è ïóñòü w ∈ C � êîðåíü f . Òîãäà è w � êîðåíü f .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. Ïóñòü f ∈ R[t] íåïðèâîäèì è ïóñòü deg(f) > 1. Òîãäà f
íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Ïóñòü w ∈ C � êîìïëåêñíûé êîðåíü f . Òîãäà w ̸= w è
w � òàêæå êîðåíü f è w ̸= w. Ñëåäîâàòåëüíî, f äåëèòñÿ íà äåéñòâèòåëüíûé ìíîãî÷ëåí
âòîðîé ñòåïåíè

(t− w)(t− w) = t2 − 2Re(w)t+ |w|2 ∈ R[t].

Ïîëå ÷àñòíûõ öåëîñòíîãî êîëüöà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Ïîëåì ÷àñòíûõ êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîëå
K òàêîå, ÷òî

(1) K ñîäåðæèò R êàê ïîäêîëüöî;
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(2) ëþáîé ýëåìåíò c ∈ K ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå c = a/b, a, b ∈ R, b ̸= 0.

Ïîëåì ÷àñòíûõ êîëüöà R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Frac(R).

Òåîðåìà. (1) Äëÿ ëþáîãî öåëîñòíîãî êîëüöà R ïîëå ÷àñòíûõ Frac(R) ñóùåñòâóåò.

(2) Ïîëå ÷àñòíûõ Frac(R) öåëîñòíîãî êîëüöà R åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-

ìîðôèçìà, ò.å. åñëè Frac(R)′ � äðóãîå ïîëå ÷àñòíûõ, òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

φ : Frac(R)→ Frac(R)′, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íà R ⊂ Frac(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

P := {(a, b) ∈ R×R | b ̸= 0}.

Çàäàäèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå íà ýòîì ìíîæåñòâå:

(a, b) ∼ (a′, b′) ⇐⇒ ab′ = a′b.

Ëåììà. Îòíîøåíèå ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ∼ ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî. Äîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü.
Ïóñòü (a, b) ∼ (a′, b′) è (a′, b′) ∼ (a′′, b′′). Òîãäà ab′ = a′b è a′b′′ = a′′b′. Îòñþäà

ab′b′′ = a′bb′′ = a′b′′b = a′′b′b.

Ñîêðàùàÿ íà b′, ïîëó÷èì ab′′ = a′′b. Òàêèì îáðàçîì, (a, b) ∼ (a′′, b′′).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Frac(R) ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè P/ ∼ è îïðåäåëèì íà
ýòîì ìíîæåñòâå îïåðàöèè

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, b1b2), (a1, b1) + (a2, b2) = (a1b2 + a2b1, b1b2).

Ëåììà. Ôîðìóëû îïðåäåëÿþò êîððåêòíûå îïåðàöèè íà Frac(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (a1, b1) ∼ (a′1, b
′
1) è (a2, b2) ∼ (a′2, b

′
2). Òîãäà a1b

′
1 = a′1b1 è a2b

′
2 =

a′2b2. Îòñþäà a1a2b
′
1b

′
2 = a′1a

′
2b1b2, ò.å. (a1a2, b1b2) ∼ (a′1a

′
2, b

′
1b

′
2). Ñëåäîâàòåëüíî,

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, b1b2) ∼ (a′1a
′
2, b

′
1b

′
2) = (a′1, b

′
1) · (a′2, b′2).

Àíàëîãè÷íî,

(a1b2 + a2b1)b
′
1b

′
2 = (a1b

′
1)b2b

′
2 + (a2b

′
2)b1b

′
1 = (a′1b1)b2b

′
2 + (a′2b2)b1b

′
1 = (a′1b

′
2 + a′2b

′
1)b1b2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1b2 + a2b1, b1b2) ∼ (a′1b
′
2 + a′2b

′
1, b

′
1b

′
2) = (a′1, b

′
1) + (a′2, b

′
2).
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Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðû (a, b) ∈ Frac(R) òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a/b (à
îòíîøåíèå ∼ â Frac(R) ñ÷èòàåòñÿ ðàâåíñòâîì).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Frac(R) ñ îïåðàöèÿìè + è · ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ïðè ñëîæåíèè
ïðèâîäèì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è âñå ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ ÷èñëèòåëåé:

a

b
+
a′

b
=
ab+ a′b

b2
=

(a+ a′)b

b2
=
a+ a′

b
.

Ýëåìåíò 0/1 ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, ýëåìåíò (−a)/1 ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê a/1. Óìíî-
æåíèå: êîììóòàòèâíîñòü è àññîöèàòèâíîñòü î÷åâèäíû, ýëåìåíò 1/1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì,
ýëåìåíò b/a ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê a/b. Äèñòðèáóòèâíîñòü (ñíà÷àëà ïðèâîäèì ê îáùåìó
çíàìåíàòåëþ):(a1

b
+
a2
b

) a3
b3

=
a1 + a2

b
· a3
b3

=
(a1 + a2)a3

bb3
=
a1
b
· a3
b3

+
a2
b
· a3
b3
.

Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âëîæåíèå R ↪→ Frac(R), a 7−→ a/1. Ýòî èíúåêòèâíûé ãîìîìîð-
ôèçì. Ìû îòîæäåñòâèì R ñ ïîäêîëüöîì Frac(R). Ïî ïîñòðîåíèþ âñå ýëåìåíòû Frac(R)
ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýëåìåíòîâ R. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå ïîëå Frac(R) óäîâëå-
òâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïîëÿ ÷àñòíûõ.

Åäèíñòâåííîñòü. Ëþáîé ýëåìåíò c ∈ Frac(R) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå c = a/b, a, b ∈
R, b ̸= 0. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : Frac(R)→ Frac(R)′ ïî ïðàâèëó

φ(a/b) = a // b,

ãäå // � äåëåíèå â ïîëå Frac(R)′. Âî ïåðâûõ, íóæíî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü a/b = a′/b′. Òîãäà ab′ = a′b. Ñëåäîâàòåëüíî, a′ // b′ = a // b è

φ(a/b) = a // b = a′ // b′ = φ(a′/b′),

ò.å. φ(a/b) íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ a/b â âèäå äðîáè. Äàëåå

φ

(
a1
b1

+
a2
b2

)
= φ

(
a1b2 + a2b1

b1b2

)
=
a1b2 + a2b1

b1b2
=
a1

b1
+
a2

b2
= φ

(
a1
b1

)
+ φ

(
a2
b2

)
,

φ

(
a1
b1
· a2
b2

)
= φ

(
a1a2
b1b2

)
=
a1a2

b1b2
=
a1

b1
·
a2

b2
= φ

(
a1
b1

)
· φ
(
a2
b2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, φ : Frac(R)→ Frac(R)′ � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Ïî ïîñòðîåíèþ îí ñþðú-
åêòèâåí. Òàê êàê Frac(R) � ïîëå, òî φ òàêæå èíúåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, φ � èçîìîð-
ôèçì.

Ïðèìåð. Ïîëåì ÷àñòíûõ äëÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z ÿâëÿåòñÿ ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë Q.

Ïðèìåð. Ïóñòü k � ïîëå. Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ k[[t]] íàä k ïîëå
÷àñòíûõ � ýòî ïîëå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Ëîðàíà k((t)).
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Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Ïðîñòåéøèå äðîáè. Ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîé äðîáè â ñóììó

ïðîñòåéøèõ. Ìíîãî÷ëåíû íàä ôàêòîðèàëüíûì êîëüöîì. Ëåììà Ãàóññà. Ôàêòîðèàëüíîñòü êîëü-

öà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ôàêòîðèàëüíûì êîëüöîì.

Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå ÷àñòíûõ Frac(R) êîëüöà R = k[t] ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì íàçûâà-
åòñÿ ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé è îáîçíà÷àåòñÿ k(t).

Íàïîìíèì, ÷òî k[t] � ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äðîáü f/g ∈ k(t)
èìååò íåñîêðàòèìóþ ôîðìó, åñëè ÍÎÄ(f, g) = 1.

Óòâåðæäåíèå. (1) Äëÿ ëþáîé äðîáè f/g ∈ k(t) èìååòñÿ íåñîêðàòèìàÿ çàïèñü.

(2) Ëþáàÿ äðóãàÿ çàïèñü f ′/g′ ∈ k(t) ýòîé äðîáè ïîëó÷àåòñÿ èç íåñîêðàòèìîé f/g ∈
k(t) óìíîæåíèåì ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà íåêîòîðûé íåíóëåâîé ýëåìåíò

h ∈ k[t]: f ′ = fh, g′ = gh.

(3) Íåñîêðàòèìàÿ ôîðìà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíà-

ìåíàòåëÿ íà êîíñòàíòó λ ∈ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1) ïðîñòî ïîäåëèì è ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü
íà ÍÎÄ(f, g).

Äîêàæåì (2). Ïóñòü f ′/g′ = f/g. Òîãäà f ′g = fg′. Òàê êàê (f, g) = 1, òî f | f ′ = fh′ è
g | g′ = gh′′. Îòñþäà fh′g = fgh′′. Ñëåäîâàòåëüíî, h′ = h′′.

Óòâåðæäåíèå (3) ñëåäóåò èç (2).

Ãîâîðÿò, ÷òî äðîáü f/g ∈ k(t) � ïðàâèëüíàÿ, åñëè deg(f) < deg(g).

Ëåììà. Ñóììà ïðàâèëüíûõ äðîáåé ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äðîáüþ.

Óòâåðæäåíèå. Ëþáàÿ äðîáü f/g ∈ k(t) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó

f

g
= q +

f ∗

g
, q ∈ k[t],

f ∗

g
� ïðàâèëüíàÿ äðîáü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåëèì ñ îñòàòêîì: f = qg + f ∗.
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Çàìå÷àíèå. Êîíñòðóêöèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìíîãî íî-
âûõ ïðèìåðîâ ïîëåé. Íàïðèìåð, íà÷èíàÿ ñ êîíå÷íîãî ïîëÿ Fp ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêî-
íå÷íîå ïîëå Fp(t) (à òàêæå ïîëÿ Fp(t1, . . . , tn)) èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó p > 0.

Ïåðåõîä îò ïîëÿ k ê ïîëþ k(t1, . . . , tn) íàçûâàåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøè-

ðåíèåì.

Ïðîñòåéøèå äðîáè

Îïðåäåëåíèå. Äðîáü f/g ∈ k(t) íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé, åñëè g = pk, ãäå p � íåïðèâî-
äèìûé ìíîãî÷ëåí è deg(f) < deg(p).

Ïðèìåðû. � Äðîáü c/(t− α)k ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé íàä ëþáûì ïîëåì k.

� Åñëè k = C, òî ëþáàÿ ïðîñòåéøàÿ äðîáü èìååò âèä c/(t− α)k.

� k = R, òî ëþáàÿ ïðîñòåéøàÿ äðîáü èìååò âèä c/(t− α)k èëè (at+ b)/(t2 + pt+ q)k,
ãäå çíàìåíàòåëü t2 + pt+ q íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

Òåîðåìà. Ïóñòü f/g ∈ k(t) � ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü è ïóñòü g = pm1
1 · · · pmr

r � ðàçëîæåíèå

çíàìåíàòåëÿ â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ. Òîãäà f/g ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ìíîãî÷ëåíà è
ïðîñòåéøèõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëÿìè p1, p

2
1, . . . , p

m1
1 , p2, p

2
2, . . . , p

m2
2 , . . . , pr, p

2
r, . . . , p

mr
r :

f

g
= q +

r∑
i=1

mi∑
k=1

fi,k
pki
, deg(fi,k) < deg(pi).

Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f/g � ïðàâèëüíàÿ äðîáü. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ
èç ñëåäóþùèõ äâóõ ëåìì.

Ëåììà. Ïóñòü f/g � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü è ïóñòü g = g1g2 � ðàçëîæåíèå

çíàìåíàòåëÿ â ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

f/g = f1/g1 + f2/g2.

â ñóììó ïðàâèëüíûõ äðîáåé. Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u, v òàêèå, ÷òî g1u+ g2v = 1. Îòñþäà

f/g = fv/g1 + fu/g2.

Äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ è ïðàâèëüíûõ äðîáåé.
Ïîëó÷èì

f/g = f1/g1 + f2/g2 + f ∗,

ãäå f1/g1 è f2/g2 � ïðàâèëüíûå äðîáè, à f
∗ � ìíîãî÷ëåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∗ ̸= 0. Òîãäà

deg(gf ∗) = deg(f − f1g2 − f2g1) < deg(g). Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ f/g = f1/g1 + f2/g2 = f ∗

1 /g1 + f ∗
2 /g2.

Òîãäà (f1 − f ∗
1 )g2 = (f ∗

2 − f2)g1. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî g1 äåëèò f1 − f ∗
1 . Ñëåäîâàòåëüíî,

deg(f1 − f ∗
1 ) ≥ deg(g1). Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü âèäà f/g, ãäå g = pm1
1 · · · pmr

r �

ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðàâèëüíûõ

äðîáåé ñî çíàìåíàòåëÿìè pm1
1 , pm2

2 , . . . , pmr
r . Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû.

Ëåììà. Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü âèäà f/pm, ãäå p � íåïðèâîäèìûé ìíî-
ãî÷ëåí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f/pm = fm/p
m + fm−1/p

m−1 + · · ·+ f1/p,

ãäå deg(fi) < deg(p). Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Èíäóêöèÿ ïî m. Äåëèì f íà p ñ îñòàòêîì:

f = qp+ fm, deg(fm) < deg(p), deg(q) < deg(pm−1).

Îòñþäà f/pm = fm/p
m + q/pm−1.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äðóãîå ðàçëîæåíèå

f/pm = f ∗
m/p

m + f ∗
m−1/p

m−1 + · · ·+ f ∗
1 /p

è ïóñòü hi = fi − f ∗
i . Òîãäà

0 = hm/p
m + hm−1/p

m−1 + · · ·+ h1/p,

Ïóñòü hk � ïåðâûé ÷ëåí îòëè÷íûé îò íóëÿ. Òîãäà

0 = hk + hk−1p+ · · ·+ h1p
k−1.

Îòñþäà hk = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ôàêòîðèàëüíûì êîëü-
öîì

Òåîðåìà. Ïóñòü R � ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî. Òîãäà êîëüöî R[t] òàêæå ôàêòîðèàëüíî.

Ñëåäñòâèå. Êîëüöî Z[t] ôàêòîðèàëüíî.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k � ïîëå. Òîãäà êîëüöî k[t1][t2] · · · [tn] ôàêòîðèàëüíî.

Ìíîãî÷ëåí f = ant
n + · · ·+ a0 ∈ R[t] ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâ-

íûì, åñëè ÍÎÄ(an, . . . , a0) = 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà R, ò.å. K := Frac(R).

Ëåììà. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈ K[t] ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f = α
β
f ∗, ãäå α, β ∈ R, β ̸= 0, f ∗ ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = ant
n + · · · + a0, ãäå ai = bi/ci, bi, ci ∈ R, ci ̸= 0. Ïîëîæèì

β = c0 · · · cn è a′i = biβ/ci ∈ R. Òîãäà f = 1
β

∑
a′it

i. Ïîëîæèì α = ÍÎÄ(a0, . . . , an) è

a∗i = a′i/α. Òîãäà f = α
β

∑
a∗i t

i.

Ëåììà (ëåììà Ãàóññà). Ïóñòü f, g ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà fg �

ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì

f =
∑

ait
i, g =

∑
bjt

j, fg =
∑

ckt
k,

ãäå

ck =
∑
i+j=k

aibj.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ýëåìåíò p ∈ R òàêîé, ÷òî

p | ck, ∀k.

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ

∃i p ∤ ai, ∃j p ∤ bj.

Âûáåðåì ýòè i è j ìèíèìàëüíûìè. Òîãäà p äåëèò âñå ÷ëåíû ñóììû ck =
∑

i+j=k aibj
êðîìå aibj. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f, g ∈ R[t], ïðè÷åì g � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Åñëè g | f â

êîëüöå K[t], òî g | f â êîëüöå R[t].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = gh, ãäå h ∈ K[t]. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå h = α
β
h∗, ãäå

α/β ∈ K � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü è h∗ ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà βf = αgh∗.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå Ãàóññà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà f � ïðîñòîé ýëåìåíò â

êîëüöå R[t] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì â êîëüöå K[t].

Òàêèì îáðàçîì ïðîñòûå ýëåìåíòû f ∈ R[t] áûâàþò äâóõ òèïîâ:

� deg(f) = 0, f ∈ R � ïðîñòîé ýëåìåíò,

� deg(f) > 0, ìíîãî÷ëåí f ïðèìèòèâåí â R[t] è íåïðèâîäèìûé â K[t].

Ëåììà. Ïóñòü p ∈ R[t] � ïðîñòîé ýëåìåíò â êîëüöå R[t] è ïóñòü p | fg, f, g ∈ R[t].
Òîãäà p | f èëè p | g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé deg(p) = 0. Çàïèøåì f = af ∗, g = bg∗, ãäå f ∗, g∗ ∈ R[t] �
ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû, à a, b ∈ R. Ïî ëåììå Ãàóññà f ∗g∗ ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.
Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî èç p | ab ñëåäóåò, ÷òî p | a èëè p | b.

Ñëó÷àé deg(p) > 0. Òîãäà p � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü p ∤ f â êîëüöå R[t].
Òîãäà p ∤ f â êîëüöå K[t]. Ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ëåììå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì èìååì
p | g â êîëüöå K[t]. Ïî ñëåäñòâèþ p | g â êîëüöå R[t].
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ñòåïåíè f . Åñëè
deg(f) = 0, òî f ∈ R è óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó êîëüöî R ôàêòîðèàëüíî.
Ïóñòü deg(f) > 0 è óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ âñå ìíîãî÷ëåíîâ â R[t] ñòåïåíè ìåíü-
øåé deg(f). Çàïèøåì f = af ∗, ãäå f ∗ ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí, à a ∈ R. Åñëè
ýëåìåíò f ∗ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî f ∗ = f ∗

1 f
∗
2 , ãäå f

∗
1 , f

∗
2 � ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îíè äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ýëå-
ìåíòîâ ∈ R[t]. Ïîñêîëüêó R ôàêòîðèàëüíî, òî è a äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü f = pm1
1 · · · pmr

r � ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ñ
íàèìåíüøèì

∑
mi. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî

∑
mi. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

f = pm1
1 · · · pmr

r = p′k11 · · · p′kss

Ïî ëåììå p1 | p′j äëÿ íåêîòîðîãî j. Îòñþäà ýëåìåíòû p1 è p′j îòëè÷àþòñÿ îáðàòèìûì
ìíîæèòåëåì. Ñîêðàùàÿ, ïîëó÷èì äâà ðàçëîæåíèÿ f/p1 ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì

∑
mi. Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îíè ñîâïàäàþò.
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Ëåêöèÿ 17

Ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé

ïîðÿäîê.

Ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Â ýòîé ëåêöèè ìû îáñóäèì ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Êîíå÷íî, åñòåñòâåí-
íûé ñïîñîá îïðåäåëèòü êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò t1, . . . , tn íàä R � ýòî çàäàòü åãî ïîñëå-
äîâàòåëüíûì ïðèñîåäèíåíèåì ýòèõ ïåðåìåííûõ: R[t1, . . . , tn] = R[t1][t2] . . . [tn]. Îäíàêî,
íåáîëüøèì íåäîñòàòêîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òàêîå çàäàíèå çàâèñèò îò âûáîðà
ïîðÿäêà t1, . . . , tn. Ñôîðìóëèðóåì óíèâåðñàëüíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Êîëüöîì ìíîãî-

÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ íàä R íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî S,
ñîäåðæàùåå âûäåëåííûå ýëåìåíòû t1, . . . , tn, òàêîå, ÷òî

(1) R ñîäåðæèòñÿ â S êàê ïîäêîëüöî è S ̸= R,

(2) ëþáîé ýëåìåíò f ∈ S îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn , ak1,...,kn ∈ R.

Ýëåìåíòû S íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn. Âûäåëåííûé ýëåìåíòû
t1, . . . , tn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.

Ëåììà. Ïóñòü S � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn è ïóñòü S1 ⊂ S �

ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà

(*)
∑

k1,...,kn−1

ak1,...,kn−1t
k1
1 · · · t

kn−1

n−1 , ak1,...,kn−1 ∈ R.

Òîãäà S1 � ïîäêîëüöî, ÿâëÿþùååñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn−1 è

S = S1[tn].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñóììû, ðàçíîñòè è ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ âèäà (*) ñíîâà
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè òîãî æå âèäà, òî S1 � ïîäêîëüöî. Äëÿ íåãî âûïîëíåíû ñâîéñòâà
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(1) è (2) èç îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó S1 � êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn−1.
Íàêîíåö, ëþáîé ìíîãî÷ëåí

f =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn ∈ S

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f =
∑
kn

 ∑
k1,...,kn−1

ak1,...,kn−1,kn t
k1
1 · · · t

kn−1

n−1

 tknn =
∑
kn

fknt
kn
n ,

ãäå

fkn =
∑

k1,...,kn−1

ak1,...,kn−1,kn t
k1
1 · · · t

kn−1

n−1 ∈ S1.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Ïî îïðåäåëåíèþ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðå-
ìåííîé S = S1[tn].

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Êîëüöî ìíî-
ãî÷ëåíîâ S îò n ïåðåìåííûõ íàä R ñóùåñòâóåò. Åñëè S ′ � äðóãîå êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ

îò n ïåðåìåííûõ íàä R, òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

φ : S −→ S ′

òàêîé, ÷òî φ(a) = a äëÿ âñåõ a ∈ R è φ(ti) = t′i, ãäå t1, . . . , tn (ñîîòâåòñòâåííî,
t′1, . . . , t

′
n) � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå â S (ñîîòâåòñòâåííî, â S ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Îïðåäåëèì êîëüöî S ïî èíäóêöèè:

S = R[t1][t2] . . . [tn].

Òîãäà S � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Áîëåå òîãî, S ñîäåðæèò
R. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà (2) èç îïðåäåëåíèÿ ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Áàçà
èíäóêöèè î÷åâèäíà. Ïóñòü (2) âûïîëíåíî äëÿ n − 1. Ïî îïðåäåëåíèþ S = S1[tn], ãäå
S1 := R[t1] . . . [tn−1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò f ∈ S åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f =
∑
kn

fknt
kn
n , fkn ∈ R[t1, . . . , tn−1].

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè fkn =
∑
ak1,...,kn−1,knt

k1
1 · · · t

kn−1

n−1 è ýòî ïðåäñòàâëåíèå òàêæå
åäèíñòâåííî. Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó âûøå, ïîëó÷èì

f =
∑
kn

 ∑
k1,...,kn−1

ak1,...,kn−1,knt
k1
1 · · · t

kn−1

n−1

 tknn =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn .

÷òî äîêàçûâàåò (2).
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Åäèíñòâåííîñòü. Ñíîâà ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Áàçà èíäóêöèè ñëåäóåò èç ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ôàêòà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-
ùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî èçîìîðôèçìà φ èçâåñòíî äëÿ êîëåö ìíîãî÷ëåíîâ îò n − 1 ïå-
ðåìåííûõ. Ïóñòü S è S ′ � äâà êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ íàä R. Ïî ëåììå
S = S1[tn] è S

′ = S ′
1[t

′
n], ãäå S1 ⊂ S è S ′

1 ⊂ S ′ � ïîäêîëüöà, ÿâëÿþùèåñÿ êîëüöàìè ìíî-
ãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn−1 è t′1, . . . , t

′
n−1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè èìååòñÿ èçîìîðôèçì φ : S1 → S ′
1 òàêîé, ÷òî φ òîæäåñòâåíåí íà R è φ(ti) = t′i

äëÿ i = 1, . . . , n−1. Èç åäèíñòâåííîñòè êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñëåäóåò,
÷òî φ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî èçîìîðôèçìà φ : S → S ′ òàêîãî, ÷òî φ(tn) = t′n.

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R[t1, . . . , tn]. ßñíî,
÷òî óìíîæåíèå â R[t1, . . . , tn] çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

tk11 · · · tknn · t
l1
1 · · · tlnn = tk1+l11 · · · tkn+lnn .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

f =
∑

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn , g =

∑
bl1,...,lnt

l1
1 · · · tlnn

èõ ïðîèçâåäåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

fg =
∑

cm1,...,mnt
m1
1 · · · tmn

n , cm1,...,mn =
∑

ak1,...,knbl1,...,ln ,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì íàáîðàì k1, . . . , kn, l1, . . . , ln òàêèì, ÷òî k1 + l1 = m1,
. . . , kn + ln = mn.

Êàê è â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ:

k(t1, . . . , tn) := Frac(k[t1, . . . , tn]).

Çäåñü ìû, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî k � ïîëå.

Ñëåäñòâèå. R[t1, . . . , tn] ≃ R[t1][t2] . . . [tn].

Ñëåäñòâèå. Êîëüöî R[t1, . . . , tn] íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

Ñëåäñòâèå. R[t1, . . . , tn] ≃ R[tσ(1), . . . , tσ(n)] äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â îïðåäåëåíèè êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäîê ïå-
ðåìåííûõ íå èìååò çíà÷åíèÿ..

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ìû òàêæå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü R � ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî. Òîãäà êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R[t1, . . . , tn]
òàêæå ôàêòîðèàëüíî. Â ÷àñòíîñòè, ôàêòîðèàëüíî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[t1, . . . , tn]
íàä ïîëåì k.



Àëãåáðà-I Þ.Ã. Ïðîõîðîâ

Îáîçíà÷åíèå. tk11 · · · tknn ∈ f åñëè atk11 · · · tknn ïðèñóòñòâóåò â f ∈ R[t1, . . . , tn] ñ íåíóëåâûì
êîýôôèöèåíòîì a.

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåíüþ íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà

f =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn ∈ R[t1, . . . , tn]

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
deg(f) := max{k1 + · · ·+ kn | ak1,...,kn ̸= 0}.

Ñòåïåíüþ ïî ïåðåìåííîé ti ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

degti(f) := max{ki | ak1,...,kn ̸= 0}.

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí

f =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ñòåïåíè d, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ak1,...,kn îáðàùàþòñÿ â íóëü
ïðè

∑
ki ̸= d.

Óòâåðæäåíèå. Ëþáîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f ∈ R[t1, . . . , tn] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ

f = f0 + f1 + · · ·+ fd,

ãäå êàæäûé ìíîãî÷ëåí fk ÿâëÿåòñÿ èëè îäíîðîäíûì ñòåïåíè k èëè íóëåâûì. Ýòî ðàç-
ëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì â ñóììó îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, íóæíî òîëüêî ñãðóïïèðîâàòü âñå îäíî÷ëåíû îäíîé ñòåïåíè
â ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå fk.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü f, g ∈ R[t1, . . . , tn] � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé d è e,
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå fg ÿâëÿåòñÿ èëè íóëåâûì èëè îäíîðîäíûì

ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè d+ e.
Åñëè, êðîìå òîãî, â êîëüöå R íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî fg ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

f =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn , g =

∑
l1,...,ln

bl1,...,lnt
l1
1 · · · tlnn ,

ãäå
∑
ki = d,

∑
lj = e. Òîãäà

fg =
∑

ak1,...,knbl1,...,lnt
k1+l1
1 · · · tkn+lnn .∑

(ki + li) = d+ e.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â êîëüöå R[t1, . . . , tn] íåò äåëèòåëåé

íóëÿ.
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Ïðåäëîæåíèå. Åñëè â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå â ñóììó îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò

f = f0 + · · · fd, g = g0 + · · · ge.

Òîãäà ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ fg =
∑

i,j figj â ñóììó îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò áóäåò

fg =
∑

hk, hk =
∑
i+j=k

figj

(ãðóïïèðóåì îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû ñòåïåíè k). Êîìïîíåíòà ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè
fdge îòëè÷íà îò íóëÿ ïîñêîëüêó â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ.

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî degtk(fg) = degtk f + degtk g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé
ïåðåìåííîé ïîñêîëüêó Rk[tk], ãäå Rk := R[t1, . . . , tk−1, tk+1, . . . , tn] è â êîëüöå Rk íåò
äåëèòåëåé íóëÿ.

Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ïóñòü f ∈ R[t1, . . . , tn] è
ïóñòü γ ∈ Sn � ïîäñòàíîâêà. Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷åííûé èç f ñîîòâåòñòâóþùåé
ïåðåñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ:

fγ(t1, . . . , tn) := f(tγ(1), . . . , tγ(n)).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè f =
∑

k1,...,kn
ak1,...,knt

k1
1 · · · tknn , òî

fγ =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
γ(1) · · · t

kn
γ(n).

Íàïðèìåð, åñëè γ = [1, 2, 3] è f = t1 + t22 + t33 + t44, òî f
γ = t2 + t23 + t31 + t44.

Óòâåðæäåíèå. Îòîáðàæåíèå

Φγ : R[t1, . . . , tn] −→ R[t1, . . . , tn], f 7−→ fγ

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íà ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, Φγ âçàèìíî îäíîçíà÷íî è

(f + g)γ(t1, . . . , tn) = (f + g)γ(tγ(1), . . . , tγ(n)) = fγ(tγ(1), . . . , tγ(n)) + gγ(tγ(1), . . . , tγ(n)),

(fg)γ(t1, . . . , tn) = (fg)γ(tγ(1), . . . , tγ(n)) = fγ(tγ(1), . . . , tγ(n))g
γ(tγ(1), . . . , tγ(n)).

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè fγ = f , äëÿ ëþáîé
ïîäñòàíîâêè γ ∈ Sn.
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Ïîñêîëüêó Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè, òî ðàâåíñòâî f
γ = f äîñòàòî÷íî ïðîâå-

ðèòü äëÿ òðàíñïîçèöèé.

Ïðèìåð. � Âñå ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé � ñèììåòðè÷åñêèå.

� Ñòåïåííûå ñóììû sm := tm1 + · · ·+ tmn .

� Ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

σm :=
∑

i1<···<im

ti1 · · · tim 1 ≤ m ≤ n.

Òàêèì îáðàçîì,

σ1 =
∑

xi, σ2 =
∑
i<j

xixj, σ3 =
∑
i<j<k

xixjxk, . . . , σn =
∏

xi.

� Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà

∆ :=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 t1 · · · tn−1

1

1 t2 · · · tn−1
2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 tn · · · tn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏
i>j

(ti − tj)

Ìåíÿåò çíàê ïðè òðàíñïîçèöèÿõ. Ïîýòîìó ∆2 � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

Ïðåäëîæåíèå. Âñå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îáðàçóþò ïîäêîëüöî

R[t1, . . . , tn]
Sn ⊂ R[t1, . . . , tn].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Φγ � èçîìîðôèçì äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè γ ∈ Sn.

Ôîðìóëû Âèåòà

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0 ∈ k[t]

ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè n, èìåþùèé ðîâíî n êîðíåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé, è ïóñòü

α1, . . . , αn

� âñå ýòè êîðíè. Òîãäà

σk(α1, · · · , αn) = (−1)k an−k
an
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Òàêèì îáðàçîì,

α1 + · · ·+ αn = −an−1

an

α1α2 + · · ·+ αn−1αn = an−2

an

α1α2α3 + · · ·+ αn−2αn−1αn = −an−3

an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1 · · ·αn = (−1)n a0
an
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Ââåäåì âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå σn−1
k =

σn−1
k (t1, . . . , tn−1) � ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn−1.

Ìû ïîëîæèì òàêæå σn−1
n = 0. Òîãäà

σk = σn−1
k + tnσ

n−1
k−1 .

Çàïèøåì, f(t) = f1(t)(t− αn), ãäå

f1(t) = bn−1t
n−1 + · · ·+ b1t+ b0

� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n− 1, ak = bk−1 − bkαn. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

σk(α1, . . . , αn) = σn−1
k (α1, . . . , αn−1) + tnσ

n−1
k−1(α1, . . . , αn−1) =

= (−1)k bn−1−k

bn−1

+ (−1)k−1 bn−1−k+1

bn−1

αn

= (−1)k bn−1−k − bn−kαn
an

= (−1)k an−k
an

.

Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð (k1, . . . , kn) èç n íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë ìåíüøå íà-
áîðà (l1, . . . , ln) è ïèñàòü (k1, . . . , kn) ≺ (l1, . . . , ln) åñëè ñóùåñòâóåò 1 ≤ i ≤ n òàêîå,
÷òî:

k1 = l1, k2 = l2, . . . , ki = li, ki+1 < li+1.

Òàêæå ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íà íåíóëåâûõ îäíî÷ëåíàõ â R[t1, . . . , tn]:

a tk11 · · · tknn ≺ b tl11 · · · tlnn åñëè (k1, . . . , kn) ≺ (l1, . . . , ln).

Íàïðèìåð, 2 t31t
4
2t

5
3t

3
4t

2
5 ≻ 3 t31t

4
2t

5
3t

2
4t

7
5. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïîðÿäîê ñóùåñòâåííûì îáðàçîì

çàâèñèò îò ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn.

Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ îäíî÷ëåíîâ u, v, w, u′, v′ ∈ R[t1, . . . , tn] ñ êîýôôèöèåíòîì 1 èìååì:
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(1) u ≻ v, v ≻ w, òî u ≻ w;

(2) u ≻ v, òî uw ≻ vw;

(3) u ≻ v, u′ ≻ v′, òî uu′ ≻ vv′.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Çàïèøåì u = tk11 · · · tknn , v = tl11 · · · tlnn , w = tm1
1 · · · tmn

n . Ïóñòü i �
ìàêñèìàëüíîå òàêîå, ÷òî k1 = l1 = m1, . . . , ki−1 = li−1 = mi−1 (ò.å. ti � ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ,
âõîäÿùàÿ â u, v, w â ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ). Îòñþäà ki ≥ li ≥ mi. Ïðè÷åì ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ � ñòðîãîå.

(2) Çàïèøåì u = tk11 · · · tknn , v = tl11 · · · tlnn , w = tm1
1 · · · tmn

n . Ïóñòü i � ìàêñèìàëüíîå
òàêîå, ÷òî k1 = l1, . . . , ki−1 = li−1. Òîãäà ki > li. Ñëåäîâàòåëüíî, k1 +m1 = l1 +m1, . . . ,
ki−1 +mi−1 = li−1 +mi−1, ki +mi > li +mi.

(3) uu′ ≻ vu′ ≻ vv′.



Ëåêöèÿ 18

Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Îñíîâíàÿ òåîðåìà è ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ. Ôîðìóëû Âè-

åòà. Äèñêðèìèíàíò. Ðåçóëüòàíò (îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà). Ñâÿçü ðåçóëüòàíòà è äèñêðèìèíàíòà.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ

Òåîðåìà (îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ). Ïóñòü f ∈ R[t1, . . . , tn]Sn
� ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí g ∈ R[x1, . . . , xn]
òàêîé, ÷òî

f(t1, . . . , tn) = g(σ1, . . . ,σn).

Èíà÷å ãîâîðÿ, ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ.

Äëÿ ïðîñòîòû, ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó â ïðè îäíîì äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè: ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîëüöî R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f ∈ R[t1, . . . , tn]. Îäíî÷ëåí a tk11 · · · tknn ∈ f íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì

â f , åñëè a tk11 · · · tknn ≺ b tl11 · · · tlnn äëÿ ëþáîãî äðóãîãî b tl11 · · · tlnn ∈ f .

Ââåäåì âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå c(f) � ñòàðøèé ÷ëåí f è o(f) = f − c(f)

Ïðèìåð. Ïóñòü f = t21t2 + t1t2 + t1t
2
2 + t53. Òîãäà t

2
1t2 � ñòàðøèé ÷ëåí.

Ïðåäëîæåíèå. c(fg) = c(f)c(g) (ñòàðøèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñòàð-

øèõ ÷ëåíîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f̃ ∈ o(f), g̃ ∈ o(g). Òîãäà c(f) ≻ f̃ è c(g) ≻ g̃. Ñëåäîâàòåëüíî,
c(f)c(g) ≻ f̃ g̃, c(f)c(g) ≻ c(f)g̃ è c(f)c(g) ≻ f̃ c(g). Îòñþäà c(f)c(g) � ñòàðøèé ÷ëåí.

Ëåììà. Ïóñòü f ∈ R[t1, . . . , tn]Sn è ïóñòü c(f) = a tk11 · · · tknn . Òîãäà k1 ≥ · · · ≥ kn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ki < ki+1. Âîçüìåì ýòî i ìèíèìàëüíûì. Ðàññìîò-
ðèì òðàíñïîçèöèþ γ = [i, i + 1] ∈ Sn. Òàê êàê c(f) = atk11 · · · t

ki
i t

ki+1

i+1 · · · tknn ∈ f , òî

c(f)γ = atk11 · · · t
ki+1

i+1 t
ki
i · · · tknn ∈ f . Íî òîãäà c(f)γ ≻ c(f). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî îäíî÷ëåíà u = tk11 · · · tknn òàêîãî, ÷òî k1 ≥ · · · ≥ kn ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé íàáîð èíäåêñîâ (l1, . . . , ln) òàêîé, ÷òî c(σ
l1
1 · · ·σlnn ) = u.

129
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì c(σr) = t1 · · · tr. Îòñþäà

c(σl11 · · ·σlnn ) = tl11 (t1t2)
l2 · · · (t1 · · · tn)ln = tl1+···+ln

1 tl2+···+ln
2 · · · tlnn .

Ðåøàåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî l1, . . . , ln
l1 + · · ·+ ln = k1

l2 + · · ·+ ln = k2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ln = kn

Ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ln = kn, li = ki − ki+1, i < n.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü M � ìíî-
æåñòâî âñåõ f ∈ R[t1, . . . , tn]Sn , äëÿ êîòîðûõ òåîðåìà íå âåðíà. Âûáåðåì f ∈ M ñ íàè-
ìåíüøèì c(f). Ïî ëåììå ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí âèäà σl11 · · ·σlnn òàêîé,
÷òî ac(σl11 · · ·σlnn ) = c(f). Òîãäà f1 = f − aσl11 · · ·σlnn � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, êî-
òîðûé, êàê è f , íå âûðàæàåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ.
Çíà÷èò, f1 ∈M . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, c(f1) ≺ c(f). Ïðîòèâîðå÷èå.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíà g1, g2 îò
n ïåðåìåííûõ òàêèå, ÷òî g1(σ1, . . . ,σn) = g2(σ1, . . . ,σn). Ïóñòü h := g1 − g2. Ðàçëîæèì h
â ñóììó îäíî÷ëåíîâ

h =
∑

hi.

ßñíî, ÷òî hi(σ1, . . . ,σn) ̸= 0 (íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî R[t1, . . . , tn] íå èìååò äåëèòåëåé
íóëÿ). Ïóñòü ui := c(hi(σ1, . . . ,σn)). Ïî ïîñëåäíåé ëåììå ñðåäè ui íåò ïðîïîðöèîíàëüíûõ.
Ïóñòü u∗ � ñòàðøèé ñðåäè íèõ. Òîãäà u∗ � åäèíñòâåííûé ñòàðøèé ñðåäè âñåõ îäíî÷ëåíîâ
â h(σ1, . . . ,σn) è îí íå ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ.

Ïóñòü f ∈ R[t1, . . . , tn]Sn . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f îäíîðîäåí ñòåïåíè d. Ïóñòü

c(f) = atk11 · · · tknn ,

ãäå
∑
ki = d. Âûáåðåì âñå íàáîðû (r1, . . . , rn) íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî

� r1 ≥ · · · ≥ rn;

�
∑
ri = d;

� (r1, . . . , rn) ≺ (k1, . . . , kn).
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Òîãäà g(σ1, . . . ,σn) ñîäåðæèò âñå îäíî÷ëåíû âèäà

σr1−r21 · σr2−r32 · · ·σrn−1−rn
n−1 · σrnn .

Èõ êîýôôèöèåíòû íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

(*) f = (t1 − t2)2(t2 − t3)2(t1 − t3)2.

Åãî ñòàâøèé ÷ëåí ðàâåí t41t
2
2. Ïðèìåíèì îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà

ïåðå÷èñëèì âñå íàáîðû (r1, r2, r3), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

� r1 ≥ r2 ≥ r3;

�
∑
ri = 6;

� (r1, r2, r3) ≺ (4, 2, 0),

à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå îäíî÷ëåíû σr1−r21 · σr2−r32 · σr33 . Ïîëó÷èì

(4, 2, 0) σ2
1 · σ2

2

(4, 1, 1) σ3
1 · σ3

(3, 3, 0) σ3
2

(3, 2, 1) σ1 · σ2 · σ3

(2, 2, 2) σ2
3

Îòñþäà

(�) f = c0σ
2
1 · σ2

2 + c1σ
3
1 · σ3 + c2σ

3
2 + c3σ1 · σ2 · σ3 + c4σ

2
3.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè σ2
1 · σ2

2 ðàâåí êîýôôèöèåíòó ïðè ñòàðøåì ÷ëåíå, ò.å.
c0 = 1. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäñòàâèì â (*) è (�) ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ x1, x2, x3 è ñðàâíèì. Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ íà ci. Ýòî óäîáíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè
òàáëèöû:

t1 t2 t3 σ1 σ2 σ3 (�) (*)
1 1 0 2 1 0 c2 + 4 0
2 −1 −1 0 −3 2 −27c2 + 4c4 0
1 1 1 3 3 1 27c1 + 27c2 + 9c3 + c4 + 81 0
2 1 −1 2 −1 −2 −16c1 − c2 + 4c3 + 4c4 + 4 36

Îòêóäà íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî c2 = −4, c4 = −27,

3c1 + c3 = 6, −4c1 + c3 = 34, c1 = −4, c3 = 18.

Òàêèì îáðàçîì,

(�) f = σ2
1 · σ2

2 − 4σ3
1 · σ3 − 4σ3

2 + 18σ1 · σ2 · σ3 − 27σ2
3.
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Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ

Íèæå ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç îñíîâíîé òåîðåìû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíî-
ãî÷ëåíàõ. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì k.

Ïî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî êîëüöî ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ èçîìîðôíî êîëüöó
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò òîãî æå ÷èñëà ïåðåìåííûõ:

Ñëåäñòâèå. k[t1, . . . , tn]Sn ≃ k[x1, . . . , xn].

Äëÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f ∈ k(t1, . . . , tn) è ïîäñòàíîâêè γ ∈ Sn îïðåäåëèì ðàöè-
îíàëüíóþ ôóíêöèþ fγ ∈ k(t1, . . . , tn) ïðàâèëîì

fγ(t1, . . . , tn) = f(tγ(1), . . . , tγ(n)).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.å. íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ
f â âèäå äðîáè f = g/h. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f = g/h = g1/h1. Òîãäà gh1 = hg1.
Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå s 7→ sγ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëüöà k[t1, . . . , tn], òî gγhγ1 =
hγgγ1 . Îòñþäà g

γ/hγ = gγ1/h
γ
1 . Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè

fγ = f äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè γ ∈ Sn.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ k(t1, . . . , tn) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ g ∈ R(x1, . . . , xn) òàêàÿ, ÷òî

f(t1, . . . , tn) = g(σ1, . . . ,σn).

ò.å. ëþáàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì f â âèäå äðîáè f = g/h, ãäå g, h ∈ k[t1, . . . , tn], h ̸= 0.
Ïóñòü γ1, . . . , γn! � âñå ïîäñòàíîâêè èç Sn, ïðè÷åì γ1 � òîæäåñòâåííàÿ. Òîãäà h = hγ1 è

f =
g

h
=

g · hγ2 · · · γn!

hγ1 · hγ2 · · ·hγn!

ßñíî, ÷òî çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåé äðîáè

H := hγ1 · hγ2 · · ·hγn!

.

� ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Òàê êàê fγ = f äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè γ ∈ Sn, òî è äëÿ
åå ÷èñëèòåëÿ

G := g · hγ2 · · ·hγn!

èìååì Gγ = G, ò.å. G � òàêæå ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Äàëåå ïðèìåíÿåì òåîðåìó î
ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.

Ñëåäóþùèé ôàêò ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ôîðìóë Âèåòà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ k[t], f = ant
n+· · · a1t+a0 � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè

è ïóñòü α1, . . . , αn � êîðíè, âûïèñàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí α1, . . . , αn âûðàæàåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò a0/an,. . . , an−1/an.
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Äèñêðèìèíàíò

Ïóñòü k � ïîëå. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t], f = ant
n + · · · a1t + a0 ñòåïåíè n íàä

ýòèì ïîëåì, èìåþùèé ðîâíî n êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé). Ïóñòü α1, . . . , αn � âñå ýòè
êîðíè. Îïðåäåëèì äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà f ñëåäóþùèì îáðàçîì

(�) Df = a2n−2
n

∏
i<j

(αi − αj)2.

Äèñêðèìèíàíò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà:

Df = a2n−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 α1 α2

1 · · · αn−1
1

1 α2 α2
2 · · · αn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 αn α2

n · · · αn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî çíà÷åíèå Df õàðàêòåðèçóåì íàëè÷èå
êðàòíûõ ìíîæèòåëåé ó ìíîãî÷ëåíà f : íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 0 ìíîãî÷ëåí f èìååò
êðàòíûå ìíîæèòåëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Df îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òî æå ñàìîå
âåðíî è â ñëó÷àå ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîãî÷ëåí f íå èìååò
íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé âèäà g(tp).

Ïðåäëîæåíèå. Df âûðàæàåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò ai.

Äîêàçàòåëüñòâî. Df ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì (ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè) îò ýëåìåíòàð-
íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé σi(α1, . . . , αn):

Df = a2n−2
n · h(σ1, . . . ,σn).

Ïî ôîðìóëàì Âèåòà

σ1 = −an−1/an, σ2 = an−2/an, . . . , σn = (−1)na0/an.

Çíàìåíàòåëü êàæäîãî îäíî÷ëåíà σl11 σ
l2
2 · · ·σlnn ∈ h ðàâåí al1+···+ln

n . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

c(σl11 σ
l2
2 · · ·σlnn ) = αl1+···+ln

1 αl2+···+ln
2 · · ·αlnn .

Ó÷èòûâàÿ ýòî è îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, ïîëó÷àåì∑
li = degα1

(σl11 σ
l2
2 · · ·σlnn ) = 2n− 2.

Òàêèì îáðàçîì, çíàìåíàòåëü h ðàâåí a2n−2
n è ïîýòîìó a2n−2

n σl11 σ
l2
2 · · ·σlnn � ìíîãî÷ëåí îò

a0, . . . an ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 2. Òîãäà f = a0 + a1t+ a2t
2,

Df = a22(α2 − α1)
2 = a22(α1 + α2)

2 − 4a22α1α2 = a21 − 4a0a2.

Ïðèìåð. Ïóñòü f = t3 + pt+ q. Òîãäà èç âû÷èñëåíèÿ (�) ïîëó÷àåì

Df = −4p3 − 27q2.
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Äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ

Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí f ∈ R[t] ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ
ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèé
âîçìîæíîñòè.

Ìíîãî÷ëåí f èìååò êðàòíûé êîðåíü (êîòîðûé äîëæåí áûòü äåéñòâèòåëüíûì). Â ýòîì
ñëó÷àå Df = 0.

Ìíîãî÷ëåí f èìååò îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ, ò.å.

f = (t− α)(t− β)(t− β̄), α ∈ R, β /∈ R, β ̸= β̄.

Òîãäà

Df = (α− β)2(α− β̄)2(β − β̄)2 =
(
(α− β)(α− β)

)2
(2i Im(β))2 = −|α− β|4 Im(β)2 < 0.

Ìíîãî÷ëåí f èìååò òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ. Â ýòîì ñëó÷àå Df > 0
ñîãëàñíî (�).

Ïîñêîëüêó èñ÷åðïàíû âñå âîçìîæíîñòè, òî äîêàçàíî ñëåäóþùåå.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü f ∈ R[t] � êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí f ∈ R[t] ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

� Df > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà f èìååò òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ;

� Df < 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà f èìååò îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü è äâà (ðàç-
ëè÷íûõ ) êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ;

� Df = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà f èìååò êðàòíûå êîðíè, â ýòîì ñëó÷àå îíè äåé-

ñòâèòåëüíû.

Ìû ìîæåì ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñèòóàöèþ íà ïðèìåðå ìíîãî÷ëåíà f = t3 + pt + q.
Êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó f = t3 + pt+ q òî÷êó (p, q) íà ïëîñêîñòè R2. Òîãäà ìíîãî÷ëåíàì ñ
òðåìÿ äåéñòâèòåëüíûìè êîðíÿìè ñîîòâåòñòâóåò ñåðàÿ îáëàñòü:

p

q

D > 0

D < 0

Àíàëîãè÷íîå (íî áîëåå ñëàáîå) óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïðîèçâîëüíîé
ñòåïåíè.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé òðåòüåé ñòåïåíè

Íàéäåì êîðíè ìíîãî÷ëåíà
f = t3 + pt+ q.

Áóäåì èñêàòü èõ â âèäå t = u+ v. Òîãäà

u3 + v3 + (u+ v)(3uv + p) + q = 0.

Ïîòðåáóåì 3uv + p = 0. Òîãäà{
u3 + v3 = −q
uv = −p/3

=⇒

{
u3 + v3 = −q
u3v3 = −p3/27

u3 è v3 íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ x2 + qx− p3/27 = 0. Òàêèì îáðàçîì,

u3, v3 = −q
2
±
√
q2

4
+
p3

27
= −q

2
±
√
−Df .

Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè u è v, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

u3 = −q
2
+
√
−Df ,

v3 = −q
2
−
√
−Df .

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ êîðíåé f :

α1,2,3 = 3

√
− q

2
+
√
−Df + 3

√
− q

2
−
√
−Df

∥ ∥
u v

Îíà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êàðäàíî. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ êîðíåé 3
√

â ýòîé ôîðìóëå
äîëæíû áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî 3uv + p = 0.

Ðåçóëüòàíò

Ïóñòü k � ïîëå. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû

f = ant
n + · · · a1t+ a0, g = bmt

m + · · · b1t+ b0

ñòåïåíåé n è m íàä ýòèì ïîëåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè ïîëíîñòüþ ðàçëàãàþòñÿ íà
ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Ïóñòü

α1, . . . , αn, β1, . . . , βm

� êîðíè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, âûïèñàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Ïîëîæèì

(¶) R(f, g) := amn b
n
m

∏
i,j

(αi − βj).
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Ïðåäëîæåíèå. (1) R(f, g) = (−1)nmR(g, f);

(2) R(f, g) = amn
∏

i g(αi), R(g, f) = bnm
∏

j f(βj);

(3) (îñíîâíîå ñâîéñòâî) R(f, g) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f è g èìåþò îáùèé

êîðåíü (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî anbm ̸= 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà (1) è (3) ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà (2) çàìåòèì, ÷òî

g(αi) = bm
∏

(αi − βj), f(βj) = an
∏

(βj − αi)

è ñðàâíèì ýòî ñ îïðåäåëåíèåì ðåçóëüòàíòà (¶).

Ñâîéñòâî (3) äàåò âîçìîæíîñòü âûÿñíÿòü èìåþò ëè äâà ìíîãî÷ëåíà îáùèå ìíîæè-
òåëè. Íàïîìíèì, ÷òî äðóãîé ñïîñîá âûÿñíèòü ýòî îñíîâàí íà àëãîðèòìå Åâêëèäà.

Òåîðåìà. R(f, f ′) = (−1)n(n−1)/2anDf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ðåçóëüòàíòà (¶) èìååì

R(f, f ′) = an−1
n

∏
i

f ′(αi).

Ïóñòü α1, . . . , αn � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f . Òîãäà

f = an
∏
j

(t− αj).

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì

f ′ = an

n∑
k=1

∏
j ̸=k

(t− αj).

Ïîäñòàâèì αi:

f ′(αi) = an
∏
j ̸=i

(αi − αj).

Îòñþäà

R(f, f ′) = an−1
n ann

∏
i

∏
j ̸=i

(αi − αj) = (−1)n(n−1)/2an a
2n−2
n

∏
j>i

(αi − αj)2.
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Âû÷èñëåíèå ðåçóëüòàíòà. Èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìàõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íåïðè-

âîäèìîñòü äèñêðèìèíàíòà. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî çíàêîïåðåìåííîé

ãðóïïû

Âû÷èñëåíèå ðåçóëüòàíòà

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû

f(t) = ant
n + · · ·+ a1t+ a0,

g(t) = bmt
m + · · ·+ b1t+ b0.

Òîãäà

(*) R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an−1 · · · a0
an an−1 · · · a0

an an−1 · · · a0

an an−1 · · · a0
bm bm−1 · · · b0

bm bm−1 · · · b0
bm bm−1 · · · b0

bm bm−1 · · · b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m

n

Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n+m. Ïóñòûå ìåñòà çàïîëíÿþòñÿ
íóëÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó â ïðàâîé ÷àñòè (*) ÷åðåç A è ïîëîæèìN := n+m.
Ïóñòü

α1, . . . , αn, β1, . . . , βm

� âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ f è g, âûïèñàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì,

f(t) = an(t− α1) · · · (t− αn),
g(t) = bm(t− β1) · · · (t− βm).
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Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà N :

|B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

βN−1
1 βN−1

2 · · · βN−1
m αN−1

1 αN−1
2 · · · αN−1

n

βN−2
1 βN−2

2 · · · βN−2
m αN−2

1 αN−2
2 · · · αN−2

n
...

... · · · ...
...

... · · · ...
β2
1 β2

2 · · · β2
m α2

1 α2
2 · · · α2

n

β1 β2 · · · βm α1 α2 · · · αn
1 1 · · · 1 1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Âû÷èñëèì amn b

n
m |A| · |B| äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ïåðâîå âû÷èñëåíèå. Îïðåäåëèòåëü B îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà òîëü-
êî ïåðåñòàíîâêàìè ñòðîê. Îòñþäà

|B| =
∏
i<j

(βi − βj)
∏
i,j

(βj − αi)
∏
i<j

(αi − αj).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(�) amn b
n
m |A| · |B| = |A| ·R(g, f)

∏
i<j

(βi − βj)
∏
i<j

(αi − αj).

Âòîðîå âû÷èñëåíèå. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó C := A · B ðàçìåðà N × N ñ ýëåìåíòàìè
ci.j. Çàïèøåì åå â áëî÷íîì âèäå

C = A ·B =

(
I II m

III IV n

m n

)

Âû÷èñëèì ýëåìåíòû ci,j ìàòðèöû C â êàæäîì ðåãèîíå.

(I) ci,j = anβ
N−i
j + an−1β

N−i−1
j + · · ·+ a0β

m−i
j = βm−i

j f(βj),

(II) ci,m+j = anα
N−i
j + an−1α

N−i−1
j + · · ·+ a0α

m−i
j = αm−i

j f(αj) = 0,

(III) cm+i,j = bmβ
N−i
j + bm−1β

N−i−1
j + · · ·+ b0β

n−i
j = βn−ij g(βj) = 0,

(IV) cm+i,m+j = bmα
N−i
j + bm−1α

N−i−1
j + · · ·+ b0α

n−i
j = αn−ij g(αj).

Òàêèì îáðàçîì,

|A| · |B| = |C| =

∣∣∣∣∣∣C
′ 0
0 C ′′

∣∣∣∣∣∣ = |C ′| · |C ′′|,

ãäå C ′ è C ′′ � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ m×m è n× n, ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî
ïðèâåäåííûì âûøå âû÷èñëåíèÿì ýëåìåíòû C ′ è C ′′ èìåþò âèä

c′i,j = βm−i
j f(βj), c′′i,j = αn−ij g(αj).
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Îòñþäà

|A| · |B| =
∏
j

f(βj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

βm−1
1 βm−1

2 · · · βm−1
m

...
... · · · ...

β2
1 β2

2 · · · β2
m

β1 β2 · · · βm
1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∏
j

g(αj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αn−1
1 αn−1

2 · · · αn−1
n

... · · · ...
α2
1 α2

2 · · · α2
n

α1 α2 · · · αn
1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∏
j

f(βj)
∏
i<j

(βi − βj)
∏
j

g(αj)
∏
i<j

(αi − αj).

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

(�) amn b
n
m |A||B| = R(f, g)R(g, f)

∏
i<j

(βi − βj)
∏
i<j

(αi − αj).

Ñðàâíèâàÿ (�) è (�), ïîëó÷èì

(�) |A| ·R(g, f)
∏
i<j

(βi − βj)
∏
i<j

(αi − αj) = R(f, g)R(g, f)
∏
i<j

(βi − βj)
∏
i<j

(αi − αj).

Òåïåðü, åñëè âñå ýëåìåíòû αi è βj ïîëÿ k ðàçëè÷íû, òî ìíîæèòåëè R(g, f),
∏

i<j(βi−βj)
è
∏

i<j(αi − αj) îòëè÷íû îò íóëÿ è ìû ìîæåì ñîêðàòèòü íà íèõ. Ïîëó÷èì òðåáóåìîå
ðàâåíñòâî (*):

|A| = R(f, g).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî (*) â îáùåì ñëó÷àå, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
îäíèì èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñïîñîáîâ.

Ïåðâûé ñïîñîá ðàáîòàåò äëÿ ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C (èëè ëþáîãî åãî ïîäïî-
ëÿ). Çàìåòèì, ÷òî |A| è R(f, g) â äîêàçûâàåìîì ðàâåíñòâå (*) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè
ôóíêöèÿìè îò êîðíåé α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ Cn+m. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ýòè ôóíêöèè
ðàâíû íà îòêðûòîì ïëîòíîì ìíîæåñòâå U ⊂ Cn+m, ïîëó÷åííîì èç Cn+m óäàëåíèåì
(n +m)(n +m− 1)/2 ïëîñêîñòåé, çàäàííûõ óñëîâèÿìè ðàâåíñòâà äâóõ êîîðäèíàò. Çíà-
÷èò, ôóíêöèè |A| è R(f, g) ðàâíû âñþäó íà Cn+m.

Âòîðîé ñïîñîá ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî ïîëÿ. Ìû ðàññìîòðèì αi è βj êàê íåçàâèñèìûå
ïåðåìåííûå. Òîãäà êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ f è g, à òàêæå ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè (|A|
è R(f, g)) äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà (*) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò αi è βj. Ìû ìîæåì
ñîêðàòèòü íà îáùèå ìíîæèòåëè. Ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî |A| = R(f, g). Òåïåðü,
åñëè íóæíî, ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü âìåñòî αi è βj êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ.

Èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìàõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàíòà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Äàíà ñèñòåìà àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé {

f(x, y) = 0

g(x, y) = 0.
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ãäå f è g � ìíîãî÷ëåíû. Òðåáóåòñÿ èñêëþ÷èòü íåèçâåñòíóþ y è ñâåñòè ðåøåíèå ñèñòåìû
ê íàõîæäåíèþ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà îò îäíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì f è g
êàê ìíîãî÷ëåíû îò y c êîýôôèöèåíòàìè èç k[x]:

f = an(x)y
n + an−1(x)y

n−1 + · · ·+ a0(x),

g = bm(x)y
m + bm−1(x)y

m−1 + · · ·+ b0(x).

Âû÷èñëèòü ðåçóëüòàíò R = R(f, g) ïî y, êîòîðûé òàêæå áóäåò ýëåìåíòîì k[x], ò.å. ìíî-
ãî÷ëåíîì îò x. Ðåçóëüòàíò R = R(x) çàíóëÿåòñÿ ïðè x = α òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èëè ìíîãî÷ëåíû f(α, y) è g(α, y) èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí îáùèé êîðåíü èëè êîãäà
îáà ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòà an(α) è bm(α) çàíóëÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû
èç äâóõ óðàâíåíèé îò äâóõ íåèçâåñòíûõ ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèé îò îäíîé ïåðåìåííîé:
ñíà÷àëà R(x) = 0, à ïîòîì f(α, y) = 0 è g(α, y) = 0.

Ïðèìåð. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà{
x3y2 + x2y2 + xy + x+ 1 = 0

xy2 + x3y + x2y + y + 2 = 0.

Ðàññìîòðèì ëåâûå ÷àñòè êàê ìíîãî÷ëåíû îò y è çàïèøåì ðåçóëüòàíò:

R =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 + x3 x x+ 1 0

0 x2 + x3 x x+ 1
x x3 + x2 + 1 2 0
0 x x3 + x2 + 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Âû÷èñëÿÿ, ïîëó÷èì

R = x10 + 4x9 + 6x8 + 4x7 + 6x6 + 6x5 − 3x4 − x3 + x2.

Çàìåòèì, ÷òî êîðåíü x = 0 íå äàåò ðåøåíèÿ: ïðè x = 0 ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû â
ðàçëîæåíèÿõ f è g ïî ñòåïåíÿì y îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Íåïðèâîäèìîñòü äèñêðèìèíàíòà

Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ k îòëè÷íà îò 2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìíîãî-
÷ëåíîâ

k[t1, . . . , tn]An := {f ∈ k[t1, . . . , tn] | fγ = f ∀γ ∈ An}
íå ìåíÿþùèõñÿ ïðè âñåõ ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâêàõ ïåðåìåííûõ. ßñíî, ÷òî k[t1, . . . , tn]An

ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â k[t1, . . . , tn] è ñîäåðæèò âñå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Íàçî-
âåì k[t1, . . . , tn]An êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî çíàêîïåðåìåííîé

ãðóïïû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, k[t1, . . . , tn]An ñîäåðæèò ìíîãî÷ëåí Âàíäåðìîíäà

∆(t1, . . . , tn) :=
∏
i>j

(ti − tj) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 t1 t21 · · · tn−1

1

1 t2 t22 · · · tn−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 tn t2n · · · tn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
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íå ÿâëÿþùèéñÿ ñèììåòðè÷åñêèì. Òàêèì îáðàçîì,

k[t1, . . . , tn] ⫌ k[t1, . . . , tn]An ⫌ k[t1, . . . , tn]Sn .

Ïðè ëþáîé íå÷åòíîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ ìíîãî÷ëåí ∆(t1, . . . , tn) ìåíÿåò çíàê. Ïî-
ýòîìó ∆2(t1, . . . , tn) � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è ïîýòîìó îí âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëå-
ìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå: ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí D(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn] òàêîé,
÷òî

∆2(t1, . . . , tn) = D(σ1, . . . ,σn).

Ïðåäëîæåíèå. Ìíîãî÷ëåí D(x1, . . . , xn) íåïðèâîäèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå
íåïîñòîÿííûõ ìíîãî÷ëåíîâ

D(x1, . . . , xn) = D1(x1, . . . , xn)D2(x1, . . . , xn).

Ïîäñòàâèì σ1, . . . ,σn â D1. Ïîëó÷èì

D1(σ1, . . . ,σn) = c1
∏

(i,j)∈M1

(ti − tj),

ãäå c1 ∈ k, à M1, M2 � ïîäìíîæåñòâà â ìíîæåñòâå âñåõ ïàð M := {(i, j) | n ≥ i > j ≥ 1}
òàêèå, ÷òî M1 ∪ M2 = M è M1 ∩ M2 = ∅. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî (1, 2) ∈ M1, ò.å.
ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñîäåðæèò ìíîæèòåëü t1 − t2. Äëÿ i ̸= j ðàññìîòðèì
ïîäñòàíîâêó

γ :=

(
1 2 · · ·
i j · · ·

)
Òàê êàê D1 � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, òî D

γ
1 = D1, à çíà÷èò ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà ñîäåðæèò ìíîæèòåëü ti − tj èëè tj − ti, ãäå (i, j) � ëþáàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ
èíäåêñîâ. Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ ôàêòîðèàëüíîñòüþ êîëüöà k[t1, . . . , tn]. Ìû ïîëó÷àåì,
÷òî D1 â êîëüöå k[t1, . . . , tn] äåëèòñÿ íà∏

i>j

(ti − tj) = ∆.

Ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ ê D2, ïîëó÷àåì, ÷òî D2 òîæå äåëèòñÿ íà ∆. Íî èç ñî-
îáðàæåíèé ñòåïåíè òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Dk = ck∆, ck ∈ k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ
òðàíñïîçèöèÿ [i, j] ìåíÿåò çíàê ïîñëåäíåãî ìíîãî÷ëåíà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå. Äèñêðèìèíàíò Df (an, . . . , a0) ìíîãî÷ëåíà

f = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0

c íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì â k[an, . . . , a0].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äèñêðèìèíàíò Df ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîãî÷ëåíà
D = ∆2 ïîäñòàíîâêîé â íåãî ôîðìóë Âèåòà.
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Ñëåäñòâèå. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t, . . . , tn]An åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåò-

ñÿ â âèäå

f = f1 +∆f2,

ãäå f1 è f2 � ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � ëþáàÿ òðàíñïîçèöèÿ. Ïîëîæèì

f1 :=
1

2
(f + fγ), g :=

1

2
(f − fγ).

Òîãäà f = f1 + g. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f1 � ñèììåòðè÷åñêèé, à ìíîãî÷ëåí g � êîñî-
ñèììåòðè÷åñêèé, ò.å. gν = sgn(ν)g äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè ν ∈ Sn. Äëÿ ëþáîé ÷åòíîé
ïîäñòàíîâêè ω ïîäñòàíîâêà ω′ := γ ◦ ω ◦ γ òàêæå ÷åòíàÿ è (fγ)ω = fω◦γ. Îòñþäà

fω1 =
1

2
(fω + fω◦γ) =

1

2
(f + fγ◦ω

′
) =

1

2
(f + (fω

′
)γ) =

1

2
(f + fγ) = f1,

gω =
1

2
(fω − fω◦γ) = 1

2
(f − fγ◦ω′

) =
1

2
(f − (fω

′
)γ) =

1

2
(f − fγ) = g.

Ëþáàÿ íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà β ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ β = ω ◦ γ òðàíñïî-
çèöèè è ÷åòíîé: β = ω ◦ γ. Èìååì (fγ)β = fω = f . Îòñþäà

fβ1 =
1

2
(fω◦γ + f) =

1

2
(fγ◦ω

′
+ f) =

1

2
((fω

′
)γ + f) =

1

2
(fγ + f) = f1,

gβ =
1

2
(fω◦γ − f) = 1

2
(fγ◦ω

′ − f) = 1

2
((fω

′
)γ − f) = 1

2
(fγ − f) = −g.

Òàêèì îáðàçîì, f1 � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè ν ∈ Sn èìååì
gν = sgn(ν)g. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî g äåëèòñÿ íà ∆.

Òàê êàê ∆ν = sgn(ν)∆, òî (g∆)ν = g∆ äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè ν ∈ Sn, ò.å. g∆ �
ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Â êîëüöå k[t, . . . , tn]Sn ìíîãî÷ëåí D = ∆2 äåëèò (g∆)2 =
g2∆2. Òàê êàê D íåïðèâîäèì è êîëüöî k[t, . . . , tn]Sn ≃ k[x1, . . . , xn] ôàêòîðèàëüíî, òî îí
äåëèò è g∆. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí f2 òàêîé, ÷òî Df2 = ∆2f2 =
g∆. Ñîêðàùàÿ íà ∆, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî g = ∆f2 â êîëüöå k[t, . . . , tn]An . Òàêèì îáðàçîì,
f = f1 +∆f2. ßñíî, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.
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Ñìåæíûå êëàññû. Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû. Ñâîé-

ñòâà. Ïðèìåðû. Ôàêòîðãðóïïû. Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï.

Ñìåæíûå êëàññû è òåîðåìà Ëàãðàíæà

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ A, B ⊂ G ãðóïïû G ïîëîæèì

AB := {ab | a ∈ A, b ∈ B}.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîäãðóïïû H ⊂ G è ýëåìåíòà a ∈ H ïîäìíîæåñòâî

aH := {ah | h ∈ H}

íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûå ñìåæíûå êëàñ-
ñû:

Ha := {ha | h ∈ H}.

Ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ îáîçíà÷àåòñÿ G/H. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
G/H îáîçíà÷àåòñÿ [G : H] è íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H.

Çàìå÷àíèå. (1) Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò ñâîåìó ñìåæíîìó êëàñ-
ñó: a ∈ aH.

(2) Ñàìà ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûì êëàññîì, ïðè÷åì êàê ëåâûì, òàê è ïðàâûì:
H = 1H = H 1.

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñü ñìåæíîãî êëàññà â âèäå aH íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé:

Ëåììà. aH = a′H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò h ∈ H a′ = ah.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè aH = a′H, òî a′ ∈ aH è òîãäà a′ = ah äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H.
Îáðàòíî, åñëè a′ = ah äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H, òî a′h′ = ahh′ ∈ aH è ïîýòîìó a′H ⊂ aH.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü H ⊂ G � ëþáàÿ ïîäãðóïïà.

(1) Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ aH ∈ G/H.
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(2) Åñëè äâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññà a1H è a2H ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè ñîâïàäàþò.

(3) Âñå ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ðàâíîìîùíû.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó a ∈ aH.
(2) Ïóñòü a ∈ a1H ∩ a2H. Òîãäà a = a1h1 = a2h2 äëÿ íåêîòîðûõ h1, h2 ∈ H. Îòñþäà

a2 = a1(h1h
−1
2 ) è a1H = a2H ïî ëåììå.

(3) Îòîáðàæåíèå H → aH, h 7→ ah ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Ëàãðàíæà). Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî

|G| = |H| · [G : H].

Â ÷àñòíîñòè, ïîðÿäîê ïîäãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû: G = ∪a∈GaH, ãäå âñå ñìåæíûå êëàññû íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ è ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êàæäîì êëàññå ðàâíî |H|.

Ñëåäñòâèå. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà ðàâåí ïîðÿäêó ïîðîæäåííîé èì ïîäãðóïïû.

Ñëåäñòâèå. Åñëè |G| = n, òî an = 1 äëÿ âñåõ a ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè am = 1, òî m äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê ýëåìåíòà.

Ñëåäñòâèå. Ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà � öèêëè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |G| = p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî òî ïðÿäîê ëþáîãî íååäèíè÷íîãî
ýëåìåíòà äîëæåí áûòü ðàâåí p.

Ñëåäñòâèå (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà mp ≡ m mod p,
äëÿ âñåõ m ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî Z/pZ � ïîëå. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî (Z/pZ)∗ íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ � ãðóïïà ïîðÿäêà p − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, mp−1 ≡ 1 mod p, äëÿ âñåõ öåëûõ
÷èñåë m, íå äåëÿùèõñÿ íà p.

Ïðèìåðû. (1) Ïóñòü G = H. Òîãäà G/H ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà.

(2) ÏóñòüG = Sn èH = An. Òîãäà èìååòñÿ ðîâíî 2 ñìåæíûõ êëàññà: ÷åòíûå è íå÷åòíûå
ïîäñòàíîâêè.

(3) Ïóñòü G = GLn(k) è H = SLn(k). Òîãäà ñìåæíûå êëàññû G/H � ìàòðèöû ñ ôèê-
ñèðîâàííûì îïðåäåëèòåëåì.

(4) Ïóñòü G = C∗ è H = {z | |z| = 1}. Òîãäà ñìåæíûå êëàññû G/H � êîìïëåêñíûå
÷èñëà ñ ôèêñèðîâàííûì ìîäóëåì.
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Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà H ⊂ G ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé (îáîçíà÷àåòñÿ
H ◁G), åñëè gH = Hg äëÿ âñåõ g ∈ G.

Ïðèìåðû. (1) Â àáåëåâîé ãðóïïå ëþáàÿ ïîäãðóïïà íîðìàëüíà.

(2) Â ëþáîé ãðóïïå G èìåþòñÿ òðèâèàëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû G è {1}.

(3) SLn(k)◁GLn(k).

(4) An◁ Sn.

Óòâåðæäåíèå. Ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 íîðìàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ ðîâíî äâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññà, ïðè÷åì îäèí
èç íèõ � ñàìà ïîäãðóïïà H:

G/H = {H, aH}, ãäå a ∈ G \H.

Àíàëîãè÷íî, èìååòñÿ ðîâíî äâà ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññà:

{H, Ha}, ãäå a ∈ G \H.

Íî òîãäà aH = G \H = Ha.

Ïðåäëîæåíèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) H ◁G;

(2) gHg−1 ⊂ H äëÿ âñåõ g ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ◁ G, ò.å. gH = Hg äëÿ âñåõ g ∈ G è ïóñòü
h ∈ H. Òîãäà gh ∈ Hg. Ñëåäîâàòåëüíî, gh = h′g äëÿ íåêîòîðîãî h′ ∈ H è ïîýòîìó
ghg−1 = h′ ∈ H. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî gHg−1 ⊂ H.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî gHg−1 ⊂ H. Ïóñòü g ∈ G è ïóñòü gh ∈ gH, ãäå h ∈ H. Òîãäà
ghg−1 = h′ ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî, gh = h′g ∈ Hg è ïîýòîìó gH ⊂ Hg. Îáðàòíîå âêëþ÷å-
íèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, â óñëîâèÿõ âûøå âåðíî ðàâåíñòâî gHg−1 = H. (Äîêàæèòå
ñàìîñòîÿòåëüíî).

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû a è a′ ãðóïïû G ñîïðÿæåíû, åñëè ñóùåñòâóåò
x ∈ G òàêîé, ÷òî a′ = xax−1.

Íå ýòî ñîïðÿæåíèå ïóòàéòå ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì!
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-

ëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå
êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.
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Ñëåäñòâèå. Ïîäãðóïïà H ⊂ G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

ñîñòàâëåíà èç êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò ãðóïïû g ∈ g è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

(*) Φg : G −→ G, x 7−→ gxg−1.

Óòâåðæäåíèå. Îòîáðàæåíèå Φg, çàäàííîå ôîðìóëîé (*), ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì

ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G èìååì

Φg(xy) = gxyg−1 = gxg−1gyg−1 = Φg(x)Φg(y).

Ñëåäîâàòåëüíî, Φg ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Äàëåå,

Φg ◦ Φg−1(x) = g(g−1xg)g−1 = x.

Ñëåäîâàòåëüíî, Φg−1 � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê Φg. Òàêèì îáðàçîì, Φg � èçîìîðôèçì.

Àâòîìîðôèçìû âèäà (*) íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè.

Ñëåäñòâèå. Ïîäãðóïïà H ⊂ G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè âñåõ âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìàõ:

Φg(H) ⊂ H

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G.
Çàìå÷àíèå. (1) Â àáåëåâîé ãðóïïå âñå âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ òîæäå-

ñòâåííûìè. Îáðàòíîå òîæå âåðíî: åñëè â ãðóïïå âñå âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû
ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè, òî ãðóïïà àáåëåâà.

(2) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â àáåëåâîé ãðóïïå ïîðÿäêà ïîðÿäêà áîëüøåãî 2 èìåþòñÿ íåòðè-
âèàëüíûå àâòîìîðôèçìû. (íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå a 7−→ a−1). Ýòî ïîêàçûâàåò,
÷òî äàëåêî íå âñå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè.

Îïðåäåëåíèå. Öåíòðîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Z(G) := {z ∈ G | gz = zg ∀g ∈ G}.

Óòâåðæäåíèå. Öåíòð Z(G) ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G. Áîëåå
òîãî, ëþáàÿ ïîäãðóïïà H ⊂ Z(G) íîðìàëüíà â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z1, z2 ∈ Z(G). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G èìååì zig = gzi.
Ñëåäîâàòåëüíî,

(z1z2)g = z1(z2g) = z1(gz2) = (z1g)z2) = (gz1)z2) = g(z1z2),

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ z ∈ Z(G) è g ∈ G èìååì zg = gz. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè
ñïðàâà è ñëåâà íà z−1 ïîëó÷èì gz11 = z11g. Òàêèì îáðàçîì, Z(G) � ïîäãðóïïà â G. Åñëè
H ⊂ Z(G) � ïîäãðóïïà, òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ z ∈ H è g ∈ G èìååì

Φg(z) = gzg−1 = zgg−1 = z ∈ H.

Ñëåäîâàòåëüíî, H ◁G.
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Ïðèìåð. (1) Öåíòð Z(G) ãðóïïûG ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîéG òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà àáåëåâà.

(2) Öåíòð Z(Sn) ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn òðèâèàëåí.

(3) Öåíòð Z(GLn(k)) ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû GLn(k) ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö.
Öåíòð Z(SLn(k)) ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïû SLn(k) ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ ìàò-
ðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Óòâåðæäåíèå. Ïîäãðóïïà H ⊂ G ïîðÿäêà 2 íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

H ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H = {1, h}. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G èìååì Φg(h) ∈ H è
Φg(h) ̸= 1. Ñëåäîâàòåëüíî, Φg(h) = h. Òîãäà ghg−1 = h è gh = hg.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà Sn íå ñîäåðæèò íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïî-
ðÿäêà 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ òðàíñïîçèöèÿ ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 2 â Sn.
Âñå ýòî ïîäãðóïïû íå ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè.

Ôàêòîðãðóïïû

Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G (â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè). Íàïîìíèì,
÷òî ÷åðåç G/H ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Îïðåäåëèì
óìíîæåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(�) (aH) · (bH) = (ab)H.

Ëåììà. Îïðåäåëåííîå âûøå óìíîæåíèå íå çàâèñèò îò ñïîñîáà çàïèñè ñìåæíûõ êëàñ-

ñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü aH = a′H è bH = b′H. Òîãäà a′ = ah1 è b
′ = bh2 äëÿ íåêîòîðûõ

h1, h2 ∈ H. Èìååì
a′b′ = (ah1)(bh2) = (ab)(b−1h1b)h2,

ãäå b−1h1b ∈ H (ïîñêîëüêó H ◁G). Ñëåäîâàòåëüíî, a′b′ = abh äëÿ h := (b−1h1b)h2 ∈ H è
ïîýòîìó (aH) · (bH) = (ab)H.

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàëîñü íà íîðìàëü-
íîñòü ïîäãðóïïû H. Íà ñàìîì äåëå, âåðíî è îáðàòíîå: åñëè ôîðìóëà (�) çàäàåò êîððåêò-
íîå óìíîæåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ, òî ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

Ïðåäëîæåíèå. G/H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííîãî âûøå óìíîæå-

íèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

(aH · bH) · cH = (ab)cH = a(bc)H = aH · (bH · cH).

Ýòî äîêàçûâàåò àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè. Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â G/H ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûé ñìåæíûé êëàññ 1H = H, à îáðàòíûì ê ýëåìåíòó aH ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò
a−1H.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîñòðîåííàÿ ãðóïïà G/H íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû G ïî íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïå H.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ (�) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå π : G →
G/H, a 7→ aH ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî

|G/H| = [G : H] =
|G|
|H|

.

Ïðèìåð. Ïóñòü G := C∗ è ïóñòü H :=
{
z
∣∣ |z| = 1

}
. Êàæäûé ýëåìåíò z ∈ C∗ åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå z = αz0, ãäå α ∈ R>0, z0 ∈ H. Ïîýòîìó êàæäûé
ñìåæíûé êëàññ G/H ìîæíî îäíîçíà÷íî çàïèñàòü â âèäå αH, α ∈ R>0. Ñëåäîâàòåëüíî,
G/H ≃ R>0.

Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè a1, . . . , an. Åñëè äëÿ äâóõ ãîìî-
ìîðôèçìîâ φ1 : G→ G1 è φ2 : G→ G1 èìååì φ1(ai) = φ2(ai) äëÿ âñåõ i, òî φ1 = φ2.

Òåîðåìà. Ïóñòü φ : G→ G1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà

(1) Ker(φ)◁G.

(2) Îáðàç φ(G) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G1 è èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

ψ : G/Ker(φ)→ φ(G)

òàêîé, ÷òî φ = ψ ◦ π, ãäå π : G → G/Ker(φ) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì íà

ôàêòîðãðóïïó. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî äèàãðàììà

G
φ //

π

$$

G1

G/Ker(φ)

ψ
99

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì H := Ker(φ). Ïóñòü a ∈ H. Òîãäà φ(a) = 1. Äëÿ ëþáîãî
b ∈ G èìååì φ(bab−1) = φ(b)φ(a)φ(b)−1) = φ(b)φ(b)−1) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, bab−1 ∈ H.
Òàêèì îáðàçîì, H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.

Îïðåäåëèì ψ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ψ(aH) = φ(a). Âî-ïåðâûõ ïðîâåðÿåì, ÷òî ýòî
îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Ïóñòü aH = a′H. Òîãäà a′ = ah äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H. Îòñþäà

ψ(a′H) = φ(ah) = φ(a)φ(h) = φ(a) = ψ(aH).

Äàëåå ïðîâåðÿåì, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì:

ψ(aH · bH) = ψ
(
(ab)H

)
= φ(ab) = φ(a)φ(b) = ψ(aH)ψ(bH).

Äëÿ ïðîâåðêè èíúåêòèâíîñòè ãîìîìîðôèçìà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åãî ÿäðî òðè-
âèàëüíî. Ïóñòü ψ(aH) = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ(a) = 1 è a ∈ H. Îòñþäà aH = H. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì ψ èíúåêòèâåí. Íàêîíåö, ψ ñþðúåêòèâíî ïî ïîñòðîåíèþ.
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Ïðèìåðû. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èçîìîðôèçìû:

(1) Sn /An ≃ {±1};

(2) GLn(k)/ SLn(k) ≃ k∗;

(3) R∗/{±1} ≃ R>0;

(4) C∗/µn ≃ C∗;

(5) On(R)/ SOn(R) ≃ {±1}.
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Ëåêöèÿ 21

Èäåàëû â êîëüöàõ. Ïðèìåðû. Ôàêòîðêîëüöà. Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå êîëåö. Ôàêòîðïðî-

ñòðàíñòâà. Ôàêòîðàëãåáðû.

Èäåàëû

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà I ⊂ R àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà íàçûâàåòñÿ (äâóñòîðîí-
íèì) èäåàëîì, åñëè aI ⊂ I è Ia ⊂ I äëÿ ëþáîãî a ∈ R.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà I ⊂ R àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ñîîòâ.,
ïðàâûì) èäåàëîì, åñëè aI ⊂ I (ñîîòâ., Ia ⊂ I) äëÿ ëþáîãî a ∈ R.

Ïðèìåðû. (1) Â êàæäîì êîëüöå èìååòñÿ èäåàë (0) := {0}, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ íóëå-
âûì. Âñå êîëüöî R � òàêæå èäåàë.

(2) Ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë � èäåàë â êîëüöå Z. Áîëåå îáùèé ïðèìåð, ìíîæåñòâî
âñåõ öåëûõ ÷èñåë (n) = nZ, äåëÿùèõñÿ íà n � èäåàë â Z.

(3) Â êîëüöå ìàòðèö Matn(k) àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà

I :=


0 ∗ · · · ∗
. . . . . . . . . . . .

0 ∗ · · · ∗




(ìàòðèö ñ íóëåâûì ëåâûì ñòîëáöîì) èäåàëîì íå ÿâëÿåòñÿ. Îäíàêî îíà ÿâëÿåòñÿ
ëåâûì èäåàëîì: äëÿ âñåõ A ∈ I, äëÿ âñåõ B ∈ Matn(k) BA ∈ I.
Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â êîëüöåMatn(k) íåò èäåàëîâ, êðîìå íóëåâîãî
è åäèíè÷íîãî. Êîëüöà ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî è ïóñòü a1, . . . , an ∈ R.
Ìíîæåñòâî

(a1, . . . , an) := {a1b1 + · · · anbn | bi ∈ R}

ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â R. Îí íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ýëåìåíòàìè a1, . . . , an.
Ýòî íàèìåíüøèé èäåàë, ñîäåðæàùèé a1, . . . , an. Èäåàë, ïîðîæäåííûé îäíèì ýëåìåíòîì,
ò. å. èäåàë âèäà

(a) := {ab | b ∈ R}
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íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì. Ãîâîðÿò, ÷òî R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, åñëè â íåì êàæäûé èäåàë
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî (1) = R. Ýòîò èäåàë íàçûâàåòñÿ
åäèíè÷íûì.

Ïðèìåð. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Åñëè íåêîòîðûé
èäåàë I ñîäåðæèò îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî îí ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì: â ýòîì ñëó÷àå èç a ∈ I
ñëåäóåò, ÷òî 1 = aa−1 ∈ I. Îòñþäà I = (1) = R.

Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé èäåàë â ïîëå ÿâëÿåòñÿ èëè íóëåâûì èëè åäèíè÷íûì.

Ïðèìåð. (1) Â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z ëþáîé èäåàë I ⊂ Z ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Åñ-
ëè I ̸= (0), òî îí ïîðîæäàåòñÿ íàèìåíüøèì ïî ìîäóëþ ýëåìåíòîì n ∈ I \ {0}.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m ∈ I � äðóãîé ýëåìåíò, òî âûïîëíÿÿ äåëåíèå ñ îñòàòêîì ïî-
ëó÷èì m = qn+ r, ãäå 0 ≤ r < |n|. Íî òîãäà r = n−mq ∈ I � ìåíüøèé ïî ìîäóëþ
ýëåìåíò èäåàëà I. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ r = 0 è, òàêèì îáðàçîì, m = nq.
Ñëåäîâàòåëüíî, I = (n). Ìû äîêàçàëè, ÷òî Z � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ.

(2) Àíàëîãè÷íî, â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé k[t] íàä ïîëåì ëþáîé
èäåàë I ⊂ k[t] ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Åñëè I ̸= (0) è I ̸= (1), òî îí ïîðîæäàåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì íàèìåíüøåé ñòåïåíè f ∈ I. Äåéñòâèòåëüíî, êàê è âûøå, åñëè g ∈ I �
äðóãîé ýëåìåíò, òî âûïîëíÿÿ äåëåíèå ñ îñòàòêîì ïîëó÷èì g = qf + r, ãäå deg(r) <
deg(f) èëè r = 0. Íî òîãäà r = g − qf ∈ I. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ r = 0 è,
òàêèì îáðàçîì, g = qf . Ñëåäîâàòåëüíî, I = (f). Ìû äîêàçàëè, ÷òî k[t] � òàêæå
êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ëþáîå åâêëèäîâî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

(3) Â êîëüöå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé k[[t]] íàä ïîëåì ëþáîé
èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Íà ñàìîì äåëå, ëþáîé íååäèíè÷íûé èäåàë â k[[t]] èìååò
âèä (tn) äëÿ íåêîòîðîãî n.

(4) Â êîëüöå O ñõîäÿùèõñÿ â òî÷êå 0 ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ëþáîé
èäåàë òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

(5) Ëþáîé ýëåìåíò (α1, . . . , αn) n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà kn îïðåäåëÿåò èäåàë

(t1 − α1, . . . , t− αn)

â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ k[t1, . . . , tn]. Ïðè n ≥ 2 òàêîé èäåàë ãëàâíûì íå ÿâëÿåòñÿ.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èäåàë (t1 − α1, . . . , t− αn) ñîâïàäàåò ñ èäåàëîì

{f ∈ k[t1, . . . , tn] | f(α1, . . . , αn) = 0},

ñîñòîÿùèì èç ìíîãî÷ëåíîâ, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â òî÷êå (α1, . . . , αn).

(6) Ïóñòü R = C[a, b] � êîëüöî âåùåñòâåííîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå.
Ôóíêöèè, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü à íåêîòîðîé òî÷êå îáðàçóþò èäåàë

Ic := {f ∈ C[a, b] | f(c) = 0}.

Ýòîò èäåàë íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Áîëåå òîãî, îí íå ìîæåò áûòü ïîðîæäåí íèêàêèì
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñâîèõ ýëåìåíòîâ.
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Ôàêòîðêîëüöà

Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà R. Íà ôàêòîðãðóïïå R/I àääèòèâíîé ãðóïïû îïðåäåëèì óìíî-
æåíèå ïî ïðàâèëó

(*) (a+ I)(b+ I) = ab+ I.

Óòâåðæäåíèå. Îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (*) óìíîæåíèå íå çàâèñèò îò âèäà çàïèñè

ñìåæíûõ êëàññîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a+ I = a′ + I è b+ I = b′ + I. Òîãäà a′ = a+ c è b′ = b+ d äëÿ
íåêîòîðûõ c, d ∈ I. Îòñþäà

a′b′ − ab = ad+ cb+ cd ∈ I

è ïîýòîìó a′b′ + I = ab+ I.

Òàêèì îáðàçîì, íà ôàêòîðãðóïïå R/I êîððåêòíî îïðåäåëåíî óìíîæåíèå. Îíî óäî-
âëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì äèñòðèáóòèâíîñòè:(

(a+ I) + (b+ I)
)
(c+ I) =

(
(a+ b) + I

)
(c+ I) = (a+ b)c+ I =

= (ac+ bc) + I = (ac+ I) + (bc+ I) = (a+ I)(c+ I) + (bc+ I)(c+ I).

Ñëåäîâàòåëüíî, R/I ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå

π : R −→ R/I, a 7−→ a+ I

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö.

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöî R/I ñ óìíîæåíèåì, çàäàííûì ôîðìóëîé (*) íàçûâàåòñÿ ôàê-

òîðêîëüöîì êîëüöà R ïî èäåàëó I.

Ñ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôàêòîðêîëåö ìû óæå ñòàëêèâàëèñü: êîëüöî âû÷åòîâ Z/nZ ÿâëÿ-
åòñÿ ôàêòîðêîëüöîì êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z ïî èäåàëó nZ.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

� êîëüöî R àññîöèàòèâíî, òî R/I àññîöèàòèâíî,

� êîëüöî R êîììóòàòèâíî, òî R/I êîììóòàòèâíî,

� êîëüöî R èìååò åäèíèöó 1 è 1 /∈ I, òî R/I èìååò åäèíèöó.
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Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå êîëåö

Òåîðåìà. Ïóñòü φ : R→ R1 � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà

(1) Ker(φ) � èäåàë â R.

(2) Îáðàç φ(R) ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â R1. Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

ψ : R/Ker(φ) −→ φ(R)

òàêîé, ÷òî φ = ψ ◦ π, ãäå π : R → R/Ker(φ) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì íà

ôàêòîðêîëüöî. Òàêèì îáðàçîì, äèàãðàììà

R
φ //

π

$$

R1

R/Ker(φ)

ψ
99

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì I := Ker(φ). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï.
Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî I � ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû R è èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîð-
ôèçì ãðóïï ψ : R/I → φ(R), ψ(a+ I) = φ(a). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì
êîëåö:

ψ((a+ I)(b+ I)) = ψ(ab+ I) = φ(ab) = φ(a)φ(b) = ψ(a+ I)ψ(b+ I).

Ïðèìåðû. � Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

φ : C[a, b] −→ R, f 7−→ f(c).

Îí ñþðúåêòèâåí è Kerφ = IC . Ñëåäîâàòåëüíî, C[a, b]/Ic ≃ R.

� Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

φ : R[t] −→ C, f 7−→ f(i).

Îí ñþðúåêòèâåí è Kerφ = (t2 + 1). Ñëåäîâàòåëüíî, R[t]/(t2 + 1) ≃ C.

Ôàêòîðïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k è W ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî. Íà ôàê-
òîðãðóïïå V/W àääèòèâíîé ãðóïïû îïðåäåëèì óìíîæåíèå íà ñêàëÿðû

(�) λ(v +W ) = (λv) +W, λ ∈ k.

Êàê è â êîíñòðóêöèÿõ âûøå, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (�) óìíîæåíèå íå çàâèñèò îò
âèäà çàïèñè ñìåæíîãî êëàññà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v+W = v′ +W . Òîãäà v′ = v+w
äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ W . Îòñþäà

λv′ − λv = λ(v′ − v) = λw ∈ W
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è ïîýòîìó (λv′) +W = (λv) +W .
Òàêèì îáðàçîì, íà ôàêòîðãðóïïå V/W êîððåêòíî îïðåäåëåíî óìíîæåíèå íà ñêàëÿðû.

Îíî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

(1)
(λ+ µ)(v +W ) = (λ+ µ)v +W =

= (λv + µv) +W = λv +W + µv +W = λ(v +W ) + µ(v +W ).

(2)
λ
(
(v1 +W ) + (v2 +W )

)
= λ

(
(v1 + v2) +W

)
=

= (λ(v1 + v2)) +W = (λv1 + λv2) +W = (λv1 +W ) + (λv2 +W ),

(3) (λµ)(v +W ) = (λµ)v +W = λ(µv) +W = λ(µv +W ) = λ(µ(v +W )).

(4) 1 (v +W ) = 1v +W = v +W.

Ñëåäîâàòåëüíî, V/W ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì. Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå

π : V −→ V/W, v 7−→ v +W

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî. Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , em â

W è äîïîëíèì åãî äî áàçèñà e1, . . . , en âñåãî ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà äëÿ π(ei) � íóëåâûå
âåêòîðû â V/W äëÿ i = 1, . . . ,m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû
π(en−m), . . . , π(en) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò áàçèñ â V/W . Â
÷àñòíîñòè, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

dim(V/W ) = dim(V )− dim(W ).

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî V/W ñ óìíîæåíèåì, çàäàííûì ôîðìóëîé (*) íàçûâàåòñÿ
ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V ïî ïîäïðîñòðàíñòâó W .

Òåîðåìà. Ïóñòü φ : V → V1 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà

(1) Ker(φ) � ïîäïðîñòðàíñòâî â V .

(2) Îáðàç φ(V ) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V1. Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîð-

ôèçì

ψ : V/Ker(φ) −→ φ(V )

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

V
φ //

π

$$

V1

V/Ker(φ)

ψ

::

êîììóòàòèâíà, ãäå π : V → V/Ker(φ) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì íà ôàêòîð-

ïðîñòðàíñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì W := Ker(φ). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ãîìîìîðôèçìå
ãðóïï. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî W � ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû V è èìååòñÿ åñòåñòâåí-
íûé èçîìîðôèçì ãðóïï ψ : V/W → φ(V ), ψ(v+W ) = φ(v). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ψ �
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ:

ψ
(
λ(v +W )

)
= ψ(λv +W ) = φ(λv) = λφ(v) = λψ(v +W ).

Ïðèìåð. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì e1, . . . , ben è ïóñòü
U ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè e1, . . . , bem, m ≤ n. Ðàññìîòðèì
ïðîåêöèþ V íà U , ò.å. ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé

φ : (x1, . . . , xm, . . . , xn) 7−→ (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0).

ßäðîì îòîáðàæåíèÿ áóäåò ïîäïðîñòðàíñòâî W , ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè em+1, . . . , ben.
Ñëåäîâàòåëüíî, V/W ≃ U .

Ôàêòîðàëãåáðû

Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì k. Èäåàëîì â àëãåáðå íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî â I ⊂ A
òàêîå, ÷òî

� I � èäåàë â A, ãäå A ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîëüöî,

� I � ïîäïðîñòðàíñòâî â A, ãäå A ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü I � èäåàë àëãåáðû A. Ñîãëàñíî ïðîâåðåííûì âûøå ôàêòàì íà ôàêòîðãðóïïå
A/I êîððåêòíî îïðåäåëåíî óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ ìåæäó ñîáîé è óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ
íà ñêàëÿðû, ïðè÷åì A/I ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî êîëüöîì è âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Äëÿ ëþáûõ λ ∈ k è a, b ∈ A èìååì

λ
(
(a+ I) · (b+ I)

)
= λ

(
(a · b) + I

)
= λ(a · b) + I = (λa) · b+ I = (λa+ I) · (b+ I),

= λa · (λb) + I = (a+ I) · (λb+ I).

Ñëåäîâàòåëüíî, A/I ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé. Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå

π : A −→ A/I, a 7−→ a+ I

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñòðîåííàÿ âûøå àëãåáðà A/I íàçûâàåòñÿ ôàêòîðàëãåáðîé àëãåáðû A
ïî èäåàëó I.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

� åñëè àëãåáðà A àññîöèàòèâíà, òî è A/I ôàêòîðàëãåáðà àññîöèàòèâíà,

� åñëè àëãåáðà A êîììóòàòèâíà, òî è A/I ôàêòîðàëãåáðà êîììóòàòèâíà,

� åñëè àëãåáðà A èìååò åäèíèöó 1 è 1 /∈ I, òî A/I èìååò åäèíèöó.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìû � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå òåîðåì î ãîìîìîðôèçìàõ êîëåö
è âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå àëãåáð). Ïóñòü φ : A→ A1 � ãîìîìîðôèçì àëãåáð.

Òîãäà

(1) Ker(φ) � èäåàë â A.

(2) Îáðàç φ(A) ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â A1. Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì àë-

ãåáð

ψ : A/Ker(φ) −→ φ(A)

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

A
φ //

π

$$

A1

A/Ker(φ)

ψ
99

êîììóòàòèâíà, ãäå π : A → A/Ker(φ) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì íà ôàêòî-

ðàëãåáðó.
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Ïðîñòûå ïîëÿ. Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé.Òåîðåìà î áàøíå ïîëåé. Ïðèñîåäèíåíèå ê ïîëþ êîðíÿ íåïðè-

âîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà. Àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ.

Ëåêöèÿ îòìåíåíà. Îòëîæåíî

Ïðîñòûå ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ñîáñòâåííîãî ïîäïîëÿ, íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòûì ïîëåì.

Êàæäîå ïîëå k ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå ïðîñòîå ïîëå � ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäïîëåé â
k. Ïðèìåðàìè ïðîñòûõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è ïîëÿ âû÷åòîâ
Fp := Z/pZ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p. Íèæå ìû äîêàæåì è îáðàòíîå.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîëüöà R ñ åäèíèöåé êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ϕ : Z −→ R, n 7−→ n · 1.

è ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçì êîëåö.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü k � ïîëå.

(1) Åñëè char(k) = 0, òî ãîìîìîðôèçì ϕ èíúåêòèâåí.

(2) Åñëè char(k) = p > 0, òî Ker(ϕ) = pZ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè char(k) = 0, òî ϕ(m) = m · 1 ̸= 0 äëÿ ëþáîãî m ∈ Z. Ñëåäîâà-
òåëüíî, Ker(ϕ) = (0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî char(k) = p > 0. Òîãäà p � ïîðÿäîê åäèíèöû â àääèòèâíîé ãðóïïå
ïîëÿ. Â ÷àñòíîñòè, p·1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, p ∈ Ker(ϕ). Îáðàòíî, ïóñòüm ∈ Ker(ϕ). Òîãäà
m · 1 = 0 è ïîýòîìó m äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê åäèíèöû p. Òàêèì îáðàçîì, Ker(ϕ) = pZ.

Òåîðåìà. Ëþáîå ïðîñòîå ïîëå k èçîìîðôíî Q èëè Fp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé char(k) = p > 0. Èç óòâåðæäåíèÿ è òåî-
ðåìû î ãîìîìîðôèçìå ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(Z) ≃ Z/Ker(ϕ) = Fp ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â k, à
òàê êàê k � ïðîñòîå, òî ϕ(Z) ñîâïàäàåò ñ k.

159
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé char(k) = 0. Òîãäà ãîìîìîðôèçì ϕ èíúåêòèâåí è Z :=
ϕ(Z) � ïîäêîëüöî â k, èçîìîðôíîå Z. Ýëåìåíòû âèäà a/b, a, b ∈ Z, b ̸= 0 îáðàçóþò
ïîäïîëå k0 â k. Òàê êàê ïîëå k � ïðîñòîå, òî k0 ñîâïàäàåò ñ k. Òîãäà k äîëæíî ñîâïàäàòü
ñ ïîëåì ÷àñòíûõ Frac(Z). Òàê êàê Z ≃ Z, òî k ≃ Frac(Z) ≃ Frac(Z) ≃ Q.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ïîëå ïîëó÷àåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Fp èëè Q.

Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé

Ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Çàìåòèì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì íàä k. Ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè K êîíå÷íîìåðíî êàê âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä k. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü ýòîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâà-
åòñÿ ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ [K : k].

Äëÿ ýëåìåíòîâ θ1, . . . , θn ∈ K îáîçíà÷èì ÷åðåç k[θ1, . . . , θn] (ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç
k(θ1, . . . , θn)) � íàèìåíüøåå ïîäêîëüöî (ñîîòâåòñòâåííî ïîäïîëå) â K, ñîäåðæàùåå k è
âñå θ1, . . . ,θn. ßñíî, ÷òî

k[θ1, . . . , θn] =
{∑

αk1,...,knθ
k1
1 · · · θknn | αk1,...,kn ∈ k, kj ≥ 0

}
,

k(θ1, . . . , θn) =
{
β
γ
| β, γ ∈ k[θ1, . . . , θn], γ ̸= 0

}
.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò θ ∈ K àëãåáðàè÷åí íàä k, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëå-
âîé ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t], äëÿ êîòîðîãî f(θ) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíò θ íàçûâà-
åòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì íàä k. Ðàñøèðåíèå ïîëåé K/k íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè
êàæäûé ýëåìåíò θ ∈ K àëãåáðàè÷åí íàä k.

Ïðèìåð. Ïóñòü K/R � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà K = R èëè K ≃ C (êàê ïîëå
íàä R).

Ïðèìåð. (1) Ïóñòü k = Q, à K = C. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî Q[t] âñåõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ íàä Q ñ÷åòíî. Ïîýòîìó ñ÷åòíî òàêæå è ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ A ⊂ C. Îäíàêî ìíîæåñòâî C íåñ÷¼òíî. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàíñ-
öåíäåíòíûõ íàä Q ýëåìåíòîâ ïîëÿ C �ñóùåñòâåííî áîëüøå� ÷åì àëãåáðàè÷åñêèõ.
Îäíàêî, äîêàçàòü òðàíñöåíäåíòíîñòü êîíêðåòíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äîâîëüíî
ñëîæíî.

(2) Äëÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t, ïóñòü k(t) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé íàä k.
Ëþáîé ýëåìåíò f ∈ k(t) \ k ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû.

(1) ýëåìåíò θ ∈ K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä k;

(2) êîëüöî k[θ], êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k, êîíå÷íîìåðíî;

(3) êîëüöî k[θ] ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (1)=⇒(2) Ïóñòü θ ∈ K � àëãåáðàè÷åñêèé íàä k ýëåìåíò è ïóñòü f ∈ k[t]
� íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî f(θ) = 0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò f ðàâåí 1, ò.å.

f = tn + λn−1t
n−1 + · · ·λ1t+ λ0.

Òîãäà
θn = −λn−1θ

n−1 − · · ·λ1θ− λ0
è ìû ìîæåì (ïî èíäóêöèè) âûðàçèòü âñå ñòåïåíè θ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè 1, θ, . . . , θn−1

ñ êîýôôèöèåíòàìè â k. Òàêèì îáðàçîì, k[θ] êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k ïîðîæ-
äàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

(2)=⇒(3) Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò b ∈ k[θ] èìååò îá-
ðàòíûé. Ðàññìîòðèì k[θ] êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k è ðàññìîòðèì ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ

φb : k[θ] −→ k[θ], φb : α 7−→ bα.

Òàê êàê â k[θ] íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî ýòî îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî. Òàê êàê k[θ] êî-
íå÷íîìåðíî, òî îíî è ñþðúåêòèâíî. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b−1 ∈ k[θ] òàêîé, ÷òî
φb(b

−1) = b b−1 = 1.
(3)=⇒(1) Ìû ìîæåì çàïèñàòü θ−1 =

∑n
k=0 λkθ

k. Îòñþäà

n∑
k=0

λkθ
k+1 − 1 = 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè K/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå, òî ëþáîé ýëåìåíò β ∈ K ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì íàä k.

Òåîðåìà î áàøíå ïîëåé

Òåîðåìà. Ïóñòü L/K è K/k � êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé, ïóñòü m := [L : K] è
n := [K : k]. Òîãäà L/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé è [L : k] = nm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ K � áàçèñ K/k è ïóñòü b1, . . . , bm ∈ L � áàçèñ L/K.
Äîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû aibj ∈ L, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m îáðàçóþò áàçèñ L/k.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∑
i,j

λi,jaibj = 0

äëÿ λi,j ∈ k. Òîãäà

0 =
∑
i,j

λi,jaibj =
∑
j

(∑
i

λi,jai

)
bj.

Òàê êàê b1, . . . , bm ∈ L � áàçèñ L/K è∑
i

λi,jai ∈ K,



Àëãåáðà-I Þ.Ã. Ïðîõîðîâ

òî
∑

i λi,jai = 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà j. Òàê êàê a1, . . . , an ∈ K � áàçèñ K/k, òî λi,j = 0
äëÿ ëþáûõ i, j. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû aibj ∈ L ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä k.

Ïóñòü c ∈ L. Ñíîâà òàê êàê b1, . . . , bm ∈ L � áàçèñ L/K, òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå
c =

∑
j µjbj äëÿ íåêîòîðûõ µj ∈ K, à òàê êàê a1, . . . , an ∈ K � áàçèñ K/k, òî µj =

∑
i λi,jai

äëÿ íåêîòîðûõ λi,j ∈ k. Òàêèì îáðàçîì,

c =
∑
j

(∑
i

λi,jai

)
bj =

∑
i,j

λi,jaibj,

ò. å. ýëåìåíòû aibj ∈ L ïîðîæäàþò L êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k.

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, òî ýëåìåíòû ïîëÿ K, àëãåáðàè-
÷åñêèå íàä k, òàêæå îáðàçóþò ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåí-
òîâ α, β ∈ K ýëåìåíòû α ± β, αβ è α/β òàêæå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè. Ñîãëàñ-
íî ñëåäñòâèþ äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå k(α, β)/k êîíå÷íî. Íî
k(α, β) = k(α)(β). Ðàñøèðåíèÿ k(α)/k è k(α)(β)/k(α) êîíå÷íû. Òðåáóåìûé ôàêò òåïåðü
ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû î áàøíå ïîëåé.

Ïðèìåð. Ïóñòü Q̄ ⊂ C � ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ íàä Q ýëåìåíòîâ. Òîãäà Q̄ �
ïîëå. Îíî íàçûâàåòñÿ ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé è ïóñòü θ ∈ K � àëãåáðàè÷åñêèé
íàä k ýëåìåíò. Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí µk

θ(t) ∈ k[t] ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî θ

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà θ íàä k. Åñëè ýòî
íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå, âìåñòî µk

θ(t) ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî µθ èëè äàæå µ.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé è ïóñòü θ ∈ K � àëãåáðàè÷åñêèé íàä

k ýëåìåíò.

(1) Åñëè f ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî f(θ) = 0, òî f äåëèòñÿ íà ìèíèìàëü-

íûé ìíîãî÷ëåí µθ. Â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî

ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

(2) Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µθ íåïðèâîäèì â k[t].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì f íà µ = µθ ñ îñòàòêîì:

f = µg + r.

Òîãäà
0 = f(θ) = µ(θ)g(θ) + r(θ) = r(θ).

Òàê êàê deg r < deg µ, òî r = 0. Ýòî äîêàçûâàåò (1).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ = µ1µ2. Òîãäà µ1(θ) =

0 èëè µ2(θ) = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà µ.
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Ïðèñîåäèíåíèå ê ïîëþ êîðíÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå k íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k0, åñëè k0 ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â k.
Ïóñòü L � ïîëå è ïóñòü k ⊂ L � ïîäïîëå. Äëÿ ýëåìåíòà θ ∈ L ÷åðåç k(θ) ìû îáîçíà÷èì

ïîäïîëå â L, ïîðîæäåííîå k è θ. Ýòî íàèìåíüøåå ïîäïîëå â L, ñîäåðæàùåå k è θ.

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå è ïóñòü f ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.

(1) Ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì,

(b) ôàêòîðêîëüöî k[t]/(f) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì,
(c) ôàêòîðêîëüöî k[t]/(f) íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

(2) Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì. Åñëè L/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé òàêîå, ÷òî f èìå-
åò êîðåíü θ ∈ L, òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

φ : k[t]/(f)→ k(θ), t 7→ θ,

ÿâëÿþùèéñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà k.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Äîêàæåì (1)(a) =⇒ (1)(b). Ïóñòü π : k[t]→ k[t]/(f) � åñòåñòâåííûé
ãîìîìîðôèçì. Ðàññìîòðèì íåíóëåâîé ýëåìåíò ḡ = g + (f) ∈ k[t]/(f). Òàêèì îáðàçîì,
ḡ = π(g), ãäå g ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî g /∈ (f). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî f è g
âçàèìíî ïðîñòû (ïîñêîëüêó f íåïðèâîäèì). Ïî òåîðåìå î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå
ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u, v ∈ k[t] òàêèå, ÷òî 1 = fu+ gv. Îòñþäà

1 = π(1) = π(f)π(u) + π(g)π(v) = ḡπ(v).

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ḡ ∈ k[t]/(f) îáðàòèì è ïîýòîìó k[t]/(f) � ïîëå.
Èìïëèêàöèÿ (1)(b) =⇒ (1)(c) î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1)(c) =⇒ (1)(a) ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî f = f1f2, ãäå fi /∈ (f). Òîãäà â k[t]/(f) èìååì

π(f1)π(f2) = π(f1f2) = π(f) = 0,

ò.å. π(f1), π(f2) � äåëèòåëè íóëÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.
(2) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ψ : k[t] −→ L, h 7−→ h(θ).

ßñíî, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì. Åãî ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì: Ker(ψ) = (h). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, f ∈ Ker(ψ) è f íåïðèâîäèì. Ïîýòîìó Ker(ψ) = (f). Ïî òåîðåìå î
ãîìîìîðôèçìå ψ(k[t]) ≃ k[t]/(f).

Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííîå âûøå ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ê ïîëþ êîðíÿ

íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëå k åñòåñòâåííî âêëàäûâàåòñÿ â k[t]/(f)
(êàê êîìïîçèöèÿ k ↪→ k[t] π−→ k[t]/(f)), à ñîãëàñíî (2) îáðàç θ := π(t) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ìíîãî÷ëåíà f .
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Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t]
íàçûâàåòñÿ ïîëå K ⊃ k òàêîå, ÷òî f íàä K ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

f = c

n∏
i=1

(t− αi),

ãäå αi ∈ K è ýëåìåíòû αi ïîðîæäàþò K íàä k, ò.å. K = k(α1, . . . , αn).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] � ýòî ìèíèìàëüíîå ïîëå, ñî-
äåðæàùåå k, â êîòîðîì f ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå è f ∈ k[t] � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí. Ñóùåñòâóåò ïîëå K ⊃ k,
ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ äëÿ f íàä k.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ èçîìîðô-
íû íàä k, ò.å. ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì òîæäåñòâåííûé íà k. Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü
ýòîò ôàêò â ýòîì ñåìåñòðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñòåïåíè n = deg f . Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè < n. Ïóñòü f1 � íåïðèâîäè-
ìûé ìíîæèòåëü f . Ïðèñîåäèíèì ê k êîðåíü f1, ò.å. ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå K1/k, ãäå
K1 = k[t]/(f1). Ïóñòü θ1 � êîðåíü f1 â K1. Çàïèøåì f = (t− θ1)g. Òàê êàê deg g < n, òî
äëÿ g íàä K1 ñóùåñòâóåò ïîëå ðàçëîæåíèÿ L. Òàêèì îáðàçîì, f ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè â L:

f = c(t− θ1) · · · (t− θn).

Ïîëîæèì K := k(θ1, . . . ,θn).

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü f ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè è ïóñòü K � åãî ïîëå
ðàçëîæåíèÿ f íàä k. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî f íåïðèâîäèì. Ïî êîíñòðóêöèè è ïî òåîðåìå î
áàøíå ïîëåé [K : k] ≤ n!, ïðè÷åì ïðè n = 2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Ïðè n = 3 ñòåïåíü
[K : k] çàâèñèò îò äèñêðèìèíàíòà D ìíîãî÷ëåíà f :

[K : k] =

{
3 åñëè

√
D ∈ k

6 åñëè
√
D /∈ k

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
√
D ∈ k. Ïî ôîðìóëàì Âèåòà

θ2 + θ3, θ2θ3 ∈ k(θ1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà èìååì

k ∋
√
D = (θ1 − θ2)(θ1 − θ3)(θ2 − θ3) = (θ2

1 − (θ2 + θ3)θ1 + θ2θ3)(θ2 − θ3).

Ïîýòîìó θ2 − θ3 ∈ k(θ1), à îòñþäà è θ2, θ3 ∈ k(θ1), ò.å. k(θ1) = K. Ñëåäîâàòåëüíî,
[K : k] = 3.
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Ïóñòü
√
D /∈ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [K : k] = 3. Òîãäà k(θ1) = K. Ñëåäîâàòåëüíî, θ2,

θ3 ∈ k(θ1) è ïîýòîìó
√
D ∈ k(θ1). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì áàøíþ ïîëåé

k ⊂ k(
√
D) ⊂ k(θ1).

Ïî òåîðåìå î áàøíå ïîëåé

[k(θ1) : k] = [k(θ1) : k(
√
D)] · [k(

√
D) : k].

Òàê êàê [k(θ1) : k] = 3 è [k(
√
D) : k] = 2, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ k íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøè-
ðåíèå k̄ ⊃ k òàêîå, ÷òî ïîëå k̄ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå k̄. Ëþáûå äâà àëãåáðàè÷åñêèõ
çàìûêàíèÿ îäíîãî ïîëÿ k èçîìîðôíû íàä k.

Ìû äîêàæåì òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ïîëÿ èç ñ÷åòíîãî
÷èñëà ýëåìåíòîâ. Ñóùåñòâîâàíèå àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåò
ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûáîðà.

Ëåììà. Ïóñòü K ⊃ k � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëåé òàêîå, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí
f ∈ k[t] èìååò êîðåíü â K. Òîãäà K � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Ïóñòü g ∈ K[t] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 1. Çàïèøåì

g(t) = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0, ai ∈ K.

Ýëåìåíòû ai ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè íàä k. Ïî òåîðåìå î áàøíå ïîëåé L := k(a0, . . . , an)
� êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k. Ïóñòü L1 = L(θ) = L/(g) � ïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíå-
íèåì êîðíÿ θ ìíîãî÷ëåíà g ê L. Ñíîâà ïî òåîðåìå î áàøíå ïîëåé L1 ⊃ k � òàêæå êîíå÷íîå
ðàñøèðåíèå. Çíà÷èò, ýëåìåíò θ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä k è θ ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî,
deg(g) = 1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü k � ñ÷åòíîå ïîëå. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ íàä íèì ñ÷åòíî. Ïðîíóìåðóåì èõ:

f1, f2, . . . , fn, . . .

Ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì áàøíþ ïîëåé

k = k0 ⊂ k1 ⊂ · · ·kn ⊂ · · · ,

ãäå ki � ïîëå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà fi íàä ki−1. Ïîëîæèì

K :=
∞⋃
i=1

ki.
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Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî K � ïîëå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ α, β ∈ K ñóùåñòâóåò n òàêîå,
÷òî α, β ∈ kn. Ïîñêîëüêó kn � ïîëå, òî îïðåäåëåíû îïåðàöèè α±β, α·β è α/β (ïîñëåäíåå,
åñëè β ̸= 0). Òàê êàê kn � ïîäïîëå â km ïðè m > n, òî è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè îïåðàöèè
îïðåäåëåííûå â kn è km ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðåäåëåíû îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà âñåì ìíîæåñòâå K. Î÷åâèäíûì îáðàçîì äëÿ íèõ ïðîâåðÿþòñÿ
àêñèîìû ïîëÿ.

Äàëåå ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t] èìååò êîðåíü â K. Äåéñòâèòåëü-
íî, f äåëèòñÿ íà êàêîé-òî ìíîãî÷ëåí fi, êîòîðûé ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè â ki ⊂ K.
Íàêîíåö, ïî ëåììå K � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ k.
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	Решения уравнения zn=w. Группа bold0mu mumu n корней из 1. Первообразные корни. Порядок элемента в группе. Циклические группы. Примеры. Подгруппа циклической группы. Кольца вычетов. Делители нуля и обратимые элементы в Z/nZ. Конечное ассоциативное кольцо без делителей нуля является телом. 
	 Поля Fp. Теорема Вильсона. Характеристика поля. Свойства полей характеристики p. Отображение Фробениуса. Алгебры над полем. Конечномерная ассоциативная алгебра без делителей нуля является алгеброй с делением. Кольцо многочленов. Универсальное свойство. Кольцо формальных степенных рядов. Подстановка элемента кольца в многочлен.
	 Степень многочлена. Делители нуля в кольце многочленов. Деление многочленов над полем с остатком. Схема Горнера. Теорема Безу. Корни многочленов. Кратность корня. Функциональное равенство многочленов. Пример для конечных полей. Интерполяционная формула Лагранжа. Делимость в кольцах. Евклидовы кольца. Наибольший общий делитель. Алгоритм Евклида. 
	Неприводимые многочлены. Факториальность кольца многочленов над полем. Факториальные кольца. Дифференцирования. Дифференцирования кольца многочленов над полем. Понижение кратности при дифференцировании. Формула Тейлора. 
	Основная теорема алгебры. Сходимость последовательностей комплексных чисел. Лемма о возрастании модуля многочлена. Лемма Даламбера. Основная теорема алгебры (доказательство). Следствия. Неприводимые многочлены над C и R. Поле частных целостного кольца.
	Поле рациональных функций. Простейшие дроби. Разложение рациональной дроби в сумму простейших. Многочлены над факториальным кольцом. Лемма Гаусса. Факториальность кольца многочленов над факториальным кольцом. 
	Многочлены от нескольких переменных. Симметрические многочлены. Лексикографический порядок. 
	Симметрические многочлены. Основная теорема и симметрических многочленах. Формулы Виета. Дискриминант. Результант (определение и свойства). Связь результанта и дискриминанта.
	Вычисление результанта. Исключения неизвестных в системах алгебраических уравнений. Неприводимость дискриминанта. Кольцо многочленов инвариантных относительно знакопеременной группы
	Смежные классы. Теорема Лагранжа. Малая теорема Ферма. Нормальные подгруппы. Свойства. Примеры. Факторгруппы. Теорема о гомоморфизме групп.
	 Идеалы в кольцах. Примеры. Факторкольца. Теорема о гомоморфизме колец. Факторпространства. Факторалгебры.
	Простые поля. Расширения полей.Теорема о башне полей. Присоединение к полю корня неприводимого многочлена. Поле разложения многочлена. Алгебраическое замыкание поля.

