
14 äåêàáðÿ 2023 ã.

Ïîïîëíÿåìûé ñïèñîê çàäà÷

Ïîäñòàíîâêè.

(1) Ðåøèòå óðàâíåíèå

(
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

)
◦ x =

(
1 2 3 4 5
2 3 4 1 5

)
(2) Ìîæåò ëè ïîäñòàíîâêà

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

øåñòè òðàíñïîçèöèé?

(3) Ïóñòü σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 1 5 4 6 10 7 8 9

)
. Âû÷èñëèòå σ1000.

(4) Íàéäèòå ÷åòíîñòü öèêëà [i1, i2, . . . , ir] äëèíû r.
(5) Ïóñòü ïîäñòàíîâêà σ ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ σ = σ1 ◦σ2 ◦

· · ·◦σm, σk = [i1, i2, . . . , ilk ]. Âûðàçèòå ÷åòíîñòü σ ÷åðåç äëèíû l1, l2, . . . , lm öèêëîâ
σ1, σ2, · · · , σm. Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Óìíîæåíèå ìàòðèö.

(1) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî tr(Am) = 0 äëÿ
âñåõ m ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî Am = 0 äëÿ íåêîòîðîãî m.

(2) Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàíãà 1. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè
íåíóëåâîé ñòðîêè è íåíóëåâîãî ñòîëáöà, îòëè÷åí îò íóëÿ.

(3) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî Am = 0 äëÿ íåêîòîðîãî m. Äîêàæèòå,
÷òî ìàòðèöà E − A íåâûðîæäåíà.

(4) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî A3+A+E = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà
E − A íåâûðîæäåíà.

(5) Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèå

(
1 a
0 1

)(
1 b
0 1

)
(6) Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ

(
1 a
0 1

)n

è äîêàæèòå åå ïî èíäóêöèè.

(7) Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ

1 1 1
0 1 1
0 0 1

n

è äîêàæèòå åå ïî èíäóêöèè.

(8) Ïóñòü A, B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû.
(a) Êîãäà (A+B)(A−B) = A2 −B2?
(b) Ðàñêðîéòå ñêîáêè (A+B)3.

(9) Ñëåä êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (ai,j) � ýòî ñóììà åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

tr(A) := a1,1 + a2,2 + · · ·+ an,n.

Ïîêàæèòå, ÷òî tr(A+B) = tr(A) + tr(B), è ÷òî tr(AB) = tr(BA).
(10) Ïîêàæèòå, ÷òî ñîîòíîøåíèå AB −BA = E íåâîçìîæíî äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö

A è B.
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(11) Ïóñòü D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
d1

d2
. . .

dn


è ïóñòü A = (ai,j) � ëþáàÿ ìàòðèöà n× n.
(a) Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèÿ DA è AD.
(b) Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèå äâóõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.
(c) Êîãäà äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà îáðàòèìà?

(12) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A êîììóòèðóåò ñ ëþáîé äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöåé (ò.å. AX = XA äëÿ ëþáîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû X), òî A � òîæå
äèàãîíàëüíàÿ.

(13) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ âåðõíå-
òðåóãîëüíîé.

(14) Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé, åñëè A = λE äëÿ íåêîòîðîãî λ.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A êîììóòèðóåò ñ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé (ò.å. AX =
XA), òî A � ñêàëÿðíàÿ.

(15) Ïóñòü A ∈ Matm×n(R). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ∀ B ∈ Matn×m(R) èìååì tr(A ·B) = 0,
òî A = 0.

(16) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà 2×2 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íå áîëåå
÷åì ÷åòûðåõ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.

(17) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå AB êâàäðàòíûõ ìàòðèö îáðàòèìî, òî îáðàòè-
ìû è ñîìíîæèòåëè A, B.

(18) Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè A = AT. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû A ìàòðèöà AAT ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è ÷òî åñëè A-êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà, òî A+ AT � ñèììåòðè÷åñêàÿ.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî (AB)T = BTAT è ÷òî ATT = A.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A îáðàòèìî, òî (A−1)T = (AT)−1

(19) Ïóñòü A è B � ñèììåòðè÷åñêèå êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäå-
íèå AB � òàêæå ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AB = BA.

(20) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî trAm = 0 äëÿ âñåõ
m ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî Am = 0 äëÿ íåêîòîðîãî m.

(21) Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàíãà 1. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè
íåíóëåâîé ñòðîêè è íåíóëåâîãî ñòîëáöà, îòëè÷åí îò íóëÿ.

Îïðåäåëèòåëè.

(1) Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1

0 1 1 1 1
1 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b b b
1 a b b b
c 1 a b b

c c c a 2
c c c 1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a a a a
a 0 a a a
a a 0 a a

a a a 0 a
a a a a 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



(2) Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 0 0
1 3 2 0 0
0 1 3 0 0

0 0 0 3 2
0 0 0 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b ab 0 0 0
1 a+ b ab 0 0
0 1 a+ b 0 0

0 0 0 a+ b ab
0 0 0 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3) Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 n− 1 n
1 0 3 n− 1 n
−1 −2 0 n− 1 n

−1 −2 −3 0 n
−1 −2 −3 −(n− 1) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4) Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b a2 a3 an−1 an
a1 a2 + b a3 an−1 an
a1 a2 a3 + b an−1 an

a1 a2 a3 an−1 + b an
a1 a2 a3 an−1 an + b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5) Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 a2b1 a3b1 an−1b1 anb1
a1b2 c2 a3b2 an−1b2 anb2
a1b3 a2b3 c3 an−1b3 anb3

a1bn−1 a2bn−1 a3bn−1 cn−1 anbn−1

a1bn a2bn a3bn an−1bn cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6) Ïóñòü A, B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû. ×åìó ðàâåí îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

(
0 B
A ∗

)
?

(7) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 âñå ýëåìåíòû îïðåäåëèòåëÿ âíå ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè äåëÿòñÿ íà n, à íà ãëàâíîé äèàãîíàëè � âçàèìíî ïðîñòû ñ n.
Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ.

(8) Ïóñòü M � êâàäðàòíàÿ (2n× 2n)-ìàòðèöà âèäà(
A B
C D

)
ãäå A,B,C,D � êâàäðàòíûå (n×n)-ìàòðèöû òàêèå, ÷òî A îáðàòèìà è AC = CA.
Äîêàæèòå, ÷òî |M | = |AD − CB|.

(9) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 âñå ýëåìåíòû îïðåäåëèòåëÿ âíå ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè äåëÿòñÿ íà n, à íà ãëàâíîé äèàãîíàëè � âçàèìíî ïðîñòû ñ n.
Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ.



(10) Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n

∆n(x1, . . . , xn+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + x2 x2 0 0 · · · 0

x2 x2 + x3 x3 0 · · · 0
0 x3 x3 + x4 x4 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

(1) Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè Ar = 0 äëÿ íåêîòîðîãî
r > 0. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A íèëüïîòåíòíà, òî E + A îáðàòèìà.

(2) Ïóñòü A, B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà òàêèå, ÷òî AB = BA.

Äîêàæèòå, ÷òî áëî÷íàÿ ìàòðèöà

(
A B
−B A

)
íåâûðîæäåíà.

(3) Ïóñòü A, B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà òàêèå, ÷òî AB = BA.

Äîêàæèòå, ÷òî áëî÷íàÿ ìàòðèöà

(
A B
−B A

)
íåâûðîæäåíà.

(4) Ñëåä êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (ai,j) � ýòî ñóììà åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

tr(A) = a1,1 + a2,2 + · · ·+ an,n.

(a) Ïîêàæèòå, ÷òî tr(A+B) = tr(A) + tr(B), è ÷òî tr(AB) = tr(BA).
(b) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè B îáðàòèìà, òî tr(A) = tr(BAB−1).

(5) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî A3+A+E = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà
E − A íåâûðîæäåíà.

(6) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà. Êîãäà ìàòðèöà A−1 òàêæå öåëî-
÷èñëåíà?

(7) Ïóñòü A, B � êâàäðàòíûå (n×n)-ìàòðèöû òàêèå, ÷òî ìàòðèöà E−AB íåâûðîæ-
äåíà. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà E −BA òàêæå íåâûðîæäåíà.

(8) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Ïóñòü ñóùåñòâóåò êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A′ òàêàÿ,
÷òî AA′ = E. Äîêàæèòå, ÷òî A îáðàòèìà è A−1 = A′.

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, ðàíãè ìàòðèö.

(1) Ïóñòü A = (ai,j)1≤i,j≤n � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàíãà r è ïóñòü Â = (Ai,j)1≤i,j≤n

� ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç åå àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé. ×åìó ìîæåò áûòü
ðàâåí ðàíã Â?

(2) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàíãà 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû A è A2 ëèíåéíî
çàâèñèìû (êàê ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Matn(R)).

(3) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû E, A è A2

ëèíåéíî çàâèñèìû (êàê ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Mat2(R)).
(4) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2 òàêàÿ, ÷òî An = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n.

Äîêàæèòå, ÷òî A2 = 0.
(5) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2 òàêàÿ, ÷òî tr(An) = 0 äëÿ n = 1, 2.

Äîêàæèòå, ÷òî A2 = 0.

Ãðóïïû.

(1) Ïóñòü G � ãðóïïà è H � åå êîíå÷íîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî. Åñëè a · b ∈ H äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ H, òî H � ïîäãðóïïà. Äîêàæèòå. Âåðíî ëè ýòî äëÿ áåñêîíå÷íûõ
ãðóïï?



(2) Ïóñòü G � ãðóïïà ñ îïåðàöèåé a · b. Íà ýëåìåíòàõ G îïðåäåëèì íîâîå óìíîæåíèå
ïî ïðàâèëó a⋆b = b·a. Äîêàæèòå, ÷òî G ñ ýòîé íîâîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.
Îíà îáîçíà÷àåòñÿ Gop. Èçîìîðôíû ëè ãðóïïû G è Gop?

(3) Ïóñòü â ãðóïïå G êàæäûé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò èìååò ïîðÿäîê 2. Äîêàæèòå, ÷òî
G àáåëåâà.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà > 2 èìååò íåòðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì.
(5) Íàéäèòå ñïîñîá âû÷èñëÿòü ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Sn. Óêà-

çàíèå: Ðàçëîæèòå ïîäñòàíîâêó â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.
(6) ßâëÿåòñÿ ëè öèêëè÷åñêîé ãðóïïà Q+? Ãðóïïà Q∗?
(7) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû Q+ è Q∗ íå ìîãóò áûòü ïîðîæäåíû êîíå÷íûì ÷èñëîì

ýëåìåíòîâ.
(8) ßâëÿåòñÿ ëè êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïà âñåõ êîðíåé èç åäèíèöû µ∞ :=⋃

n∈N µn ⊂ C∗?
(9) Äîêàæèòå, ÷òî C∗/µn ≃ C∗.
(10) Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïîé âñåõ êîðíåé èç åäèíèöû

µ∞ ::=
⋃

n∈N µn ⊂ C∗ è ôàêòðîðãðóïïîé Q/Z.
(11) Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïîé âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

ïî ìîäóëþ ðàâíûõ åäèíèöå {z | |z| = 1} ⊂ C∗ è ôàêòðîðãðóïïîé R/Z.
(12) Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ Int(G) ãðóïïû

G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå âñåõ àâòîìîðôèçìîâ Aut(G). Äîêàæèòå, ÷òî
Int(G) ≃ G/Z(G). Äîêàæèòå, ÷òî Int(G) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé âAut(G).

(13) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð Z(Sn) ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn òðèâèàëåí.
(14) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð Z(GLn(k)) ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû GLn(k) ñîñòîèò èç ñêà-

ëÿðíûõ ìàòðèö.
(15) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð Z(SLn(k)) ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïû SLn(k) ñîñòîèò èç

ñêàëÿðíûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Ïîëÿ.

(1) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà a + b
√
2, a, b ∈ Q ÿâëÿåòñÿ

ïîäïîëåì â C.
(2) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà a + b 3

√
2 + c 3

√
4, a, b, c ∈ Q

ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â C.
(3) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà a+ b 3

√
2, a, b ∈ Q íå ÿâëÿåòñÿ

ïîäïîëåì â C.
(4) Ïóñòü K ⊂ Matn(R) � ïîäêîëüöî â êîëüöå ìàòðèö íàä R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Äîêàæèòå, ÷òî K ≃ R èëè K ≃ C.
(5) Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ãðóïïû ïîëÿ íå ìîãóò áûòü

èçîìîðôíû.
(6) Ïóñòü â ãðóïïå A êàæäûé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò èìååò ïîðÿäîê 2. Ìû óæå çíàåì,

÷òî A àáåëåâà. Ðàññìîòðèì A â àääèòèâíîé çàïèñè.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî íà A ââåñòè ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì

F2.
(b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A êîíå÷íà. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèé ïóíêò, äîêàçàòü, ÷òî

ãðóïïà A èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå ãðóïï F2.
(7) Ïóñòü k � áåñêîíå÷íîå ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû k+ è k∗ íå ÿâëÿþòñÿ öèêëè-

÷åñêèìè.



(8) Ïóñòü k � ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Ëîðàíà k((t)) íàä k
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

(9) Ïóñòü k � ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Ëîðàíà k((t)) íàä k
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ äëÿ k[[t]].

(10) Ïðåäñòàâèì ñóììó 1+ 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

p−1
â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè n

m
. Äîêàæèòå,

÷òî åñëè p � ïðîñòîå, òî n äåëèòñÿ íà p.

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

(1) Çàïèøèòå 1 + cos(φ) + i sin(φ) â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.
(2) Ïóñòü ω � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç 1. Ïðè êàêèõ n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ωk1 + ωk2 + ωk3 + ωk4 + 1 = 0 äëÿ íåêîòîðûõ ki ∈ Z.
(3) Äîêàæèòå, ÷òî êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû èìåþò öåëûå êîýôôèöèåíòû.
(4) Ïóñòü ε � êîðåíü èç 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

∑
mkε

k, k ≥ 0,
mk ∈ Z ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà îíî � öåëîå.

(5) Ïóñòü z + 1/z = 2 cos(φ). Äîêàæèòå, ÷òî zn + 1/zn = 2 cos(nφ).
(6) Âû÷èñëèòå (1 + cos(φ) + i sin(φ)).
(7) Âû÷èñëèòå (1 + ε)n, ãäå ε = cos(2π/3) + i sin(2π/3).
(8) Âûðàçèòå cos(nφ) è sin(nφ) ÷åðåç cos(φ) è sin(φ) äëÿ n ≤ 7.
(9) Âûðàçèòå cos(nφ) è sin(nφ) ÷åðåç cos(φ) è sin(φ) äëÿ ëþáîãî n.

Ìíîãî÷ëåíû è ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè.

(1) Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1.
(a) Îïèøèòå äåëèòåëè 0 â R[t]. Îòâåò: f ∈ R[t] äåëèòåëü 0 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò a ∈ R af = 0.
(b) Îïèøèòå îáðàòèìûå ýëåìåíòû. Îòâåò: f =

∑
ait

i ∈ R[t] îáðàòèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà a0 îáðàòèì è ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî aki = 0 ïðè i > 0.

(2) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì áåñêîíå÷íî.
(3) Ðàçëîæèòå â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé ñëåäóþùèå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè íàä C:

(a) 1
t4+1

,

(b) 1
tn−1

,

(c) 1
tn+1

.
(4) Ðàçëîæèòå â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé ñëåäóþùèå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè íàä R:

(a) 1
t4+1

,

(b) 1
tn−1

,

(c) 1
tn+1

.

Êîëüöà.

(1) Ïóñòü R � êîëüöî ñ åäèíèöåé. Èç îïðåäåëåíèÿ êîëüöà âûâåäèòå, ÷òî a·0 = 0·a = 0
äëÿ ëþáîãî a ∈ R.

(2) Ïóñòü R � êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî â
R åñòü åäèíèöà.

(3) Â êàêîì ñëó÷àå ëåâàÿ åäèíèöà êîëüöà åäèíñòâåííà?
(4) Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíî-

æåñòâ 2M ñ îïåðàöèÿìè ñèììåòè÷åñêîé ðàçíîñòè A △ B := (A ∪ B) \ (A ∩ B)
è ïåðåñå÷åíèÿ A ∩ B ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Äîêàæèòå, ÷òî îíî èçîìîðôíî êîëüöó
ôóíêöèé M → F2 íà M ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ.



(5) Àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ áóëåâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ R
âûïîëíåíåíî a2 = a. Ïóñòü R � áóëåâî êîëüöî. Äîêàæèòå, ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.
(a) a = 2a = 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ R.
(b) Êîëüöî R êîììóòàòèâíî.
(c) Åñëè â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî R � ïîëå è òîãäà R ≃ F2.
(d) Åñëè ýëåìåíò a ∈ R íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, òî a = 0 èëè a = 1.
(e) Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä ïîëåì F2.
(f) Åñëè R êîíå÷íî, òî â íåì 2k ýëåìåíòîâ äëÿ íåêîòîðîãî k.

(6) ×åìó èçîìîðôíî ôàêòîðêîëüöî Z[i]/(2 + 3i)?
(7) Ìîæåò ëè ÿäðî ãîìîìîðôèçìà GLn(Z) → GLn(Zm) ñîäåðæàòü ýëåìåíòû êîíå÷-

íîãî ïîðÿäêà? Èññëåäîâàòü.
(8) Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëå-

ìåíòà a ∈ R âûïîëíåíî a2 = a. Äîêàæèòå, ÷òî 2a = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ R.
(9) Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íó-

ëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî è êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ R[[t]] íå èìååò äåëè-
òåëåé íóëÿ.

(10) Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Äîêàæèòå,
÷òî ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä f =

∑
ait

i ∈ R[[t]] îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îáðàòèì ýëåìåíò a0 ∈ R.

(11) Ïóñòü k � ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ k[[t]] ÿâëÿ-
åòñÿ ôàêòîðèàëüíûì. Êàê âûãëÿäÿò â íåì ïðîñòûå ýëåìåíòû?

(12) Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ÷èñåë Ýéëåðà Z[
√
−3] := {a + b

√
−3 | a, b ∈ Z} ⊂ C íå

ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.
(13) Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå Z[

√
−5] ýëåìåíò 6 ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

äâóìÿ, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
(14) Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë Z[i] åâêëèäîâî.
(15) Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî {a+b

√
−3

2
| a, b ∈ Z} ⊂ C åâêëèäîâî. Óêàçàíèå: Ïîëîæèòå

ν(z) = |z|2.
(16) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïîâàÿ àëãåáðà êîíå÷íîé ãðóïïû îáÿçàòåëüíî èìååò äåëèòåëè

íóëÿ.
(17) Äîêàæèòå, ÷òî äâóìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé îáÿçàòåëüíî êîì-

ìóòàòèâíà, à åñëè â íåé íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî îíà � ïîëå.
(18) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîäàëãåáðû â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì k[t], íå èçîìîðô-

íîé êîëüöó ìíîî÷ëåíîâ.

Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.

(1) Ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû âûðàçèòå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå:
(a) t21t2 + t21t3 + t22t1 + t22t3 + t23t1 + t23t2,
(b) t31 + t32 + t33 + t34,
(c) t41 + t42 + t43,
(d) (t1t2 + t3t4)(t1t3 + t2t4)(t1t4 + t2t3).

(2) Ïóñòü f � ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Çàïèøåì åå â âèäå íåñîêðàòè-
ìîé äðîáè f = g/h. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ÷èñëèòåëü g è çíàìåíàòåëü h ÿâëÿþòñÿ
ñèììåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.



(3) Ïóñòü sm :=
∑n

i=1 t
m
i ∈ k[t1, . . . , tn] � ñèììåòðè÷åñêèå ñòåïåííûå ñóììû. Äîêàæè-

òå òîæäåñòâà Íüþòîíà

mσm =
m∑
i=1

(−1)i−1σm−isi.

(4) Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ñèì-
ìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû σ1, . . . , σn ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê ìíîãî÷ëåíû îò
s1,. . . , sn.

(5) Íàéäèòå ñóììó êóáîâ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ:
(a) t4 + t2 + t+ 1,
(b) t5 + 1,

(6) Íàéäèòå ñóììó ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ:
(a) t4 + t+ 1,
(b) t5 − 1,

(7) Âû÷èñëèòå äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíîâ:
(a) t3 + pt2 + q,
(b) t3 + a2t

2 + a1t+ a0,
(c) t4 + pt+ q,
(d) tn − 1,
(e) tn + 1.

(8) Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèýíòàìè. Êàêîé ñìûñë èìååò
çíàê åãî äèñêðèìèíàíòà?

(9) Ïóñòü f(t) ∈ k[t] � ìíîã÷ëåí ñòåïåíè n è ïóñòü Df � åãî äèñêðèìèíàíò. Êàê
ñâÿçàí Df ñ äèñêðèìèíàíòîì Dg ìíîãî÷ëåíà g(t), ãäå
(a) g(t) = f(t+ λ), Λ ∈ k;
(b) g(t) = f(λt), Λ ∈ k;
(c) g(t) = tnf(1/t).


