
Àâòîìîðôèçìû àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

Ñïèñîê çàäà÷

Àâòîìîðôèçìû êðèâûõ.

(1-a) 2 Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ îáùåé êðèâîé ðî-
äà g = 2 ðàâíà Z/2Z.

(2-a) 2 Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ îáùåé êðèâîé ðî-
äà g = 3 òðèâèàëüíà.

(3-a) 2 Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ îáùåé êðèâîé ðî-
äà g = 4 òðèâèàëüíà.

(4-a) 2 Ìîæåò ëè êðèâàÿ ðîäà 3 èìåòü àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 5?
(5-a) 3 Ìîæåò ëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé ðîäà 10 áûòü

èçîìîðôíîé S6?
(6-a) 3 Äîêàæèòå, ÷òî îöåíêà Ãóðâèöà íå äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå

êðèâûõ ðîäà 2. Êàêîâ ìîæåò áûòü ïîðÿäîê ãðóïïû àâòî-
ìîðôèçìîâ â ýòîì ñëó÷àå?

(7-a) 4 Äîêàæèòå, ÷òî îöåíêà Ãóðâèöà íå äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå
êðèâûõ ðîäà 4.

(8-a) 4 Äîêàæèòå, ÷òî îöåíêà Ãóðâèöà íå äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå
êðèâûõ ðîäà 5.

(9-a) 2 Äîêàæèòå, ÷òî îöåíêà Ãóðâèöà íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ äëÿ
öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Aut(X).

Îáùèå ôàêòû îá àâòîìîðôèçìàõ ïîâåðõíîñòåé.

(10-a) 5 Ïóñòü C � êðèâàÿ ðîäà 2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü
äëÿ ñèììåòðè÷åñêîãî êâàäðàòà S2C.

(11-a) 2 Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü F ⊂ P3 ñòåïåíè d ≥
4 ìîæåò ñîäåðæàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ.

(12-a) 1 Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü F ⊂ P3 ñòåïåíè d ≥
4 íå ñîäåðæèò (−1)-êðèâûõ.

(13-a) 1 Ïóñòü X ⊂ P3 � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè d ≥ 3,
d 6= 4. Äîêàæèòå, ÷òî Aut(X) ⊂ PGL(4).

(14-a) 2 Äîêàæèòå, ÷òî íà íåðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè ÷èñëî
(−1)-êðèâûõ êîíå÷íî.

(15-a) 5 Ïóñòü X � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X òàêæå èìååòñÿ ñòðóê-
òóðà ýëëèïòè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî X ' (E×
P1)/G, ãäå G � ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ ñäâèãàìè íà E.

(16-a) 5 Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü ñ dimAut(X) > 2. Äîêàæèòå, ÷òî
X ëèíåé÷àòàÿ.

Ê3 ïîâåðõíîñòè.
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(17-a) 2 Ïóñòü K3-ïîâåðõíîñòü X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóëèñò-
íîãî íàêðûòèÿ (ìèíèìàëüíîé) ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè Y :
π : X → Y .
(a) Äîêàæèòå, ÷òî Y ðàöèîíàëüíà (ò.å. Y ' Fn).
(b) Íàéäèòå âñå âîçìîæíîñòè äëÿ n è äèâèçîðà âåòâëåíèÿ.

(18-a) 2 Ïóñòü K3 ïîâåðõíîñòü X è ïóñòü σ ∈ Aut(X) � àâòîìîð-
ôèçì ïîðÿäêà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàêòîð Y = X/〈σ〉
íåîñîá. Êàêîâ ìîæåò áûòü áèðàöèîíàëüíûé òèï Y ? Ïðè-
âåäèòå ïðèìåðû.

(19-a) 2 Ïåðå÷èñëèòå âñå ïîâåðõíîñòè òèïà Ê3, ÿâëÿþùèåñÿ ïîë-
íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè â ïðîèçâåäåíèÿõ ïðîåêòèâíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ PN × PM ãèïåðïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíûõ áè-
ñòåïåíåé.

(20-a) 3 Ïóñòü X ⊂ P3 × P3 � îáùåå ïåðåñå÷åíèå ÷åòûðåõ äèâèçî-
ðîâ áèñòåïåíè (1, 1). Èìååò ëè ýòà Ê3 ïîâåðõíîñòü ýëëèï-
òè÷åñêèé ïó÷îê? Ñîäåðæèò ëè îíà (−2)-êðèâûå? Îïèøèòå
êîíóñ Ìîðè NE(X).

(21-a) 3 Ïóñòü X ⊂ P2 × P3 � îáùåå ïåðåñå÷åíèå äèâèçîðîâ áè-
ñòåïåíåé (1, 2), (1, 1), (1, 1). Êîíå÷íà ëè ãðóïïà Aut(X)?
Îïèøèòå êîíóñ Ìîðè NE(X).

(22-a) 3 Ïóñòü X ⊂ P2 × P1 � îáùèé äèâèçîð áèñòåïåíè (3, 2).
Êîíå÷íà ëè ãðóïïà Aut(X)? Îïèøèòå êîíóñ Ìîðè NE(X).

(23-a) 3 Ïóñòü X ⊂ P2×P2 � îáùåå ïåðåñå÷åíèå äèâèçîðîâ áèñòå-
ïåíåé (1, 2), (2, 1). Êîíå÷íà ëè ãðóïïà Aut(X)? Îïèøèòå
êîíóñ Ìîðè NE(X).

(24-a) 3 Ïóñòü X ⊂ P1×P3 � îáùåå ïåðåñå÷åíèå äèâèçîðîâ áèñòå-
ïåíåé (1, 1), (1, 3). Êîíå÷íà ëè ãðóïïà Aut(X)? Îïèøèòå
êîíóñ Ìîðè NE(X).

(25-a) 3 Ïóñòü X ⊂ P1×P3 � îáùåå ïåðåñå÷åíèå äèâèçîðîâ áèñòå-
ïåíåé (1, 2), (1, 2). Êîíå÷íà ëè ãðóïïà Aut(X)? Îïèøèòå
êîíóñ Ìîðè NE(X).

(26-a) 2 Íàéäèòå êîðàçìåðíîñòü ñåìåéñòâà êâàðòèê â P3, ñîäåð-
æàùèõ ïðÿìóþ (êîíèêó) â ïðîñòðàíñòâå âñåõ êâàðòèê.

(27-a) 4 Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 è ïóñòü G ⊂ Aut(X) �
êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ íåñèìïëåêòè÷åñêèé àâ-
òîìîðôèçì. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîð X/G èëè ðàöèîíàëåí
èëè áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòåí ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà.
×åì ðàçëè÷àþòñÿ ýòè ñëó÷àè?

(28-a) 2 Ìîæåò ëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Ê3 ïîâåðõíîñòè áûòü
èçîìîðôíîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S11?

(29-a) 3 Îïèøèòå ãðóïïó ïðîåêòèâíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòî-
ìîðôèçìîâ êâàðòèêè Ôåðìà.



3

(30-a) 2 Îöåíèòå ñâåðõó ïîðÿäîê êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè òèïà Ê3 (íå òðåáóåòñÿ òî÷íàÿ
îöåíêà).

(31-a) 4 ÏóñòüX � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóï-
ïà (Z/pZ)r âêëàäûâàåòñÿ â Auts(X), ãäå p � ïðîñòîå ≥ 5.
Êàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü r?

(32-a) 4 ÏóñòüX � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóï-
ïà (Z/3Z)r âêëàäûâàåòñÿ â Auts(X). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü r?

(33-a) 4 ÏóñòüX � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóï-
ïà (Z/2Z)r âêëàäûâàåòñÿ â Auts(X). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü r?

(34-a) 5 Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 ñ Pic(X) = Z ·H. Äîêà-
æèòå, ÷òî åñëè H2 > 2, òî Aut(X) òðèâèàëüíà. Óêàçàíèå.

Ñíà÷àëà ïîêàæèòå, ÷òî Auts(X) = {1}. Çàòåì èññëåäóéòå
äåéñòâèå íåñèìïëåêòè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà íà TX è ïî-
êàæèòå, ÷òî åãî ïîðÿäîê ≤ 2.

(35-a) 5 Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 ñ Pic(X) = Z · H. Äî-
êàæèòå, ÷òî åñëè H2 = 2, òî Aut(X) ' Z/2Z. Óêàçàíèå.

Ñíà÷àëà ïîêàæèòå, ÷òî Auts(X) = {1}. Çàòåì èññëåäóéòå
äåéñòâèå íåñèìïëåêòè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà íà TX è ïî-
êàæèòå, ÷òî åãî ïîðÿäîê ≤ 2.

(36-a) 3 Êàêèå âîçìîæíîñòè åñòü äëÿ äåéñòâèÿ ñèìïëåêòè÷å-
ñêîãî àâòîìîðôèçìà g ∈ Aut(X) ïîðÿäêà 2 íà ðåøåòêå
H2(X,Z).

(37-a) 4 Äîêàæèòå, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì ïîâåðõíî-
ñòè òèïà Ê3 íå ìîæåò èìååò ïîðÿäîê 10.

(38-a) 1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà Ïèêàðà ïîâåðõíîñòè òèïà Ê3
ïîðîæäåíà (−2)-êðèâûìè è ÷èñëî òàêèõ êðèâûõ êîíå÷íî.
Äîêàæèòå, ÷òî Aut(X) êîíå÷íà.

(39-a) 0 Ïóñòü Ê3 ïîâåðõíîñòüX ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðû-
òèåì P1 × P1. Ïîêàæèòå, ÷òî X èìååò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ
ïó÷êà è îïèøèòå âûðîæäåííûå ñëîè.

(40-a) 1 Ïóñòü τ ∈ Aut(X) � èíâîëþöèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè X òèïà K3 òàê, ÷òî èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Êàêîâ áèðàöèîíàëüíûé òèï ôàêòîð-
ïîâåðõíîñòè X/τ? Ñêîëüêî èìååòñÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê?

(41-a) 2 Ïîñòðîéòå ïðèìåð K3-ïîâåðõíîñòè ñ ÷èñëîì Ïèêàðà ρ =
20 (ñ îáîñíîâàíèåì!).

Ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà.
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(42-a) 2 ÏóñòüX ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü σ ∈ Aut(X) � àâ-
òîìîðôèçì ïîðÿäêà 2. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðïîâåðõíîñòü
Y = X/σ îñîáà.

(43-a) 4 Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü G ⊂ Aut(X) �
êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Äîêàæèòå, ÷òîX/G èëè ðàöèîíàëüíà
èëè áèðàöèîíàëüíà ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà.

(44-a) 4 Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé
äèâèçîð íà X ñ H2 = 2. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
|H| íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò.

(45-a) 2 Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü |2F1| è |2F2| �
ýëëèïòè÷åñêèå ïó÷êè íà X òàêèå, ÷òî F1 · F2 = 1. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî âñå ñëîè ïó÷êà |2F1| íåïðèâîäèìû. Äîêàæèòå,
÷òî äèâèçîð E1 + E2 îáèëåí.

(46-a) 3 Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé
äèâèçîð íà X ñ H2 = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñè-
ñòåìà |H| íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò (ñì. çàäà÷ó
(44-a)). Äîêàæèòå, ÷òî îáùèé ýëåìåíò H ∈ |H| íåïðèâî-
äèì è íåîñîá. Èìååò ëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| áàçèñíûå
òî÷êè?

(47-a) 1 Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé
äèâèçîð íà X ñ H2 = 4. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
|H| èìååò áàçèñíûå òî÷êè.

(48-a) 3 Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé
äèâèçîð íà X ñ H2 = 4. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
|H| íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò.

(49-a) 1 Ìîæåò ëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâå-
ñà ñîäåðæàòü ýëåìåíò ïîðÿäêà 23?

(50-a) 2 Ìîæåò ëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâå-
ñà áûòü èçîìîðôíîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S13?

(Áè)ýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè.

(51-a) 1 Ïóñòü f : X → B � ìèíèìàëüíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ðàöèîíàëüíà. Êàêèå çíà÷åíèÿ
ìîæåò ïðèíèìàòü ρ(X)?

(52-a) 1 Ïóñòü f : X → B � ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä êðè-
âîé ðîäà ≥ 2. Äîêàæèòå, ÷òî κ(X) = 1.

(53-a) 1 Ïóñòü f : X → B � ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä êðè-
âîé ðîäà ≥ 2. Äîêàæèòå, ÷òî pg(X) > 0.

(54-a) 1 Ïóñòü X = (E × B)/G � áèýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà, äîêàæè-
òå, ÷òî nKX ∼ 0 äëÿ n = 2, 3, 4 èëè 6.

(55-a) 2 Ïóñòü X � ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ κ(X) = 1. Äîêà-
æèòå, ÷òî H0(X,nKX) 6= 0 äëÿ n = 2, 3, 4 èëè 6.
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(56-a) 3 Ïóñòü X = (E × B)/G � áèýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.
Äîêàæèòå, ÷òî Aut(X) îäíîìåðíà.

(57-a) 5 Ïóñòü X = (E × B)/G � áèýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.
Äîêàæèòå, ÷òî ìîðôèçìû X → E/G = E ′ è X → B/G =
P1 ýêâèâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî Aut(X).

(58-a) 5 Ïóñòü X = (E × B)/G � áèýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.
Äîêàæèòå, ÷òî Aut(X)/Aut0(X) êîíå÷íà.

(59-a) 5 Ïóñòü X = (E × B)/G � áèýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü,
ãäå G � ãðóïïà ïîðÿäêà 2. Îïèøèòå ãðóïïó Aut(X).

(60-a) 5 Ðàññìîòðèì ôàêòîðïîâåðõíîñòü X = (E × B)/G, ãäå E
� ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, B � êðèâàÿ ðîäà g, à G � ãðóïïà,
äåéñòâóþùàÿ íà E ñäâèãàìè. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ κ(X) =
1? (Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äåéñòâèå òî÷íîå íà E è B).

Àáåëåâû ïîâåðõíîñòè.

(61-a) 3 Ïóñòü X � àáåëåâà ïîâåðõíîñòü è ïóñòü G ⊂ Aut(X) �
êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Êàêîâ ìîæåò áûòü áèðàöèîíàëüíûé
òèï X/G?

(62-a) 1 Ïðèâåäèòå ïðèìåðû àáåëåâûõ ïîâåðõíîñòåé ñ áåñêîíå÷-
íîé ãðóïïîé Aut(X)/Aut(X)0.

(63-a) 3 Ïóñòü X � àáåëåâà ïîâåðõíîñòü è ïóñòü g ∈ Aut(X) �
ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà p, èìåþùèé íåïîäâèæíóþ òî÷-
êó. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü p?

Ïîâåðõíîñòè îáùåãî òèïà.

(64-a) 1 Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî Ïèêàðà ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
îáùåãî òèïà íå îãðàíè÷åíî (ïðèâåñòè ïðèìåð è îáîñíî-
âàòü).

(65-a) 1 Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü îáùåãî òèïà. Äîêàæèòå, ÷òî X
íå ìîæåò ñîäåðæàòü ñåìåéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

(66-a) 4 Ïóñòü X � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü îáùåãî òèïà. Äîêà-
æèòå, ÷òî âñå (−2)-êðèâûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû â N1(X) =
(Pic(X)/ ≡) ⊗ R (â ÷àñòíîñòè, èõ ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò
ρ(X).


