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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Âñå ìíîãîîáðàçèÿ ñ÷èòàþòñÿ ïðîåêòèâíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè è
îïðåäåëåííûìè íàä ïîëåì C.

1.1. Îáîçíà÷åíèÿ. • Åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà, òî ÷åðåç At

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïîäãðóïïà êðó÷åíèÿ, à ÷åðåç Af åå ñâî-
áîäíàÿ ÷àñòü A/At

• q(X) = dimH1(X,OX) � èððåãóëÿðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ X,
• pg(X) = dimH0(X,ωX) = dimH0(X,OX(KX)) � ãåîìåòðè-
÷åñêèé ðîä ìíîãîîáðàçèÿ X,
• NS(X) � ãðóïïà Íåðîíà-Ñåâåðè ìíîãîîáðàçèÿ X (ñì. [1, ãë.
II, çàì. 6. 10. 3, ãë. V, óïð. 1. 6]).
• N1(X) = Div(X)/ ≡ ⊗R.
• KP(X) := {x ∈ N1(X) | x2 ≥ 0}.

ßñíî, ÷òî KP(X) \ {0} èìååò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè:

(1) KP(X) = KP+(X) ∪KP−(X), KP−(X) = −KP+(X).

Âûáåðåì èíäåêñàöèþ òàê, ÷òîáû êîìïîíåíòà KP+(X) ñî-
äåðæàëà îáèëüíûé êëàññ.

1.2. Òåîðåìà îá èíäåêñå Òîìà-Õèðöåáðóõà [2, ãë. 2, �8].
Ïóñòü X � êîìïàêòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç b+(X) è b−(X) ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû
èíåðöèè ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ íà H2(X,R) (òàêèì îáðàçîì, b+(X)+
b−(X) = b2(X)). Òîãäà

(2) b+(X)− b−(X) =
1

3
p1(X) =

1

3
(ω2

X − 2 Eu(X)),

ãäå p1(X) � ïåðâîå ÷èñëî Ïîíòðÿãèíà X.

1.3. Òåîðåìà Íåòåðà-Ëåôøåöà (ñì. [3]). Ïóñòü V � íåîñîáîå
òðåõìåðíîå ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà äëÿ
òîãî ÷òîáû íà åãî �îáùåì� ãèïåðïëîñêîì ñå÷åíèè X îòîáðàæåíèå
Pic(V ) → Pic(X) áûëî ñþðúåêòèâíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(i) b2(V ) = b2(X);
(ii) h2,0(V ) < h2,0(X).

2. Àâòîìîðôèçìû àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

2.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíî-
ãîîáðàçèå è ïóñòü [H] ∈ Pic(X) � îáèëüíûé êëàññ. Ïóñòü
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AutH(X) ⊂ Aut(X) ñòàáèëèçàòîð [H] ïðè åñòåñòâåííîì äåé-
ñòâèè Aut(X) íà Pic(X):

g : D 7−→ g∗D.

Òîãäà ãðóïïà AutH(X) èíäóöèðîâàíà ïðîåêòèâíûìè àâòîìîðôèç-
ìàìè ïðè âëîæåíèè Φ|nH| : X −→ PN , n � 0. Â ÷àñòíîñòè,
AutH(X) � ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà.

2.2. Íàáëþäåíèå. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãî-
îáðàçèå è ïóñòü D � äèâèçîð Êàðòüå íà X. Ïóñòü G ⊂ Aut(X) �
íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà, ñîõðàíÿþùàÿ êëàññ [D] ∈ Pic(X) ïðè åñòå-
ñòâåííîì äåéñòâèè Aut(X) íà Pic(X):

g : L 7−→ g∗L.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |D| 6= ∅. Òîãäà ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå Φ|D| :
X 99K PN ÿâëÿåòñÿ G-ýêâèâàðèàíòíûì.

2.3. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Ãðóïïà
Aut(X) èìååò ñòðóêòóðó ëîêàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ñ êî-
íå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñëîì êîìïîíåíò, ò. å. ñóùåñòâóåò íîðìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà Aut(X)0 ⊂ Aut(X) òàêàÿ, ÷òî

(i) Aut(X)0 � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà,
(ii) Aut(X)/Aut(X)0 � êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ãðóïïà,

(êîìïëåêñíûé àíàëîã ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè íàïð. â [4, ãë. 3,
�1]). Ñîãëàñíî ñòðóêòóðíîé òåîðåìå Øåâàëëå î ñòðîåíèè àëãåáðàè-
÷åñêèõ ãðóïï [5, Th. 16] ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà N ⊂ Aut(X)0 òàêàÿ, ÷òî Aut(X)0/N �
àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå.
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2.4. Òåîðåìà. Ïóñòü X � (íåîáÿçàòåëüíî íåïðèâîäèìîå) àëãåáðà-
è÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü G ⊂ Aut(X) � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà.
Ïóñòü P ∈ X íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ G. Òîãäà åñòåñòâåííîå äåé-
ñòâèå G â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TP,X ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü m := mP,X �
ìàêñèìàëüíûé èäåàë ëîêàëüíîãî êîëüöà OP,X . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ m2 ν−→ m
ς−→ m/m2 −→ 1

G-ìîäóëåé ðàñùåïëÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ýëåìåíòû
f1, . . . , fn ∈ m òàêèå, ÷òî èõ îáðàçû ς(fi) ïîðîæäàþò m/m2 è ðàñ-
ñìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî W ⊂ m, ïîðîæäåííîå âñåìè g · fi,
g ∈ G. Ýòî ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî è èíâàðèàíòíî, ïîýòîìó
m2 ∩W âûäåëÿåòñÿ â íåì ïðÿìûì ñëàãàåìûì: W = V ⊕ m2 (êàê
G-ìîäóëü). Òîãäà îãðàíè÷åíèå ς|V : V → m/m2 � èçîìîðôèçì è

(3) m = V ⊕m2.

ßñíî, ÷òî TP,X = V ∨ è ïîýòîìó äåéñòâèå G íà V íå ÿâëÿåòñÿ òî÷-
íûì. Ïóñòü G0 � ÿäðî ýòîãî äåéñòâèÿ G è ïóñòü V d ⊂ m � ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âñåâîçìîæíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ýëåìåí-
òîâ V â êîëè÷åñòâå ≤ d. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî

(4) md = V d + md+1.

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî d. Ïðè d = 1 îíî ñîâïàäàåò
ñ (3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ d. Âîçüìåì ëþáîé
ýëåìåíò f ∈ md+1. Òîãäà îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f =
∑

fiwi, fi ∈ md, wi ∈ m.

Ñîãëàñíî (3) è (4) èìååì

fi = si + hi, si ∈ V d, hi ∈ md+1,

wi = ui + vi, ui ∈ V, vi ∈ m2.

Îòñþäà

f =
∑

(si+hi)(ui+vi) =
∑

siui+
∑

(sivi+hiui+hivi) ∈ V d+1+md+2.

Ýòî è äîêàçûâàåò (4).
Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèå íà V d åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ

md → md/md+1

ñþðúåêòèâíî. Ïîýòîìó G0 äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà md/md+1 äëÿ
ëþáîãî d.
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Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò f ∈ m. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå,
f − g · f ∈ md+1 äëÿ ëþáîãî g ∈ G0 è ëþáîãî d > 0. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ∩md = 0 (ñì., íàïð., [6, ñëåäñòâèå 10. 18]). Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî f = g · f , ò. å., f � G0-èíâàðèàíò. Òàêèì îáðàçîì, G0

äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà m è òàêæå íà OP,X . Òàê êàê k(X) � ïî-
ëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé äëÿ OP,X , òî G0 äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà
k(X) è íà X. Ïðîòèâîðå÷èå. �

5. Çàìå÷àíèå. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ðàáîòàåò òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà G � ïðîèçâîëüíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãðóïïà (ñì. [7, ãë. II, �8, ïðåäëîæåíèå 8. 5 (à)]).

2.5. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � íåîñîáàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü
è ïóñòü G ⊂ Aut(X) � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà ìíîæåñòâî
íåïîäâèæíûõ òî÷åê G íà X � íåîñîáîå ïîäìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = Fix(G) � ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî-
÷åê è ïóñòü P ∈ F � îñîáàÿ òî÷êà. Òîãäà èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå
G íà TP,F = TP,X òðèâèàëüíî. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 2.4. �

2.6. Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà [8, ãë. VI]. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ëèíåé-
íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ G èìååòñÿ
êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå x = xsxu = xuxs òàêîå, ÷òî ýòî ðàçëî-
æåíèå êîììóòèðóåò ñ ìîðôèçìàìè: åñëè ϕ : G → G′ � ìîðôèçì
àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, òî ϕ(xs) = ϕ(x)s è ϕ(xu) = ϕ(x)u.
Â ñëó÷àå G = GLn ýòî ðàçëîæåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà x â

ïðîèçâåäåíèå ïîëóïðîñòîãî (äèàãîíàëèçèðóåìîãî) è óíèïîòåíòíîãî
(âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû 1).

2.7. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå è ïóñòü G ⊂ Pic(X) ïîäãðóïïà äåéñòâóþùàÿ òðèâèàëüíî íà
Pic(X). Òîãäà G � ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Åñëè ìíîãîîá-
ðàçèå X íå ÿâëÿåòñÿ óíèëèíåé÷àòûì, òî ãðóïïà G êîíå÷íà.

2.8. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå íåóíè-
ëèíåé÷àòîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ãðóïïà Aut(X)0 èëè òðèâèàëüíà
èëè ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì ìíîãîîáðàçèåì.

2.9. Òåîðåìà. Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X óíèëèíåé÷àòî. Òîãäà êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð
KX íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì ψ :
Z × P1 99K X. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå Çàðèññêîãî ìíîæåñòâî íåîïðå-
äåëåííîñòè ψ èìååò êîðàçìåðíîñòü ≥ 2 (ñì., íàïð., [1, ãë. V, ëåììà
5. 1]). Ïîýòîìó, îãðàíè÷èâàÿ ψ íà îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî
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U ⊂ Pn−1, ìû ïîëó÷èì ìîðôèçì ψ : U × P1 → X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
π : U×P1 → U ïðîåêöèþ. Îáùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîé C := π−1(u),
u ∈ U (è åãî îêðåñòíîñòü) ìîðôèçìîì ψ áèðàöèîíàëüíî îòîáðàæà-
åòñÿ íà ñâîé îáðàç. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë dψ : TU×P1 → ψ∗TX
ñþðúåêòèâåí â îáùåé òî÷êå C. Òàê êàê TU×P1|C = OP1(2)⊕O⊕(n−1)

P1 ,
òî

−KX · ψ(C) = det(ψ∗TX) · C ≥ deg TU×P1|C > 0.

�

Çàäà÷è.

1. Ïóñòü C � êðèâàÿ ðîäà 2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü äëÿ
ñèììåòðè÷åñêîãî êâàäðàòà S2C.

2. Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü F ⊂ P3 ñòåïåíè d ≥ 4 ìî-
æåò ñîäåðæàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü F ⊂ P3 ñòåïåíè d ≥ 4 íå
ñîäåðæèò (−1)-êðèâûõ.

4. Ïóñòü X ⊂ P3 � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè d ≥ 3, d 6= 4.
Äîêàæèòå, ÷òî Aut(X) ⊂ PGL(4).

5. Äîêàæèòå, ÷òî íà íåðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè ÷èñëî (−1)-
êðèâûõ êîíå÷íî.

6. Ïóñòü X � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X òàêæå èìååòñÿ ñòðóêòóðà ýëëèïòè-
÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî X ' (E × P1)/G, ãäå G �
ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ ñäâèãàìè íà E.

7. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü ñ dim Aut(X) > 2. Äîêàæèòå, ÷òî X ëè-
íåé÷àòàÿ.

3. Àâòîìîðôèçìû êðèâûõ

Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g. Èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(i) g = 0, X ' P1, Aut(X) ' PGL2(k);
(ii) g = 1, KX = 0, X � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, îíà ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòíîé ãðóïïîé Ëè, Aut0(X) ' X;
(iii) g > 1, äèâèçîð KX îáèëåí, ãðóïïà Aut(X) êîíå÷íà.

Ñëó÷àé g > 1. Îáîçíà÷èì G := Aut(X), n := |G|. Ðàññìîò-
ðèì ôàêòîðìíîãîáðàçèå Y := X/G è ñîîòâåòñòâóþùèé ìîðôèçì
π : X → Y . Òîãäà Y � òàêæå íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ. Ïóñòü
g′ � åå ðîä. Ïóñòü P1, . . . , Pm � òî÷êè ñ íåòðèâèàëüíûìè ñòàáèëèçà-
òîðàìè Gi è ïóñòü ni := |Gi|. Òîãäà èíäåêñ âåòâëåíèÿ Pi ðàâåí ni
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è, ñëåäîâàòåëüíî, R :=
∑

(ni − 1)Pi � äèâèçîð âåòâëåíèÿ. Çàïèøåì
ôîðìóëó Ãóðâèöà:

2g − 2 = degKX = n degKY + degR = n(2g′ − 2) +
∑
Pi

(ni − 1).

Ïóñòü O1, . . . , Or � ðàçëè÷íûå G-îðáèòû íà ìíîæåñòâå {P1, . . . , Pm}.
Òîãäà |Oi| = n/ni Â ïîñëåäíåé ñóììå ñãðóïïèðóåì òî÷êè èç îäíîé
G-îðáèòû:

2g − 2 = n(2g′ − 2) +
∑
Oi

|Oi|(ni − 1) = n(2g′ − 2) +
∑
Oi

(n− n/ni),

0 < (2g − 2)/n = 2g′ − 2 +
∑
Oi

(1− 1/ni)

Ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ñïðà-
âà ðàâíî 1/42 è äîñòèãàåòñÿ ïðè g′ = 0, r = 3, {ni} = {2, 3, 7}.
Îòñþäà

|Aut(G)| ≤ 84(g − 1).

3.1. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = PSL2(F7). Ýòî ïðîñòàÿ
ãðóïïà ïîðÿäêà 168 = 42 · 4. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî G íå èìå-
åò òî÷íûõ äâóìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Òîãäà ðàçëàãàÿ 168 â ñóì-
ìó êâàäðàòîâ, ïîëó÷èì, ÷òî G èìååò (òî÷íîå) íåïðèâîäèìîå òðåõ-
ìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå V . (Áîëåå òîãî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 168 =
1+2 ·32 +62 +72 +82. ) Ãðóïïà G̃ = G · {±1} ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè
ïîðÿäêà 2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè îòðàæåíèÿìè. Ïóñòü
d1 ≤ d2 ≤ d3 � åå ñòåïåíè. Òîãäà∏

di = ïîðÿäîê ãðóïïû,
∑

(di − 1) = ÷èñëî îòðàæåíèé.

(ñì. [9]). Â íàøåì ñëó÷àå
∏
di = 336,

∑
(di−1) = 21. Îòñþäà d1 = 4,

d2 = 6, d3 = 14, ò. å. G̃ èìååò èíâàðèàíò ñòåïåíè 4. Ïóñòü C ⊂ P2

� ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàðòèêà. ßñíî, ÷òî C íåïðèâîäèìà. Òàê êàê
pa(C) = 3, òî C èìååò íå áîëåå òðåõ îñîáûõ òî÷åê. Ýòè òî÷êè íå
ìîãóò ïåðåñòàâëÿòüñÿ ãðóïïîé G. Ñëåäîâàòåëüíî, C íåîñîáà.

Çàäà÷è.

1. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ îáùåé êðèâîé ðîäà g = 2
èìååò ïîðÿäîê 2.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ îáùåé êðèâîé ðîäà g = 3
òðèâèàëüíà.

3. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ îáùåé êðèâîé ðîäà g = 4
òðèâèàëüíà.

4. Ìîæåò ëè êðèâàÿ ðîäà 3 èìåòü àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 5?
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5. Ìîæåò ëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé ðîäà 10 áûòü èçîìîðô-
íîé S6?

6. Äîêàæèòå, ÷òî îöåíêà Ãóðâèöà íå äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå êðèâûõ
ðîäà 2. Êàêîâ ìîæåò áûòü ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ â
ýòîì ñëó÷àå?

7. Äîêàæèòå, ÷òî îöåíêà Ãóðâèöà íå äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå êðèâûõ
ðîäà 4.

8. Äîêàæèòå, ÷òî îöåíêà Ãóðâèöà íå äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå êðèâûõ
ðîäà 5.

9. Äîêàæèòå, ÷òî îöåíêà Ãóðâèöà íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ äëÿ öèê-
ëè÷åñêîé ãðóïïû Aut(X).

10. Let be a hyperelliptic curve of genus g > 2 and denote by n : → P1

the two-sheeted covering map given by the hyperelliptic g 
Denote
also by ã the hyper-hyperelliptic involution (sheet interchange) and
byp, , . . . , plg + ieP1 the branch points of n. Show that any element
of Aut(C) commutes with ò, and from this concludethat Aut(C)
is a Z/2-extension of the group of automorphisms of P1 preserving
iP >???.P ig + i In particular, in this case Aut is �nite.

11. Let be a curve of genus g, φAut(C), and pj, . . . pg+ i general points
of C. Show that there exists a meromorphic function f on with
polar divisor (/)?? = Pi+??? + P? + 1 > and, counting zeros and
poles of /− < j > ∗f that φ has at most 2g + 2 �xed points. Using
Weierstrass points, deduce that Aut(C) is �nite.

12. For a simpler, albeit less elementary argument, show that if φ is
any automor- automorphism of C, the eigenvalues of φ∗ : 1(, 1) →
1(, Z) are all roots of unity, and use this and the Lefschetz �xed
point theorem to prove that any automorphism of �xing all the
Weierstrass points of is the identity. Again, conclude that Aut(C)
is �nite.

13. For a Weierstrass-point-free argument, show that: (i)(ii) any
automorphism of acting trivially on ∗ (, ) is the identity (use
theLefschetz �xed point theorem); and if <?eAutC, then the
automorphism φ ∗ , ) − + , I) is both integral and unitary with
respect to the Hermitian form H(a >, ′) = { < 3′onH ′(C). Conclude
once more that Aut(C) is �nite.

14. Let φ : → be an automorphism of �nite order n. Show that the orbit
(orquotient) space /{φ] has naturally the structure of a compact
Riemann surface such that → /φ is an n-sheeted covering totally
rami�ed at the �xed points of φ. Show that if è is prime then these
are all the rami�cation points.
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15. Retaining the notations from the preceding exercise, and using the
Riemann-Hurwitz formula show that the number a of �xed points of
φ satis�es 2 <?−2n with inequality only if the quotient /{φ) = P1.

16. Gp ñ G the subgroup of elements �xing p ∈ C, then the quotient
C/G has naturally the structure of a compact Riemann surface such
that → C/G is an n-sheeted cover with rami�cation indices v. =
card(Gp) for each p ∈ C.

17. Continuing the preceding exercises, using again the Riemann-
Hurwitz formula show that Aut(C) has order at most 8 − 1), and
that if equality holds then the quotient C/Aut(C) is isomorphic
to P1 and there are exactly three points of �xed under non-trivial
subgroups of Aut(C) (this proof requires non-trivial �ddling). This
completes the proof of the theorem stated above. In the remaining
exercises on automorphisms we shall give applications and special
cases of this theorem.

18. Show that a curve of genus g = 2 cannot have an automorphism of
order 7. Conclude that the bound 8?I) is not always sharp.

19. Show that a curve of genus g = 3 cannot have an automorphism of
order 5.

20. Show that if a curve of genus g = 3 has an automorphism of order
7, then it must be the normalization of one of the two curves Ó =
x2(x - 1),7= x(x - 1).

21. Let be the normalization of the plane curve y3 = xV - !)? Show
that is isomorphic to the normalization of the curve/ = x6 - 1, but
is not isomorphic to the normalizations of either y2 = x6 ? x or y2
= x(x4 ? 1). (Hint: use Exercise 10)

22. Show that if g(C) = 2, then Aut(C) has order at most 48, with
equality if and only if is the normalization of y2 = x(x4− 1).

23. snow tnat it g(C) − 4, then Aut(C) has order at most 120, with
equality if and only if is the curve given in homogeneous coordinates
Xo, . . . , X4 in P4 by I xf = o.

24. Show that i(g(C) = 3, then the order of Aut(C) is 168 if and only
if is the curve y1 = x2(x− 1) (cf. Exercise 20).

25. Show that, if an automorphism φ has order n and at least Dn −
2)/(n−1) �xed points, then these �xed points are Weierstrass points
of In particular, this will be the case if has �ve or more �xed points.
(J. Lewittes.) Note. Recall that an automorphism φ : C ′ − i − C is
said to be a deck transformation for the covering ? if φ commutes
with a, i.e., ??=i, and the covering ” is called Galois (or normal) if
the group of deck transformations acts transitively on the points of
a general �ber.
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26. Show that a covering − is Galois if and only if the corresponding
extension of function �elds .4i(C)5Jt(C ′) is normal.

27. Suppose the covering is unrami�ed. Show that a is Galois if and
only i� or p ∈ the image is a normal subgroup; and, conversely,
every normal subgroup of �nite index inË](Ñ) arises in this way.

28. Let be an unrami�ed Galois covering of Riemann surfaces and
φeAut Show that φ lifts to an automorphism of if and only if
r-io. snow tnat it g(C)−4, then Aut(C) has order at most 120, with
equality if and preserves the subgroup a#nt(C ′)) associated to the
cover C.

29. Using the preceding exercise, show that for any curve Ñ of genus g
;> 2 and any n,there exists an n29-sheeted unrami�ed Galois cover
of Ñ to which every auto-automorphism of Ñ lifts. Conclude, in
particular, that if the estimate in the theorem preceding exercise
10 is sharp for curves of genus g, it is sharp for curves of genush
= n2 g?1) + 1; and hence, in particular, that it is sharp for in�nitely
many g.

30. Note. To see that the estimate is not sharp for in�nitely many genera,
in fact that the inequality Aut(C) < S(g + 1) holds for in�nitely
many genera? see Accola [1].

4. Àâòîìîðôèçìû àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé

4.1. Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûé òîð X = U/Λ, U = Cn. Ïîëîæèì
V = U∨ = Hom(U,C), V = Homanti(U,C) (àíòèëèíåéíûå ôîðìû).
Èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå îòîæäåñòâëåíèÿ

H1(X,Ω1
X) = T∨0,X = V, H1(X,Z) = Λ,

Hp,q(X) = ∧pV ⊗ ∧pV , Hr(X,Z) = ∧rΛ∨.
Â ÷àñòíîñòè, H2(X,Z) = ∧2Λ∨,

H2,0(X) = ∧2V, H0,2(X) = ∧2V , H1,1(X) = V ⊗ V .

Z-ëèíåéíîå âëîæåíèå Λ ↪→ U çàäàåò âëîæåíèå ∧2Λ∨ ↪→ ∧2(V ⊕ V ),
êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò

H2(X,Z) ↪→ H2,0(X)⊕H1,1(X)⊕H0,2(X) = H2(X,C).

Ýëåìåíòû ∧2Λ∨ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîñîñèììåòðè÷åñêèå
ôîðìû λ : Λ ⊗ Λ → Z, à ýëåìåíòû V ⊗ V � êàê ýðìèòîâû ôîð-
ìû íà U .
Êëàññ ×æåíÿ c1(L) ëþáîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L ëåæèò â

H1,1(X) ∩H2(X,Z) ⊂ H2(X,C)
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(ñì. [10, ãë. 1, �2]). Ïîýòîìó êàæäîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå îïðåäåëÿ-
åò ýðìèòîâó ôîðìó íà U òàêóþ, ÷òî îãðàíè÷åíèå åå ìíèìîé ÷àñòè
íà Λ öåëî÷èñëåííî. Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ýðìèòîâà ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåíà.
** Óñëîâèÿ Ðèìàíà ??**
Íàïîìíèì, ÷òî àáåëåâûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ-

íûé òîð, äîïóñêàþùèé ãîëîìîðôíîå âëîæåíèå â ïðîåêòèâíîå ïðî-
ñòðàíñòâî (è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîåêòèâíûì ìíîãîîá-
ðàçèåì).

4.2. Ïóñòü (X, 0) = Cn/Λ è (Y, 0) = Cm/Λ′ � êîìïëåêñíûå òîðû
ðàçìåðíîñòè n èm ñîîòâåòñòâåííî. Ãîìîìîðôèçì f : (X, 0)→ (Y, 0)
èíäóöèðóåò C-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Cn = T0,X = H0(X,Ω1
X)∨ −→ Cm = T0,Y = H0(Y,Ω1

Y )∨

è Z-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
Λ = H1(X,Z) −→ Λ′ = H1(Y,Z),

êîòîðûå ñîâìåñòèìû ñ âëîæåíèÿìè:

Cn = H0(X,Ω1
X)∨ // H0(Y,Ω1

Y )∨ = Cm

Λ = H1(X,Z) //
?�

OO

H1(Y,Z) = Λ′
?�

OO

4.3. Ñëåäñòâèå. Îáðàç im(f) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì òîðîì. ßäðî
ker(f) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé â X. Åå ñâÿçíàÿ êîìïîíåí-
òà ker(f)0 ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì òîðîì.

4.4. Ïðèìåð. Äâóìåðíûé êîìïëåêñíûé òîð X äîïóñêàåò ðàçëîæå-
íèåX = E1×E2 â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååòñÿ ðàçëîæåíèå U = U1⊕U2, dimUi = 1, êî-
òîðîå èíäóöèðóåò ðàçëîæåíèå öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê Λ = Λ1⊕Λ2.

4.5. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü f : (X, 0) → (Y, 0) � ñþðúåêòèâ-
íûé ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Òîãäà ñóùåñòâóåò àáå-
ëåâî ïîäìíîãîîáðàçèå (Z, 0) ⊂ (X, 0) òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå f :
(Z, 0)→ (Y, 0) � êîíå÷íûé ìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

TX,0
α // TY,0 // 0

Λ
?�

OO

// ΛY

?�

OO

// 0
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Ïóñòü ( , ) � ýðìèòîâà ôîðìà íà TX,0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêîòî-
ðîìó îáèëüíîìó äèâèçîðó. Ïóñòü T ′ ⊂ TX,0 � îðòîãîíàëüíîå äîïîë-
íåíèå ê ÿäðó α îòíîñèòåëüíî ýòîé ôîðìû è ïóñòü Λ′ := Λ∩T ′. ßñíî,
÷òî dimT ′ = dimTY,0 è rk Λ′ = rk ΛY . Ïîëàãàåì Z = T ′/Λ′. �

4.6. Ïóñòü (X, 0) � n-ìåðíîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå. ×åðåç Aut(X, 0)
ìû îáîçíà÷èì åãî àâòîìîðôèçìû, ñîõðàíÿþùèå ãðóïïîâîé çàêîí,
à ÷åðåç T � ãðóïïà ñäâèãîâ. Î÷åâèäíî èìååòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

0 −→ T −→ Aut(X) −→ Aut(X, 0) −→ 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç End(X, 0) êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ (X, 0). Òîãäà
Aut(X, 0) = End(X, 0)∗ � ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëó-
÷àåì

End(X, 0) = {ϕ ∈ End(Cn) | ϕ(λ) ⊂ Λ},
Aut(X, 0) = {ϕ ∈ GL(Cn) | ϕ(λ) = Λ}.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð dimX = 1, ò. å. X = E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðè-
âàÿ. Òîãäà ϕ � óìíîæåíèå íà α ∈ C,

End(E, 0) ' {α ∈ C | α · Λ ⊂ Λ},
Aut(E, 0) ' {α ∈ C | α · Λ = Λ}.

4.7. Ñëåäñòâèå. Aut(E, 0) � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà
n = 2, 4, 6.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Λ = 〈1, τ〉. Òîãäà (α, ατ) è (1, τ) � äâà
Z-áàçèñà ðåøåòêè Λ. Îíè äîëæíû îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà íåâû-
ðîæäåííûìè öåëî÷èñëåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ò. å.

α = a+ bτ, ατ = c+ dτ, a, b, c, d ∈ Z.

Èñêëþ÷àÿ τ , ïîëó÷àåì

τ =
α− a
b

, α
α− a
b

= c+ d
α− a
b

,

α2 − (a+ d)α + ad− bc = 0.

Ïîëó÷àåì, n = 2, 3, 4, 6.

Çàäà÷è.

1. Ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Ïðè êàêèõ n è r Aut(E) ìîæåò
ñîäåðæàòü ïîäãðóïïó (Z/nZ)r.
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5. Àáåëåâû ïîâåðõíîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî àáåëåâà ïîâåðõíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèÿìè
KX = 0 è q(X) = 2.

5.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü ñ KX = 0 è q = 2. Òîãäà X
ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì òîðîì.

5.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � àáåëåâà ïîâåðõíîñòü. Òîãäà

(i) Eu(X) = 0;
(ii) H1(X,Z) ' H3(X,Z) ' Z4;
(iii) H2(X,Z) ' Z6, h1,1(X) = 4;
(iv) Pic0(X) = 0 èìååò ñòðóêòóðó àáåëåâîé ïîâåðõíîñòè

(äâîéñòâåííàÿ ïîâåðõíîñòü);
(v) rk c1(Pic(X)) ' Zρ, ãäå ρ ≤ 4;
(vi) dimH0(X, TX) = dimH2(X, TX) = 2, dimH1(X, TX) = 4.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ïóñòü X = C2/Λ � àáåëåâà ïîâåðõíîñòü. Ðàññìîòðèì çíàêîïåðå-

ìåííóþ ôîðìó α : Λ× Λ→ C, îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α(u,v) = det(u,v) = ut

(
0 1
−1 0

)
v.

Ôîðìà α íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçëîæå-
íèå Λ = Λ1 ⊕ Λ2 â ïðÿìóþ ñóììó èçîòðîïíûõ îòíîñèòåëüíî α
ïîäìîäóëåé Λ1 è Λ2. Çäåñü îïðåäåëèòåëü det(u,v) ïîíèìàåòñÿ êàê
êàê îïðåäåëèòåëü âåêòîðîâ u,v ∈ Λ ⊂ C2. Èíà÷å ãîâîðÿ, α ãè-
ïåðáîëè÷åñêàÿ, åñëè ñóùåñòâóåò áàçèñ λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ Λ òàêîé, ÷òî
α(λ1, λ2) = α(µ1, µ2) = 0. Ïðîäîëæåíèå α íà Λ⊗Q òàêæå îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç α. Ôîðìà α : (Λ ⊗ Q) → C íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé
íàä Q, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå Λ⊗Q = V1⊕V2 â ïðÿìóþ ñóììó
èçîòðîïíûõ îòíîñèòåëüíî α âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ V1 è V2.
Îáà îïðåäåëåíèÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà â C2.

5.3. Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ àáåëåâîé ïîâåðõíîñòè X = C2/Λ ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ïîâåðõíîñòü X èçîìîðôíà (ñîîòâåòñòâåííî, èçîãåííà)
ïðîèçâåäåíèþ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ;

(ii) ôîðìà α ãèïåðáîëè÷íà (ñîîòâåòñòâåííî, ãèïåðáîëè÷íà íàä
Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) ⇒ (ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X èçîìîðôíà ïðî-
èçâåäåíèþ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Òîãäà ñóùåñòâóþò áàçèñû â C2
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è Λ òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïåðèîäîâ ðàâíà

Π =

(
z1 1 0 0
0 0 z2 1

)
Î÷åâèäíî, ÷òî åå ñòîëáöû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ α(λ1, λ2) =
α(µ1, µ2) = 0, ò.å. α ãèïåðáîëè÷íà.
(ii) ⇒ (i) Ïóñòü λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ Λ � áàçèñ íàä Z òàêîé, ÷òî

α(λ1, λ2) = α(µ1, µ2) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû z1, z2 ∈ C∗
òàêèå, ÷òî λ1 = z1λ2, µ1 = z2µ2 è

(λ1, λ2, µ1, µ2) = (z1λ,λ2, z2µ2, µ2) = (λ2, µ2)

(
z1 1 0 0
0 0 z2 1

)
Òàêèì îáðàçîì, X èçîìîðôíà ïðîèçâåäåíèþ ýëëèïòè÷åñêèõ êðè-
âûõ. Óòâåðæäåíèå îá èçîãåííîñòè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

6. Ïîâåðõíîñòè òèïà K3

6.1. Îïðåäåëåíèå. Íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü X òàêàÿ,
÷òî KX = 0 è q(X) = 0 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ òèïà K3.

6.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà K3. Òîãäà

(i) χ(OX) = 2, Eu(X) = 24;
(ii) b1(X) = b3(X) = 0, b2(X) = 22, h1,1(X) = 20;
(iii) ãðóïïû Hp(X,Z) íå èìåþò êðó÷åíèé;
(iv) Pic0(X) = 0 è îòîáðàæåíèå c1 : Pic(X)→ H2(X,Z) èíúåê-

òèâíî;
(v) Pic(X) ' Zρ, ãäå ρ ≤ 20;
(vi) H0(X, TX) = H2(X, TX) = 0, dimH1(X, TX) = 20.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî äâîéñòâåííîñòè Ñåððà dimH2(X,OX) = 1.
Òàê êàê q(X) = 0, òî χ(OX) = 2 è ïî ôîðìóëå Íåòåðà Eu(X) = 24.
Ýòî äîêàçûâàåò (i). Áîëåå òîãî, b1(X) = 2 q(X) = 0 è

b2(X) = Eu(X)− 2 + 2 b1(X) = 22.

Ýòî, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåò (ii).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H1(X,Z)t 6= 0. Òîãäà èìååòñÿ êîíå÷íîå òîïî-

ëîãè÷åñêîå íàêðûòèå π : X ′ → X. Èìååì KX′ = 0, Eu(X ′) = 24n.
Ñíîâà ïî ôîðìóëå Íåòåðà χ(OX′) = 2n > 2. Îòñþäà

dimH0(X ′,OX′(KX′)) = dimH2(X ′,OX′) ≥ 2.

Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, H1(X,Z) = 0. Ïî äâîéñòâåííîñòè
Ïóàíêàðå èìååì H3(X,Z) = 0. Ïî ôîðìóëàì óíèâåðñàëüíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ

Hr(X,Z) ' Hr(X,Z)f ⊕Hr−1(X,Z)t,
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H2(X,Z)t ' H1(X,Z)t = 0, H1(X,Z)t = 0.

Ýòî, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåò (iii). Óòâåðæäåíèå (iv) ñëåäóåò èç ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è òîãî, ÷òî q(X) = 0, à (v) ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî ρ(X) ≤ h1,1(X) = 20.
(vi) Òàê êàê OX ' ∧2ΩX , òî ìû èìååì êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì

TX ' Ω1
X . �

6.3. Ñëåäñòâèå. Êîìïëåêñíûå êýëåðîâû ïîâåðõíîñòè òèïà K3 ïà-
ðàìåòðèçóþòñÿ 20-ìåðíûì êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Òàê êàê H1(X,Z)t = 0, òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(X) ïî-
âåðõíîñòè òèïà K3 íå èìååò ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà.

6.4. Ñëåäñòâèå. Ïîâåðõíîñòü òèïà K3 íå èìååò êîíå÷íûõ íåðàç-
âåòâëåííûõ íåòðèâèàëüíûõ íàêðûòèé.

Èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé äîêàçûâàåòñÿ îáùèé ðåçóëüòàò.

6.5. Ïðåäëîæåíèå. Ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü òèïà K3 îäíîñâÿçíà.

Îïèøåì ðåøåòêó H2(X,Z). Ïî òåîðåìå îá èíäåêñå Òîìà-
Õèðöåáðóõà 1.2 ñèãíàòóðà ñ íàøåì ñëó÷àå áóäåò (3, 19). Ôîðìà ïå-
ðåñå÷åíèÿ óíèìîäóëÿðíà (äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå) è ÷åòíà: x2

÷åòíî äëÿ âñåõ x ∈ H2(X,Z). Ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ÷åò-
íîñòè ðåøåòêè Pic(X) ñ èñïîëüçîâàíèåì òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëî-
ãà ôîðìóëû ïðèñîåäèíåíèÿ x2 ≡ x · w2 mod 2, w2 � âòîðîé êëàññ
Øòèôåëÿ-Óèòíè, à w2 ≡ c1 mod 2. Èç òåîðèè öåëî÷èñëåííûõ ðå-
øåòîê òîãäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

H2(X,Z) ' 3U2 ⊕ 2E8,

ãäå U � ñòàíäàðòíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ñ ìàòðèöåé Ãðà-

ìà

(
0 1
1 0

)
, à E8 � îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ðåøåòêà òèïà E8.

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå èç òîïîëîãèè îäíîñâÿçíûå ÷åòûðåõ-
ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ èçîìîðôíûìè ðåøåòêàìè H2(X,Z) ãîìåî-
ìîðôíû. Èç íàøèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî âñå ïîâåðõ-
íîñòè K3 ãîìåîìîðôíû. Îäíîñâÿçíîñòü K3 íåñëîæíî (ïî òåîðåìå
Ëåôøåöà î ãèïåðïëîñêîì ñå÷åíèè) ïðîâåðèòü äëÿ ïðèìåðîâ 6.6.
Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî âñå K3 äèôôåîìîðôíû, îäíàêî, ýòî

� áîëåå ãëóáîêèé ðåçóëüòàò.
Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàåò âëîæåíèå

Pic(X) ↪→ H2(X,Z),

êîòîðîå, îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì: ïî òåîðåìå Ëåôøåöà
îá (1, 1)-êëàññàõ Pic(X) = H2(X,Z)∩H1,1(X) ⊂ H2(X,C), ïîýòîìó
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rk Pic(X) ≤ 20. Åñëè C � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ, òî C2 = (KX +C) ·
C = 2 pa(C)−2 ÷åòíî. Ïî ëèíåéíîñòè D2 ÷åòíî äëÿ âñåõ äèâèçîðîâ.

6.6. Ïðèìåð. Ïóñòü X = X4 ⊂ P3 � ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 4. Òîãäà
ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ KX = 0. Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ OP3(−4) −→ OP3 −→ OX −→ 0.

Íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî q(X) = 0. Ïî òåîðèè Õîäæà b1(X) =
h1,0(X)+h0,1(X) = 2 q(X) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,X �K3 ïîâåðõíîñòü.
Àíàëîãè÷íî, ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ X2·3 ⊂ P4 è X2·2·2 ⊂ P5 òàêæå
ÿâëÿþòñÿ K3 ïîâåðõíîñòÿìè. Ôîðìóëà ïðèñîåäèíåíèÿ ïîêàçûâàåò
òàêæå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé, ÿâëÿþùèõñÿ
K3 ïîâåðõíîñòÿìè.

6.7. Ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü X ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ f : X → P2 ñ äèâèçîðîì âåòâëåíèÿ
B ⊂ P2 ñòåïåíè 6. Òîãäà

KX = f ∗
(
KP2 +

1

2
B

)
= 0.

Äàëåå
Eu(X) = 2 Eu(P2)− Eu(B) = 6− Eu(B) = 24.

Ïî ôîðìóëå Íåòåðà

12χ(OX) = K2
X + Eu(X) = 24, χ(OX) = 1− q(X) + pg(X) = 2.

Òàê êàê KX = 0, òî pg(X) = 1, q(X) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, X �
ïîâåðõíîñòü òèïà K3.
Àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü äâóëèñòíîå íàêðûòèå

f : X → Y ñ âåòâëåíèåì â (ãëàäêîì) äèâèçîðå B ∈ | − 2KY |. Êàê è
âûøå ïîëó÷àåì KX = 0,

Eu(B) = 2− 2g(B) = −2K2
Y = 2 Eu(Y )− 24,

Eu(X) = 2 Eu(Y )− Eu(B) = 24,

ò. å. X � ïîâåðõíîñòü òèïà K3.

6.8. Ïðèìåð. Ïóñòü G := Gr(k, n) � ãðàññìàíèàí, ïàðàìåòðèçóþ-
ùèé àôôèííûå k-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â Cn. Òîãäà −KG = nH,
ãäåH � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ïðè ïëþêêåðîâîì âëîæåíèè. Íåñëîæ-
íî ïîêàçàòü (àíàëîãè÷íî íàøèì âû÷èñëåíèÿì äëÿ ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà), ÷òî ñå÷åíèå X = G ∩ P6 ∩ Q ïëþêêåðîâà âëîæå-
íèÿ Gr(2, 5) ⊂ P(∧2C5) = P9 ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè
3 è êâàäðèêîé ÿâëÿåòñÿ K3 ïîâåðõíîñòüþ. Àíàëîãè÷íî, ñå÷åíèå
X = G ∩ P6 ∩ Q ïëþêêåðîâà âëîæåíèÿ Gr(2, 6) ⊂ P(∧2C6) = P14

ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè 6 ÿâëÿåòñÿ K3 ïîâåðõíîñòüþ.
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Ïîñêîëüêó âñå K3 ïîâåðõíîñòè ãîìåîìîðôíû, òî ìû ìîæåì çà-
ôèêñèðîâàòü òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X è ðàññìàòðèâàòü íà-
øó êîíñòðóêöèþ êàê äåôîðìàöèþ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà X.
Îòìåòèì, ÷òî êâàðòèêè â P3 ïàðàìåòðèçóþòñÿ ìíîãîîáðàçèåì

ðàçìåðíîñòè
(4 + 3)!

4! · 3!
− 1− (42 − 1) = 19.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäåëàíû âî âñåõ ïðèìåðàõ
ïðîåêòèâíûõ K3 ïîâåðõíîñòåé: ïîëÿðèçîâàííûå ïîâåðõíîñòè K3
ïàðàìåòðèçóþòñÿ 19-ìåðíûì ïîäñåìåéñòâîì.

Çàäà÷è.

1. Ïóñòü K3-ïîâåðõíîñòü X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóëèñòíîãî íà-
êðûòèÿ (ìèíèìàëüíîé) ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè Y : π : X → Y .
(a) Äîêàæèòå, ÷òî Y ðàöèîíàëüíà (ò. å. Y ' Fn).
(b) Íàéäèòå âñå âîçìîæíîñòè äëÿ n è äèâèçîðà âåòâëåíèÿ.

2. Ïóñòü K3 ïîâåðõíîñòü X è ïóñòü σ ∈ Aut(X) � àâòîìîðôèçì
ïîðÿäêà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàêòîð Y = X/〈σ〉 íåîñîá. Êàêîâ
ìîæåò áûòü áèðàöèîíàëüíûé òèï Y ? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

3. Ïåðå÷èñëèòå âñå ïîâåðõíîñòè òèïà Ê3, ÿâëÿþùèåñÿ ïîëíûìè ïå-
ðåñå÷åíèÿìè â ïðîèçâåäåíèÿõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ PN×PM
ãèïåðïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíûõ áèñòåïåíåé.

7. Äèâèçîðû íà ïîâåðõíîñòÿõ òèïà K3

7.1. Ëåììà. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü.

(i) Åñëè C ⊂ X � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ òàêàÿ, ÷òî C2 < 0,
òî C ïîðîæäàåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ R ⊂ NE(X).

(ii) Åñëè C ⊂ X � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ òàêàÿ, ÷òî C2 = 0,
òî êëàññ C â N1(X) ëåæèò íà ãðàíèöå êîíóñà NE(X).

(iii) Åñëè R ⊂ NE(X) � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ òàêîé, ÷òî R2 < 0,
òî R ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì íåïðèâîäèìîé êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ðàññìîòðèì êîíóñK = {z | z·C ≥ 0} ⊂ N1(X).
Ýòîò êîíóñ ñîäåðæèò êëàññû âñåõ íåïðèâîäèìûõ êðèâûõ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, NE(X) ïîðîæäàåòñÿ K è êëàññîì C. Ýòî è äîêàçûâàåò (i).
(ii) Êëàññ C ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ z 7→ C · z âûñåêàåò ãðàíü êîíóñà NE(X).
(iii) Äîêàæåì äëÿ ñëó÷àÿ ρ(X) = 2. Äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó-

÷àå ñì., íàïð., â [?, �2] èëè [?, ãë. 2, ïðåäë. 17. 13]. Ïóñòü 0 6= z ∈ R.
Èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýôôåêòèâíûõ 1-öèêëîâ zn ñõîäÿùèõ-
ñÿ ê z. Òîãäà z · zn < 0 è z2

n < 0 ïðè n � 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ (êîìïîíåíòà zn) òàêàÿ, ÷òî · z < 0. Òàê êàê
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z ∈ NE(X), òî C íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì äèâèçîðîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, C2 < 0 è ñîãëàñíî (i) C ïîðîæäàåò ýêñòðåìàëüíûé
ëó÷ R′ ⊂ NE(X). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R′ 6= R. Òàê êàê ρ(X) = 2, òî
NE(X) èìååò ðîâíî äâà ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷à. Íî òîãäà ýôôåêòèâ-
íûé äèâèçîð C îòðèöàòåëåí íà NE(X), ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâà-
òåëüíî, R = R′ = R+[C]. �

7.2. Ëåììà. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà K3 è ïóñòü D � äèâè-
çîð íà X. Òîãäà

χ(OX(D)) =
1

2
D2 + 2.

Â ÷àñòíîñòè, D2 ÷åòíî. Åñëè D ·A > 0 äëÿ îáèëüíîãî äèâèçîðà A,
òî

dimH0(X,OX(D)) ≥ 1

2
D2 + 2.

Åñëè D = C � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ è C2 > 0, òî

dimH0(X,OX(C)) =
1

2
C2 + 2 = pa(C) + 1.

7.3. Ëåììà. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà K3 è ïóñòü D � ýô-
ôåêòèâíûé äèâèçîð íà X. Òîãäà 2 pa(D) − 2 = D2. Åñëè D = C
� íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ, òî C2 ≥ −2, ïðè÷åì ðàâåíñòâî C2 = −2
äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà C � íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ.

Íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ C ñ èíäåêñîì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
C2 = −2 íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ (−2)-êðèâîé.

7.4. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3. Êàæäàÿ (−2)-
êðèâàÿ íà X ïîðîæäàåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ R ⊂ NE(X). Ýëëèï-
òè÷åñêèé ïó÷îê |E| íà X ïîðîæäàåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñëîè |E| íåïðèâîäèìû. Íàîáîðîò, åñëè
ρ(X) > 1, òî äëÿ êàæäîãî ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à R ⊂ NE(X) èìå-
åì R2 ≤ 0. Åñëè R2 < 0, òî R ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì (−2)-êðèâîé.
Åñëè R2 = 0, òî R ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R ðàöèîíàëåí.

7.5. Òåîðåìà. Ïóñòü D � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà Ê3
ïîâåðõíîñòè X. Èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

(i) D ∼ 0;
(ii) D2 = 0, D 6∼ 0, |D| = n|E|;
(iii) D2 > 0, |D| = C + n|E|;
(iv) D2 > 0, Bs |D| = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì n := 1
2
D2 + 1. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

χ(OX(D)) = n+ 1.
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Îòñþäà n � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå è dim |D| ≥ n. Çàïèøåì |D| =
F + |M | (âîçìîæíî, F = 0). ßñíî, ÷òî M2 ≥ 0.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé M2 = 0. Òîãäà Bs |M | = 0 è Φ|M | çàäàåò

ìîðôèçì íà êðèâóþ B. Òàê êàê H0(X,ΩX) = 0, òî B ' P1. Òîãäà
|M | = n|E|, ãäå |E| � ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê. Åñëè F = 0, òî ìû
ïîëó÷àåì ñëó÷àé (ii). Ïîýòîìó äàëüøå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî F 6= 0. Ïî
òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà F 2 ≤ −2. Èç

0 ≤ 2n− 2 = D2 = 2nE · F + F 2

ïîëó÷àåì,÷òî E · F > 0. Òàê êàê D · F ≥ 0, òî èç

2n− 2 = D2 = nE · F +D · F,

ïîëó÷àåì,÷òî E · F = 1, D · F = n− 2.
Ïóñòü C � êîìïîíåíòà F , ïåðåñåêàþùàÿ E. Òîãäà E ·C = 1 è C�

(−2)-êðèâàÿ. Çàïèøåì F = C + F ′. Òîãäà C � íå êîìïîíåíòà F ′.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ′ 6= 0. Òîãäà F ′

2
< 0,

−2 ≥ F 2 = (C + F ′)2 = −2 + 2C · F ′ + F ′
2

.

Îòñþäà

(C + F ′) · F ′ ≤ (C + F ′) · F ′ + C · F ′ ≤ 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

0 ≤ D · F ′ = (nE + C + F ′) · F ′ = (C + F ′) · F ′

è ïîýòîìó (C + F ′) · F ′ = 0, C · F ′ = 0, F ′
2

= 0. Ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî F ′ = 0, ò. å. F = C. Ïîëó÷àåì ñëó÷àé (iii).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé M2 > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F 6= 0. Ïî òåî-

ðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà îá îáðàùåíèèè â íóëü H i(X,M) = 0 ïðè
i > 0 è

dim |M | = 1

2
M2 + 1 = dim |D| ≥ 1

2
D2 + 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, M2 ≥ (M + F )2, (M + F ) · F +M · F ≤ 0, M · F =
F 2 = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî F = 0, ò. å. |D| íå èìååò

íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò è D2 > 0.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�

7.6. Ëåììà. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà K3. Ïîëóãðóïïà ýô-
ôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ íà X ïîðîæäàåòñÿ (−2)-êðèâûìè è êðèâû-
ìè ñ íåîòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
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7.7. Ïðèìåð (êâàðòèêà Ôåðìà). Ðàññìîòðèì êâàðòèêó â X ⊂
P3, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

x4
1 + x4

2 + x4
3 + x4

4 = 0.

Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ {1, 2, 3, 4} = {i1, i2} ∪ {i3, i4} óðàâíåíèÿ
x4
i1

+ x4
i2

= x4
i3

+ x4
i4

= 0 çàäàþò 16 ïðÿìûõ íà X. Ïîëó÷àåì ìíî-
æåñòâî Σ èç 48 ïðÿìûõ. Ýòî ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ G ⊂ Aut(X), G ' (Z/4Z)3 oS4, äåéñòâóþ-
ùåé óìíîæåíèÿìè êîîðäèíàò íà êîðíè 4-é ñòåïåíè èç 1 è ïåðåñòà-
íîâêàìè. Áîëåå òîãî, G òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà Σ.

8. Äåéñòâèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ íà êîãîìîëîãèÿõ

Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3.

8.1. Ïðåäëîæåíèå. ßäðî äåéñòâèÿ ãðóïïû Aut(X) íà Pic(X) êî-
íå÷íî è ñîñòîèò èç àâòîìîðôèçìîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîåê-
òèâíûìè ïðè ëþáîì âëîæåíèè. 1

Äåéñòâèå ãðóïïû Aut(X) íà H2,0(X) = C · ω èíäóöèðóåò òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 −→ Auts(X) −→ Aut(X) −→ Γ −→ 1

ãäå Γ ⊂ GL1(C) = C∗. Ïîäãðóïïà Auts(X) ⊂ Aut(X) íàçûâàåòñÿ
ïîäãðóïïîé ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ. Ïîëîæèì

NX := {x ∈ H2(X,Z) | ω(x) = 0}, TX = N⊥X .

8.2. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü X ⊂ P4 ⊂ P5 òèïà Ê3,
çàäàííóþ óðàâíåíèÿìè

∑
xi =

∑
x2
i =

∑
x3
i = 0. Çíàêîïåðåìåííàÿ

ãðóïïà A6 äåéñòâóåò íà X ïåðåñòàíîâêàìè êîîðäèíàò. Òàê êàê A6 �
ïðîñòàÿ ãðóïïà, òî åå èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå íà H2,0(X) = C · ω
òðèâèàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, A6 ⊂ Auts(X).

8.3. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êâàðòèêó X ⊂ P3, çàäàííóþ óðàâíå-
íèåì x1x

3
2 + x2x

3
3 + x3x

3
1 + x4

0 = 0. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 3.1 íà ýòîé
ïîâåðõíîñòè äåéñòâóåò ïðîñòàÿ ãðóïïà Êëåéíà PSL2(F7). Êàê è
âûøå, ýòî äåéñòâèå � ñèìïëåêòè÷åñêîå.

8.4. Òåîðåìà. (i) Auts(X) äåéñòâóåò íà TX òðèâèàëüíî;
(ii) èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå Γ íà TX íå èìååò åäèíè÷íûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (â ÷àñòíîñòè, òî÷íî);
(iii) Γ � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà,
(iv) åñëè m � ïîðÿäîê Γ, òî ϕ(m) äåëèò rk TX , â ÷àñòíîñòè,

ϕ(m) ≤ 21 è m ≤ 66.

1Ïîçäíåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ÿäðî äåéñòâèÿ íà H2(X,Z) òðèâèàëüíî.
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(v) åñëè ρ(X) íå÷åòíî, òî m ≤ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ Auts(X) è x ∈ TX . Òîãäà

ω(x) = g∗ω(g∗x) = ω(g∗x), x− g∗(x) ∈ ker(ω)∩TX = NX ∩TX = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, g äåéñòâóåò íà TX òðèâèàëüíî.
Íàîáîðîò, ïóñòü g /∈ Auts(X) è 0 6= x ∈ TX . Òàê êàê NX ∩TX = 0,

òî ω(x) 6= 0. Òîãäà g∗ω = λω, λ 6= 1,

g∗ω(g∗x) = ω(x) = λω(g∗x), g∗x 6= x.

Â ïðîñòðàíñòâå H2(X,R) ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâà T ′ =
âåù. ÷àñòü(H2,0 ⊕ H0,2) è T ′′ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê T ′ â
H2(X,R). Òîãäà îãðàíè÷åíèå ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ íà T ′ (ñîîòâ. T ′′)
ïîëîæèòåëüíî (ñîîòâ. îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåíî. Äåéñòâèå Γ íà
H2(X,R) ñîõðàíÿåò ðàçëîæåíèå

H2(X,R) = Pic(X)R ⊕ T ′ ⊕ T ′′.

Ïîýòîìó èìååì âëîæåíèå â îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó G ↪→ O(T ′) ×
O(T ′′). Ïóñòü γ ∈ Γ è ïóñòü γ∗ω = λω äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C∗, λ 6= 1.
Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, |λ| = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, λ � öåëîå
àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå λ äîëæíî áûòü êîðíåì èç 1, ò.
å. γ ∈ Γ � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Äàëåå, Γ ïîäãðóïïà â (O(T ′)×
O(T ′′))∩O(H2(X,Z)). Ñëåäîâàòåëüíî, Γ äèñêðåòíà â (êîìïàêòíîé)
ãðóïïå (O(T ′) × O(T ′′)). Òîãäà Γ äîëæíà áûòü êîíå÷íîé. Òàê êàê
Γ ⊂ C∗, òî Γ � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Âñå íåâåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà γ ∈ Γ â ïðî-

ñòðàíñòâå T ′′ ãðóïïèðóþòñÿ íà ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ. Åñ-
ëè ðàíã TX íå÷åòåí, òî èìååòñÿ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ±1. Ýòî âîç-
ìîæíî òîëüêî åñëè ïîðÿäîê γ íå ïðåâîñõîäèò 2. �

Çàäà÷è.

1. Íàéäèòå êîðàçìåðíîñòü ñåìåéñòâà êâàðòèê â P3, ñîäåðæàùèõ
ïðÿìóþ (êîíèêó) â ïðîñòðàíñòâå âñåõ êâàðòèê.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà Ïèêàðà ïîâåðõíîñòè òèïà Ê3 ïîðîæ-
äåíà (−2)-êðèâûìè è ÷èñëî òàêèõ êðèâûõ êîíå÷íî. Äîêàæèòå,
÷òî Aut(X) êîíå÷íà.

3. Ïóñòü Ê3 ïîâåðõíîñòü X ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì
P1×P1. Ïîêàæèòå, ÷òî X èìååò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ ïó÷êà è îïè-
øèòå âûðîæäåííûå ñëîè.

4. Ïîñòðîéòå ïðèìåð K3-ïîâåðõíîñòè ñ ÷èñëîì Ïèêàðà ρ = 20 (ñ
îáîñíîâàíèåì!).
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9. Êîíå÷íûå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ

Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 è ïóñòü G ⊂ Aut(X) � êîíå÷-
íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ. Ïîëîæèì Gs := Auts(X) ∩G. Èìååòñÿ
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 −→ Gs −→ G −→ G/Gs −→ 1

Ïóñòü m := |G/Gs|.

9.1. Òåîðåìà (ãîëîìîðôíàÿ ôîðìóëà Ëåôøåöà, ñì. [10, ãë.
3]).

Lef(g,O) =
∑
n

(−1)n Tr g∗|H0,q(X) =
∑

g(P )=P

1

det(E − JP )
.

9.2. Òåîðåìà. Ïóñòü g � ñèìïëåêòè÷åñêèé ýëåìåíò ïðîñòîãî ïî-
ðÿäêà p. Òîãäà p ∈ {2, 3, 5, 7} è ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ðàâíî
24/(p+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m � ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïî ãîëî-
ìîðôíîé ôîðìóëå Ëåôøåöà

2(p− 1) =

p−1∑
k=1

Lef(gk,O) = m

p−1∑
k=1

1

(1− εk)(1− ε−k)
.

Çàìåòèì, ÷òî (εk − 1)−1 � êîðíè óðàâíåíèÿ (t + 1)p − tp = 0. Ïî
ôîðìóëàì Âèåòà

p−1∑
k=1

1

εk − 1
= −p− 1

2
,

p−1∑
k=1

1

(εk − 1)2
=

(
−p− 1

2

)2

−2
(p− 1)(p− 2)

6
.

Òàê êàê
1

(1− εk)(1− ε−k)
= − 1

εk − 1
− 1

(εk − 1)2

òî
p−1∑
k=1

1

(1− εk)(1− ε−k)
=
p− 1

2
−
(
p− 1

2

)2

+
(p− 1)(p− 2)

3
=
p2 − 1

12
.

Îòêóäà

m(p+ 1) = 24, p ∈ {2, 3, 5, 7, 11}.
Åñëè p = 11, òî m = 2,

1

(1− ε)(1− ε−1)
+

1

(1− εk)(1− ε−k)
= 2

4− 3(εk + ε−k)− 3(ε+ ε−1) + 2(ε+ ε−1)(εk + ε−k) = 0
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Ñëåäîâàòåëüíî, ε óäîâëåòâîðÿåò 9-÷ëåííîìó óðàâíåíèþ. Ïðîòèâî-
ðå÷èå. �

9.3. Òåîðåìà. Äåéñòâèå ãðóïïû Aut(X) íà H2(X,Z) òî÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 8.1 ÿäðî G0 äåéñòâèÿ êîíå÷íî.
Îíî ñîñòîèò òîëüêî èç ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ. Ïóñòü g ∈
G0 � ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà. Ïî òåîðåìå 9.2 g èìååò íå áîëåå
÷åì 8 íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òîïîëîãè÷åñêîé
ôîðìóëå Ëåôøåöà

Lef(g) =
∑
q

Tr g∗|Hq(X,R) = 24.

Ïðîòèâîðå÷èå. �

Çàäà÷è.

1. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 è ïóñòü G ⊂ Aut(X) � êîíå÷-
íàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ íåñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì.
Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîð X/G èëè ðàöèîíàëåí èëè áèðàöèîíàëü-
íî ýêâèâàëåíòåí ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà. ×åì ðàçëè÷àþòñÿ ýòè
ñëó÷àè?

2. Ìîæåò ëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Ê3 ïîâåðõíîñòè áûòü èçî-
ìîðôíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S11?

3. ßâëÿåòñÿ ëè ñèìïëåêòè÷åñêèì àâòîìîðôèçì � öèêëè÷åñêàÿ ïå-
ðåñòàíîâêà êîîîðäèíàò íà êâàðòèêå

x3
1x2 + x3

2x3 + x3
3x4 + x3

4x1 = 0?

4. Îïèøèòå ãðóïïó ïðîåêòèâíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ
êâàðòèêè Ôåðìà.

5. Îöåíèòå ñâåðõó ïîðÿäîê êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ ïîâåðõíîñòè òèïà Ê3 (íå òðåáóåòñÿ òî÷íàÿ îöåíêà).

6. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà
(Z/pZ)r âêëàäûâàåòñÿ â Auts(X), ãäå p � ïðîñòîå ≥ 5. Êàêîå
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü r?

7. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà
(Z/3Z)r âêëàäûâàåòñÿ â Auts(X). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü r?

8. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà
(Z/2Z)r âêëàäûâàåòñÿ â Auts(X). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü r?

9. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 ñ Pic(X) = Z · H. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè H2 > 2, òî Aut(X) òðèâèàëüíà. Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà

23



ïîêàæèòå, ÷òî Auts(X) = {1}. Çàòåì èññëåäóéòå äåéñòâèå íåñèì-
ïëåêòè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà íà TX è ïîêàæèòå, ÷òî åãî ïîðÿäîê
≤ 2.

10. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 ñ Pic(X) = Z ·H. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè H2 = 2, òî Aut(X) ' Z/2Z. Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà ïîêàæèòå,
÷òî Auts(X) = {1}. Çàòåì èññëåäóéòå äåéñòâèå íåñèìïëåêòè÷å-
ñêîãî àâòîìîðôèçìà íà TX è ïîêàæèòå, ÷òî åãî ïîðÿäîê ≤ 2.

11. Êàêèå âîçìîæíîñòè åñòü äëÿ äåéñòâèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî àâòî-
ìîðôèçìà g ∈ Aut(X) ïîðÿäêà 2 íà ðåøåòêå H2(X,Z).

12. Äîêàæèòå, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì ïîâåðõíîñòè òèïà
Ê3 íå ìîæåò èìååò ïîðÿäîê 10.

13. Ïóñòü τ ∈ Aut(X) � èíâîëþöèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà ïîâåðõíîñòè
X òèïà K3 òàê, ÷òî èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê. Êàêîâ áèðàöèîíàëüíûé òèï ôàêòîðïîâåðõíîñòèX/τ?
Ñêîëüêî èìååòñÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê?

10. Àâòîìîðôèçìû ïîâåðõíîñòåé òèïà Ê3 ñ ρ(X) = 2

10.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 ñ ρ(X) =
2. Òîãäà êîíóñ NE(X) èìååò ðîâíî äâà ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷à. Ëþ-
áîé ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê |E| (è ëþáàÿ (−2)-êðèâàÿ) íà X ïîðîæ-
äàåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷. Åñëè X ñîäåðæèò ýëëèïòè÷åñêèé ïó-
÷îê, òî èëè X ñîäåðæèò äðóãîé ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê èëè (−2)-
êðèâóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïîÿñíèòü òîëüêî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.
Åñëè |E| � ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê, òî E2 = 0, ò. å. ôîðìà x2 = 0
íà ðåøåòêå Pic(X) ' Z ïðåäñòàâëÿåò 0. Íî òîãäà èìååòñÿ äðóãîé
ýëåìåíò 0 6= D ∈ Pic(X) òàêîé, ÷òî D2 = 0 (ïðîâåðüòå!). Ïî òåîðåìå
Ðèìàíà-Ðîõà ìîæíî ñ÷èòàòü D ýôôåêòèâíûì. Åñëè D ÷èñëåííî
ýôôåêòèâåí, òî ïî òåîðåìå 7.5 |D| çàäàåò ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåêîòîðàÿ êîìïîíåíòà D ÿâëÿåòñÿ (−2)-êðèâîé
ïî ëåììå 7.1. �

10.2. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 ñ ρ(X) = 2. Åñëè
X ñîäåðæèò (−2)-êðèâóþ èëè ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê, òî ãðóïïà åå
àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X èìååòñÿ
(−2)-êðèâàÿ C. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10.1 ïîäãðóïïà G ⊂ Aut(X)
èíäåêñà ≤ 2 ñîõðàíÿåò C. Òîãäà G òàêæå ñîõðàíÿåò ïðÿìóþ

{x | x · C = 0} ⊂ Pic(X)⊗Q
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è öåëûå òî÷êè íà íåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà G′ ⊂ G èíäåêñà
≤ 2 äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà ïðÿìîé {x | x · C = 0}, à çíà÷èò è íà
Pic(X). Ïî ñëåäñòâèþ 2.7 ãðóïïà G′ êîíå÷íà. �

6. Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ òåîðåìû áóäóò âûïîëíåíû åñëè õîòÿ áû
îäíî èç ðåáåð êîíóñîâ NE(X) èëè KP(X) := {x | x2 ≥ 0} ⊂ Pic(X)⊗
R ðàöèîíàëüíî.

10.3. Äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü Ê3 ïîâåðõíîñòè äëÿ êîòîðûõ
ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ áåñêîíå÷íà. Ñîãëàñíî òåîðåìå 10.2 íà òàêîé
ïîâåðõíîñòè íåò êðèâûõ ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ïåðåñå÷åíèÿ,
NE(X) = KP+(X) è ðåáðà ýòîãî êîíóñà èððàöèîíàëüíû (ò. å. ôîð-
ìà x2 = 0 íå ïðåäñòàâëÿåò 0 â Pic(X)). Ïóñòü Γ � îáðàç Aut(X) â
Aut(Pic(X)) è ïóñòü Γ0 ⊂ Γ � ïîäãðóïïà (èíäåêñà ≤ 2), ñîõðàíÿþ-
ùàÿ ðåáðà NE(X) = KP+(X). Òàê êàê Γ ⊂ GL2(Z), òî îïðåäåëèòåëè
ýëåìåíòîâ Γ ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ±1. Âûáåðåì áàçèñ e1, e2

â Pic(X) ⊗ R, íàïðàâëåííûé âäîëü ðåáåð NE(X). Äëÿ ëþáîãî ýëå-
ìåíòà γ ∈ Γ èìååì

(γe1, γe2) = (e1, e2) > 0.

Ïîýòîìó γ èìååò âèä(
t 0
0 t−1

)
åñëè γ ∈ Γ0,

(
0 t
t−1 0

)
åñëè γ ∈ Γ \ Γ0.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà Γ0 àáåëåâà, Γ0 = Γ ∩ SL2(Z),
à âñå ýëåìåíòû Γ \ Γ0 èìåþò ïîðÿäîê 2 è êàæäûé òàêîé ýëåìåíò �
îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îáèëüíîãî êëàññà e1 + te2. Ýòîò ýëåìåíò
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì γ è ïîýòîìó ïðîïîðöèîíàëåí öå-
ëî÷èñëåííîìó êëàññó â Pic(X). Òàêèì îáðàçîì, àâòîìîðôèçìû, ðå-
àëèçóþùèå ýëåìåíòû γ ∈ Γ\Γ0, åñòåñòâåííî ñòðîèòü êàê èíâîëþöèè
Ãàëóà äâîéíîãî íàêðûòèÿ X → P2, çàäàííîãî îáèëüíûì êëàññîì,
ïðîïîðöèîíàëüíûì e1 + te2.

10.4. Ïóñòü R � ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü ðàíãà 2 ñ íåâûðîæäåííîé áè-
ëèíåéíîé ôîðìîé q : R × R → Z ñèãíàòóðû (1, 1). Â ïðîñòðàí-
ñòâå RR := R ⊗ R = R2 åñòåñòâåííî îïðåäåëåí êîíóñ KP(R) :=
{x ∈ RR | q(x,x) ≥ 0}, êîòîðûé èìååò äâå êîìïîíåíòû: KP(R) =
KP(R)+ ∪ KP(R)− (ñð. (1)). Äëÿ êàæäîãî u ∈ R òàêîãî, ÷òî
q(u,u) 6= 0, îïðåäåëèì îòðàæåíèå

su : x 7−→ x− 2q(x,u)

q(u,u)
u.

Ëþáîé ýëåìåíò ïîðÿäêà 2 â O(R) èìååò âèä su äëÿ íåêîòîðîãî u ∈
R. Áîëåå òîãî, åñëè su ïåðåâîâèò êîìïîíåíòû KP(R)+ è KP(R)− â
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ñåáÿ, òî q(u,u) > 0. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

su ◦ sv ◦ su = sw, ãäå w = su(v).

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî U ⊂ R òàêîå, ÷òî q(u,u) 6= 0
äëÿ âñåõ u ∈ U è ðàññìîòðèì ãðóïïó

W(U) := 〈su | u ∈ U〉,

ïîðîæäåííóþ su äëÿ âñåõ u ∈ U . Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî U ìàêñè-
ìàëüíî, ò. å. îíî ñîäåðæèò âñå îòðàæåíèÿ èç W(U). Â ýòîì ñëó÷àå
ãðóïïà W(U) äåéñòâóåò íà U . Çàìåòèì, ÷òî su ◦ sv = sv ◦ su òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà v = su(v), ò. å. q(v,u) = 0.

10.5. Ëåììà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ãðóïïà W(U) êîíå÷íà;
(ii) ãðóïïà W(U) èìååò ïîðÿäîê 2 èëè 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W(U) êîíå÷íà è ïðåäïîëîæèì, ÷òî åå ïî-
ðÿäîê áîëüøå 2. Â ïðîñòðàíñòâå R2 = R ⊗ R èìåþòñÿ äâà íåêîë-
ëèíåàðíûõ èçîòðîïíûõ âåêòîðà e1 è e2. Ïóñòü su ∈ W(U). Åñ-
ëè su(e1) = λe1, òî âåêòîð e1 êîëëèíåàðåí u è òîãäà îí íå ìî-
æåò áûòü èçîòðîïíûì. Çíà÷èò su(e1) = λe2 è ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî su(e1) = e2. Òàê êàê s2

u � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæå-
íèå, òî su(e2) = e1. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî äðóãîãî îòðàæåíèÿ
sv ∈ W(U) èìååì sv(e1) = µe2. Íî òîãäà s2

v(e1) = µ2e1. Ñëåäî-
âàòåëüíî, sv(e1) = −e2 è sv(e2) = −e1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî W(U)
ñîäåðæèò ðîâíî äâà îòðàæåíèÿ è ýòè îòðàæåíèÿ êîììóòèðóþò. �

10.6. Ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìà q ïðåäñòàâëÿåò 1, ò. å.
q(v,v) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, òàêæå ÷òî ìîäóëü
äèñêðèìèíàíòà ∆ = ∆(q) íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò
áàçèñ v1 = v, v2, â êîòîðîì ìàòðèöà q èìååò âèä(

1 0
0 −d

)
ãäå d = −∆ > 0. Áîëåå òîãî, íà R ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó êîëüöà
R := Z[

√
d]. Îòîæäåñòâëÿÿ v1 = 1, v2 =

√
d, ìû ìîæåì çàïèñàòü

íàøó ôîðìó â âèäå

q(x,y) =
1

2
(xȳ + x̄y),

ãäå a+ b
√
d := a− b

√
d. Ïóñòü

U ⊂ {u ∈ R | q(u,u) = 1}.
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� ïîäìíîæåñòâî â ãðóïïå åäèíèö. Òîãäà

su : x 7−→ x− 2q(x,u)u = −x̄u2.

Òîãäà
susvsu = sw, w = su(v) = −u2v̄ = −u2v−1.

10.7. Ìû ìîæåì ïðèìåíèòü êîíñòðóêöèþ 10.7 â ñëåäóþùåé ñèòóà-
öèè. ÏîëàãàåìR = Pic(X), ãäåX � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 ñ ρ(X) = 2.
Ïóñòü q(D1, D2) = D1 ·D2 � ôîðìà ïåðåñå÷åíèÿ íà X. Èíîãäà óäîá-
íåå ïîëîæèòü q(D1, D2) = λD1 · D2 äëÿ íåêîòîðãî λ ∈ Q. Ïóñòü
G ⊂ Aut(X) � ïîäãðóïïà, ïîðîæåííàÿ ýëåìåíòàìè ïîðÿäêà 2 è
ïóñòü W ⊂ O(R) � åå îáðàç. Òîãäà W = W(U) äëÿ íåêîòîðîãî U .
Èç ëåììû ïîëó÷àåì

10.8. Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîðÿäîê W áîëüøå 2, òî ãðóïïà Aut(X)
áåñêîíå÷íà.

10.9. Ïðèìåð Ôàíî-Ñåâåðè (Fano-Severi). Ïóñòü X = X4 ⊂ P3

� íåîñîáàÿ êâàðòèêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîX ñîäåðæèò íåîñîáóþ êðè-
âóþ C ðîäà 2 è ñòåïåíè 6. Ïóñòü H � ãèïåðïëîñêîñêîå ñå÷åíèå X.
Ìîæíî äîêàçàòü, ïî òåîðèè ìîäóëåé K3-ïîâåðõíîñòåé, ÷òî C è H
îáðàçóþò áàçèñ ãðóïïû Pic(X) ïðè óñëîâèè, ÷òî êâàðòèêà X äîñòà-
òî÷íî îáùàÿ. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà X íåò êðèâûõ ñ îòðèöà-
òåëüíûì èíäåêñîì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. ßñíî, ÷òî C2 = 2, C · H = 6,
H2 = 4. Ïîëàãàåì R = Pic(X) è q(D1, D2) = 1

2
D1 ·D2. Èçîìîðôèçì

Pic(X) ' Z[
√

7] çàäàåòñÿ

C 7−→ 1, H 7−→ 3 +
√

7.

Êîíóñ Ìîðè NE(X) ñîâïààäàåò ñ KP+(X) è çàäàåòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè

NE(X) = KP+(X) = {αC + βH | α2 + 6αβ + 2β2 ≥ 0, β ≥ 0}.
Ýòîò êîíóñ èìååò èððàöèîíàëüíûå ðåáðà H + γ1C è H + γ2C, ãäå
γ1,2 := −3 ±

√
7. Âíóòðåííîñòü NE(X) ñîñòîèò èç îáèëüíûõ äèâè-

çîðîâ.
Ïóñòü (t, u), t > 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ t2 − 7u2 = 1.

Ïîëîæèì
D = (t− 3u)C + uH.

Òîãäà ìû èìååì D2 = 2, D · H = 2(3t − 7u). Òàê êàê t >
√

7u, òî
3t > 7u è D · H > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, D � îáèëüíûé äèâèçîð. Ïî
òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà dim |D| ≥ 2 (ëåììà 7.2). Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü
äèâèçîðD ýôôåêòèâíûì è òîãäà pa(D) = 2 (ëåììà 7.3). Ïî òåîðåìå
7.5 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D| îïðåäåëÿåò ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì φ :
X 99K P2. ßñíî, ÷òî deg φ = 2. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì
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Ãàëóà τ = τt,u : X → X òàêîé, ÷òî τ 2 = id, τ(D) ∼ D, ò. å. D =
φ∗OP2(1).

10.10. Ëåììà. Äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé (t, u) è (t′, u′) óðàâíåíèÿ
Ïåëëÿ t2 − 7u2 = 1 ýëåìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà τt,u, τt′,u′ ∈ Aut(X)
ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ (t, u) è (t′, u′) îïðå-
äåëÿþò îäèí è òîò æå àâòîìîðôèçì τ : X → X, òî τ(H) ∼ H,
ñëåäîâàòåëüíî, τ : X → X èíäóöèðîâàí ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíè-
åì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê τ ñîäåðæèò
ìíîæåñòâî âåòâëåíèÿ äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ φ : X → P2 � ïëîñêóþ
êðèâóþ R ñòåïåíè 6 è ðîäà 10. Òàêàÿ êðèâàÿ íå ìîæåò ëåæàòü â
ãèïåðïëîñêîì ñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè X ⊂ P3 è ïîýòîìó ëþáîé ëè-
íåéíûé àâòîìîðôèçì ïîâåðõíîñòè X, ôèêñèðóþùèé R ïîòî÷å÷íî,
äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà P3. Ýòî è äîêàçûâàåò ëåììó. �

Òàêèì îáðàçîì, Aut(X) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà 2.

10.11. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå X ⊂ P2×P2 îáùèõ äèâè-
çîðîâ áèñòåïåíåé (1, 1) è (2, 2). Ïî òåîðåìå Íåòåðà-Ëåôøåöà îòîá-
ðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ Pic(P2 × P2) → Pic(X) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì. Òàêèì îáðàçîì, Pic(X) = Z[h1]⊕ Z[h2], ãäå h2

i = 2, h1 · h2 = 4.
Ïðîåêöèè πi : X → P2 ÿâëÿþòñÿ äâóëèñòíûìè íàêðûòèÿìè ñ

äèâèçîðàìè âåòâëåíèÿ Bi ⊂ P2 � ãëàäêèìè ñåêñòèêàìè. Îíè çàäà-
þò äâå èíâîëþöèè Ãàëóà τi ∈ Aut(X) ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ
òî÷åê Ri = π−1

i (Bi).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíà èç èíâîëþöèé τi äåéñòâóåò òðèâèàëüíî

íà Pic(X). Òîãäà τi ñîõðàíÿåò îáå ïðîåêöèè π1, π2. Êðèâàÿ Ri �
íåãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ. Çíà÷èò îíà ïðîåêòèðóåòñÿ â íåðàöèîíàëü-
íûå êðèâûå íà îáîèõ êîïèÿõ P2. Òîãäà π1(Ri) è π2(Ri) ïîðîæäàþò
P2. Ñëåäîâàòåëüíî, τi äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà P2 × P2, è íà X.
Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî îáå èíâîëþöèè τi äåéñòâóþò íåòðè-
âèàëüíî íà Pic(X).
Ðàññìîòðèì íîâóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó:

〈D1, D2〉 =
1

2
D1 ·D2.

Èìååì èçîìîðôèçì ðåøåòîê

ε : Pic(X)
∼−→ Z[

√
3], h1 7→ 1, h2 7→ 2 +

√
3.

Èíäóöèðîâàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(x, y) =
1

2
(xy + xy).
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Ïðè ýòîì hi � åäèíèöû â Z[
√

3], à èíäóöèðîâàííûå äåéñòâèÿ τ ∗i
íà Z[

√
3] � ýòî îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî åäèíèö ε(h1) = 1, ε(h2) =

2 +
√

3. Êàê è â 10.6 ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ãðóïïó àâòîìîðôèç-
ìîâ, ïîðîæäåííóþ τ1 è τ2, ïîñêîëüêó îáðàç ýòîé ãðóóïïû â ãðóïïå
àâòîìîðôèçìîâ ðåøåòêè áåñêîíå÷åí.

Çàäà÷è.

1. ÏóñòüX ⊂ P3×P3 � îáùåå ïåðåñå÷åíèå ÷åòûðåõ äèâèçîðîâ áèñòå-
ïåíè (1, 1). Èìååò ëè ýòà Ê3 ïîâåðõíîñòü ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê?
Ñîäåðæèò ëè îíà (−2)-êðèâûå? Îïèøèòå êîíóñ Ìîðè NE(X).

2. Ïóñòü X ⊂ P2 × P3 � îáùåå ïåðåñå÷åíèå äèâèçîðîâ áèñòåïåíåé
(1, 2), (1, 1), (1, 1). Êîíå÷íà ëè ãðóïïà Aut(X)? Îïèøèòå êîíóñ
Ìîðè NE(X).

3. Ïóñòü X ⊂ P2 × P1 � îáùèé äèâèçîð áèñòåïåíè (3, 2). Êîíå÷íà
ëè ãðóïïà Aut(X)? Îïèøèòå êîíóñ Ìîðè NE(X).

4. Ïóñòü X ⊂ P2 × P2 � îáùåå ïåðåñå÷åíèå äèâèçîðîâ áèñòåïåíåé
(1, 2), (2, 1). Êîíå÷íà ëè ãðóïïà Aut(X)? Îïèøèòå êîíóñ Ìîðè
NE(X).

5. Ïóñòü X ⊂ P1 × P3 � îáùåå ïåðåñå÷åíèå äèâèçîðîâ áèñòåïåíåé
(1, 1), (1, 3). Êîíå÷íà ëè ãðóïïà Aut(X)? Îïèøèòå êîíóñ Ìîðè
NE(X).

6. Ïóñòü X ⊂ P1 × P3 � îáùåå ïåðåñå÷åíèå äèâèçîðîâ áèñòåïåíåé
(1, 2), (1, 2). Êîíå÷íà ëè ãðóïïà Aut(X)? Îïèøèòå êîíóñ Ìîðè
NE(X).

11. Ïðîñòåéøèå îñîáåííîñòè ïîâåðõíîñòåé

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ïðîñòåéøèõ îñîáåííîñòÿõ ïî-
âåðõíîñòåé. Ìû îòñûëàåì ê [?] çà ïîäðîáíûì èçëîæåíèåì.

11.1. Îïðåäåëåíèå. Íîðìàëüíàÿ îñîáåííîñòü X 3 P ïîâåðõíîñòè
íàçûâàåòñÿ äþâàëåâñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçðåøåíèå f : X̃ → X
òàêîå, ÷òî KX̃ = f ∗KX .

11.2. Ëåììà. Ïóñòü E =
∑
Ei � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð ðàçðå-

øåíèÿ f : X̃ → X äþâàëåâñêîé îñîáåííîñòè òàêîãî, ÷òî KX̃ =
f ∗KX . Òîãäà

(i) Âñå Ei � (−2)-êðèâûå.
(ii) Ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ èëè ïåðåñå-

êàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â îäíîé òî÷êå.

Ñîïîñòàâèì ýòîìó èñêëþ÷èòåëüíîìó äèâèçîðó E =
∑
Ei åãî

äâîéñòâåííûé ãðàô. Âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò êîìïî-
íåíòàì èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà è äâå âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ
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ðåáðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ïåðåñåêàþòñÿ (òðàíñ-
âåðñàëüíî).

11.3.Òåîðåìà. Äëÿ äþâàëåâñêèõ îñîáåííîñòåé äâîéñòâåííûé ãðàô
èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ.

An
1◦ 1◦ · · · 1◦

Dn
1◦

1◦ 2◦ · · · 2◦

◦
1

E6
1◦ 2◦ 3◦ 2◦ 1◦

◦
2

E7
1◦ 2◦ 3◦ 4◦ 3◦ 2◦

◦
2

E8
2◦ 3◦ 4◦ 5◦ 6◦ 4◦ 2◦

◦
3

11.4. Òåîðåìà. Ëþáàÿ äâóìåðíàÿ äþâàëåâñêàÿ îñîáåííîñòü àíàëè-
òè÷åñêè èçîìîðôíà ãèïåðïîâåðõíîñòíîé îñîáåííîñòè, çàäàííîé â
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C3 îäíèì èç óðàâíåíèé (7) íèæå. Ýòè îñîáåííîñòè òàêæå èçî-
ìîðôíû ôàêòîðàì C2/G, ãäå G ⊂ SL2(C) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Îá-
ðàòíî, îñîáåííîñòè, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè èç (7), è ôàêòîðîñî-
áåííîñòè C2/G, G ⊂ SL2(C) � äþâàëåâñêèå.

(7)

òèï óðàâíåíèå ãðóïïà G

An xy + zn+1 = 0, n ≥ 1 öèêëè÷åñêàÿ

Dn x2 + y2z + zn−1 = 0, n ≥ 4 äèýäðàëüíàÿ

E6 x2 + y3 + z4 = 0 òåòðàýäðàëüíàÿ

E7 x2 + y3 + yz3 = 0 îêòàýäðàëüíàÿ

E8 x2 + y3 + z5 = 0 èêîñàýäðàëüíàÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà G ⊂ SL2(C) ñîïðÿæå-
íà ïîäãðóïïå SU2(C). Ïðè ãîìîìîðôèçìå SU2(C) → SO3(R) îáðà-
çîì ãðóïïû G áóäåò îäíà èç õîðîøî èçâåñòíûõ ãðóïï ñèììåòðèé:
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ãðóïïû äèýäðà, òåòðàýäðà, îêòàýäðà è èêîñà-
ýäðà.
Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî ôàêòà, êîòîðûé ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè

11.5. Ëåììà. Ïóñòü (X, 0) ⊂ (C3, 0) � îñîáåííîñòü, çàäàííàÿ îä-
íèì èç óðàâíåíèé (7) è ïóñòü σ : Y → X � ðàçäóòèå íà÷àëà êî-
îðäèíàò. Òîãäà Y íîðìàëüíî è èìååò ëèøü äâîéíûå ãèïåðïîâåðõ-
íîñòíûå îñîáåííîñòè òèïà (7). Áîëåå òîãî, σ∗KX = KY .

11.6. Ïðèìåð. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü â C3, çàäàííàÿ óðàâíåíè-
åì xy + zn+1 = 0. Ðàçäóòèå åäèíñòâåííîé îñîáîé òî÷êè � íà÷àëà
êîîðäèíàò ïðèâîäèò ê îñîáåííîñòè òîãî æå òèïà, íî ñ ìåíüøèì n.
Äåéñòâèòåëüíî, â àôôèííîé êàðòå x = x′z′, y = y′z′, z = z′ ìû ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå x′y′+ z′n−1 = 0. Ïðè ýòîì èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì z′ = 0. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äðóãèõ îñî-
áåííîñòåé íåò. Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì ïîëíîå ðàçðåøåíèå
îñîáåííîñòåé.

Ïóñòü G ⊂ SL2(C) � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Ñîãëàñíî êëàññèôèêà-
öèè êîíå÷íûõ ïîäãðóïï â SL2(C) (ñì., íàïð., [9]) ãðóïïà G ñîïðÿæå-
íà îäíîé èç ãðóïï, ïåðå÷èñëåííûõ â òàáëèöå. Ðàçáåðåì, íàïðèìåð,
ñëó÷àé áèíàðíîé ãðóïïû äèýäðà. Òîãäà G ïîðîæäàåòñÿ ìàòðèöàìè

a =

(
ε 0
0 ε−1

)
, b =

(
0 i
i 0

)
,

ãäå ε = eπi/(n−2). Êîëüöî èíâàðèàíòîâ C[x, y]〈a〉 öèêëè÷åñêîé ãðóï-
ïû, 〈a〉, ïîðîæäàåòñÿ èíâàðèàíòàìè

x′ = x2n−4, y′ = y2n−4, z′ = xy,
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ìåæäó êîòîðûìè èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ñîîòíîøåíèå x′y′ = z′2n−4.
Äåéñòâèå ôàêòîðãðóïïû µ2 = G/〈a〉 èìååò âèä

x′ 7−→ (−1)n−2y′, y′ 7−→ (−1)n−2x′, z′ 7−→ −z′.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè ÷åòíîì n êîëüöî èíâàðèàíòîâ

C[x, y]G '
(
C[x′, y′, z′]/(x′y′ − z′2n−4)

)µ2

ïîðîæäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè

x′′ = x′ + y′, y′′ = (x′ − y′)z′, z′′ = x′y′, t′′ = z′2.

Ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä y′′2 = t′′(x′′2 − 4z′′) è z′′ = t′′n−2. Ïîýòîìó

C[x, y]G ' C[x′′, y′′, t′′]/
(
y′′2 − t′′(x′′2 − 4t′′n−2)

)
.

Ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ Dn èç òàá-
ëèöû (7). Ñëó÷àé íå÷åòíîãî n ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Âû÷èñëå-
íèå êîëüöà èíâàðèàíòîâ äëÿ áèíàðíûõ ãðóïï òåòðàýäðà, îêòàýäðà
è èêîñàýäðà ïðîäåëûâàåòñÿ íåìíîãî ñëîæíåå (ñì. [9]).

12. Êóììåðîâû ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü A � êîìïëåêñíûé òîð è ïóñòü τ : A → A � èíâîëþöèÿ
τ(y) = −y. Ðàññìîòðèì ôàêòîð V := A/τ è ïóñòü π : A→ V � ìîð-
ôèçì ôàêòîðèçàöèè. Ïîâåðõíîñòü V ÿâëÿåòñÿ îñîáîé: èíâîëþöèÿ
τ èìååò ðîâíî 16 íåïîäâèæíûõ òî÷åê P1, . . . , P16 ∈ A è èõ îáðàçû
Qi := π(Pi) ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè V . ×òîáû èçó÷èòü õàðàêòåð
ýòèõ îñîáåííîñòåé ââåäåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû z1, z2, ñîãëàñîâàí-
íûå ñî ñòðóêòóðîé êîìïëåêñíîãî òîðà, íà A âáëèçè êàêîé-ëèáî òî÷-
êè, íàïðèìåð, P1 = 0 (âñå òî÷êè Pi ðàâíîïðàâíû). Äåéñòâèå τ èìååò
âèä z1 → −z1, z2 → −z2. Ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè â îêðåñòíî-
ñòè Qi íà V áóäóò èíâàðèàíòíûå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà X. Ýòî
êîëüöî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè v1 = z2

1 , v2 = z2
2 , v3 = z1z2. Ìåæäó

íèìè èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ñîîòíîøåíèå v1v2 = v2
3. Ýòî ïîêàçûâàåò,

÷òî òî÷êèQi ∈ V � äþâàëåâñêèå òèïàA1 (ò. å. àíàëèòè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíû òî÷êå, çàäàííîé óðàâíåíèåì v1v2 = v2

3). Ëîêàëüíàÿ ïðîâåð-
êà ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèå òî÷êè ðàçðåøàþòñÿ îäíèì ðàçäóòèåì (ò. å.
ñòàíîâÿòñÿ íåîñîáûìè ïîñëå ïåðâîãî ðàçäóòèÿ). Ïðè÷åì èñêëþ÷è-
òåëüíûå äèâèçîðû íåïðèâîäèìû è ÿâëÿþòñÿ (−2)-êðèâûìè. Ïóñòü
δ : X → V � ýòî ðàçäóòèå. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî X � K3 ïîâåðõíîñòü.
×òîáû ïîêàçàòü ýòî, ìû äàäèì äðóãóþ êîíñòðóêöèþ ïîâåðõíîñòè
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X. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó

Ã
ϕ //

σ
��

X

δ
��

A
π // V

ãäå σ : Ã→ A � ðàçäóòèå òî÷åê P1, . . . , P16, à ϕ : A→ X � ôàêòîðè-
çàöèÿ ïî èíâîëþöèè τ (òàê êàê ìû ðàçäóâàëè èíâàðèàíòíûå òî÷êè,
òî äåéñòâèå τ ïîäíèìàåòñÿ íà A). Ëîêàëüíî, âáëèçè êàæäîãî èñ-
êëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà Ã ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì z1w2 = z2w1

â A× P1. Îòñþäà âèäíî, ÷òî äåéñòâèå τ íà èñêëþ÷èòåëüíûõ äèâè-
çîðàõ Ei òðèâèàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè
Q ∈ Ei ìû ìîæåì âûáðàòü ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû òàê, ÷òî äåé-
ñòâèå τ áóäåò èìåòü âèä x1 → x1, x2 → −x2. Â ýòîì ñëó÷àå êîëüöî
èíâàðèàíòîâ ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè x1 è x2

2, êîòîðûå è
ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà ôàêòîðå. Ñëåäîâàòåëüíî,
X = Ã/τ � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî KX = 0. Äåéñòâèòåëüíî, íà òîðå A ñóùå-

ñòâóåò τ -èíâàðèàíòíàÿ ãîëîìîðôíàÿ 2-ôîðìà áåç íóëåé è ïîëþ-
ñîâ, êîòîðàÿ çàäàåò ãîëîìîðôíóþ 2-ôîðìó íà V \ Sing(V ) è íà
X \

∑
ϕ(Ei). Ïî ïðèíöèïó Õàðòîãñà ýòà ôîðìà ïðîäîëæàåòñÿ íà X

è ñíîâà íå èìååò íè íóëåé, íè ïîëþñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, KX = 0. Â
÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòü X ìèíèìàëüíà.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ 1-

ôîðìà íà X ìû ïîëó÷èì τ -èíâàðèàíòíóþ ãîëîìîðôíóþ 1-ôîðìó
íà A \ {P1, . . . , P16}. Îíà ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîâåðõíîñòü A, ÷òî
íåâîçìîæíî.
Äðóãîé ïîäõîä:

KÃ = σ∗KA +
∑

Ei = ϕ∗KX +
∑

Ei =⇒ KX = 0.

Äàëåå

Eu(X) =
1

2

(
Eu
(
Ã \

∑
Ei

))
+
∑

Eu(Ei) =

=
1

2
Eu
(
A−

∑
Pi

)
+ 32 = 24.

Ñëåäîâàòåëüíî, X � K3 ïîâåðõíîñòü. Îíà íàçûâàåòñÿ êóììåðîâîé
ïîâåðõíîñòüþ Kum(A). Çàìåòèì, ÷òî

ρ(X) = ρ(V ) + 16 = ρ(A)〈τ〉 + 16

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà X � â òî÷íî-
ñòè τ -èíâàðèàíòíûå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà A. Â ÷àñòíîñòè,
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a(X) = a(A). Ïîýòîìó íåñëîæíî ïîñòðîèòü êóììåðîâû ïîâåðõíî-
ñòè ñ a(X) = 0, 1, 2, â ÷àñòíîñòè, íåïðîåêòèâíûå.

12.1. Ðàíã Ïèêàðà ïðîèçâåäåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.
Ïóñòü A = E×E. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E1 è E2 îáðàçóþùèå, à ÷åðåç ∆
� äèàãîíàëü. Ïóñòü ϕ : E → E � àâòîìîðôèçì è D = {(x, ϕ(x))} �
åãî ãðàôèê. Ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà D2 = ∆2 = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
D ≡ a1E2 + a2E2 + b∆. Òàê êàê D · E1 = D · E2 = 1, òî a1 = a2 := a
è a+ b = 1. Äàëåå

0 = D2 = 2a2 + 4ab = 2a(a+ 2b).

Ïóñòü r � ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Òîãäà

r = D ·∆ = 2a.

Ïîëó÷àåì äâå âîçìîæíîñòè:

• a = 0, r = 0, D ≡ −∆, ÷òî íåâîçìîæíî.
• a+ 2b = 0, a = 2, b = −1, r = 4, D ≡ 2E2 + 2E2 −∆. Â ýòîì
ñëó÷àå ϕ èìååò ïîðÿäîê 2

12.2. Ñëåäñòâèå. Åñëè ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ (E, 0) èìååò àâòî-
ìîðôèçì ïîðÿäêà > 2, òî ρ(E × E) = 4 è ρ(Kum(E × E) = 20.

Íà òàêîé êóììåðîâîé ïîâåðõíîñòè äåéñòâóåò PGL2(Z[
√
−1]) èëè

PGL2(Z[ζ3]).

8. Ïóñòü (A,Θ) � ãëàâíîïîëÿðèçîâàííàÿ àáåëåâà ïîâåðõíîñòü. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî Θ � îáèëüíûé äèâèçîð íà A òàêîé, ÷òî Θ2 = 2. Íà-
ïðèìåð, ÿêîáèàí êðèâîé ðîäà 2 ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîïîëÿðèçîâàííûì
àáåëåâûì ìíîãîîáðàçèåì. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà dim |Θ| = 0
è dim |2Θ| = 3. Îòîáðàæåíèå, çàäàííîå |2Θ| ÿâëÿåòñÿ ìîðôèç-
ìîì Φ|2Θ| : A → P3. Ïðè ýòîì Φ|2Θ|(x) = Φ|2Θ|(−x). Ïîýòîìó
Φ|2Θ| : A→ P3 ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôàêòîð A/(−1):

Φ|2Θ| : A
φ1−→ A/(−1)

φ2−→ P3

Åñëè äèâèçîð Θ íåïðèâîäèì, òî φ2 � âëîæåíèå è åãî îáðàç � êâàð-
òèêà ñ 16-þ îñîáûìè òî÷êàìè.

Çàäà÷è.

1. Ðàçáåðèòå ïîäðîáíî ñëó÷àé A = E1 ×E2 è Θ = pr1(pt) + pr2(pt).

13. Ýëëèïòè÷åñêèå ïó÷êè

13.1. Âûðîæäåííûå ñëîè.
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9. Ëåììà Çàðèññêîãî. Ïóñòü π : X → B � äîìèíàíòíûé ïðî-
åêòèâíûé ìîðôèçì ñî ñâÿçíûìè ñëîÿìè, ãäå X � íåîñîáàÿ ïîâåðõ-
íîñòü, à B � íåîñîáàÿ êðèâàÿ. Ïóñòü F := Xb =

∑
miFi, b ∈ B �

ñõåìíûé ñëîé, ãäå Fi � íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû. Åñëè D � äèâè-
çîð ñ íîñèòåëåì â

∑
Fi, òî D

2 ≤ 0. Áîëåå òîãî, åñëè D2 = 0, òî D
÷èñëåííî ïðîïîðöèîíàëåí F . Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé
‖Fi · Fj‖ ïîëóîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Gi := miFi. Òàêèì îáðàçîì, F =
∑
Gi

è ìû ìîæåì çàïèñàòü D =
∑
xiGi äëÿ íåêîòîðûõ xi ∈ Q. Òàê êàê

G2
i = −

∑
j 6=iGi ·Gj, òî

D2 =
(∑

xiGi

)2

=
∑
i

x2
iG

2
i + 2

∑
i<j

xixjGiGj =

= −
∑
i

∑
j 6=i

x2
iGi ·Gj + 2

∑
i<j

xixjGiGj = −
∑
i<j

(xi − xj)GiGj ≤ 0.

�

13.2. Ëåììà. Ïóñòü π : X → B � îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîå
ýëëèïòè÷åñêîå ðàññëîåíèå è ïóñòü F := Xb =

∑
miFi, b ∈ B

� ñõåìíûé ñëîé, ãäå Fi � íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû. Ïîëîæèì
Fred :=

∑
Fi. Òîãäà

(i) KX · Fi = 0 äëÿ âñåõ i.
(ii) Ïóñòü D � ñâÿçíàÿ ïðèâåäåííàÿ êðèâàÿ òàêàÿ, ÷òî D 6=

αF äëÿ α ∈ Q. Òîãäà D2 = −2.
(iii) Åñëè F ïðèâîäèì, òî âñå êîìïîíåíòû Fi � (−2)-êðèâûå.
(iv) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Fred = D + D′, ãäå D è D′ ñâÿçíûå

ïðèâåäåííûå êðèâûå. Òîãäà D · D′ ≤ 2. Áîëåå òîãî, ðàâåí-
ñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî åñëè mi = mj äëÿ âñåõ i, j, ò.
å. F = mFred.

(v) Åñëè ñëîé F ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì, òî îí íå îäíîñâÿçåí, ò.
å. òèïà Ãn.

I1 Ã0 ◦

II Ã0 ◦

III Ã1 ◦
1

◦
1
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IV Ã2
1◦

◦
1

◦
1

In Ãn−1
1◦ · · · 1◦

1 ◦ ◦ 1

◦
1

◦
1

◦
1

I∗n D̃n+4
1◦ 1◦

◦
2

. . . ◦
2

◦
1

◦
1

IV ∗ Ẽ6
1◦
2◦

◦
1

◦
2

◦
3

◦
2

◦
1

III∗ Ẽ7
2◦

◦
1

◦
2

◦
3

◦
4

◦
3

◦
2

◦
1

II∗ Ẽ8
3◦

◦
2

◦
4

◦
6

◦
5

◦
4

◦
3

◦
2

◦
1

13.3. Ïóñòü π : X → B = P1 � îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîå ýëëèïòè-
÷åñêîå ðàññëîåíèå è ïóñòü F1, . . . , Fr � âñå åãî âûðîæäåííûå ñëîè
òàêèå, ÷òî (Fi)red � íå ãëàäêàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Òîãäà

(10) Eu(X) =
∑

Eu(Fi)red,

ãäå

Eu(Fi) =

{
(÷èñëî êîìïîíåíò Fi) + 1 åñëè Fi îäíîñâÿçåí

(÷èñëî êîìïîíåíò Fi) åñëè Fi íå îäíîñâÿçåí
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13.4. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ κ(X) ≥
0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X äîïóñêàåò ñòðóêòóðó ýëëèïòè÷åñêîãî
ðàññëîåíèÿ. Òîãäà Eu(X) ≥ 0 è χ(OX) ≥ 0.

13.5. Òåîðåìà (ôîðìóëà äëÿ êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà).
Ïóñòü π : X → B � îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîå ýëëèïòè÷åñêîå
ðàññëîåíèå è ïóñòü m1F1, . . . ,mrFr � âñå åãî êðàòíûå ñëîè. Òîãäà

(11) KX = π∗(KB + Ξ) +
∑

(mi − 1)Fi

ãäå Ξ � äèâèçîð íà B òàêîé, ÷òî deg Ξ = χ(OX).

12. Çàìå÷àíèå.

(i) Íà ñàìîì äåëå ïó÷îê R1π∗OX îáðàòèì è OB(Ξ) =
(R1π∗OX)∨.

(ii) Ôîðìóëó (11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(13) mKX = π∗
(
mKB +mΞ +

∑
(m−m/mi)Fi

)
,

ãäå = lcm(m1, . . . ,mr). Óäîáíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ òåð-
ìèíîëîãèåé Q-äèâèçîðîâ:

(14) KX ∼Q π
∗
(
KB + Ξ +

∑
(1− 1/mi)Fi

)
.

13.6. Ñëåäñòâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî KX ∼ 0. Òîãäà π íå èìååò
êðàòíûõ ñëîåâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
∑
Fi = f ∗Θ äëÿ

íåêîòîðîãî äèâèçîðà Θ íà B. �

13.7. Ñëåäñòâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π èìååò ñå÷åíèå σ. Òîãäà
Σ2 = −χ(OX).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå π íå èìååò êðàòíûõ ñëîåâ. Ïóñòü
g � ðîä êðèâîé B. Èìååì KX ·Σ+Σ2 = 2g−2, ãäå g � ðîä B. Îòñþäà

Σ2 = 2g − 2− Σ · π∗(KB + Ξ) = −Σ · π∗Ξ = −χ(OX).

�

14. Ãðóïïà Ìîðäåëëà-Âåéëÿ

14.1. Ïóñòü π : X → B � îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîå ýëëèïòè÷åñêîå
ðàññëîåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π èìååò ñå÷åíèå Σ.
Èìååòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Γ −→ NS(X) −→ MW(X) −→ 0.

ãäå Γ � ïîäãðóïïà â NS(X), ïîðîæäåííàÿ êîìïîíåíòàìè ñëîåâ è
ñå÷åíèåì Σ.
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14.2. Ñëåäñòâèå. Ãðóïïà MW(X) êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

Êàæäîå äðóãîå ñå÷åíèå èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ñäâèãà

τC : Xb −→ Xb, × 7−→ x+ (C − Σ)|Xb

íà êàæäîì ñëîå Xb. Ýòî áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ïðîäîëæà-
åòñÿ äî àâòîìîðôèçìà τC : X → X. Ïîëó÷àåì âëîæåíèå

MW(X) ↪→ Aut(X).

14.3. Ïðèìåð. Ïóñòü C1, C2 ⊂ P2 � êóáè÷åñêèå êðèâûå òàêèå, ÷òî
C1∩C2 = {P1, . . . , P9} � 9 ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïóñòü σ : X → P2 � ðàç-
äóòèå P1, . . . , P9, Li := σ−1(Pi) � èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû è Ei �
ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû Ci. Òîãäà E1∩E2 = ∅ è ïîýòîìó |E1| = |E2|
� ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê áåç áàçèñíûõ òî÷åê, çàäàþùèé ðàññëîåíèå
π : X → P1. Áîëåå òîãî, |−KX | = |Ei| è ïîýòîìó π : X → P1 îòíîñè-
òåëüíî ìèíèìàëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå ρ(X) = 10. Åñëè êðèâûå C1, C2

� äîñòàòî÷íî îáùèå, òî âñå ñëîè π íåïðèâîäèìû è òîãäà rk Γ = 2
è rk MW(X) = 8. Ñëåäîâàòåëüíî, Aut(X) ⊃ Z8. Îòìåòèì, ÷òî âñå
ñå÷åíèÿ π ÿâëÿþòñÿ (−1)-êðèâûìè. Òàêèì îáðàçîì, X ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íî ìíîãî (−1)-êðèâûõ.

15. Ìèíèìàëüíûå ìîäåëè

15.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü.

(i) Åñëè κ(X) ≥ 0 è X íå ñîäåðæèò (−1)-êðèâûõ, òî KX ÷èñ-
ëåííî ýôôåêòèâåí.

(ii) Åñëè KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òî κ(X) ≥ 0 è X íå ñîäåð-
æèò (−1)-êðèâûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D · C < 0 äëÿ íåêîòîðîé
íåïðèâîäèìîé êðèâîé C. Òàê êàê κ(X) ≥ 0, òî äëÿ íåêîòîðîãî n > 0
ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |nKX | íåïóñòà. Ïóñòü D ∈ |nKX |. Òîãäà D ·C < 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, C � êîìïîíåíòà D è C2 < 0. Ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà

2 pa(C)− 2 = KX · C + C2 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, pa(C) = 0, C ' P1, C2 = KX · C = −1, ò. å. C �
(−1)-êðèâàÿ.
(ii) Åñëè C ⊂ X � (−1)-êðèâàÿ, òî KX · C = −1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî κ(X) = −∞, ò. å. ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |nKX | ïóñòà
äëÿ ëþáîãî n > 0. Â ÷àñòíîñòè, pg(X) = 0. Òàê êàê KX ÷èñëåííî
ýôôåêòèâåí, òî K2

X ≥ 0 è ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî |nKX | = ∅ ïðè
n < 0. Òîãäà ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

0 = dim0(X,nKX) ≥ 1

2
n(n− 1)K2

X + χ(OX)
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ïðè n > 0. Îòñþäà K2
X = 0 è 0 ≥ χ(OX) = 1 − q(X). Ïî ôîðìóëå

Í¼òåðà

2− 2 b1(X) + b2(X) = 12(1− q(X)),

b2(X) = 10− 8 q(X).

Òàê êàê b2(X) ≥ 1, òî ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

q(X) = 1, b2(X) = 2, Eu(X) = χ(X) = 0.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Àëüáàíåçå åãî ôàêòîðèçàöèþ Øòåéíà:

α : X
π−→ B −→ Alb(X).

Çäåñü Alb(X) è B � ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è π � ìîðôèçì ñî ñâÿç-
íûìè ñëîÿìè. Ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà ñëîè π � òàêæå ýëëèïòè÷åñêèå
êðèâûå. Ïî ôîðìóëå äëÿ êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà

KX = π∗Ξ +
∑

(mi − 1)Fi, deg Ξ = χ(OX) = 0,

Âîçüìåì öåëîå ïîëîæèòåëüíîå m > 0, êîòîðîå äåëèòñÿ íà âñå mi.
Òîãäà mFi = m

mi
π∗(Pi), ãäå Pi = π(Fi). Îòñþäà

mKX = π∗
(

Ξ +
∑

m(1− 1/mi)Pi

)
.

Åñëè π èìååò êðàòíûå ñëîè, òî äèâèçîð â ïðàâîé ÷àñòè èìååò ïî-
ëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü è òîãäà |mKX | 6= ∅. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì
îáðàçîì, π íå èìååò êðàòíûõ ñëîåâ, à ïîñêîëüêó Eu(X) = 0, òî π �
ãëàäêèé ìîðôèçì (ñì. (10)). Áîëåå òîãî, KX = π∗Ξ ≡ 0.
Ïóñòü F � òèïè÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîé è ïóñòü A � î÷åíü

îáèëüíûé äèâèçîð íà X. Ïóñòü n := F · A. Íà ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé F ñóùåñòâóåò ðîâíî n2 òî÷åê Pi òàêèõ, ÷òî A|F ∼ nPi. Ïðè
âàðèàöèè F ýòè òî÷êè çàìåòàþò êðèâóþ D. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå
π|D : D → B ýòàëüíî ñòåïåíè n2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîì-
ïîíåíòà C ⊂ D � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. ßñíî, ÷òî F · C > 0. Ïî
ôîðìóëå äëÿ ðîäà C2 = 0. Òàê êàê (KX + C)|C ∼ 0, òî ìû èìååì
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ OX(KX) −→ OX(KX + C) −→ OC −→ 0

îòêóäà ïîëó÷àåì H0(X,OX(KX + C)) 6= 0. Ïóñòü G ∈ |KX + C|.
Òîãäà G2 = 0 è G èìååò êîìïîíåíòó C ′ 6= C. Â ýòîì ñëó÷àå C ′

äîëæíà áûòü ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé è C ′2 = 0. Ïó÷îê, ïîðîæäåí-
íûé nC è C ′ çàäàåò íà X äðóãóþ ñòðóêòóðó ýëëèïòè÷åñêîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ ϕ : X → B1. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî B1 ' P1. Äåéñòâèòåëüíî,
H0(B1,Ω

1
B1

) 6= 0 è ïîäíèìàÿ 1-ôîðìû ñ B1 ìû ïîëó÷èì 1-ôîðìû
íà X, íå îáðàùàþùèåñÿ â íóëü âäîëü ñëîåâ π. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
q(X) = 1. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà ê ϕ
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ïîëó÷èì, ÷òî NKX ∼ 0 äëÿ íåêîòîðîãî N 6= 0, ò. å. κ(X) = 0.
Ïðîòèâîðå÷èå. �

15.2. Òåîðåìà. Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ
÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì êàíîíè÷åñêèì êëàññîì KX . Òîãäà ëþáîå
áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå f : Y 99K X ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íå ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì.
Ðàññìîòðèì ðàçðåøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ

W
h

  

g

~~
Y

f // X

Ïóñòü Ei ⊂ Exc(g) � g-èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû. Çàïèøåì

KW = h∗KX +
∑

aiEi,

ãäå ai > 0. Ñðåäè êîìïîíåíò Ei èìååòñÿ (−1)-êðèâàÿ, ñêàæåì E0.
Òàê êàê KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òî h∗KX ·E0 ≥ 0. Òàê êàê KW ·
E = −1, òî (

∑
aiEi) · E0 < 0. Çíà÷èò E0 ⊂ Exc(h). Ñòÿíåì E0:

W

h

��

g

��

��
W ′

h′

!!

g′

~~
Y

f // X

Ïî îñíîâíîé òåîðåìå Çàðèññêîãî g′ è h′ � ìîðôèçìû. Ïðîäîëæèì
ïðîöåññ, çàìåíÿÿW íàW ′. Äîáúåìñÿ òîãî, ÷òî g � èçîìîðôèçì. �

15.3. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü
ñ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì êàíîíè÷åñêèì êëàññîì KX . Òîãäà ëþáîé
áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì f : X → X ′ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå âûøå f−1 � ìîðôèçì. �

15.4. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ
÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì êàíîíè÷åñêèì êëàññîì KX . Òîãäà Bir(X) =
Aut(X).

15.5. Òåîðåìà (îòíîñèòåëüíàÿ âåðñèÿ). Ïóñòü X � íåîñîáàÿ
ïîâåðõíîñòü è ïóñòü π : X → B � ïðîåêòèâíûé ìîðôèçì òàêîé,
÷òî êàíîíè÷åñêèé êëàññ KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí íàä B. Ïóñòü Y
� äðóãàÿ íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü è ïóñòü π′ : Y → B � ïðîåêòèâíûé
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ìîðôèçì. Òîãäà ëþáîå áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå f : Y 99K X
òàêîå, ÷òî π ◦ f = π′ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì. ??????

15.6. Ñëåäñòâèå. Ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ñóùå-
ñòâóåò.

15.7. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü è ïóñòü π :
X → B � ïðîåêòèâíûé ìîðôèçì ñî ñâÿçíûìè ñëîÿìè íà íîðìàëü-
íîå ìíîãîîáðàçèå B òàêîé, ÷òî êàíîíè÷åñêèé êëàññ KX ÷èñëåííî
ýôôåêòèâåí íàä B. Òîãäà Aut(Xη) = Bir(X/B) = Aut(X/B), ãäå
Xη � îáùèé ñëîé.

16. Ýëëèïòè÷åñêèå ïó÷êè íà ïîâåðõíîñòÿõ òèïà Ê3

16.1.Ïðåäëîæåíèå. Íà ïîâåðõíîñòè òèïà Ê3 X ñóùåñòâóåò ýë-
ëèïòè÷åñêèé ïó÷îê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà X ñóùåñòâóåò
äèâèçîð D 6∼ 0 òàêîé, ÷òî D2 = 0.

16.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 ñ ρ(X) ≥
5. Òîãäà íà X ñóùåñòâóåò ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê.

16.3. Çàìå÷àíèå. Ïóñòü π : X → B � ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê íà Ê3
ïîâåðõíîñòè X. Òîãäà

(i) B ' P1;
(ii) π íå èìååò êðàòíûõ ñëîåâ;
(iii) π îáÿçàòåëüíî èìååò âûðîæäåííûå ñëîè;
(iv) åñëè π èìååò ñå÷åíèå C, òî C � (−2)-êðèâàÿ.

16.4. Çàìå÷àíèå. Ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê íà Ê3 ïîâåðõíîñòè íåîáÿ-
çàòåëüíî èìååò ñå÷åíèå.

16.5. Ïðèìåð. Ïóñòü X := Kum(A) � êóììåðîâà ïîâåðõíîñòü äëÿ
àáåëåâîé ïîâåðõíîñòè A = E × E. Òîãäà ρ(X) ≥ 19. Èìååòñÿ 4
âûðîæäåííûõ ñëîÿ òèïà D̃4. Îòñþäà rk Γ = 4 · 4 + 1 + 1 = 18 è
rk MW(X) ≥ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, Aut(X) áåñêîíå÷íà.

16.6. Ïðèìåð. ÏóñòüX = X4 ⊂ P3 � ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 4, ñîäåð-
æàùàÿ ïðÿìóþ L. Ðàññìîòðèì ïó÷îê ïëîñêîñòåé Πt, t ∈ P1, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç L. Äëÿ êàæäîé Πt èìååì Πt∩X = L+Ct, ãäå Ct � ïëîñ-
êàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Êðèâûå Ct çàäàþò òîãäà ýëëèïòè÷åñêèé
ïó÷îê íà K3 ïîâåðõíîñòè X, à ïðÿìàÿ L ÿâëÿåòñÿ (−2)-êðèâîé.
Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ îáùåé êâàðòèêè èìååì Pic(X) ' Z · H.
Ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå èìååò ñòðóêòóðû ýëëèïòè÷åñêîãî ðàññëîå-
íèÿ.
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16.7. Ïðèìåð (êâàðòèêà Ôåðìà).
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ðàññìîòðèì êâàðòèêó â X ⊂ P3, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

x4
1 − x4

2 + x4
3 − x4

4 = 0.

Çàôèêñèðóåì ïðÿìóþ

L0 := {x1 = x2, x3 = x4},

Êâàðòèêà X ⊂ P3 ñîäåðæèò òàêæå ñëåäóþùèå ïðÿìûå:

• Li := {x4
1 = x4

2, x4
3 = x4

4}, i 6= 0 (15 ïðÿìûõ),
• Mi := {x4

1 + x4
3 = 0, x4

2 + x4
4 = 0}, (16 ïðÿìûõ),

• Ni := {x4
1 = x4

4, x4
2 = x4

3}, (16 ïðÿìûõ).

Ïðÿìûå Li, i 6= 0 íå ïåðåñåêàþò L0. Èìååòñÿ 8 òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ

• (∪Mi)∩L0 = {x1 = x2, x3 = x4, x
4
1 = −x4

3} = {P1, P2, P3, P4},
• (∪Ni) ∩ L0 = {x1 = x2, x3 = x4, x

4
1 = x4

3} = {P5, P6, P7, P8}.

Òàê êàê L0 ·
∑
Mi = L0 ·

∑
Ni = 4, òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó Pi ïðîõî-

äèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ èç ìíîæåñòâà (∪Mi)∪(∪Ni). Ñ òî÷íîñòüþäî
íóìåðàöèè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Mi ∩ L0 = Pi äëÿ i = 1, 2, 3, 4 è
Nj ∩L0 = Pj äëÿ j = 5, 6, 7, 8. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ π : X → P1 èç
ïðÿìîé L0. Ñëîÿìè ïðîåêöèè áóäóò êóáè÷åñêèå êðèâûå X ∩Π−L0,
ãäå Π � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç L0. Èìååòñÿ 8 âûðîæäåííûõ
ñëîÿ X ∩Πi−L0, ãäå Πi � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç L0∪Mi äëÿ
i = 1, 2, 3, 4 è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç L0∪Ni äëÿ i = 5, 6, 7, 8. Íàïðèìåð,
Π5 = {x1 − x2 + x3 − x4 = 0}, Π5 ∩X = L0 +N1.
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17. Êëàññèôèêàöèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé

κ X q KX Eu

−∞ ðàöèîíàëüíûå 0 K2
X = 8 èëè 9 3 èëè 4

−∞ ëèíåé÷àòûå > 0 K2
X = 8(1− q) 4(1− q)

íåðàöèîíàëüíûå
0 àáåëåâû 2 KX ∼ 0 0
0 Ê3 0 KX ∼ 0 24
0 ïîâåðõíîñòè 0 2KX ∼ 0 12

Ýíðèêâåñà
0 áèýëëèïòè÷åñêèå 1 nKX ∼ 0, n ∈ {2, 3, 4, 6} 0
1 ýëëèïòè÷åñêèå K2

X = 0 ≥ 0
2 îáùåãî òèïà K2

X > 0 > 0

17.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ κ(X) = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X èìååòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê π : X →
B. Òîãäà

(i) g(B) ≤ 1;
(ii) åñëè g(B) ≤ 1, òî π : X → B ëîêàëüíî òðèâèàëüíî;
(iii) åñëè g(B) = 0, òî nKX ∼ 0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈
{1, 2, 3, 4, 6}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òî K2
X ≥ 0.

Åñëè K2
X > 0, òî ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà κ(X) > 0. Ïîýòîìó K2

X =
0. Ïî ôîðìóëå Íåòåðà

Eu(X) = 12χ(OX), b2 +8 q(X) = 10 + 12 pg(X).

Åñëè g(B) ≥ 1, òî Eu(X) ≥ 0. Ïðè÷åì åñëè g(B) = 1, òî ðàâåí-
ñòâî Eu(X) = 0 äîñòèãàåòñÿ òîëüêî åñëè âñå ñëîè (ñ ïðèâåäåííîé
ñòðóêòóðîé) íåîñîáû. Ïîýòîìó ïðè g(B) ≥ 1 èìååì χ(OX) ≥ 0. Ïî
ôîðìóëå äëÿ êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà (11)

KX = π∗(KB + Ξ) +
∑

(mi − 1)Fi, mKX = π∗L,

ãäå m = lcm(mi) � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå mi, à L � äèâèçîð íà
B. Òàê êàê κ(X) = 0, òî degL = 0. Ïîýòîìó

1

m
degL = 2g(B)− 2 + χ(OX) +

∑ mi − 1

mi

= 0.

Îòñþäà g(B) ≤ 1. Ïóñòü g(B) = 1. Òîãäà π íå èìååò êðàòíûõ ñëîåâ,
Eu(X) = 0, χ(OX) = 0, deg Ξ = 0 è KX = 0. Áîëåå òîãî, âñå ñëîè
íåïðèâîäèìû â ýòîì ñëó÷àå.
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Ïóñòü B ' P1. Â ýòîì ñëó÷àå n = m. Åñëè KX 6∼ 0, òî pg(X) = 0
è b2(X) + 8 q(X) = 10. Ñëåäîâàòåëüíî, q ≤ 1 è χ(OX) ≥ 0. Òîãäà∑ mi − 1

mi

= 1 + q ≤ 2.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî lcm(mi) ïðèíèìàåò íóæíûå çíà÷åíèÿ. �

18. Áèýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

18.1. Îïðåäåëåíèå. Êîìïàêòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõíîñòü X ñ
nKX = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n > 1, KX 6∼ 0 è q(X) = 1 íàçûâàåòñÿ
áèýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ.

18.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � áèýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.
Òîãäà

(i) Eu(X) = χ(OX) = 0,
(ii) b1(X) = b2(X) = 2,
(iii) c1 : Pic(X)→ H2(X,Z) ñþðúåêòèâíî.

Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü îáÿçàòåëüíî ïðîåêòèâíà.

18.3. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Àëüáàíåçå

α : X −→ Alb(X) = B.

Òîãäà B � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Òàê êàê KX ≡ 0, òî α � ýëëèïòè-
÷åñêîå ðàññëîåíèå. Òàê êàê Eu(X) = 0, òî âñå ñëîè íåïðèâîäèìû.
Ïî ôîðìóëå äëÿ êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà (11)

KX = α∗(KB + Ξ) +
∑

(mi − 1)Fi, deg Ξ = χ(OX) = 0,

Çäåñü KB + Ξ ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 ≡ KX =
∑

(mi − 1)Fi è
ïîýòîìó α íå èìååò âûðîæäåííûõ ñëîåâ. Äèâèçîð êðó÷åíèÿ KX

çàäàåò ýòàëüíîå öèêëè÷åñêîå íàêðûòèå X ′ → X. Çäåñü KX′ ∼ 0,
Eu(X ′) = 0, χ(OX′) = 0, pg(X

′) = 1, q(X ′) = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, X ′

� àáåëåâà ïîâåðõíîñòü. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå Øòåéíà:

X ′ //

α′

��

X

α
��

B′
β // B

Çäåñü α′ � ýëëèïòè÷åñêîå ðàññëîåíèå. Êàê è âûøå, ïî ôîðìóëå äëÿ
êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà (11)

0 = KX′ = α∗(KB′ + Ξ) +
∑

(m′i − 1)F ′i , deg Ξ = χ(OX′) = 0,
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Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî α′ íå èìååò âûðîæäåííûõ ñëîåâ è B′ � ýë-
ëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, β ýòàëüíî. Ïî ñâîéñòâó óíè-
âåðñàëüíîñòè îòîáðàæåíèé Àëüáàíåçå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî α′ �
ìîðôèçì àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.5 ñóùåñòâóåò
ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E ⊂ X ′, êîòîðàÿ ñþðúåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ
íà B′. Ñäåëàåì çàìåíó áàçû:

X ′′ //

α′′

��

X ′ //

α′

��

X

α
��

E
β′
// B′

β // B

Çäåñü X ′′ ' E × C, ãäå C � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ñëîé α′′. Ìîð-
ôèçì E → B � ôàêòîðèçàöèÿ ïî ãðóïïå ñäâèãîâ G. Ñëåäîâàòåëüíî,
X ' (E × C)/G.

18.4. Êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü E è C � ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è G
� êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ñäâèãîâ íà E, äåéñòâóþùàÿ íà C íå òîëüêî
ñäâèãàìè. Ïîëîæèì X = (C × E)/G è B = E/G. Òîãäà X èìååò
ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ íàä B íà ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå èçîìîðôíûå
C.
Ïðèìåíèì òåïåðü ôîðìóëó äëÿ êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà ê (ìè-

íèìàëüíîìó) ýëëèïòè÷åñêîìó ðàññëîåíèþ π : X → C/G ' P1:

KX = π∗(KP1 + Ξ) +
∑

(mi − 1)Fi.

Çäåñü Ξ � äèâèçîð ñòåïåíè χ(OX) = 0 íà P1. Ïîýòîìó Ξ ∼ 0. Îòñþäà

∑(
1− 1

mi

)
= 2.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

(m1, . . . ,mr) = (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3), (2, 4, 4), (2, 3, 6).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

18.5. Òåîðåìà. Ïóñòü X � áèýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü. Òîãäà
nKX ∼ 0 äëÿ n ∈ {2, 3, 4, 6}.

Èìååòñÿ ïîëíûé ñïèñîê âîçìîæíîñòåé äëÿ C = C/Λ è G:
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Λ G äåéñòâèå G íà C
1 ëþáàÿ Z2 x→ −x
2 ëþáàÿ Z2 ⊕ Z2 x→ −x, x→ x+ a0, 2a0 = 0
3 Z⊕ Zω Z3 x→ ωx
4 Z⊕ Zω Z3 ⊕ Z3 x→ ωx, x→ x+ a0, ωa0 = a0

5 Z⊕ Z
√
−1 Z4 x→

√
−1x

6 Z⊕ Z
√
−1 Z4 ⊕ Z2 x→

√
−1x, x→ x+ a0,

√
−1a0 = a0

7 Z⊕ Zω Z6 x→ −ωx
Äëÿ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé èìååì nKX ∼ 0 äëÿ n ∈ {2, 3, 4, 6}.

19. Ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà

19.1. Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü X ñ 2KX = 0,
KX 6∼ 0 è q(X) = 0 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ýíðèêâåñà.

Ýòè óñëîâèÿ äàþò íàì K2
X = 0, pg = 0, χ(OX) = 0 è ïî ôîð-

ìóëå Íåòåðà Eu(X) = 12. Ñëåäîâàòåëüíî, b1(X) = 2 q(X) = 0 è
b2(X) = 10. Äàëåå, èç ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì
Pic(X) ' H2(X,Z). Ïî ôîðìóëàì óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

H2(X,Z) ' H2(X,Z)f ⊕H1(X,Z)t.

Ïîýòîìó ýëåìåíò KX çàäàåò ýëåìåíò 2-êðó÷åíèÿ â H1(X,Z) è, ñëå-
äîâàòåëüíî, íåðàçâåòâëåííîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå π : Y → X. Äëÿ
Y èìååì KY = 0 è Eu(Y ) = 2 Eu(X) = 24. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî Y
ÿâëÿåòñÿ K3 ïîâåðõíîñòüþ.

19.2. Ïðåäëîæåíèå. Êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîðîì íåêîòîðîé K3 ïîâåðõíîñòè ïî èíâîëþöèè, äåéñòâóþ-
ùåé áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Îáðàòíî, êàæäûé òàêîé ôàêòîð
ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ýíðèêâåñà.

19.3. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà. Òîãäà

(i) π1(X) ' Z2;
(ii) óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ X � ïîâåðõíîñòü òèïà K3;
(iii) Pic(X) ' H2(X,Z) ' Z10 ⊕ (Z/2Z).

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåòêó

Pic(X)f := Pic(X)/Pic(X)t ' H2(X,Z)/H2(X,Z)t.

19.4. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå Y =
Y2·2·2 ⊂ P5: 

f1(x0, x1, x2) + g1(x3, x4, x5) = 0

f2(x0, x1, x2) + g2(x3, x4, x5) = 0

f3(x0, x1, x2) + g3(x3, x4, x5) = 0
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Äëÿ îáùåãî âûáîðà êâàäðàòè÷íûõ ôîðì fi, gi Y ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé
ïîâåðõíîñòüþ òèïà K3. Çàäàäèì äåéñòâèå èíâîëþöèè

τ : (x0 : x1 : x2 : x3 : x4 : x5) −→ (−x0 : −x1 : −x2 : x3 : x4 : x5).

Åñëè ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñèñòåìû óðàâíåíèé f1 = f2 = f3 = 0
è g1 = g2 = g3 = 0 íå èìåëè îáùèõ òî÷åê, òî τ íå áóäåò èìåòü
íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà Y è X := Y/τ � ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà.

19.5. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà. Òîãäà

H0(X, TX) = H2(X, TX) = 0, dimH1(X, TX) = 10.

Â ÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà ïàðàìåòðèçóþòñÿ 10-
ìåðíûì êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π : Y → X � ôàêòîð K3 ïîâåðõíîñòè ïî
èíâîëþöèè. Òàê êàê Y íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ âåê-
òîðíûõ ïîëåé, òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ X: H0(X, TX) = 0. Äàëåå
KX ⊗ T ∨X = K ∨

X ⊗ Ω1
X = TX . Îòñþäà ïî äâîéñòâåííîñòè Ñåððà

dimH2(X, TX) = dimH0(X, TX) = 0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷à-
åòñÿ èç òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà. �

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íà ïðèìåðå 19.4: òà-
êèõ ïîâåðõíîñòåé ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 10-ìåðíîå ñåìåéñòâî. Áî-
ëåå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé ïîâåðõíîñòåé Ýíðè-
êâåñà íåïðèâîäèìî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü Ýí-
ðèêâåñà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êîíñòðóêöèåé èç ïðèìåðà 19.4.
Ìîæíî ðàñøèðèòü îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòåé Ýíðèêâåñà â êàòå-

ãîðèþ êîìïàêòíûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé. Îäíàêî, â îòëè÷èå
îò ñëó÷àÿ Ê3 ìû íå ïîëó÷èì íè÷åãî íîâîãî:

19.6. Ïðåäëîæåíèå. Ëþáàÿ êîìïàêòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà ïðîåêòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Pic(X) ' H2(X,Z), òî ïî êðèòåðèþ
ïðîåêòèâíîñòè äëÿ ïîâåðõíîñòåé äîñòàòî÷íî íàéòè ýëåìåíò x ∈
H2(X,Z) òàêîé, ÷òî x2 > 0. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç îáùåé òåîðåìû
îá èíäåêñå Òîìà-Õèðöåáðóõà 1.2. �

Ðàññìîòðèì äðóãóþ ðåàëèçàöèþ ïîâåðõíîñòåé Ýíðèêâåñà.

19.7. Ïðèìåð. Ïóñòü Q = P1 × P1 è ïóñòü R ∈ | − 2KQ| � ãëàäêàÿ
êðèâàÿ áèñòåïåíè (4, 4). Êàê è â ïðèìåðå 6.7 ðàññìîòðèì äâóëèñò-
íîå íàêðûòèå f : Y → Q ñ äèâèçîðîì âåòâëåíèÿ R. Òîãäà Y � K3
ïîâåðõíîñòü. Ðàññìîòðèì èíâîëþöèþ τ íà Q, äåéñòâóþùóþ ïî ïðà-
âèëó

τ : ((u0 : u1), (v0 : v1)) 7−→ ((u0 : −u1), (v0 : −v1)),
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ãäå u, v � íåîäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íà êàæäîì P1. Ðàññìîòðèì
âëîæåíèå Ñåãðå Q ↪→ P3,

((u0 : u1), (v0 : v1)) 7−→ (x0 = u0v0x1 = u0v1 : x2 = u1v0 : x3 = u1v1)

Òîãäà Q ⊂ P3 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x0x3 = x1x2,

à èíâîëþöèÿ τ äåéñòâóåò êàê

τ : (x0 : x1 : x2 : x3) 7−→ (x0 : −x1 : −x2 : x3).

Êîëüöî èíâàðèàíòîâ ïîðîæäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè

z0 = x2
0, z1 = x2

3, z2 = x0x3, z3 = x2
1, z4 = x2

2, z5 = x1x2.

Ìåæäó íèìè èìååòñÿ ðîâíî äâà ñîîòíîøåíèÿ:

(15) z0z1 = z2
2 , z3z4 = z2

5 .

Òàêèì îáðàçîì, P3/τ èçîìîðôíî ïåðåñå÷åíèþ äâóõ êâàäðèê (15) â
P5. Òîãäà Q/τ çàäàåòñÿ â P5 óðàâíåíèÿìè (15) è äîïîëíèòåëüíûì
óðàâíåíèåì z5 = z2. Èíà÷å ãîâîðÿ, Q/τ çàäàåòñÿ â P4 óðàâíåíèÿìè

z0z1 = z2
2 , z3z4 = z2

2 .

Ýòà ïîâåðõíîñòü èìååò 4 îñîáåíîñòè òèïà A1 â òî÷êàõ

(1 : 0 : 0 : 0 : 0), (0 : 1 : 0 : 0 : 0), (0 : 0 : 0 : 1 : 0), (0 : 0 : 0 : 0 : 1).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî τ èìååò ðîâíî 4 íåïîäâèæíûå òî÷êè Pi, ñî-
îòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûì âåðøèíàì. Ëþáàÿ êðèâàÿ R ⊂ Q
áèñòåïåíè (4, 4) âûñåêàåòñÿ íà Q íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòüþ W ñòå-
ïåíè 4. Ïîâåðõíîñòü Y ìîæåò áûòü çàäàíà â P(1, 1, 1, 1, 2) äâóìÿ
óðàâíåíèÿìè

x0x3 = x1x2, y2 = φ(x0, . . . , x3),

ãäå φ = 0 � óðàâíåíèå W . Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî φ � èíâàðèàíò
îòíîñèòåëüíî τ . Òîãäà τ ïîäíèìàåòñÿ íà Y :

(x0 : x1 : x2 : x3 : y) 7−→ (x0 : −x1 : −x2 : x3 : −y).

Åñëè êðèâàÿ R íå ïðîõîäèò ÷åðåç Pi, òî èíâîëþöèÿ τ íå èìååò íà
Y íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ôàêòîð X := Y/τ ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ
Ýíðèêâåñà.
Ïðîîáðàçû ïó÷êîâ ïðÿìûõ f−1(Lx) è f

−1(L′y) ÿâëÿþòñÿ ïó÷êàìè
ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íà Y (ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà òàê êàê ìîðôèç-
ìû f−1(Lx)→ Lx ðàçâåòâëåíû â 4 òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ Lx∩R). Îáà
ïó÷êà ñïóñêàþòñÿ äî ýëëèïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ íà X.
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16. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ â ïîñëåäíåì ïðèìåðå. Êðè-
âàÿ R çàäàåòñÿ áèîäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ψ(u0, u1; v0, v1) áèñòå-
ïåíè (4, 4). Îíà áóäåò èíâàðèàíòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóììà ñòåïåíåé u1 è v1 ÷åòíà. Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
13-ìåðíî. Ïî ìîäóëþ ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé è ïðîåêòèâíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé P1 × P1 íîðìàëèçóþùèõ íàøó èíâîëþöèþ èìååòñÿ
13 − 2 − 1 = 10-ìåðíîå ñåìåéñòâî òàêèõ êðèâûõ, à, ñëåäîâàòåëüíî,
è ïîâåðõíîñòåé X. Ýòî ïîäòâåðæäàåò ñëåäóþùèé ôàêò: îáùàÿ ïî-
âåðõíîñòü Ýíðèêâåñà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè êîíñòðóê-
öèè èç ïðèìåðà 19.7.

Ïðè âûðîæäåíèè êîíñòðóêöèè èç ïðèìåðà 19.7 ïîâåðõíîñòü P1×
P1 äåôîðìèðóåòñÿ â êâàäðàòè÷íûé êîíóñ, à ýëëèïòè÷åñêèå ïó÷êè
�ñëèâàþòñÿ�:

19.8. Ïðèìåð. Ïóñòü Q ⊂ P3 � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ {x2
0 = x1x2} è

ïóñòü R ∈ |− 2KQ| � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, âûñåêàåìàÿ ïîâåðõíîñòüþ W
ñòåïåíè 4. Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå f : Y → Q ñ äèâèçîðîì
âåòâëåíèÿ R. Òîãäà Y � K3 ïîâåðõíîñòü. Ðàññìîòðèì èíâîëþöèþ
τ íà Q, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

τ : (x0 : x1 : x2 : x3) 7−→ (x0 : −x1 : −x2 : x3).

Òîãäà Q/τ çàäàåòñÿ â P5 óðàâíåíèÿìè (15) è äîïîëíèòåëüíûì óðàâ-
íåíèåì z5 = z0. Èíà÷å ãîâîðÿ, Q/τ çàäàåòñÿ â P4 óðàâíåíèÿìè

z0z1 = z2
2 z3z4 = z2

0 .

Ýòà ïîâåðõíîñòü èìååò 2 îñîáåíîñòè òèïà A1 â òî÷êàõ

(0 : 0 : 0 : 1 : 0), (0 : 0 : 0 : 0 : 1).

è îäíó îñîáåííîñòü A3 â (0 : 1 : 0 : 0 : 0).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî τ èìååò ðîâíî 3 íåïîäâèæíûå òî÷êè íà Q:

P0 = (0 : 0 : 0 : 1) (âåðøèíà êîíóñà), P1 = (0 : 1 : 0 : 0) è P2 = (0 :
0 : 1 : 0). Ïîâåðõíîñòü Y ìîæåò áûòü çàäàíà â P(1, 1, 1, 1, 2) äâóìÿ
óðàâíåíèÿìè

x2
0 = x1x2, y2 = φ(x0, . . . , x3),

ãäå φ = 0 � óðàâíåíèå W . Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî φ � èíâàðèàíò
îòíîñèòåëüíî τ . Òîãäà τ ïîäíèìàåòñÿ íà Y :

(x0 : x1 : x2 : x3 : y) 7−→ (x0 : −x1 : −x2 : x3 : −y).

Åñëè êðèâàÿ R íå ïðîõîäèò ÷åðåç Pi, òî èíâîëþöèÿ τ íå èìååò íà
Y íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå Y èìååò äâå îñîáûå
òî÷êè òèïà A1 � ïðîîáðàçû P0. Ïóñòü Ỹ � ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå.
Òîãäà ôàêòîð X := Ỹ /τ ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ýíðèêâåñà.

51



Ïðîîáðàç ïó÷êà ïðÿìûõ f−1(Lx) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ïó÷-
êîì íà Ỹ . Îí ñïóñêàåòñÿ äî ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà íà X.

17. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ â ïîñëåäíåì ïðèìåðå. Êðè-
âàÿ R çàäàåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ψ(x0, x1, x2, x3) ñòåïåíè 4.
Îíà áóäåò èíâàðèàíòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà ñòåïå-
íåé x1 è x2 ÷åòíà. Ïóñòü V ⊂ H0(P3,OP3(4)) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ
òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

0 // H0(P3,OP3(2)) // H0(P3,OP3(4))
ς // H0(Q,OQ(4)) // 0

Èìååì dimV = 19 è dim ς(V ) = 19 − 6 = 13. Ïî ìîäóëþ ñêàëÿð-
íûõ óìíîæåíèé è ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Q íîðìàëèçóþùèõ
íàøó èíâîëþöèþ èìååòñÿ 13 − 1 − 3 = 9-ìåðíîå ñåìåéñòâî òàêèõ
êðèâûõ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ïîâåðõíîñòåé X.

18. Çàìêå÷àíèå. Íà Y äåéñòâóåò òàêæå èíâîëþöèÿ Ãàëóà σ : Y →
Y äâîéíîãî íàêðûòèÿ f : Y → Q:

σ : (x0 : · · · : x3, y) 7−→ (x0 : · · · : x3,−y).

Èíâîëþöèè σ è τ êîììóòèðóþò. Ïîýòîìó äåéñòâèå σ îïóñêàåòñÿ
íà X. Íåïîäâèæíûå òî÷êè äåéñòâèÿ íà X: íåîñîáàÿ êðèâàÿ (îáðàç
y = 0) è 4 èçîëèðîâàííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì,
Z := X/σ � ïîâåðõíîñòü ñ 4-ìÿ îñîáûìè òî÷êàìè òèïà A1. Íà ñàìîì
äåëå, Z = Q/τ .

19. Òàêèì îáðàçîì, Z := Q/τ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:

a) z0z1 = z3z4 = z2
2 , b) z0z1 = z2

2 , z3z4 = z2
0

Ïðè ýòîì â ñëó÷àå à) Z èìååò ÷åòûðå A1-òî÷êè (1 : 0 : 0 : 0 : 0),
(0 : 1 : 0 : 0 : 0), (0 : 0 : 0 : 1 : 0), (0 : 0 : 0 : 0 : 1), à â ñëó÷àå
b) Z èìååò äâå A1-òî÷êè (0 : 0 : 0 : 1 : 0), (0 : 0 : 0 : 0 : 1) è
îäíó A3-òî÷êó(0 : 1 : 0 : 0 : 0). Â ñëó÷àå à) ãèïåðïëîñêîñòü z2 = 0
âûñåêàåò íà Z ÷åòûðå ïðÿìûå L1, . . .L4. Ïðîîáðàçû ýòèõ ïðÿìûõ
íà ìèíèìàëüíîì ðàçðåøåíèè µ : Z̃ → Z ÿâëÿþòñÿ (−1)-êðèâûìè è
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñòÿãèâàíèå ýòîé ÷åòâåðêè ïðèâîäèò ê P1 × P1. Â
ýòîì ñëó÷àå Pic(X) ' Z ⊕ Z, à Li � äèâèçîðû Âåéëÿ íà X òàêèå,
÷òî L1 − L2 = L3 − L4 � ýëåìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà â Cl(X).
Â ñëó÷àå b) Z ñîäåðæèò äâå ïðÿìûå, êîòîðûå îáðàçóþò êîíôè-

ãóðàöèþ L1 := {z0 = z2 = z3 = 0}, L2 := {z0 = z2 = z4 = 0}
A1◦ L1• A3◦ L2• A1◦

Â ýòîì ñëó÷àå Pic(X) ' Z, à L1, L2 � äèâèçîðû Âåéëÿ íà X òàêèå,
÷òî L1 − L2 � ýëåìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà â Cl(X).
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20. Ïîëó÷àåì äèàãðàììó

Y
ww ''

Q
''

X
ww

Z

ãäå Z := Q/τ = X/σ = Y/〈τ, σ〉.
Âûâîä: ñ êàæäûì ïðåäñòàâëåíèåì X â âèäå äâîéíîé êâàäðèêè

ñâÿçàíà èíâîëþöèÿ σ : X → X.

20. Ðåøåòêà Ïèêàðà ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà

20.1. Íàïîìíèì, ÷òî Pic(X)f := Pic(X)/Pic(X)t. Ðåøåòêà Pic(X)f

óíèìîäóëÿðíà, ÷åòíà è èìååò ñèãíàòóðó (1, 9). Ñîãëàñíî îáùåé òåî-
ðèè [11] îíà èçîìîðôíà E8 ⊕ U . Ðåøåòêà Pic(X)f äîïóñêàåò ñëåäó-
þùåå îïèñàíèå (ñð. [12, ãë. IV]).

20.2. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ ðåøåòêó N = Z11

ñ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì h, e1,. . . ,e10, ãäå

h2 = 1, e2
1 = · · · = e2

10 = −1.

Ïóñòü

k := −3h + e1 + · · ·+ e10.

Òàê êàê k2 = −1, òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå M := k⊥ èìååò
ñèãíàòóðó (1, 9) è óíèìîäóëÿðíî. Âûáåðåì áàçèñ â k⊥:

r0 := h− e1 − e2 − e3, ri = ei − ei+1, i = 1, . . . , 9.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îòîæäåñòâèòü Pic(X)f = k⊥. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî

(ri, rj) =


−2 åñëè i = j,

1 åñëè i = 0, j = 3 èëè i− j = 1, j > 0,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ðåøåòêà M := k⊥ ÷åòíà. Â ýòîì ñëó÷àå M '
U ⊕ E8 ([11]). Ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü áàçèñó ri ãðàô T2,3,7:

1◦ 2◦ 3◦ 4◦ 5◦ 6◦ 7◦ 8◦ 9◦

◦
0

Îòñþäà ñðàçó âèäíî, ÷òî 〈r0, . . . , r7〉 � ïîäðåøåòêà òèïà E8. Çàôèê-
ñèðóåì èçîìîðôèçì Pic(X)f 'M .
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20.3. Ýëåìåíòû α ∈ M òàêèå, ÷òî α2 = −2 íàçûâàþòñÿ êîðíÿìè.
Ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé îáîçíà÷èì ÷åðåç R. Òàêèì îáðàçîì,

R := {α ∈ N | α2 = −2, α · k = 0}.

Ðàññìîòðèì òàêæå ìíîæåñòâî

I := {x ∈ N | x2 = −1, x · k = −1}.

Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûìè. Äåé-
ñòâèå îòðàæåíèé sα è âñåé ãðóïïû W åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðî-
äîëæàåòñÿ íà âñþ ðåøåòêó N òàê, ÷òî âåêòîð k èíâàðèàíòåí.

20.4. Íàïîìíèì [13], ÷òî ñèñòåìîé Êîêñòåðà íàçûâàåòñÿ ïàðà
(W,S), ñîñòîÿùàÿ èç ãðóïïû W è ïîäìíîæåñòâà S ⊂ W ýëåìåí-
òîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà ïî
S è ñîîòíîøåíèÿì s2 = 1, (ss′)m(s,s′) = 1, ãäå m(s, s′) � ïîðÿäîê
ýëåìåíòà ss′ äëÿ s, s′ ∈ S. Ñèñòåìà Êîêñòåðà ìîæåò áûòü èçîáðà-
æåíà ãðàôîì, ó êîòîðîãî âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì S è
äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû s, s′ ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì åñëè m(s, s′) > 2.
Åñëè m(s, s′) > 3, òî ðåáðó ïðèïèñûâàåòñÿ âåñ m(s, s′)− 2. Â íàøåé
ñèòóàöèè ãðàô T2,3,7 çàäàåò ñèñòåìó Êîêñòåðà.

20.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç sα îòðàæåíèå

sα : M −→M, x 7−→ x+ (x,α)α.

Òàê êàê α2 = −2, òî s2
α = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ïîäãðóïïó â

O(M), ïîðîæäåííóþ âñåìè îòðàæåíèÿìè sα.

20.6. Ëåììà. Åñëè x ∈ M ïðåäñòàâëÿåò ýôôåêòèâíûé äèâè-
çîð ñ x2 ≥ 0, òî è sα(x) ïðåäñòàâëÿåò ýôôåêòèâíûé äèâèçîð ñ
sα(x)2 ≥ 0. Åñëè X íå ñîäåðæèò (−2)-êðèâûõ, òî sα ïåðåâîäèò â
ñåáÿ ïîëóãðóïïó êëàññîâ ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. sα èçîìåòðèÿ, ïîýòîìó sα(x)2 ≥ 0. Ïî òåîðåìå
Ðèìàíà-Ðîõà èëè sα(x) èëè KX − sα(x) ýôôåêòèâåí. Ãèïåðïëîñ-
êîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê sα ïåðåñåêàåò îáå êîìïîíåíòû êîíóñà
x2 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, sα íå ìîæåò ïåðåñòàâëÿòü ýòè êîìïîíåí-
òû. �

20.7. Îáîçíà÷èì NR := N ⊗ R,

KPR(N) := {x ∈ NR | x2 ≥ 0}, KP(N) := KPR(N) ∩N.

ßñíî, ÷òî KPR(N) \ {0} èìååò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè:

KPR(N) = KP+
R(N) ∪KP−R(N), KP−R(N) = −KP+

R(N).
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Ïîëîæèì KP±(N) := KP±R(N) ∩ N . Âûáåðåì èíäåêñàöèþ òàê, ÷òî
h ∈ KP+(N). Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó NE(N) ⊂ N , ïîðîæäåííóþ
KP+(N) è I.

21. Äèâèçîðû íà ïîâåðõíîñòÿõ Ýíðèêâåñà

21.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü D � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð
íà ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà X. Åñëè D 6= KX , òî

dim |D| ≥ D2.

Åñëè D2 > 0, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî dim |D| = D2.

21.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü C � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè Ýíðèêâåñà X. Åñëè C2 < 0, òî C � (−2)-êðèâàÿ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ àíàëîã òåîðåìû 7.5.

21.3. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü C � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè Ýíðèêâåñà X ñ C2 ≥ 4 è ïóñòü Y := Φ|C|(X). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî |C| íå ñîñòàâëåíà èç ïó÷êà è deg Φ|C| > 1. Òîãäà èìååò ìåñòî
îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(i) C2 = 4 è Φ|C| : X → P2 � êîíå÷íûé â îáùåé òî÷êå ìîðôèçì
ñòåïåíè 4;

(ii) C2 = 6 è Φ|C| : X → Y = Y2 ⊂ P3 � êîíå÷íûé â îáùåé
òî÷êå ìîðôèçì ñòåïåíè 3 íà êâàäðèêó;

(iii) C2 ≥ 6, Φ|C| : X → Y = YN ⊂ PN � êîíå÷íûé â îáùåé
òî÷êå ìîðôèçì ñòåïåíè 2 íà ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè N , ãäå
N = C2/2;

(iv) |C| èìååò äâå ïðîñòûå áàçèñíûå òî÷êè, Φ|C| : X 99K Y =
YN ⊂ PN � êîíå÷íîå â îáùåé òî÷êå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè
2 íà ïîâåðõíîñòü ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè N − 1, ãäå N =
C2/2;

(v) |C| èìååò îäíó ïðîñòóþ áàçèñíóþ òî÷êó, Φ|C| : X 99K P2

� êîíå÷íîå â îáùåé òî÷êå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå òî÷åê
íåîïðåäåëåííîñòè îòîáðàæåíèÿ Φ|C| : X → Y ⊂ PN , N = dim |C| =
C2/2:

W
σ

~~

ϕ

  
X

Φ|C| // Y

Ïóñòü C ′ ⊂ W � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç îáùåãî ýëåìåíòà C ∈ |C|.
Òîãäà

(deg Φ|C|) · (deg Y ) = (degϕ) · (deg Y ) = C ′2 ≤ C2,
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ãäå ðàâåíñòâî C ′2 = C2 èìååò ìåñòî åñëè è òîëüêî åñëè Φ|C| � ìîð-
ôèçì. Áîëåå òîãî, ðàçíîñòü C2 − C ′2 ðàâíà ÷èñëó áàçèñíûõ òî÷åê
ëèíåéíîé ñèñòåìû |C| (âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèå). Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû,

deg Y ≥ codimY + 1 = C2/2− 1

(ñì. [10, ãë. 4, �3]). Îòñþäà

2C2 ≥ (deg Φ|C|) · (C2 − 2).

Åñëè degϕ ≥ 4, òî C2 = 4, N = 2, Y = P2 è âñå íåðàâåíñòâà âûøå
ÿâëÿþòñÿ, íà ñàìîì äåëå, ðàâåíñòâàìè. Ìû ïîëó÷àåì ñëó÷àé (i).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé degϕ = 3. Òîãäà C2 ≤ 6. Åñëè C2 = 6, òî

N = 3 è, êàê è âûøå, âñå íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè. Â
÷àñòíîñòè, deg Y = C2/3, ò. å. Y = Y2 ⊂ P3 � êâàäðèêà. Ìû ïîëó-
÷àåì ñëó÷àé (ii). Åñëè æå C2 = 4, òî N = 2, Y = P2, C ′2 = 3 è ëè-
íåéíàÿ ñèñòåì |C| èìååò åäèíñòâåííóþ (ïðîñòóþ) áàçèñíóþ òî÷êó.
Ìû ïîëó÷àåì ñëó÷àé (v). Ñëó÷àé degϕ = 2 ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí
àíàëîãè÷íî è îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.. �

22. Ýëëèïòè÷åñêèå ïó÷êè íà ïîâåðõíîñòÿõ Ýíðèêâåñà

22.1. Òåîðåìà. Ïóñòü π : X → B = P1 � ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê íà
ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà. Òîãäà π èìååò ðîâíî äâà êðàòíûõ ñëîÿ
Xb1 è Xb2 è êðàòíîñòè ýòèõ ñëîåâ ðàâíû 2. Åñëè ìû çàïèøåì
Xbi = 2Fi, i = 1, 2, òî F1 − F2 ∼ KX .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ O(−F1) −→ OX −→ OF1 −→ 0.

Èç íåå è äâîéñòâåííîñòè Ñåððà ïîëó÷àåì

H1(F1,OF1) ' H2(X,OX(−F1)) ' H0(X,OX(KX + F1)).

Òàê êàê F1 � ñâÿçíàÿ ïðèâåäåííàÿ êðèâàÿ àðèôìåòè÷åñêîãî ðî-
äà 1, òî ωF1 ' OF1 . Òîãäà ïî äâîéñòâåííîñòè Ñåððà h1(F1,OF1) =
h0(F1,OF1) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü äèâèçîðKX+F1

ýôôåêòèâíûì. �

22.2. Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà èìååò ñòðóêòóðó
ýëëèïòè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä P1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [11, Ãë. V, �2, òåîðåìà 3] ôîðìà ïåðåñå-
÷åíèÿ íà Pic(X)f ïðåäñòàâëÿåò 0, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò äèâèçîðD òà-
êîé, ÷òîD2 = 0. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà h0(X,D)+h0(KX−D) ≥ 1.
Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü D ýôôåêòèâíûì.
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22.3.Ëåììà. Åñëè C � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ òàêàÿ, ÷òî D·C < 0,
òî C � (−2)-êðèâàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî C2 < 0. Ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà 2 pa(C)−
2 = KX · C + C2 < 0. �

22.4. Ëåììà. Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îòðàæåíèé sα
ìîæíî çàìåíèòü äèâèçîð D íà D• òàêîé, ÷òî D•2 = 0, D• 6= 0,
D• ýôôåêòèâåí è ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì îáèëüíûé äèâèçîð A. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî D íå ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìàÿ
êðèâàÿ C òàêàÿ, ÷òî D ·C < 0. Òîãäà C ÿâëÿåòñÿ (−2)-êðèâîé. Ïî-
ëîæèì D′ := sC(D). Òîãäà D′2 = 0, D′ 6= 0 è D′ ýôôåêòèâåí (ïî
ëåììå 20.6). Èìååì

A ·D′ = A ·D + (D · C)(A · C) < A ·D.

Ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ ïðîöåññ äîëæåí îáîðâàòüñÿ. �

22.5. Ëåììà. (i) Åñëè OD(D) ' OD, òî dim |D| ≥ 1.
(ii) Åñëè OD(D) 6' OD, òî dim |2D| ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Âîñïîëüçóåìñÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

0 −→ OX −→ OX(D) −→ OD(D) −→ 0.

(ii) Äèâèçîð D′ = D + KX óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì. Â
÷àñòíîñòè, D′ ìîæíî ñ÷èòàòü ýôôåêòèâíûì. Òîãäà D′ 6= D è 2D ∼
2D′. Ñëåäîâàòåëüíî, dim |2D| ≥ 1. �

22.6. Ëåììà. Åñëè D � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà X òà-
êîé, ÷òî D2 = 0 è dim |D| ≥ 1, òî |nD| îïðåäåëÿåò ýëëèïòè÷åñêèé
ïó÷îê íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì |D| = F + |M |. Òîãäà

0 = D2 = D ·M +D ·F =⇒ 0 = D ·M = F ·M +M2 =⇒ M2 = 0.

ÇàìåíÿåìD íàM . Òàê êàêM2 = 0, òî |M | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê.
Òîãäà |nM | îïðåäåëÿåò ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê Φ|nM | : X → B ⊂ PN ,
B ' P1. Ïðè÷åì, F ëåæèò â ñëîÿõ. Òàê êàê F 2 = 0, òî ïî ëåììå
Çàðèññêîãî mF � ñóììà ñõåìíûõ ñëîåâ, ò. å. F ïðîïîðöèîíàëåí M
è D. �

Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó. �
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22.7. Ñëåäñòâèå. Åñëè X íå ñîäåðæèò (−2)-êðèâûõ, òî êàæäûé
ýëåìåíò x ∈ Pic(X)f òàêîé, ÷òî x2 = 0 îïðåäåëÿåò ýëëèïòè÷å-
ñêèé ïó÷îê. Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå {

ýëëèïòè÷åñêèå
ïó÷êè íà X

}
←→

{
èçîòðîïíûå ïðÿìûå

â Pic(X)f .

}
22.8. Òåîðåìà. Ïóñòü π : X → B = P1 � ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê
íà ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà. Òîãäà ñóùåñòâóåò 2-ñå÷åíèå C ⊂ X
òàêîå, ÷òî C2 ≤ 0. Èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

(i) C2 = 0 è C � êðàòíûé ñëîé äðóãîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà;
(ii) C2 = −2 è C � (−2)-êðèâàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

22.9. Ëåììà. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 22.8 ïóñòü 2F1 � êðàòíûé ñëîé
π. Òîãäà F1 ïðåäñòàâëÿåò ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò Pic(X)f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà F1 ∼ mL + T ,
ãäå T � ýëåìåíò êðó÷åíèÿ è m > 1. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà L
ýôôåêòèâåí è ïî ëåììå Çàðèññêîãî Supp(L) = Supp(F1). Òàê êàê π
íå èìååò ñëîåâ êðàòíîñòè > 2, òî F1 ∼ mL+KX . Íî â ýòîì ñëó÷àå
mL ∼ F1 + KX ∼ F2, ãäå 2F2 � âòîðîé êðàòíûé ñëîé. Ýòî çíà÷èò,
÷òî dim |F2| > 0. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òàê êàê F1 ïðèìèòèâåí, òî ñóùåñòâóåò D ∈ Pic(X) òàêîé, ÷òî
F1 · D = 1. Çàìåíèì åãî íà D′ = D − 1

2
D2F1. Òîãäà D

′2 = 0 è ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü äèâèçîð D ýôôåêòèâíûì ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà.
Ðàñïèøåì

D = C +
∑

niDi, C · F1 = 1.

Òàêèì îáðàçîì,
∑
niDi ëåæèò â ñëîÿõ. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî C

2 ≤
0. Ïóñòü C2 > 0. Êðèâàÿ Di ëåæèò â íåêîòîðîì ñëîå. Òîãäà

0 = D2 = D · C +
∑

niDi ·D, D · C = C2 +
∑

niDi · C

ÎòñþäàD·C > 0,
∑
niDi·D < 0. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà dim |C| >

0. Òàê êàê êðèâàÿ F1 ïðèâåäåíà, òî h0(F1OF1) = 1. Èìååì òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ H0(OX(C − F1)) −→ H0(OX(C)) −→ H0(OF1(C))

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

C ∼ C ′ + F1 +G,
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ãäå C ′ � 2-ñå÷åíèå, G � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð ñ íîñèòåëåì â ñëîÿõ.
Â ýòîì ñëó÷àå

C ′2 = (C − F1 −G)2 = C2 − 2− 2C ·G+ (F1 +G)2 < C2.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, äîáúåìñÿ C2 ≤ 0. �

22.10. Ñëåäñòâèå. Äëÿ êàæäîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà π : X →
B = P1, êàê â òåîðåìå (i) êëàññû êðèâûõ F1, C îïðåäåëÿþò âëî-
æåíèå U ↪→ Pic(X)f .

22.11. Òåîðåìà. Ïóñòü X � íåñïåöèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâå-
ñà è ïóñòü |2F1|, |2F2| � ýëëèïòè÷åñêèå ïó÷êè íà X òàêèå, ÷òî
F1 · F2 = 1. Òîãäà X ïîëó÷àåòñÿ êîíñòðóêöèåé 19.7 ôàêòîðà äâîé-
íîé êâàäðèêè P1 × P1 ïî èíâîëþöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y → X � äâîéíîå íàêðûòèå, ãäå Y � ïî-
âåðõíîñòü òèïà K3. Ïóñòü 2F1, 2F2 � êðàòíûå ñëîè. Ïóñòü F̃1, F̃2 ⊂
Y � ïðîîáðàçû F1 è F2. Òîãäà F̃

2
1 = F̃ 2

2 = 0 è F̃1 · F̃2 = 2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, |F̃1| è |F̃1| � ýëëèïòè÷åñêèå ïó÷êè.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
�
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22.12. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ñïåöèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà,
ïóñòü |2F1| � ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê è ïóñòü C � (−2)-êðèâàÿ íà
X òàêàÿ, ÷òî F1 · C = 1. Òîãäà X ïîëó÷àåòñÿ êîíñòðóêöèåé 19.8
ôàêòîðà äâîéíîé îñîáîé êâàäðèêè ïî èíâîëþöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y → X � äâîéíîå íàêðûòèå, ãäå Y � ïî-
âåðõíîñòü òèïà K3. Ïóñòü C̃, F̃1 ⊂ Y � ïðîîáðàçû C è F1. Òîãäà
F̃ 2

1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, |F̃1| � ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê. Äàëåå C̃ �
íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ C̃1, C̃2. Ñëåäî-
âàòåëüíî, C̃1 è C̃2 � (−2)-êðèâûå. Òàê êàê C̃ · F̃1 = 2C · F1 = 2, òî
C̃1 · F̃1 = C̃2 · F̃1 = 1.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó |2F̃1 + C̃|. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-

Ðîõà dim |2F̃1 +C̃| ≥ 1
2
(2F̃1 +C̃)2 = 4. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî |2F̃1 +C̃|

íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
ßñíî, ÷òî Bs |2F̃1 + C̃| ⊂ C̃. Åñëè P ∈ Bs |2F̃1 + C̃| è P ∈ C̃1, òî C̃1 ⊂
Bs |2F̃1+C̃| ïîñêîëüêó (2F̃1+C̃)·C̃1 = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Bs |2F̃1+
C̃| èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè äâîéíîãî íàêðûòèÿ Y →
X. Ñëåäîâàòåëüíî, C̃ ⊂ Bs |2F̃1 + C̃|. Â ýòîì ñëó÷àå dim |2F̃1 + C̃| =
dim |2F̃1| = 2. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, |2F̃1 + C̃| îïðåäåëÿåò
ìîðôèçì

Φ = Φ|2F̃1+C̃| : Y → PN , N ≥ 3.

Îãðàíè÷åíèå |2F̃1 +C̃| íà ñëîè ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà èìååò ñòåïåíü
2. Ïîýòîìó Φ íå áèðàöèîíàëåí. Òàê êàê

(deg Φ) · (deg Φ(Y )) = (2F̃1 + C̃)2 = 4,

òî èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: deg Φ = deg Φ(Y ) = 2. Îá-
ðàçû ñëîåâ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè. Òàê êàê (2F̃1 + C̃) · C̃1 = 0, òî Φ(C̃1)
� òî÷êà è ýòè ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç Φ(C̃1). Ñëåäîâàòåëüíî, Φ(Y )
� êâàäðàòè÷íûé êîíóñ. �

22.13.Ñëåäñòâèå. Åñëè X íå ñîäåðæèò (−2)-êðèâûõ, òî èìååòñÿ
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïàðû ýëëèïòè÷åñêèõ

ïó÷êîâ |2F1|, |2F2|
òàêèõ, ÷òî F1 · F2 = 1

←→
{

âëîæåíèÿ
U ↪→ Pic(X)f

}
22.14. Ñëåäñòâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íå ñîäåðæèò (−2)-
êðèâûõ. Êàæäîå âëîæåíèå U ↪→ Pic(X)f îïðåäåëÿåò èíâîëþöèþ
Ãàëóà τ ∈ Aut(X) äâîéíîãî íàêðûòèÿ X → Z. Ýòà èíâîëþöèÿ
äåéñòâóåò íà Pic(X)f = U ⊕ E8 êàê (1U ,−1E8).
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22.15. Ñëåäñòâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íå ñîäåðæèò (−2)-
êðèâûõ. Îáðàç Aut(X) â O(Pic(X)f) ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîä-
ãðóïïó, ñîäåðæàùóþ (1U ,−1E8).

23. Àâòîìîðôèçìû ïîâåðõíîñòåé Ýíðèêâåñà

Ïðîäîëæèì äåéñòâèå àâòîìîðôèçìîâ ϕ ∈ Aut(X) íà N ïî ïðà-
âèëó ϕ(k) = k.

23.1. Ëåììà. Åñëè x, y ∈ KP+(N), òî x · y ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x · y < 0. Ïî íåïðåðûâíîñòè,
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x2 > 0, y2 > 0. Òîãäà äëÿ yt = ty− (1− t)x,
0 < t < 1 èìååì y2

t > 0. Ïî íåïðåðûâíîñòè ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ
èìååì yt ∈ KP+(N) è yt ∈ KP−(N) (ïîñêîëüêó −y ∈ KP−(N)).
Ïðîòèâîðå÷èå. �

23.2. Ñëåäñòâèå. ei − k ∈ KP+(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî (ei − k) · h > 0. �

23.3. Ëåììà. Äåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ W è Aut(X) ïåðåâîäÿò
KP+(N) è NE(N) â ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ãðóïïû W è Aut(X) äåéñòâóþò íà N
èçîìåòðèÿìè, òî îíè ïåðåâîäÿò I è KP(N) â ñåáÿ. Òàê êàê W ñî-
õðàíÿåò k, òî îíà ñîõðàíÿåò è KP±(N). Ãðóïïà Aut(X) íå ìîæåò
ïåðåñòàâëÿòü êîìïîíåíòû KP±(N), ïîñêîëüêó òîëüêî îäíà èç íèõ
ñîäåðæèò îáèëüíûå êëàññû. �

23.4. Òåîðåìà. Ãðóïïà W ⊂ O(M) ñîâïàäàåò ñî ñòàöèîíàðíîé
ïîäãðóïïîé KP+(N).

23.5. Ñëåäñòâèå. O(M) = W × {±1M}.

23.6. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî X íå ñîäåðæèò (−2)-êðèâûõ. Òîãäà îáðàç ïðåäñòàâëå-
íèÿ Aut(X)→ O(Pic(X)f) ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå W .

23.7. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà. Òîãäà ÿäðî
ïðåäñòàâëåíèÿ Aut(X) → O(Pic(X)f) êîíå÷íî. Åñëè X íå ñîäåð-
æèò (−2)-êðèâûõ, òî ýòî ÿäðî òðèâèàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.7 ÿäðî êîíå÷íî. Ïóñòü g ∈
Aut(X) òðèâèàëüíî äåéñòâóåò íà Pic(X) è ïóñòü Fix(g) � ìíîæå-
ñòâî åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïî òîïîëîãè÷åñêîé ôîðìóëå Ëåô-
øåöà Eu(Fix(g)) = 12. Åñëè X íå ñîäåðæèò (−2)-êðèâûõ, òî Fix(g)
äîëæíî ñîäåðæàòü ïî êðàéíåé ìåðå 12 èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Òîãäà
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ïðåäñòàâëåíèå X → Z â âèäå äâîéíîé êâàäðèêè g-ýêâèâàðèàíòíî
è ïîýòîìó g íåòðèâèàëüíî äåéñòâóåò íà Z = (P1 × P1)/τ .

�

23.8. Ïðèìåð (Barth-Peters [14]). Ïóñòü E ýëëèïòè÷åñêàÿ êðè-
âàÿ áèñòåïåíè (2, 2) â P1 × P1, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç 4 òî÷-
êè (±1,±1). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ èíâîëþöèÿ ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈
Aut(P1× P1) òàêàÿ, ÷òî ϕ(E) = E è ϕ(±1,±1) = (∓1,∓1). Ïóñòü Ỹ
� ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå äâîéíîãî íàêðûòèÿ Y → P1×P1 ñ âåòâ-
ëåíèåì â îáúåäèíåíèè E è 4 ïðÿìûõ Li,j, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåïî-

äâèæíûå òî÷êè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ èíâîëþöèþ íà Ỹ èíäóöèðîâàí-
íóþ èíâîëþöèåé Ãàëóà. Åñòü äâå èíâîëþöèè τ ′ è τ ′′ ∈ Aut(Y ), êî-
òîðûå èíäóöèðîâàíû ϕ. Îäíà èç íèõ, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
τ ′, íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê è X := Y/τ � ïîâåðõíîñòü Ýíðèê-
âåñà. Ïîâåðõíîñòü X ñîäåðæèò 10 ãëàäêèõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ,
èç êîòîðûõ 8 ïðîèñõîäÿò èç D4-îñîáåííîñòåé äâîéíîãî íàêðûòèÿ
è 2 èç êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò èç 4 ïðÿìûõ â äèâèçîðå âåòâëåíèÿ. X
èìååò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ ïó÷êà, ïîðîæäåííûõ äâóìÿ ñòðóêòóðàìè
P1-ðàññëîåíèé íà P1×P1. Ýòè 10 ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ è ïðèâåäåí-
íûå ÷àñòè ñëîåâ äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ ðàññëîåíèé ïîðîæäàþò ãðóï-
ïó êîãîìîëîãèé H2(X,Z). ßñíî, ÷òî èíâîëþöèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ
τ ôèêñèðóåò âñå ýòè êðèâûå. Ñëåäîâàòåëüíî τ � êîãîìîëîãè÷åñêè
òðèâèàëüíàÿ èíâîëþöèÿ.

23.9. Ïðèìåð (Liebernan, cf. [15]). Ïóñòü A � ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ E1 è E2 è ξ � òî÷êà 2-êðó÷åíèÿ, íå ëåæà-
ùàÿ íè íà E1, íè íà E2. Ïóñòü τ

′ (ñîîòâ., τ ′′) � èíâîëþöèÿ êóì-
ìåðîâîé ïîâåðõíîñòè Y = Kum(A) èíäóöèðîâàííîé ýíäîìîðôèç-
ìîì (−1E1 ,1E2) (ñîîòâ., ñäâèã íà ξ). Òîãäà τ := τ ′ ◦ τ ′′ èíâîëþöèÿ,
äåéñòâóþùàÿ áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà Y è ôàêòîð X := Y/τ �
ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà. Èíâîëþöèÿ ϕ ∈ Aut(X), èíäóöèðîâàííàÿ
τ ′, êîãîìîëîãè÷åñêè òðèâèàëüíà.

Çàäà÷è.

1. Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü σ ∈ Aut(X) � àâòîìîð-
ôèçì ïîðÿäêà 2. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðïîâåðõíîñòü Y = X/σ
îñîáà.

2. Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü G ⊂ Aut(X) � êîíå÷íàÿ
ïîäãðóïïà. Äîêàæèòå, ÷òî X/G èëè ðàöèîíàëüíà èëè áèðàöèî-
íàëüíà ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà.

3. Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé äèâèçîð
íà X ñ H2 = 2. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| íå èìååò
íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò.
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4. Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü |2F1| è |2F2| � ýëëèïòè-
÷åñêèå ïó÷êè íà X òàêèå, ÷òî F1 ·F2 = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå
ñëîè ïó÷êà |2F1| íåïðèâîäèìû. Äîêàæèòå, ÷òî äèâèçîð E1 + E2

îáèëåí.
5. Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé äèâèçîð

íà X ñ H2 = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| íå
èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò (ñì. çàäà÷ó 3). Äîêàæèòå, ÷òî
îáùèé ýëåìåíòH ∈ |H| íåïðèâîäèì è íåîñîá. Èìååò ëè ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà |H| áàçèñíûå òî÷êè?

6. Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé äèâè-
çîð íà X ñ H2 = 4. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| èìååò
áàçèñíûå òî÷êè.

7. Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü H � îáèëüíûé äèâèçîð
íà X ñ H2 = 4. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H| íå èìååò
íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò.

8. Ìîæåò ëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà ñîäåð-
æàòü ýëåìåíò ïîðÿäêà 23?

9. Ìîæåò ëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè Ýíðèêâåñà áûòü
èçîìîðôíîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S13?

24. Àâòîìîðôèçìû ïîâåðõíîñòåé ñ κ = 1

24.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ κ(X) = 1.
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) K2
X = 0,

(ii) χ(OX) ≥ 0,
(iii) íà X èìååòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê π : X → B,
(iv) ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê π : X → B åäèíñòâåííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òî K2
X ≥ 0.

Åñëè K2
X > 0, òî ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà dim |nKX | ðàñòåò êâàä-

ðàòè÷íî. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, K2
X = 0. Ïî 13.3 èìååì

Eu(X) ≥ 0. Ïî ôîðìóëå Í¼òåðà 12χ(OX) = Eu(X) ≥ 0.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n > 0 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |nKX |

íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò è áàçèñíûõ òî÷åê. Âîçüìåì n
òàêèì, ÷òî dim |nKX | > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |nKX | èìååò íåïî-
äâèæíûå êîìïîíåíòû. Ïóñòü D ∈ |nKX | è ïóñòü C � êîìïîíåíòà
D. Òàê êàê KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òî D ·C ≥ 0 è 0 = D2 ≥ D ·C.
Ïîýòîìó D · C = 0. Çàïèøåì |nKX | = F + |M |, ãäå F =

∑
aiFi ≥ 0

� ñóììà íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò, à |M | � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà áåç
íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò. Òîãäà

0 = (nKX)2 = (nKX) ·M + (nKX) · F.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

0 = (nKX) ·M = M2 +M · F.
Îòñþäà M2 = M · F = 0 è F 2 = 0. Òàê êàê M2 = 0, òî ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà |M | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê è çàäàåò ìîðôèçì φ = Φ|M | :
X → Y ⊂ PN íà êðèâóþ. Òàê êàê F 2 = 0, òî ïî ëåììå Çàðèññêîãî
äèâèçîð F ïðîïîðöèîíàëåí ñëîþ, ò. å. aF ∼ bM äëÿ íåêîòîðûõ
a, b > 0. Íî òîãäà |anKX | = |(a + b)M | íå èìååò íåïîäâèæíûõ

êîìïîíåíò è áàçèñíûõ òî÷åê. Ïóñòü Φ|nKX | : X
π−→ B −→ Y �

ðàçëîæåíèå Øòåéíà. Òîãäà π : X → B � ýëëèïòè÷åñêîå ðàññëîåíèå.
Ïóñòü φ : X → C � äðóãîå ýëëèïòè÷åñêîå ðàññëîåíèå. Òîãäà ïî

ôîðìóëå äëÿ êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà (11)

(21) KX = φ∗

(
KC + Ξ +

∑
Pi∈C

(1− 1/mi)Pi

)
= φ∗A,

ãäå A � Q-äèâèçîð íà C. Ñëåäîâàòåëüíî,

(22) degA = 2g(B)− 2 + χ(OX) +
∑
i

(1− 1/mi) > 0.

ò. å. A îáèëåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî π = φ. �

24.2. Ñëåäñòâèå. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ π : X → B èìå-
åì KX = π∗Θ, ãäå Θ � îáèëüíûé Q-äèâèçîð ñ

(23) deg Θ = 2g(B)− 2 + χ(OX) +
∑
i

(1− 1/mi) > 0.

24.3. Ñëåäñòâèå. Ýëëèïòè÷åñêîå ðàññëîåíèå π : X → B ýêâèâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(X).

24.4. Òåîðåìà. Aut(X)0 òðèâèàëüíî äåéñòâóåò íà B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.8, ãðóï-
ïà Aut(X)0 ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì ìíîãîîáðàçèåì. Åñëè B ' P1,
òî Aut(X)0 íå ìîæåò íåòðèâèàëüíî äåéñòâîâàòü íà B, ò. å.
ς(Aut0(X)) = {1}. Åñëè g > 1, òî âñÿ ãðóïïà Aut(B) êîíå÷íà. Ïóñòü
B � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Aut(X)0 6= ker(ς).
Òîãäà π íå èìååò âûðîæäåííûõ ñëîåâ è degA = 0. Ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò 24.1. �

24.5. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ κ(X) = 1.
Òîãäà dim Aut(X)0 ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim Aut(X)0 ≥ 2. äëÿ íåêî-
òîðîé òî÷êè P ∈ X åå ñòàáèëèçàòîð G ⊂ dim Aut(X)0 íåòðèâèà-
ëåí. �
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîé àâòîìîðôèçì îáùåãî ñëîÿ Xη íàä k(B)
èíäóöèðóåò áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå X 99K X, êîòîðîå äîëæ-
íî áûòü ðåãóëÿðíûì ïîñêîëüêó X ìèíèìàëüíà. Ïîýòîìó èìååòñÿ
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(24) 1 −→ Aut(Xη) −→ Aut(X)
ς−→ Aut(B).

Ïî òåîðåìå 24.1 èìååì Eu(X) ≥ 0 è χ(OX) ≥ 0.
�

24.6. Ëåììà. Åñëè ãðóïïà Aut(X)0 íåòðèâèàëüíà, òî π íå èìååò
îñîáûõ ñëîåâ (íî, âîçìîæíî, èìååò êðàòíûå íåîñîáûå ñëîè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F = π−1(pt)red � îñîáûé ñëîé.
Âñå êîìïîíåíòû F � ðàöèîíàëüíûå êðèâûå è ïîýòîìó äåéñòâèå
Aut(X)0 íà F òðèâèàëüíî. Ïóñòü G ⊂ Aut(X)0 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóï-
ïà. Òîãäà äåéñòâèå G íà F òàêæå òðèâèàëüíî. Ïîñêîëüêó F îñîáî,
òî ïî ñëåäñòâèþ 2.5 äåéñòâèå G äîëæíî òàêæå áûòü òðèâèàëüíî è
íà X. Ïðîòèâîðå÷èå. �

24.7. Òåîðåìà. Åñëè ãðóïïà Aut(X)0 íåòðèâèàëüíà, òî ãðóïïà
Aut(X)/Aut(X)0 êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî îáðàç ς â (24) êîíå÷åí. Ýòî, î÷å-
âèäíî, âåðíî ïðè g(B) ≥ 2 (ïîñêîëüêó âñÿ ãðóïïà Aut(B) êî-
íå÷íà â ýòîì ñëó÷àå). Ïóñòü g(B) = 1 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îá-
ðàç Γ := ς(Aut(X)) áåñêîíå÷åí. Òîãäà Γ íå èìååò íåïîäâèæíûõ
òî÷åê íà B. Ïîýòîìó π íå èìååò âûðîæäåííûõ ñëîåâ. Íî òîãäà
deg Ξ = 1

12
Eu(X) = 0 è ïî (21) èìååì KX = π∗KB = 0. Ýòî ïðîòè-

âîðå÷èò κ(X) = 1. Ïóñòü B ' P1. Êàê è âûøå, π èìååò íå áîëåå äâóõ
âûðîæäåííûõ ñëîåâ. Åñëè îíè îáà êðàòíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå
ñ êðàòíîñòÿìè m1 è m2, òî deg Ξ = 0 è degA = −1/m1 − 1/m2, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò κ(X) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí âû-
ðîæäåííûé ñëîé (åãî ïðèâåäåííàÿ ÷àñòü) F ′ ÿâëÿåòñÿ îñîáûì. Áî-
ëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Eu(F ′) ≥ 2. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå
24.6.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Aut(X)0 èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â ker(ς) =

Aut(Xη) ïîñêîëüêó Xη � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è dim Aut(X)0 = 1.
�

Çàäà÷è.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ýëèïòè÷åñêèé ïó÷îê íà ïîâåðõíîñòè ñ κ = 1 åäèí-
ñòâåííûé.
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25. Àâòîìîðôèçìû ïîâåðõíîñòåé îáùåãî òèïà

25.1. Îáúåì. Îáúåìîì äèâèçîðà D íà ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè
ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ

vol(V ) = lim sup
k→∞

n!

tn
h0(V, tD).

Äèâèçîð D íàçûâàåòñÿ îáúåìíûì, åñëè vol(D) > 0. ×åðåç vol(V )
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü vol(KV ).

25. Òåîðåìà. Åñëè äèâèçîð D ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òî vol(D) =
Dn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû äîêàæåì óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå
n = 2. Äëÿ íåêîòîðîãî î÷åíü îáèëüíîãî äèâèçîðà H äèâèçîð
D + H − KV îáèëåí. Ïî òåîðåìå Êîäàèðû îá îáðàùåíèè â íóëü
H i(V, tD +H) = 0 ïðè t > 0. Òîãäà èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ OV (tD) −→ OV (tD +H) −→ OH(tD +H) −→ 0

ïîëó÷àåì
hi(V,OV (tD)) ≤ hi−1(H,OH(tD +H)).

Íî ÷èñëà hi−1(H,OH(tD + H)) ïðè t → 0 èìåþò íå âûøå ÷åì ëè-
íåéíûé ðîñò. Ñëåäîâàòåëüíî,

vol(V ) = lim sup
k→∞

2

t2
χ(V, tD) = D2

ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà. �

25.2.Ñëåäñòâèå. Åñëè äèâèçîð D ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è f : W →
V � êîíå÷íûé â îáùåé òî÷êå ìîðôèçì, òî

vol(f ∗D) = vol(D) · deg f.

25.3.Ëåììà. Ïóñòü f : W → V � áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì íåîñî-
áûõ ïîâåðõíîñòåé. Òîãäà vol(V ) = vol(W ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòî äëÿ îäíîãî ðàçäóòèÿ
òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå KW = f ∗KV +E, ãäå E � (−1)-êðèâàÿ. Òîãäà
E � íåïîäâèæíàÿ êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñèñòåìû |tKW | äëÿ ëþáîãî
t > 0. Áîëåå òîãî, |tKW | = |tf ∗KV | + tE. Ñëåäîâàòåëüíî, vol(W ) =
vol(f ∗KV ) = vol(V ). �

25.4. Òåîðåìà [16]. Ïóñòü X � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü îáùåãî
òèïà. Òîãäà

|Aut(X)| ≤ cK2
X .

ãäå c � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ïîâåðõíîñòè. Áîëåå òîãî,
ìîæíî ïîëîæèòü c = 422 [17].
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Òåîðåìà èìååò ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå [18].

25.5. Ïóñòü |G| = N . Ïóñòü Y = X/G è π : X → Y � ìîðôèçì
ôàêòîðèçàöèè. Çàïèøåì ôîðìóëó Ãóðâèöà

KX = π∗(KY +B),

ãäå B =
∑

(1− 1/mi)Bi � äèâèçîð âåòâëåíèÿ. Òîãäà

K2
X = N(KY +B)2.

26. Ðàññìîòðèì ñóùåñòâåííî óïðîùåííûé ñëó÷àé: ôàêòîðïîâåðõ-
íîñòü X/G íåîñîáà. Òîãäà ïåðåñå÷åíèÿ (KY + B) ñ ëþáûì öåëûì
ýôôåêòèâíûì äèâèçîðîì ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0 èëè ≥ 1/2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî κ(X) ≥ 0. Òîãäà mKX ýôôåêòèâåí äëÿ íåêîòî-
ðîãî m > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

(KY +B)2 = KY · (KY +B) +
∑

(1− 1/mi)(KY +B) ·Bi ≥ 1/2.

Îòñþäà N ≤ 2K2
X .

27. Ïóñòü µ : Ỹ → Y � ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ äèàãðàììó çàìåíû áàçû:

X̃
ψ //

ϕ

��

Ỹ

µ

��

ν // Ȳ

X
π // Y

ãäå X̃ � ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåéX×Y Ỹ , à ν : Ỹ → Ȳ
� ìîðôèçì íà ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü. Èìååì

µ∗(KY +B) = KỸ + B̃,

ãäå B̃ � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð òàêîé, ÷òî µ∗B̃ = B. ßñíî, ÷òî äè-
âèçîðû KY +B è KỸ + B̃ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíû.

28. Ñëó÷àé κ(Y ) = 2. Èìååì ðàçëîæåíèå KỸ = L + F , ãäå L �
÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáúåìíûé äèâèçîð, à F ýôôåêòèâåí. Òîãäà
ïî (29) KX̃ = ψ∗(KỸ + Θ). Ñëåäîâàòåëüíî,

K2
X = vol(X) = n vol(KY +B) = n vol(µ∗(KY +B)) =

= n vol(KỸ + B̃) ≥ n vol(KỸ ) = n vol(KȲ ) ≥ n.

Ïóñòü ψ : X̃
ψ̂−→ X̂

ψ′
−→ Ỹ � ðàçëîæåíèå Øòåéíà.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Òàêèì îáðàçîì,

(29) KX̃ = ψ∗(KỸ + Θ)
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ãäå Θ =
∑
θiΘi ≥ 0. Áîëåå òîãî, êîìïîíåíòû Θ áûâàþò äâóõ òèïîâ:

(I) èñêëþ÷èòåëüíûå äëÿ ψ̂;
(II) êîìïîíåíòû âåòâëåíèÿ äëÿ ψ′, äëÿ íèõ èìååì θi = 1−1/mi.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçëîæèì Θ = ΘI + ΘII .

30. Ñëó÷àé κ(Y ) = 1. Íà Ỹ èìååòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê
Ỹ → Ȳ → C. Åñëè êîìïîíåíòû ΘII ëåæàò â ñëîÿõ, òî ψ′ íåðàçâåòâ-
ëåíî íàä îáùèì ñëîåì. Ïîýòîìó X̂, à, ñëåäîâàòåëüíî, è X̃ ñîäåðæàò
ïó÷êè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ýòî íåâîçìîæíî íà ïîâåðõíîñòè îá-
ùåãî òèïà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò �âåðòèêàëüíàÿ� êîìïîíåíòà
ΘII .

K2
X = vol(X) = vol(X̃) ≥ n vol(Ỹ ) = n vol(Ȳ ) ≥ n.

25.6. Òåîðåìà [19], [20]. Çàôèêñèðóåì dcc-ìíîæåñòâî C ⊂ Q.
Òîãäà äëÿ ëþáîé ëîãïîâåðõíîñòè (Y,B) ñ ëîãòåðìèíàëüíûìè îñî-
áåííîñòÿìè è B ∈ C òàêîé, ÷òî KY + B ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí
è îáúåìåí èìååì (KY + B)2 ≥ c, ãäå c = c(C) � ïîëîæèòåëüíàÿ
êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ : Ỹ → Y � õîðîøåå ðàçðåøåíèå îñîáåí-
íîñòåé (Y,B). Çàïèøåì KỸ + B̃ = µ∗(KY +B). �

25.7.Ëåììà. Çàôèêñèðóåì dcc-ìíîæåñòâî C ⊂ Q. Ïóñòü (X 3 P )
� ðîñòîê äâóìåðíîé íîðìàëüíîé îñîáåííîñòè è ïóñòü B =

∑
biBi

� ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð íà X òàêîé, ÷òî .
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