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1. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Íàïîìíèì, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Çàðèññêîãî TP,X â òî÷-
êå P ê ìíîãîîáðàçèþ X îïðåäåëÿåòñÿ êàê TP,X = (mP,X/m

2
P,X)∨.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ðîñòîê ôóíêöèè f ∈ OP,X îïðåäåëÿåò ýëå-
ìåíò äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà T∨P,X , êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç dPf . Ñîîòâåòñòâåííî, êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ k[U ]
çàäàåò îòîáðàæåíèå df : U → ∪P∈UT∨P,X òàêîå, ÷òî df(P ) = dPf ∈
T∨P,X .
Îäíîìåðíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé ϕ íà X íàçûâàåòñÿ îòîá-

ðàæåíèå ϕ : X → ∪P∈XT∨P,X òàêîå, ÷òî

• ϕ(P ) ∈ T∨P,X äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ X;
• äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü P ∈ U ⊂ X
è ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè fi, gi ∈ k[U ] òàêèå, ÷òî îãðàíè÷åíèå
ϕ|U çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ϕ|U =

∑
gidfi.

Àíàëîãè÷íî, r-ìåðíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé ϕ íà X íàçû-
âàåòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ : X → ∪P∈X ∧r T∨P,X òàêîå, ÷òî

• ϕ(P ) ∈ ∧rT∨P,X äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ X;
• äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü P ∈ U ⊂ X
òàêàÿ, ÷òî ϕ|U =

∑
gi1,...,irdfi1 ∧ · · · ∧ dfir , fik , gi1,...,ir ∈ k[U ].

Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà X îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Ωr[X]. ßñíî, ÷òî Ωr[X] � ìîäóëü íàä k[X] è ñîïîñòàâëåíèå
U 7−→ Ωr[U ] ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì OX-ìîäóëåé. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå
åñòåñòâåííûå îïåðàöèè:

Ωr[X]× Ωs[X] −→ Ωr+s[X], (ϕr, ϕs) 7−→ ϕr ∧ ϕs

d : Ωr[X] −→ Ωr+1[X], ϕ 7−→ dϕ =
∑

dgi1,...,ir ∧ dfi1 ∧ · · · ∧ dfir

Ïðèìåð. Ïóñòü X = An
x1,...,xn

. Òîãäà TP,X ' An, dxi1 ∧ · · · ∧ dxir
îáðàçóþò áàçèñ Ωr[X] íàä k[X].
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Ïðèìåð. ÏóñòüX = Pn
x0,x1,...,xn

. Ðàññìîòðèì àôôèííóþ êàðòó U0 =

{x0 6= 0} ñ êîîðäèíàòàìè yi = xi/x0. Ïóñòü ϕ ∈ Ω1[Pn]. Çàïèøåì ϕ =∑
ϕidyi, ϕi ∈ k[U0]. Ðàññìîòðèì àôôèííóþ êàðòó Uj = {xj 6= 0} ñ

êîîðäèíàòàìè zi = xi/xj, i 6= j. Òîãäà yj = 1/z0 è yi = zi/z0 i 6= j.
Îòñþäà

ϕ =
∑
i 6=j

ϕi(z)z−20 (z0dzi − zidz0)− ϕj(z)z−20 dz0 =

= z−20

(
z0
∑
i 6=j

ϕi(z)dzi − ϕj(z)(1−
∑
i 6=j

zi)dz0

)
.

Ýòà ôîðìà ðåãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕj = 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü P ∈ X � íåîñîáàÿ òî÷êà è dimX = n.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ àôôèííàÿ îêðåñòíîñòü P ∈ U ⊂ X, ÷òî

Ωr[U ] � ñâîáîäíûé k[U ]-ìîäóëü ðàíãà
(
n
r

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ r = 1. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X
àôôèííî. Ïóñòü

f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xN ]

ïîðîæäàþò èäåàë X ⊂ AN . Òîãäà

rk

∥∥∥∥ ∂fi∂xj
(P )

∥∥∥∥ = N − n.

Èìååì òàêæå

N∑
j=1

∂fi
∂xj

dxj = 0, i = 1, . . . ,m.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1, . . . , xn � ñèñòåìà ëîêàëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ. Òîãäà âñå dxj ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç dx1, . . . , dxn ñ êîýôôè-
öèåíòàìè � ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè, ðåãóëÿðíûìè â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè P . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ϕ ∈ Ω[U ] ìû ìîæåì íàïèñàòü

ϕ =
n∑

i=1

ϕidxi, ϕi ∈ k[U ].

ßñíî, ÷òî dPx1, . . . , dPxn ëèíåéíî íåçàâèñèìû â P . �

Ðàöèîíàëüíîé r-ìåðíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé íà X íàçû-
âàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàð (U,ϕ), ãäå U ⊂ X � îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî, à ϕ ∈ Ωr[U ]. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî (U,ϕ) ∼ (U ′, ϕ′), åñëè
ϕ|U∩U ′ = ϕ′|U∩U ′ . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ ôîðìà îáðàùàåòñÿ â íóëü çàìêíóòî â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî,
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òî ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè êîððåêòíî. Ìíîæåñòâî âñåõ ðà-
öèîíàëüíûõ r-ìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà X ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ωr(X).

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü dimX = n. Òîãäà Ωr(X) � âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä k(X) ðàçìåðíîñòè
(
n
r

)
. Áàçèñîì Ωr(X) íàä k(X)

ÿâëÿþòñÿ ôîðìû dxi1 ∧ · · · ∧ dxir , i1 < · · · < ir, ãäå x1, . . . , xn �

ñåïàðàáåëüíûé áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè k(X)/k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X ⊂ AN
y1,...,yN

àôôèííî. Ëþ-
áîé ýëåìåíò y ∈ k(X) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ f(y, x1, . . . , xn) =
0, ñåïàðàáåëüíîìó ïî y. Â ÷àñòíîñòè, ìû èìååì fi(yi, x1, . . . , xn) = 0.
Îòñþäà

∂fi
∂yi

dyi +
n∑

j=1

∂fi
∂xj

dxj = 0

è ìû ìîæåì âûðàçèòü dyi ÷åðåç dxj. Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî U ⊂ X òàêîå, ÷òî dPxj ïîðîæäàþò T

∨
P,X â êàæäîé òî÷êå P ∈ U .

Ïîýòîìó dxj îáðàçóþò áàçèñ Ω1[U ] íàä k[U ], à dxi1 ∧ · · · ∧ dxir îá-
ðàçóþò áàçèñ Ωr[X] íàä k[U ]. �

Ïóñòü f : X → Y � ìîðôèçì è P ∈ X. Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå dP : TP,X → Tf(P ),Y . Îíî èíäóöèðóåò îòîá-
ðàæåíèå d∨P : T∨f(P ),Y → T∨P,X , êîòîðîå ñîãëàñîâàíî ñî âçÿòèåì äèô-
ôåðåíöèàëà. Ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå

∧r(df)∨ = f ∗ : Ωr[Y ]→ Ωr[X]

Åñëè æå f : X 99K Y � äîìèíàíòíîå ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå, òî
èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå f ∗ : Ωr(Y )→ Ωr(X).

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü f : X 99K Y � äîìèíàíòíîå ðàöèîíàëüíîå

îòîáðàæåíèå è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåíèå ïîëåé k(X)/k(Y )
ñåïàðàáåëüíî ïîðîæäåíî. Òîãäà f ∗ : Ωr(Y )→ Ωr(X) � âëîæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, . . . , xm � ñåïàðàáåëüíûé áàçèñ òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè k(X)/k(Y ) è ïóñòü y1, . . . , yn � ñåïàðàáåëüíûé áà-
çèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè k(Y )/k. Òîãäà x1, . . . , xm, y1, . . . , yn � ñåïà-
ðàáåëüíûé áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè k(X)/k. Ïóñòü ϕ ∈ Ωr(Y ). Çà-
ïèøåì

ϕ =
∑

ϕi1,...,irdyi1 ∧ · · · ∧ dyir

f ∗ϕ =
∑

f ∗ϕi1,...,irdf
∗yi1 ∧ · · · ∧ df ∗yir
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Òàê êàê f ∗yi1 , . . . , f
∗yin � ÷àñòü ñåïàðàáåëüíîãî áàçèñà òðàíñöåí-

äåíòíîñòè x1, . . . , xm, y1, . . . , yn, òî ýëåìåíòû df ∗yi1 ∧ · · · ∧ df ∗yir ñî-
ñòàâëÿþò ÷àñòü áàçèñà Ωr(X) íàä k(X). Ïîýòîìó

f ∗ϕ = 0 ⇐⇒ f ∗ϕi1,...,ir ⇐⇒ ϕi1,...,ir ⇐⇒ ϕ = 0.

�

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìîðôèçì f : A1 → A1, t 7→ tp íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè p. Òîãäà f ∗dt = dtp = ptp−1dt = 0.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü f : X 99K Y � äîìèíàíòíîå ðàöèîíàëüíîå

îòîáðàæåíèå íåîñîáûõ ìíîãîîáðàçèé è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y ïðî-

åêòèâíî. Òîãäà f ∗Ωr[Y ] ⊂ Ωr[X].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ Ωr[Y ]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∗ϕ /∈
Ωr[X]. Ïóñòü U ⊂ X � ìàêñèìàëüíîå îòêðóòîå ïîäìíîæåñòâî, äëÿ
êîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ f |U : U 99K Y ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì è ïóñòü
Z := X \U . Òàêèì îáðàçîì, f ∗ϕ ∈ Ωr[U ]. Ïîñêîëüêó X íîðìàëüíî,
òî codimZ ≥ 2 (ñì., íàïð., [Õàð81, ãë. V, ëåììà 5.1]). Ïóñòü P ∈ Z.
Â íåêîòîðîé ìàëîé àôôèííîé îêðåñòíîñòè P ∈ V ⊂ X èìååì

f ∗ϕ =
∑

ϕi1,...,irdxi1 ∧ · · · ∧ dxir

Ôóíêöèè ϕi1,...,ir ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè â òî÷êàõ U ∩ V = V \Z. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ íà íîðìàëüíîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ íåðåãó-
ëÿðíîé, èìååò êîðàçìåðíîñòü 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕi1,...,ir ÿâëÿþòñÿ
ðåãóëÿðíûìè â P è ïîýòîìó ôîðìà f ∗ϕ ðåãóëÿðíà â P . Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. �

Ñëåäñòâèå 1.5. Åñëè íåîñîáûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ X è Y
áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû, òî Ωr[X] ' Ωr[Y ].

2. Êàíîíè÷åñêèé êëàññ

Ïóñòü X � íåîñîáîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü ω � (íåíóëå-
âàÿ) ðàöèîíàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà íà X ñòàðøåé ñòå-
ïåíè (ò.å. ñòåïåíè n). Îïðåäåëèì äèâèçîð KX := div(ω). Åñëè ω′

� äðóãàÿ íåíóëåâàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòàð-
øåé ñòåïåíè n, òî ω′ = ϕω äëÿ íåêîòîðîé íåíóëåâîé ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, K ′X := div(ω′) = div(ϕ) + div(ω). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî K ′X ∼ KX .

Îïðåäåëåíèå 2.1. Äèâèçîð KX := div(ω) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷å-

ñêèì äèâèçîðîì ìíîãîîáðàçèÿ X. Ïîñêîëüêó îí îïðåäåëåí ñ òî÷-
íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, òî áîëåå ïðàâèëüíî ãîâîðèòü
î êàíîíè÷åñêîì êëàññå.
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ßñíî, ÷òî

L (KX) = {ϕ ∈ k(X)∗ | KX+div(ϕ) ≥ 0} = {ω | div(ω) ≥ 0} = Ωn[X].

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð äëÿ X = Pn. Ïóñòü
x0, . . . , xn � îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû â Pn. Ðàññìîòðèì àôôèííóþ
êàðòó U0 := {x0 6= 0}. Ôóíêöèè y1 = x1/x0, . . . , yn = xn/x0 ÿâëÿþòñÿ
êîîðäèíàòàìè â U0 ' An. Ôîðìà ω = dy1 ∧ · · · ∧ dyn ðåãóëÿðíà
â U0 è div(ω) = 0 íà U0. Ðàññìîòðèì òåïåðü êàðòó Un := {xn 6=
0}. Êîîðäèíàòàìè áóäóò ôóíêöèè z0 = x0/xn, . . . , zn−1 = xn−1/xn.
Òîãäà

yi = zi/z0, i = 1, . . . , n− 1, yn = 1/z0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ω = d
z1
z0
∧ · · · ∧ d

zn−1
z0

= ± 1

zn+1
0

dz0 ∧ · · · ∧ dzn−1.

Îòñþäà KPn = −(n+ 1)H, ãäå H � ãèïåðïëîñêîñòü.

Ïóñòü òåïåðü X � íåîñîáîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è Y ⊂ X �
íåîñîáîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü P ∈ Y íåêîòîðàÿ òî÷êà. Â îêðåñò-
íîñòè ëþáîé òî÷êè P ∈ Y ìíîãîáðàçèå Y çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíå-
íèåì f = 0. Ïóñòü f1, . . . , fn ∈ mP,X � ëîêàëüíûå ïàðàìåòðû â P .
Òîãäà df1, . . . , dfn ïîðîæäàþò êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî T∨P,X è
ìû ìîæåì çàïèñàòü

df =
∑

λidfi, λi ∈ OP,X .

Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå Y = {f = 0} íåîñîáî â P , òî (df)P 6= 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, λj(P ) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî j. Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ
äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó íà X

ω =
g

f
df1 ∧ · · · ∧ dfn.

Äëÿ j òàêèõ, ÷òî è λj(P ) 6= 0, òî ìû ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíûå
äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà Y

σj = (−1)j+1 g

λj
df1 ∧ · · · ∧ d̂fj ∧ · · · ∧ dfn

∣∣∣∣
Y

Òàê êàê
∑
λidfi|Y = 0, òî σj = (−1)i+jσj.

Ëåììà 2.2. Ôîðìà σj íå çàâèñèò îò j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λi(P ) 6= 0 è λj(P ) 6= 0. Óìíîæàÿ ñîîòíî-
øåíèå

∑
λidfi|Y = 0 íà

df1 ∧ · · · ∧ d̂fi ∧ · · · ∧ d̂fj ∧ · · · ∧ dfn,

ïîëó÷èì σi = σj. �
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Ñëåäñòâèå 2.3 (ôîðìóëà ïðèñîåäèíåíèÿ). KY = (KX + Y )|Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

KX = div(ω) = div(g)− div(f).

Îòñþäà KY = div(σ) = div(g) è KY −KX |Y = div(f) = Y |Y . �

3. Ðàçìåðíîñòü Êîäàèðû ìíîãîîáðàçèÿ

Äëÿ íåîñîáîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîëîæèì

R(X) := R(X,KX).

Ýòà àëãåáðà íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé àëãåáðîé ìíîãîîáðàçèÿ X.
×èñëî κ(X) := κ(X,KX) íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ Êîäàèðû ìíî-
ãîîáðàçèÿ X. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà H0(X,mKX) äîïóñêàþò
ñëåäóþùèå èíòåðïðåòàöèè:

• ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ ïó÷êà ω⊗mX , ãäå ωX � ïó÷îê äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ôîðì ñòàðøåé ñòåïåíè (ñå÷åíèÿ ýòîãî ïó÷êà íà-
çûâàþòñÿ ïëþðèäèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè);
• ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ K⊗mX =

(∧dimXTX)∨, ãäå TX � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå.

Ïðèìåð. (1) Åñëè X = Pn, òî KX = −(n+ 1)H, ãäå H � êëàññ
ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ. Äèâèçîð mKX íå ìîæåò áûòü ýô-
ôåêòèâíûì íè äëÿ êàêîãî ïîëîæèòåëüíîãî m. Ñëåäîâàòåëü-
íî, H0(X,mKX) = 0 ïðè m > 0, R(X) = k è κ(X) = −∞.

(2) Ïóñòü X � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà KX = 0 è ïîýòîìó
H0(X,mKX) = k ïðè ëþáîì m. Ñëåäîâàòåëüíî, R(X) ' k[t]
è κ(X) = 0.

(3) Ïóñòü X � íåîñîáàÿ êðèâàÿ ðîäà g. Òîãäà degKX = 2g − 2.
Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

κ(X) =


−∞ åñëè g = 0,

0 åñëè g = 1,

1 åñëè g > 1.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü Ψ : X 99K Y � áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå

íåîñîáûõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé. Òîãäà Ψ èíäóöèðóåò åñòå-

ñòâåííûé èçîìîðôèçì

R(X,KX) ' R(Y,KY ).

Ñëåäñòâèå 3.2. Êàíîíè÷åñêàÿ àëãåáðà R(X,KX) ÿâëÿåòñÿ áè-

ðàöèîíàëüíûì èíâàðèàíòîì â êàòåãîðèè íåîñîáûõ ïðîåêòèâíûõ

ìíîãîîáðàçèé.
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Ñëåäñòâèå 3.3. Êîäàèðîâà ðàçìåðíîñòü κ(X,KX) ÿâëÿåòñÿ áè-

ðàöèîíàëüíûì èíâàðèàíòîì â êàòåãîðèè íåîñîáûõ ïðîåêòèâíûõ

ìíîãîîáðàçèé.
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