
Áèðàöèîíàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Þ. Ã. Ïðîõîðîâ

1. Ãðàäóèðîâàííûå êîëüöà

Ïóñòü R = ⊕d≥0Rd � ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì k áåç
äåëèòåëåé íóëÿ. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî R0 = k. Ïîëîæèì R+ = ⊕d>0Rd.
Ýòî èäåàë â R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(n) �ïðîðåæåííóþ� àëãåáðó

R(n) :=
⊕
d≥0

Rnd.

Òåîðåìà 1.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) êîëüöî R êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê R0-àëãåáðà;

(2) èäåàë R+ êîíå÷íî ïîðîæäåí êàê R-ìîäóëü;
(3) êîëüöî R í¼òåðîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (3) =⇒ (2) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ í¼òåðîâà
êîëüöà.
(1) =⇒ (3) ñëåäóåò èç òåîðåìû Ãèëüáåðòà î áàçèñå.
(2) =⇒ (1). Ïóñòü a1, . . . , an ∈ R+ � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ êàê

R-ìîäóëÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ýëåìåíòû � îäíîðîäíûå. Òîãäà
a0 = 1, a1, . . . , an ∈ R � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ êàê R0-àëãåáðû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü b ∈ R. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ýëåìåíò îä-
íîðîäíûé ñòåïåíè d è d > 0. Èíäóêöèåé ïî d äîêàçûâàåì, ÷òî b
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a0 = 1, a1, . . . , an êàê ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåí-
òàìè â R0 = k. Ïóñòü ýòî âåðíî äëÿ ñòåïåíåé < d. Òàê êàê d > 0, òî
b ∈ R+ è ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ b =

∑n
i=1 aici, ãäå ci ∈ R. Òîãäà

ýëåìåíòû c1, . . . , cn îäíîðîäíûå ñòåïåíåé deg ci = d− deg ai < d. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç a0 = 1, a1, . . . , an
êàê ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè â R0 = k. �

Òåîðåìà 1.2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) êîëüöî R êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê k-àëãåáðà;
(2) êîëüöî R(d) êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê k-àëãåáðà.

Ëåììà 1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî R êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê

k-àëãåáðà. Òîãäà R � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R(d)-ìîäóëü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ R � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ
êàê k-àëãåáðû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ýëåìåíòû � îäíîðîäíûå.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýëåìåíòû âèäà

ar11 · · · arnn , 0 ≤ ri < d

ïîðîæäàþò R êàê R(d)-ìîäóëü. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò b ∈
R ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ âèäà am1

1 · · · amnn .
Çàïèøåì mi = dqi + ri, ãäå 0 ≤ ri ≤ d− 1. Òîãäà

am1
1 · · · amnn = (aq11 · · · aqnn )dar11 · · · arnn .

Çíà÷èò am1
1 · · · amnn ∈ ar11 · · · arnn ·R(d). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. (1) =⇒ (2). Ïî òåîðåìå 1.1 R+ �
êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü, à R � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R(d)-
ìîäóëü. Ïî ëåììå 1.3 R+ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì R(d)-
ìîäóëåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (R(d))+ âûäåëÿåòñÿ â R+ ïðÿìûì
ñëàãàåìûì (êàê R(d)-ìîäóëü), ò.å. èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå R+ =
(R(d))+ ⊕R′. Ïîýòîìó (R(d))+ � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R(d)-ìîäóëü.
Äàëåå ñíîâà ïðèìåíÿåì òåîðåìó 1.1.
(2) =⇒ (1). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî R � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé

R(d)-ìîäóëü. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

R(d,k) :=
⊕

m≡k mod d

Rm.

Òîãäà R(d,k) ÿâëÿåòñÿ R(d)-ìîäóëåì. ßñíî, ÷òî

R =
d−1⊕
k=0

R(d,k), R(d,0) = R(d).

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî R(d,k) � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R(d)-ìîäóëü.
Ýòî î÷åâèäíî, åñëè R(d,k) = 0. Ïóñòü R(d,k) 6= 0 è ïóñòü 0 6= s ∈ R(d,k).
Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì R(d)-ìîäóëåé

φ := R(d,k) −→ R(d), c 7−→ c · sd−1.

Òàê êàê â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî φ èíúåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî,
R(d,k) ' φ(R(d,k)) è φ(R(d,k)) � èäåàë â R(d). Ïî òåîðåìå 1.1 è íà-
øåìó ïðåäïîëîæåíèþ R(d) � í¼òåðîâî êîëüöî. Ñëåäîâàòåëüíî, R(d)-
ìîäóëü R(d,k) êîíå÷íî ïîðîæäåí, à ïîýòîìó òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ
R. �

Òåîðåìà 1.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî R êîíå÷íî ïîðîæäåíî

êàê k-àëãåáðà. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî d êîëüöî R(d) ïîðîæäàåòñÿ

ñâîåé êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1.
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Ëåììà 1.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî R êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê

k-àëãåáðà. Òîãäà ñóùåñòâóþò M, N > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

n > N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 〈RM , Rn〉 = RM+n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , am ∈ R � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ
êàê k-àëãåáðû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ýëåìåíòû � îäíîðîäíûå.
Ïîëîæèì

di := deg ai, M := lcm(d1, . . . , dm), bi := a
M/di
i .

Òàêèì îáðàçîì, deg bi = M , ò.å. bi ∈ RM . è ïîëîæèì N := mM .
Ïóñòü n > N è f ∈ RM+n. Çàïèøåì

f =
∑

λl1,...,lma
l1
1 · · · almm , λl1,...,lm ∈ k, li = (M/di)qi+ri, 0 ≤ ri < M/di.

Òîãäà

(1.5.1) al11 · · · almm = bq11 · · · bqmm · a
r1
1 · · · armm .

Òàê êàê

deg ar11 · · · armm =
∑

diri < nM = N < n < n+M = deg f,

òî â ðàâåíñòâå (1.5.1) ÷ëåí bq11 · · · bqmm íåïóñò. Òàêèì îáðàçîì,
al11 · · · almm =

∑
bjcj, ãäå cj ∈ Rn ïîñêîëüêó bj ∈ RM . Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî al11 · · · almm ∈ 〈RM , Rn〉, à çíà÷èò è f ∈ 〈RM , Rn〉. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4. Âîçüìåì M è N òàêèìè êàê â ëåì-
ìå 1.5. Òîãäà 〈RlM , RM〉 = R(l+1)M äëÿ l > N . Çàìåíÿÿ R íà R(M),
ìû ïîëó÷èì, ÷òî 〈Rl, R1〉 = Rl+1 äëÿ l > N . Ïîëîæèì d := N + 1.
Òîãäà Rdk+j+1 = 〈Rdk+j, R1〉 äëÿ k ≥ 1, j ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

Rd(k+1) = 〈Rdk, R1, . . . , R1︸ ︷︷ ︸
d

〉 ⊂ 〈Rdk, Rd〉 ⊂ Rd(k+1).

Îòñþäà Rd(k+1) = 〈Rdk, Rd〉. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîíåíòà Rd ⊂ R

ïîðîæäàåò êîëüöî R(d). �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K � ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà R, à Q := R((0)) �
ïîäïîëå, ñîñòîÿùåå èç âñåõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ñòåïåíè 0 â K.

Ëåììà 1.6. K ' Q(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîðîäíûé ýëå-
ìåíò s ∈ K ñòåïåíè 1 (ò.å. ñòåïåíè âñåõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ âçà-
èìíî ïðîñòû). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Q[t] −→ K,
f(t) 7−→ f(s).

Èç ñîîáðàæåíèé ñòåïåíè ïîëó÷àåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæàåòñÿ äî âëîæåíèÿ ïîëåé Q(t) ↪→ K. �
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Îïðåäåëèì êîäàèðîâó ðàçìåðíîñòü àëãåáðû R ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

κ(R) :=

{
degtr(Q) åñëè R 6= k,
−∞ åñëè R = k.

Çàìå÷àíèå. Åñëè R 6= k, òî κ(R) = degtrR− 1 ïî ëåììå 1.6.

Çàìå÷àíèå. κ(R) = −∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Rd = 0 äëÿ
âñåõ d.

Ïðåäëîæåíèå 1.7. κ(R) ≤ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

dimRd ≤ 1 äëÿ âñåõ d.

Äîêàçàòåëüñòâî. κ(R) ≤ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà degtrR ≤ 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî κ(R) ≤ 1 è dimRd > 1 äëÿ íåêîòîðîãî d.

Ïóñòü dimRd > 1 è ïóñòü a, b ∈ Rd � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëå-
ìåíòû. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ degtrR ≤ 1 è ïîýòîìó ýëå-
ìåíòû a, b àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû. Ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíî-
ãî÷ëåí f ∈ k[x, y] òàêîé, ÷òî f(a, b) = 0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî f îäíîðîäåí. Òîãäà îí ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:
f =

∏
(αix+ βiy). Òàê êàê â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî αia+ βib = 0

äëÿ íåêîòîðîãî i. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè a è b.
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî dimRd ≤ 1 äëÿ âñåõ d è κ(R) ≥ 2.

Ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû a, b ∈ R. Ðàç-
ëîæèì èõ â ñóììû îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò: a =

∑
ai, b =

∑
bj.

Âñå ýëåìåíòû ai íå ìîãóò áûòü àëãåáðàè÷åñêèìè íàä ïîëåì k(b).
Çíà÷èò íåêîòîðûé ai òðàíñöåíäåíòåí íàä k(b). Çàìåíÿÿ a íà ai, ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî a îäíîðîäåí. Ïðèìåíÿÿ òå æå ñîîáðàæåíèÿ ê
b, ïîëó÷èì, ÷òî îáà ýëåìåíòà a è b îäíîðîäíû. Ïóñòü d è e � èõ
ñòåïåíè. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ae è bd àë-
ãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû. Íî òîãäà îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû â Rde.
Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü κ := κ(R) ≥ 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàí-

òû α, δ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ m� 0 èìååì

dimRmδ ≥ αmκ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , aκ+1 ∈ R � àëãåáðàè÷åñêè íåçàâè-
ñèìûå ýëåìåíòû. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè îäíîðîäíûå îäíîé
ñòåïåíè δ. Äëÿ k1, . . . kκ+1 ∈ Z≥0 òàêèõ, ÷òî

∑
ki = δm ýëåìåíòû

ak11 · · · a
kκ+1

κ+1 ∈ Rδm ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó

dimRδm ≥
(δm+ κ)!

(δm)!κ!
=

1

κ!
(δm+ 1) · · · (δm+ κ) ≥ constmκ

ïðè m� 0. �
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì k[x, y] ñ ãðàäóèðîâêîé deg x = 1, deg y = 0
è ðàññìîòðèì ëþáóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ni. Ïóñòü
R ⊂ k[x, y] � ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè xk, xky, xky2,
. . . , xkynk . Òîãäà dimRk ≥ nk + 1.

Ïîëîæèì
N(R) := {d ∈ N | Rd 6= 0}.

ßñíî, ÷òî N(R) � ïîëóãðóïïà â N (ïî ñëîæåíèþ). Ïîëîæèì òàêæå

δ = δ(R) := gcd(N(R)).

Òîãäà ïîäãðóïïà â Z, ïîðîæäåííàÿ N(R), ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåà-
ëîì (δ) ⊂ Z. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ ni ∈
N(R) òàêèõ, ÷òî δ =

∑
niki, ãäå ki ∈ Z, è ni ≡ 0 mod δ.

Ëåììà 1.9. Ñóùåñòâóåò l ∈ Z òàêîå, ÷òî

N(R) ∩ {x | x ≥ l} = (δ) ∩ {x | x ≥ l}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî δ > 0. Ðàçëîæèì δ =∑
niki â ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòè: δ = δ+ − δ−, ãäå

δ+ =
∑
niki>0

niki ≥ 0, δ− = −
∑
niki≤0

niki ≥ 0.

Òîãäà δ′, δ′′ ∈ N(R). Òàê êàê ni ≡ 0 mod δ, òî δ′, δ′′ ≡ 0 mod δ.
Ñëåäîâàòåëüíî, δ′ = (m + 1)δ è δ′′ = mδ äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N.
Çíà÷èò ìíîæåñòâî

δ · {(m+ 1)x+my | x, y ∈ Z≥0}
ñîäåðæèòñÿ â N(R). Ïóñòü zδ ∈ (δ). Çàïèøåì z = mq+r, ãäå 0 ≤ r ≤
m−1. Òîãäà zδ = (m+ 1)rδ+m(q− r)δ ∈ N(R) ïðè z ≥ m2 +m. �

2. Î êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííîñòè äèâèçîðèàëüíûõ àëãåáð

Ïóñòü D � äèâèçîð Êàðòüå íà ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè X.
Îòîæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâî ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé H0(X,nD) ñ ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì L (nD) â ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé k(X):

L (nD) := {ϕ ∈ k(X)∗ | nD + div(ϕ) ≥ 0} ∪ {0}.
Ïóñòü

R(X,D) :=
⊕
n≥0

L (nD) · tn ⊂ k(X)[t].

Òîãäà R(X,D) ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé, èçîìîðôíîé àë-
ãåáðå

R(X,D) =
⊕
n≥0

H0(X,OX(nD)).

6



Òàêèì îáðàçîì, R(X,D) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäàëãåáðà àëãåáðû
K(X)[t], ãäå êàæäîå ïðîñòðàíñòâî H0(OX(nD)) âëîæåíî â êîìïî-
íåíòó K(X)tn.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü àëãåáðó∑
n≥0

L (nD) ⊂ k(X).

Íî ýòî ïðèâîäèò ê ñîâåðøåííî äðóãîìó îáúåêòó.

Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ âîïðîñîâ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè
ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííîñòè àëãåáðû R(X,D).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q = Q(X,D) ïîäïîëå â ïîëå ÷àñòíûõ àëãåáðû

R(X,D), ñîñòîÿùåå èç âñåõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ñòåïåíè 0. Ïî
îïðåäåëåíèþ Q(X,D) ⊂ k(X).
D-ðàçìåðíîñòüþ Èèòàêè (êîäàèðîâîé ðàçìåðíîñòüþ ïàðû

(X,D)) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

κ(X,D) =

{
−∞ åñëè R(X,D) = k,
degtr Q(X,D) åñëè R(X,D) 6= k.

Çàìå÷àíèå. (1) κ(X,D) ≤ dimX;
(2) κ(X,D) = −∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H0(X,nD) = 0

äëÿ âñåõ n > 0;
(3) κ(X,D) ≤ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dimH0(X,nD) ≤ 1

äëÿ âñåõ n > 0 (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.7);
(4) κ(X,D) ≥ 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dimH0(X,nD) ≥ 2

äëÿ íåêîòîðîãî n > 0.

Ïðèìåð. (1) Åñëè D � äèâèçîð êðó÷åíèÿ, òî κ(X,D) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü D � öåëûé äèâèçîð òàêîé, ÷òî

Bs |D| = ∅. Òîãäà àëãåáðà R(X,D) êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà D
îáèëåí. Ïóñòü X ⊂ PN � âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäõîäÿùåé
êðàòíîñòè n0D äèâèçîðà D è ïóñòü JX ⊂ OPN � ïó÷îê èäåàëîâ. Èç
òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ

0 −→ JX(n) −→ OPN (n) −→ OX(nn0D) −→ 0

è òåîðåìû Ñåððà îá îáðàùåíèè â íóëü ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæå-
íèÿ H0(OPN (n)) −→ H0(OX(n0D)) ñþðúåêòèâíû ïðè ïðè n ≥ n1.
Îòñþäà ìû èìååì ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå R(PN ,O(1))(n1) →
R(X,D)(n0n1). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2, ýòî äîêàçûâàåò êîíå÷íóþ ïî-
ðîæä¼ííîñòü R(X,D).
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Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü X → X̄ ⊂ PN � ìîð-
ôèçì, çàäàííûé ëèíåéíîé ñèñòåìîé |n0D|, ãäå n0 � 0 è X̄ = ϕ(X).

Ðàññìîòðèì åãî ðàçëîæåíèå Øòåéíà X
ϕ−→ X ′

ψ−→ X̄. Òîãäà äèâè-
çîð H = ψ∗OX̄(1) îáèëåí è Mov(nD) = ϕ∗H. Òàê êàê ϕ∗OX = OX′ ,
òî R(X,D)(n) ' R(X ′, H). Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ïîñëåäíÿÿ
àëãåáðà êîíå÷íî ïîðîæäåíà. �

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Åñëè äèâèçîð A îáèëåí, òî Q(X,A) = k(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ àëãåáðà R =
R(X,A) êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Òàê êàê R(d) ⊂ R, òî, çàìåíÿÿ A íà
dA, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A î÷åíü îáèëåí è R ïîðîæäàåòñÿ ñâîåé
êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1 (ñì. òåîðåìó 1.4). Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâó-
þùåå âëîæåíèå X ⊂ PN . Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ IX(n) −→ OPN (n) −→ OX(n) −→ 0.

ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì R(X,A)→ R(PN ,OPN (1)) ãðàäóèðîâàííûõ
êîëåö. Òàê êàê âëîæåíèå X ⊂ PN çàäàíî ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòå-
ìîé, òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâåí íà êîìïîíåíòàõ ñòåïåíè
1. Òàê êàê R(X,A) ïîðîæäàåòñÿ ñâîåé êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1, òî
îí ñþðúåêòèâåí. Çíà÷èò R(X,A) = k[x0, . . . , xN ]/I(X), ãäå I(X) �
îäíîðîäíûé èäåàë X. Îòñþäà Q(X,A) = k(X). �

Òåîðåìà 2.3 (Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà). Ïóñòü X
� ñîáñòâåííàÿ N-ìåðíàÿ ñõåìà, F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê X è L �

îáðàòèìûé ïó÷îê íà X. Òîãäà

dimH i(X,L ⊗n ⊗F ) = O(nN−1), i > 0,

dimH0(X,L ⊗n ⊗F ) =
L N ·F
N !

nN +O(nN−1),

ãäå O(nN−1) çàâèñèò îò X, F , L .

3. Äèâèçîðû íà ïîâåðõíîñòè

Òåîðåìà 3.1 (òåîðåìà Õîäæà îá èíäåêñå). Ïóñòü A � îáèëüíûé

äèâèçîð íà ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî äè-

âèçîðà B ìû èìååì A ·B = 0, òî B2 ≤ 0 è B2 = 0 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà B ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B2 > 0. Äëÿ n� 0 äèâèçîð nA+B îáèëåí.
Äèâèçîð mB ýôôåêòèâåí ïðè m � 0 òàê êàê B2 > 0. Íî òîãäà
mB ·nA = mB ·(nA+B) > 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, B2 ≤ 0.
Ïóñòü B2 = 0 è B 6≡ 0. Âîçüìåì äèâèçîð C òàêîé, ÷òî C · B 6= 0.

Çàìåíÿÿ C íà C ′ = αC + βA ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C · A = 0. Òàêèì
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îáðàçîì, A · (aB + C) = 0. Ïî äîêàçàííîìó âûøå 0 ≥ (aB + C)2 =
2aB · C + C2. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü A � äèâèçîð íà ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè

X òàêîé, ÷òî A2 > 0. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî äèâèçîðà B ìû èìååì

A ·B = 0, òî B2 ≤ 0 è B2 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B ≡ 0.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü M è F =
∑
αiFi � äèâèçîðû áåç îáùèõ êîìïî-

íåíò íà ïîâåðõíîñòè Y òàêèå, ÷òî M ≥ 0, ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé
‖Fi · Fj‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è (M + F ) · Fi ≤ 0 (ñîîòâåò-
ñòâåííî (M+F ) ·Fi < 0) äëÿ âñåõ i. Òîãäà F ≥ 0 (ñîîòâåòñòâåííî
αi > 0 äëÿ âñåõ i).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì F = F+ − F−, ãäå F+ è F− � ýôôåê-
òèâíûå äèâèçîðû áåç îáùèõ êîìïîíåíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F− 6= 0.
Òîãäà (F−)2 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, F− · Fi < 0 äëÿ íåêîòîðîé êîìïî-
íåíòû Fi ⊂ SuppF−. Îòñþäà

0 ≥ Fi · (M + F ) = Fi ·M + Fi · F+ − Fi · F− > 0.

Ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå αi = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i, òî Fi ·(M+F ) ≥ 0.
Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. �

Ëåììà 3.4 (ëåììà Çàðèññêîãî). Ïóñòü f : X → C � ïðîåêòèâíûé

ìîðôèçì ñî ñâÿçíûìè ñëîÿìè íåîñîáîé ïîâåðõíîñòè íà êðèâóþ è

ïóñòü F =
∑
miFi = f ∗o � ñõåìíûé ñëîé íàä òî÷êîé o ∈ C. Òîãäà

ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé ‖Fi · Fj‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Áîëåå

òîãî, åñëè D � íåíóëåâîé äèâèçîð òàêîé, ÷òî Supp(D) ⊂ Supp(F )
è D2 ≥ 0, òî D2 = 0 è D = tF äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ Q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü X è êðè-
âàÿ C ïðîåêòèâíû. Ïóñòü L � îáùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîé ìîðèçìà
f .Òàê êàê F è L àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû è Supp(D) ∩ L =
Supp(F ) ∩ L = ∅, òî F 2 = L2 = F · L = 0 è D · L = D · F = 0. Ïî
òåîðåìå Õîäæà îá èíäåêñå D2 ≤ 0. Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåð-
æäåíèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D2 = 0. Ðàñïèøåì D = D+ − D−, ãäå

D+ è D− � ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû áåç îáùèõ êîìïîíåíò. Òîãäà
0 = D2 = D+2

+ D−
2 − 2D+ · D−. Â ýòîé ñóììå âñå ÷ëåíû íåïî-

ëîæèòåëüíû. Ïîýòîìó îíè âñå ðàâíû íóëþ. Çàìåíÿÿ D íà D+ èëè
D−, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî D ýôôåêòèâåí. Äàëåå, çàìåíÿÿ D íà
D′ = D − tF , ãäå t > 0, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèâèçîð D ÿâëÿåò-
ñÿ ýôôåêòèâíûì, íî åãî êîýôôèöèåíò â íåêîòîðîé êîìïîíåíòå Fi
ðàâåí 0, ò.å. Supp(D)  Supp(F ).
Åñëè D ·Fi > 0 äëÿ íåêîòîðîãî i, òî (D+ tFi)

2 = t(2D ·Fi+ tF 2
i ) >

0 ïðè 0 < t � 1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå. Çíà÷èò
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D·Fi ≤ 0 äëÿ âñåõ i. Ïîñêîëüêó ñëîé F ñâÿçåí, òî Supp(D) ñîäåðæèò
âñå êîìïîíåíòû F , ò.å. Supp(D) = Supp(F ). Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 3.5 (êðèòåðèé îáèëüíîñòè Íàêàè-Ìîéøåçîíà). Ïóñòü A
� äèâèçîð íà ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X. Äèâèçîð A îáèëåí òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ·C ≥ 0 äëÿ ëþáîé êðèâîé C è A2 > 0.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Äèâèçîð P íà íåîñîáîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîá-
ðàçèè íàçûâàåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì, åñëè P ·C ≥ 0 äëÿ ëþáîé
êðèâîé C.

Íàïðèìåð, åñëè èìååòñÿ ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì f : X → Y íà
íåîñîáóþ êðèâóþ Y , òî ëþáîé ñõåìíûé ñëîé � ÷èñëåííî ýôôåêòèâ-
íûé, íî íå îáèëüíûé äèâèçîð.

Ïðèìåð. Ïóñòü D � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà ïðîåê-
òèâíîé ïîâåðõíîñòè òàêîé, ÷òî κ(X,D) = 1. Òîãäà D2 = 0. Çà-
ìåíÿÿ D íà nD, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî dim |D| > 0. Çàïèøåì
|D| = F + |M |. Òîãäà D2 = D · F + D · M = 0. Òàê êàê â ýòîé
ñóììå îáà ÷ëåíà íåîòðèöàòåëüíû, òî D · F = D · M = 0. Äàëåå
0 = D ·M = M2 + M · F è 0 = D · F = M · F + F 2. Êàê è âûøå
ïîëó÷àåì M2 = M · F = F 2 = 0. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ïîëó÷àåò-
ñÿ, ÷òî Bs |M | = 0. Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |M | çàäàåò ìîðôèçì
Φ|M | : X → PN è îáðàç Φ|M |(X) ÿâëÿåòñÿ êðèâîé. Ðàññìîòðèì ôàê-

òîðèçàöèþØòåéíà Φ|M | : X
φ−→ C

ψ−→ Φ|M |(X). Çäåñü C � íåîñîáàÿ
êðèâàÿ, ψ � êîíå÷íûé ìîðôèçì, à φ � ìîðôèçì ñî ñâÿçíûìè ñëîÿ-
ìè. Òîãäà M = φ∗G äëÿ íåíóëåâîãî ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà G íà
C. Òàê êàê M ·F = 0, òî F ñîäåðæèòñÿ â ñëîÿõ. Òàê êàê F 2 = 0, òî
ïî ëåììå Çàðèññêîãî mF = φ∗L äëÿ íåíóëåâîãî ýôôåêòèâíîãî äè-
âèçîðà L íà C. Òàêèì îáðàçîì, mD = f ∗(mG+L). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî |nD| íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê äëÿ íåêîòîðîãî n > 0.

Ñëåäñòâèå 3.7. Ïóñòü A � îáèëüíûé äèâèçîð íà ïðîåêòèâíîé ïî-

âåðõíîñòè X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà

P íà X äèâèçîð A+ P òàêæå îáèëåí.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Äèâèçîð D íà ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X íà-
çûâàåòñÿ ïñåâäîýôôåêòèâíûì, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ
ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

(1) ñóùåñòâóåò îáèëüíûé äèâèçîð H òàêîé, ÷òî äèâèçîð D+εH
ýôôåêòèâåí äëÿ ëþáîãî ε > 0;

(2) D · A ≥ 0 äëÿ ëþáîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà A íà X;
(3) D · A ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà A

íà X;
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(4) êëàññ äèâèçîðà D ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ êîíóñà ýôôåê-
òèâíûõ äèâèçîðîâ (â ÷èñëåííîì ñìûñëå), ò.å. ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ D(n) òàêàÿ, ÷òî
lim
(
D(n) · C

)
= D · C äëÿ ëþáîé êðèâîé C.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñâîéñòâî ïñåâäîýôôåêòèâíîñòè äèâèçîðîâ Q-
Êàðòüå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ f ∗.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü D 6= 0 � ïñåâäîýôôåêòèâíûé äèâèçîð è ïóñòü

C1, . . . , Cn � êðèâûå òàêèå, ÷òî D · Ci < 0. Òîãäà ìàòðèöà ïåðåñå-
÷åíèé ‖Ci ·Cj‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ êðèâûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ‖Ci ·Cj‖ îòðèöàòåëüíî ïî-
ëóîïðåäåëåíà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò äèâèçîð
R =

∑
λiCi òàêîé, ÷òî R2 > 0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî λi > 0

äëÿ âñåõ i. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì R = R+ − R−, ãäå R+ è R−

ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû áåç îáùèõ êîìïîíåíò. Òîãäà

0 < R2 = (R+)2 + (R−)2 − 2R+ ·R− ≤ (R+)2 + (R−)2.

Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà h0(X,nR) ≥ R2n2 + · · · äëÿ n � 0. Ïî-
ýòîìó dim |nR| ≥ cR2n2 äëÿ n � 0. Çàïèøåì |nR| = F + |M |, ãäå
F = Fix |nR| èM 6= 0. ÒîãäàM ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåM ∼

∑
µiCi,

µi ≥ 0 äëÿ âñåõ i. Ïîýòîìó D ·M < 0. Òàê êàê M ïîäâèæåí, òî îí
÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, D ·M ≥ 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, ‖Ci ·Cj‖ îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî R2 = 0 äëÿ R =
∑
λiCi 6= 0. Ñíîâà ìû ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî λi > 0 äëÿ âñåõ i. Äàëåå R · Ci = 0 äëÿ âñåõ i. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè R · Ci 6= 0, òî ïîëàãàÿ R′ = R + tCi, ïîëó÷èì
R′2 = (R + tCi)

2 = t(2R · Ci + tC2
i ) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî 0 < |t| � 1.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå. Òàêèì îáðàçîì, R ýôôåê-
òèâåí è R · Ci = 0 äëÿ âñåõ i. Ïîýòîìó R ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí.
Ñëåäîâàòåëüíî, R ·D ≥ 0. Ïðîòèâîðå÷èå. �

4. Ðàçëîæåíèå Çàðèññêîãî

Òåîðåìà 4.1 ([Zar62], [Fuj79]). Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõ-

íîñòü è ïóñòü D � ïñåâäîýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà X. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé äèâèçîð N = N(D) =
∑
aiNi íà X òàêîé,

÷òî

(1) äèâèçîð P := D −N ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí;

(2) N = 0 èëè ìàòðèöà (Ni ·Nj) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà;
(3) (P ·Ni) = 0 äëÿ âñåõ i.
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Áîëåå òîãî, åñëè D ÿâëÿåòñÿ Q-äèâèçîðîì, òî òàêîâûì æå ÿâëÿ-

åòñÿ è N . Äèâèçîð N îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì ÷èñëåííîé

ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçîðà D.

Ðàçëîæåíèå D = N+P , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (i) - (iii) òåî-
ðåìû íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Çàðèññêîãî äèâèçîðà D, äèâèçîð P
� åãî ïîëîæèòåëüíîé, à N � îòðèöàòåëüíîé (èëè èñêëþ÷èòåëü-

íîé) ÷àñòüþ.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü C1, . . . , Cn � íåïðèâîäèìûå êðèâûå íà ïðîåê-

òèâíîé ïîâåðõíîñòè X òàêèå, ÷òî ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé Q :=
‖Ci · Cj‖1≤i,j≤n èìååò ñèãíàòóðó (0,m, n − m) äëÿ íåêîòîðîãî

m < n, à ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé Q′ := ‖Ci · Cj‖1≤i,j≤m îòðèöà-

òåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà ÿäðî ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ Q èìååò áàçèñ

Rm+1, . . . , Rn, ñîñòîÿùèé èç ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ. Áîëåå òîãî,

ýòîò áàçèñ ìîæíî âûáðàòü â âèäå Rj = Sj + Cj, ãäå Sj ≥ 0 �

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ C1, . . . , Cm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî j = m + 1, . . . , n ðàçëîæèì Cj =
−Sj + Rj, ãäå Rj ∈ kerQ, à Sj � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ C1, . . . , Cm.
Òîãäà Rm+1, . . . , Rn ñîñòàâëÿþò áàçèñ kerQ è äëÿ i = 1, . . . ,m èìååì
Sj · Ci = Cj · −Ci ≤ 0. Ïî ëåììå 3.3 äèâèçîðû Sj ýôôåêòèâíû. �

Ëåììà 4.3. Ïóñòü C1, . . . , Cn � íåïðèâîäèìûå êðèâûå è ïóñòü D
� ïñåâäîýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X òà-

êèå, ÷òî

• D · Ci ≤ 0 äëÿ âñåõ i;
• D · Ci < 0 äëÿ âñåõ i > m;
• ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé Q′ := ‖Ci · Cj‖1≤i,j≤m îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåíà.

Òîãäà è ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé Q := ‖Ci · Cj‖1≤i,j≤n îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà Q îòðèöàòåëüíî
ïîëóîïðåäåëåíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R2 > 0 äëÿ íåêîòîðîãî 0 6=
R =

∑
λiRi. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî R > 0. Òàê êàê R2 > 0, òî

aR = F + M , ãäå F = Fix |aR|, M = Mov |nR|, M2 > 0. Òîãäà
F =

∑
νiCi, νi ≥ 0 è M =

∑
µiCi, µi ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, D ·M ≤

0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, D ·M ≥ 0 ïîñêîëüêó D ïñåâäîýôôåêòèâåí.
Ïîýòîìó D · M = 0 è M =

∑m
i=1 µiCi. Òàê êàê Q îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåíà, òî M = 0.
Äàëåå ìû ïðèìåíÿåì ëåììó 4.2. Âûáåðåì áàçèñ Rm+1, . . . , Rn

ïðîñòðàíñòâà kerQ, ñîñòîÿùèé èç ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ âèäà
Rj = Sj + Cj. Òîãäà D ·Rj < 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Rj ≥ 0 è òðèâè-
àëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè ñâîèìè êîìïîíåíòàìè. Ñëåäîâàòåëüíî,
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Rj ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è ïîýòîìóD·Rj ≥ 0 (ñì. îïðåäåëåíèå 3.8).
Ïðîòèâîðå÷èå. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñóùåñòâîâàíèå. Áóäåì ðàáîòàòü ñ ïà-
ðàìè (D, {L1, . . . , Lm}), ñîñòîÿùèìè èç ïñåâäîýôôåêòèâíîãî äèâè-
çîðà D è íàáîðà êðèâûõ {L1, . . . , Lm} òàêèõ, ÷òî ìàòðèöà ïåðåñå-
÷åíèé ‖Li · Lj‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è D · Li ≤ 0. Äîêàçûâàåì
èíäóêöèåé ïî ρ(X)−m. Åñëè D ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òî ìû ïîëà-
ãàåì P = D. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ëåììå 3.9 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
÷èñëî êðèâûõ C1, . . . , Cn òàêèõ, ÷òî D ·Ci < 0 è ìàòðèöà ïåðåñå÷å-
íèé ‖Ci · Cj‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé Q-äèâèçîð R =

∑
λiCi òàêîé,

÷òî R ·Ci = D ·Ci äëÿ âñåõ i. Òàê êàê D ·Ci < 0, òî R ≥ 0 ïî ëåììå
3.3. Ïîëîæèì D′ := D −R. Òîãäà

D′ · Ci = 0 äëÿ âñåõ i.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî äèâèçîð D′ ïñåâäîýôôåêòèâåí. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü A � îáèëüíûé äèâèçîð. Ñíîâà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
Q-äèâèçîð B =

∑
µiCi òàêîé, ÷òî B · Ci = −A · Ci < 0 äëÿ âñåõ i.

Ýòîò äèâèçîð ýôôåêòèâåí. ßñíî, ÷òî B · R = −A · R < 0. Òàê êàê
(A+B) ·R = 0, òî äèâèçîð A+B ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Ñëåäîâà-
òåëüíî, D · A ≥ −D ·B. Èìååì
D′ ·A = D ·A−R ·A = D ·A+R ·B ≥ −D ·B+R ·B = (R−D) ·B = 0.

Ýòî äîêàçûâàåò ïñåâäîýôôåêòèâíîñòüD′. Ïî ïîñòðîåíèþD′·Ci = 0
äëÿ âñåõ i. Èìååì D′ · Li = D · Li −R · Li = −R · Li ≤ 0.
Äàëåå ïîëîæèì {L′1, . . . , L′m+n} = {L1, . . . , Lm}∪{C1, . . . , Cn}. Ïî

ëåììå 4.3 ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé ‖L′i ·L′j‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ D′ ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå Çà-

ðèññêîãî D′ = P ′ + N ′. Òîãäà P ′ · Ci ≥ 0, N ′ · Ci ≤ 0 äëÿ âñåõ i.
Íî åñëè N ′ · Ci < 0, òî Ci � êîìïîíåíòà N ′. Ïîýòîìó P ′ · Ci = 0
è D′ · Ci < 0. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî N ′ · Ci = P ′ · Ci = 0
äëÿ âñåõ i. Òàêèì îáðàçîì, Ci � íå êîìïîíåíòà N

′ äëÿ âñåõ i. Èíà÷å
ãîâîðÿ, N ′ è R íå èìåþò îáùèõ êîìïîíåíò è N ′ · R = P ′ · R = 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D = P ′ + (R+N ′) � ðàçëîæåíèå Çàðèññêîãî äëÿ
D.
Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü èìååòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ Çàðèññêîãî

D = P+N = P ′+N ′ è ïóñòü N =
∑
aiNi. Òîãäà P ·Ni = 0, P ′·Ni ≥ 0

äëÿ âñåõ i. Ïîýòîìó N · Ni = D · Ni ≥ N ′ · Ni è (N ′ − N) · Ni ≤ 0.
Îòñþäà N ′ ≥ N è àíàëîãè÷íî N ≥ N ′. Ñëåäîâàòåëüíî, N = N ′. �

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü è ïóñòü D � ïñåâ-

äîýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà X. Ïóñòü D = N + P � ðàçëîæåíèå
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Çàðèññêîãî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà L
òàêîãî, ÷òî L ≤ D èìååì L ≤ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. ÇàïèøåìN =
∑
aiNi. Ïóñòü L ≤ D è L ÷èñëåííî

ýôôåêòèâåí. Äëÿ âñåõ i èìååì

Ni · (P − L) = −Ni · L ≤ 0.

Çàïèøåì

P − L = (D − L)−N = F ] −N ],

ãäå F ] è N ] � ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû áåç îáùèõ êîìïîíåíò. Òàê
êàê N ] ≤ N , òî

0 ≥ N ] · (P − L) = N ] · F ] −N ]2 ≥ 0.

Îòêóäà N ]2 = 0, N ] = 0 è P − L ≥ N . �

Ïðåäëîæåíèå 4.5. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ Çàðèññêîãî D = P+N èìååò

ìåñòî èçîìîðôèçì

(4.5.1) R(X,D) ' R(X,P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî n ∈ N èìååì

H0(OX(nP )) ⊂ H0(OX(nD)) = H0(OX(Mov(nD))).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèâèçîð Mov(nD) ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è ïî
ïðåäëîæåíèþ 4.4 èìååì Mov(nD) ≤ nP . Îòêóäà ìû ïîëó÷àåì îá-
ðàòíîå âêëþ÷åíèå

H0(OX(Mov(nD))) ⊂ H0(OX(nP )).

�

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííîñòè äèâèçîðèàëü-
íîé àëãåáðû R(X,D) ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííî-
ñòè äèâèçîðèàëüíîé àëãåáðû R(X,P ) äëÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîãî
äèâèçîðà P . Îäíàêî àëãåáðà R(X,D) íå âñåãäà êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

5. Ñëåäñòâèÿ èç ðàçëîæåíèÿ Çàðèññêîãî

Îáúåìíûå äèâèçîðû.

Ëåììà 5.1 (ëåììà Êîäàèðû). Ïóñòü D äèâèçîð íà íåîñîáîé ïðî-

åêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X. Åñëè D2 > 0 è D ·H > 0 äëÿ íåêîòîðîãî

îáèëüíîãî äèâèçîðà H, òî äëÿ ëþáîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà A èìååì

|nD − A| 6= ∅ äëÿ âñåõ n� 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà h0(X,nD) ≥ constn2

äëÿ âñåõ n� 0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A î÷åíü îáèëåí. Èç òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ OX(nD − A) −→ OX(nD) −→ OA(nD) −→ 0

Ïîëó÷àåì H0(X,nD − A) 6= 0. �

Ëåììà 5.2. Ïóñòü D äèâèçîð íà íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíî-

ñòè X. Åñëè D2 > 0 è D ·H > 0 äëÿ íåêîòîðîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà
H, òî ñóùåñòâóþò α, β, n0 > 0 òàêèå, ÷òî αn2 ≤ h0(X,nD) ≤ βn2

äëÿ âñåõ n > n0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî αn2 ≤ h0(X,nD) ñëåäóåò èç ëåììû
âûøå. Äîêàæåì h0(X,nD) ≤ βn2. Çàïèøåì D = P + N (ðàçëî-
æåíèå Çàðèññêîãî). Òîãäà P 2 > 0 è ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî P �
öåëûé ýôôåêòèâíûé äèâèçîð. Áîëåå òîãî, h0(X,nP ) = h0(X,nD).
Äèâèçîð mP + A îáèëåí. Ïî òåîðåìå Ñåððà îá îáðàùåíèè â íóëü
H i(X,n(mP + A)) = 0 äëÿ âñåõ i > 0, äëÿ âñåõ n > n0(m). Åñëè
h0(X,nP ) ≥ βn2+ε, òî

h0(X,n(mP + A)) ≥ β(nm)2+ε.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

h0(X,n(mP + A)) =
1

2
n2(mP + A)2 + · · ·

�

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïóñòü D ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà

íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-

âàëåíòíû:

(1) D2 > 0 è D · A > 0 äëÿ îáèëüíîãî äèâèçîðà A;
(2) äëÿ îáèëüíîãî äèâèçîðà A èìååì |nD − A| 6= ∅ äëÿ âñåõ

n� 0.
(3) κ(X,D) = 2;
(4) ñóùåñòâóþò α, β, n0 > 0 òàêèå, ÷òî αn2 ≤ h0(X,nD) ≤

βn2 äëÿ âñåõ n > n0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) =⇒ (2) Ñëåäóåò èç ëåììû 5.1.
(2) =⇒ (3) Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî h0(X,mnD) ≥ h0(X,m(nD−A)+

mA) ≥ h0(X,mA).
(3) =⇒ (1) Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 5.6.
(4) =⇒ (3) Ñëåäóåò èç ëåììû 5.2 è ïðåäëîæåíèÿ 5.6 òàê êàê

κ(X,D) > 0.
(1) =⇒ (4) Ñëåäóåò èç ëåììû 5.2. �
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Ñëåäñòâèå 5.4. Ïóñòü D äèâèçîð íà íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé ïî-

âåðõíîñòè X. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) äëÿ îáèëüíîãî äèâèçîðà A èìååì |nD − A| 6= ∅ äëÿ âñåõ

n� 0.
(2) κ(X,D) = 2;
(3) ñóùåñòâóþò α, β, n0 > 0 òàêèå, ÷òî αn2 ≤ h0(X,nD) ≤

βn2 äëÿ âñåõ n > n0.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Äèâèçîð D, óäîâëåòâîðÿþùèé ýêâèâàëåíòíûì
óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ, íàçûâàåòñÿ îáúåìíûì.

Äèâèçîðû ñ κ = 1.

Ïðåäëîæåíèå 5.6. Ïóñòü D ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà

íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X òàêîé, ÷òî κ(X,D) > 0.
Åñëè D2 = 0, òî Bs |nD| = ∅, n� 0 è κ(X,D) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

ñóùåñòâóþò α, β, n0 > 0 òàêèå, ÷òî αn ≤ h0(X,nD) ≤ βn äëÿ

âñåõ n > n0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D2 = 0. Çàïèøåì |nD| = F +
|M |. Òîãäà D ·(M+F ) = 0, D ·M = D ·F = 0,M2 = M ·F = F 2 = 0.
Îòñþäà Bs |M | = ∅ è |M | çàäàåò ìîðôèçì f : X → C íà êðèâóþ.
Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî C íåîñîáà è f èìååò ñâÿçíûå ñëîè. Òàê
êàê M · F = 0, òî F ñîäåðæèòñÿ â ñëîÿõ. Òàê êàê F 2 = 0, òî ïî
ëåììå Çàðèññêîãî 3.4 èìååì pF ∼ qf ∗(c), c ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî,
Bs |nD| = ∅, n � 0 è äëÿ íåêîòîðîãî m > 0 mD = f ∗A, ãäå A
� îáèëüíûé äèâèçîð íà C. Òàê êàê f∗OX = OC , òî ïî ôîðìóëå
ïðîåêöèè

H0(X,OX(rmD)) = H0(X, f∗(f
∗OC(rA)⊗ OX)) =

= H0(X,OC(rA)⊗f∗OX) = H0(X,OC(rA)⊗f∗OX) = H0(X,OC(rA)).

�

Ñëåäñòâèå 5.7. Ïóñòü D äèâèçîð íà íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé ïî-

âåðõíîñòè X. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) κ(X,D) = 1;
(2) ñóùåñòâóþò α, β, n0 > 0 òàêèå, ÷òî αn ≤ h0(X,nD) ≤ βn

äëÿ âñåõ n > n0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå Çàðèññêîãî D = P +N .
Ýêâèâàëåíòíîñòü äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü äëÿ P . Òàê êàê P íå îáú-
¼ìåí, òî P 2 = 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ κ(X,P ) > 0. Äàëåå ìû ìîæåì
ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 5.6. �
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Ëåììà 5.8. Ïóñòü D ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáúåìíûé äèâèçîð

íà íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X è ïóñòü C1, . . . , Cn � êðè-
âûå òàêèå, ÷òî D · Ci = 0. Òîãäà ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé ‖Ci · Cj‖
îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷-

íîå ÷èñëî òàêèõ êðèâûõ. Äëÿ íåêîòîðûõ δi > 0 äèâèçîð D−
∑
δiCi

îáèëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F =
∑
δiCi òàêîé, ÷òî F

2 ≤ 0. Çàïèøåì
F = F+ − F−. Òîãäà

F 2 = (F+)2 + (F−)2 − 2F+ · F− ≥ (F+)2 + (F−)2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî F ýôôåêòèâåí. Ïî òåîðåìå
Õîäæà îá èíäåêñå F ≡ 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé ÷àñòè äëÿ îáèëüíîãî äèâèçîðà A

ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé A·Cj = Cj ·
∑
δiCi. ÏîëîæèìN =

∑
δiCi.

Òîãäà N ·Cj > 0. Òàê êàêD îáú¼ìåí, òîD−εN∼QR, ãäå R ≥ 0. Åñëè
(D−εN)·C ≤ 0 äëÿ íåêîòîðîé êðèâîé C, òî C 6= Ci. Ñëåäîâàòåëüíî,
C � êîìïîíåíòà R è èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ êðèâûõ.
Âîçüìåì ε > 0 òàê, ÷òî D · C > εN · C. �

6. Ðàçëîæåíèå Çàðèññêîãî è êîíå÷íàÿ ïîðîæä¼ííîñòü

äèâèçîðèàëüíûõ àëãåáð

Ïðåäëîæåíèå 6.1 ([Zar62]). Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü è

ïóñòü D � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáúåìíûé äèâèçîð íà X. Ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) àëãåáðà R(X,D) êîíå÷íî ïîðîæäåíà;

(2) Fix |nD| = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N;
(3) Bs |nD| = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (3) =⇒ (2) î÷åâèäíî. (3) =⇒ (1) äîêàçàíî.
(2) =⇒ (3). Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Fix |D| = ∅ è D2 > 0. Òà-

êèì îáðàçîì, D ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è îáú¼ìåí (ñì. ïðåäëîæå-
íèå 5.3). Çàìåíÿÿ D íà ïðîïîðöèîíàëüíûé, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
D = A + N , ãäå A � î÷åíü îáèëüíûé äèâèçîð, à N =

∑
niNi

� öåëûé ýôôåêòèâíûé äèâèçîð òàêîé, ÷òî D · Ni = 0. Òîãäà
Bs |D| ⊂ Supp(N). Ïóñòü P ∈ Bs |D| è ïóñòü P ∈ Ni. Èìååì òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ H0(X,OX(nD−Ni))
α−→ H0(X,OX(nD))

β−→ H0(Ni,ONi(nD))

Òàê êàê Fix |nD| = ∅, òî α íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ONi(nD) ' ONi è ïîýòîìó dimH0(Ni,ONi(nD)) = 1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, β ñþðúåêòèâíî. Íåíóëåâîå ñå÷åíèå ONi(nD) ' ONi äàåò
íàì ñå÷åíèå H0(X,OX(nD)), êîòîðîå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â P .
(1) =⇒ (2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðà R(X,D) ïîðîæäåíà êî-

íå÷íûì ÷èñëîì (îäíîðîäíûõ) ýëåìåíòîâ u1, . . . , ur è Fix |nD| 6= ∅
äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ëåììà 6.2. Ïóñòü D � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáúåìíûé äèâèçîð.

Òîãäà êðàòíîñòè êîìïîíåíò Fix |nD| îãðàíè÷åíû ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî dim |D| > 0. Ïóñòü Ei �
íåïîäâèæíûå êîìïîíåíòû |D|. Âûáåðåì î÷åíü îáèëüíûé äèâèçîðH
òàêîé, ÷òî äèâèçîðû H−KX−Ei îáèëüíû äëÿ âñåõ Ei è H

1(OX(D+
H − Ei)) = 0 (òåîðåìà Ñåððà). Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

h0(Ei,OEi(D +H)) ≥ (mD +H) · Ei − pa(Ei) + 1 > 0.

Òàê êàêH1(OX(mD+H−Ei)) = 0, òî èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ H0(OX(mD +H − Ei)) −→ H0(OX(mD +H))

−→ H0(OEi(mD +H)) −→ 0

ïîëó÷àåì, ÷òî Ei íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé êîìïîíåíòîé ëèíåéíîé
ñèñòåìû |mD +H|. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |mD +H| íå
èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò ïðè m ∈ Z≥0. Íàêîíåö, òàê êàê D
îáú¼ìåí, òî äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ N èìååì aD ∼ H + F , ãäå F �
ýôôåêòèâíûé äèâèçîð. Ïîýòîìó äèâèçîð

Fix |(a+m)D| = Fix |F +H +mD|
îãðàíè÷åí äèâèçîðîì F . �

Ïóñòü di = deg ui è d := max{d1, . . . , dr}. Òîãäà âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî H0(OX(nD)) ïîðîæäàåòñÿ ìîíîìàìè âèäà

uν11 u
ν2
2 · · ·uνrr ,
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ãäå

νi ∈ Z≥0,

r∑
i=1

diνi = n.

Ïîýòîìó

Fix |nD| ≥ Min

{
r∑
i=1

νi Fix |diD|

∣∣∣∣∣
r∑
i=1

diνi = n

}
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

d!

k
Fix |kD| ≥ Fix |d!D| 6= 0

äëÿ âñåõ k = 1, . . . , d. Òàêèì îáðàçîì, äèâèçîðû

Fix |d1D| , . . . ,Fix |drD|
èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó îáùóþ êîìïîíåíòó, ÷òî è äàåò íàì
ïðîòèâîðå÷èå. �
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Èç ïðåäëîæåíèé 6.1, 1.7 è 5.6 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 6.3 ([Zar62]). Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü è ïóñòü D � ýô-

ôåêòèâíûé ïî ìîäóëþ Q-ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè Q-Êàðòüå
äèâèçîð íà X. Òîãäà àëãåáðà R(X,D) íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæ-

äåííîé, åñëè è òîëüêî åñëè κ(X,D) = 2 è ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |nP |
èìååò íåïîäâèæíûå êîìïîíåíòû äëÿ ëþáîãî n > 0.

Ïðèìåð (Çàðèññêèé). Ðàññìîòðèì íåîñîáóþ êóáè÷åñêóþ êðèâóþ
C ⊂ P2. Âûáåðåì 12 òî÷åê P1, . . . , P12 ∈ C òàêèì îáðàçîì, ÷òî äèâè-
çîð OC(4)−

∑
Pi íå ÿâëÿåòñÿ êðó÷åíèåì â Pic(C). Ïóñòü σ : X → P2

� ðàçäóòèå òî÷åê P1, . . . , P12 è ïóñòü E1, . . . , E12 � ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû. Ïîëîæèì D := σ∗OP2(4) −

∑
Ei.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äèâèçîð D ýôôåêòèâåí, ÷èñëåííî ýôôåê-
òèâåí è îáú¼ìåí. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàçëîæåíèè Çàðèññêîãî ìû èìå-
åì N = 0. Ïóñòü C̃ := σ−1(C) � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç êðèâîé C.

Òîãäà D ·C̃ = 0. Áîëåå òîãî, C̃ � íåïîäâèæíàÿ êîìïîíåíòà ëèíåéíîé
ñèñòåìû |nD| äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å

nD|C̃ = n
(
OC(4)−

∑
Pi

)
∼ 0.

Ïîýòîìó D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.3 è àëãåáðà R(X,D)
íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé.
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