
3Çàäà÷è(1) �àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå X := {x1x2 − x3x4 = 0} ⊂ A4 èðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå f : X 99K A1, (x1, x2, x3, x4) 7−→
x1/x3. Äîêàæèòå, ÷òî X íîðìàëüíî è f íå îïðåäåëåíî òîëüêîâ íà÷àëå êîîðäèíàò.(2) (òåîðåìà ÷èñòîòû âàí äåð Âàðäåíà) Ïóñòü f : X → Y � áèðà-öèîíàëüíûé ìîð�èçì, ïóñòü P ∈ X è ïóñòü Q := f(P ). Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî òî÷êà Q ∈ Y íåîñîáà è ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëü-íîé òî÷êîé äëÿ f−1. Äîêàæèòå, ÷òî â èñêëþ÷èòåëüíîì ìíî-æåñòâå f ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà êîðàçìåðíîñòè 1, ò.å. ñóùå-ñòâóåò íåïðèâîäèìîå ïîäìíîãîîáðàçèå D ⊂ X êîðàçìåðíîñòè1 òàêîå, ÷òî codim f(D) ≥ 2. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå òî, ÷òîëîêàëüíîå êîëüöî OQ,Y ÿâëÿåòñÿ �àêòîðèàëüíûì êîëüöîì.(3) �àññìîòðèì âûðîæäåííóþ êâàäðèêó Q = {xy − zt = 0} ⊂ A4.Äîêàæèòå, ÷òî ëîêàëüíîå êîëüöî O0,Q íå ÿâëÿåòñÿ �àêòîðè-àëüíûì. Ïóñòü f : Q̃ → Q � ðàçäóòèå ïëîñêîñòè {x = z = 0}.Äîêàæèòå, ÷òî èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êðèâîé,èçîìîð�íîé P1.(4) (Ëåììà Íèøèìóðû.) Ïóñòü f : X 99K Y � ðàöèîíàëüíîå îòîá-ðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé íàä (ëþáûì) ïîëåì k, ãäå ìíîãîîáðà-çèå Y ïðîåêòèâíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X èìååò íåîñîáóþ k-òî÷êó. Òîãäà Y èìååò k-òî÷êó. Óêàçàíèå. Èíäóêöèÿ ïî ðàç-ìåðíîñòè.(5) Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â ïðåäûäóùåé çàäà÷åóñëîâèå íåîñîáîñòè òî÷êè íåîáõîäèìî.(6) Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ êâàäðèêà Q ⊂ Pn íàä (ëþáûì) ïîëåì
k ðàöèîíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò k-òî÷êó.(7) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü X ⊂ Pn íàäïîëåì k èìååò îñîáóþ äâîéíóþ òî÷êó, îïðåäåëåííóþ íàä k, òîîíà ðàöèîíàëüíà.(8) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü X ⊂ P2n+1ñîäåðæèò ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäïðîñòðàíñòâ Pn , îïðåäå-ëåííûõ íàä k, òî îíà ðàöèîíàëüíà. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû òàêèõãèïåðïîâåðõíîñòåé.(9) Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê X = Q1 ∩
Q2 ⊂ Pn+2 ðàçìåðíîñòè ≥ 3 íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìïîëåì ðàöèîíàëüíî. Óêàçàíèå. Ñïðîåêòèðóéòå èç òî÷êè. Âîñ-ïîëüçóéòåñü çàäà÷åé (7) è òåîðåìîé Ëå�øåöà î ãèïåðïëîñêîìñå÷åíèè.(10) Ïóñòü L,M ⊂ P3 � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. �àññìîòðèìðàçäóòèÿ BLP

3 → P3, BMP3 → P3 è BLBMP3 → BMP3 ïðÿìîé
L, ïðÿìîé M è ñîáñòâåííîãî ïðîîáðàçà ïðÿìîé L. Èìååòñÿ



4 îòîáðàæåíèå f : BLBMP3
99K BLP

3. Ïîêàæèòå, ÷òî f íå ÿâëÿ-åòñÿ ìîð�èçìîì, îäíàêî f−1 íå ñòÿãèâàåò äèâèçîðîâ. �àçëî-æèòå f â êîìïîçèöèþ ðàçäóòèé è îáðàòíûõ ê íèì îòîáðàæå-íèé.(11) Ïóñòü P ∈ L ⊂ P3 � òî÷êà íà ïðÿìîé. �àññìîòðèì ðàçäóòèå
f : BLP

3 → P3 ïðÿìîé L è ïóñòü C := f−1(P ). Äîêàæèòå, ÷òîèìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîð�èçì BCBLP
3 ≃ BLBPP

3.(12) Ïóñòü C ⊂ P3 � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñ åäèíñòâåííîé îñîáîéòî÷êîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîé äâîéíîé òî÷êîé èëèïðîñòûì êàñïîì. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçäóòèå BCP
3 èìååò åäèí-ñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó P , ðàçäóòèå êîòîðîé BPBCP

3 íåîñîáî.Äîêàæèòå, ÷òî ìîð�èçì BPBCP
3 → P3 íå ìîæåò áûòü ðàçëî-æåí â êîìïîçèöèþ ðàçäóòèé ñ ãëàäêèìè öåíòðàìè.(13) Ïóñòü X ⊂ P4 � êâàäðèêà, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x1x2−x3x4 =

0. �àññìîòðèì ïëîñêîñòè Π1 := {x1 = x3 = 0} è Π2 := {x1 =
x4 = 0}. Ïóñòü fi : Xi → X � ðàçäóòèå Πi. Äîêàæèòå, ÷òî
Xi íåîñîáî, èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî fi � íåîñîáàÿ ðàöèî-íàëüíàÿ êðèâàÿ, ìíîãîîáðàçèÿ Xi èçîìîð�íû, íî êîìïîçèöèÿ
f1 ◦ f−1

2 : X1 99K X2 íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì.(14) Ïóñòü Q ⊂ AN � íåïðèâîäèìàÿ êâàäðèêà, çàäàííàÿ îäíîðîä-íûì óðàâíåíèåì ðàíãà r. Âû÷èñëèòå Cl(Q) è Pic(Q).(15) Ïóñòü Q ⊂ PN � íåïðèâîäèìàÿ êâàäðèêà, çàäàííàÿ îäíîðîä-íûì óðàâíåíèåì ðàíãà r. Âû÷èñëèòå Cl(Q) è Pic(Q).(16) Ïóñòü X = Gr(n, k) � ìíîãîîáðàçèå �ðàññìàíà. Äîêàæèòå, ÷òî
Pic(X) ≃ Z èKX = −nH , ãäåH � ïîëîæèòåëüíàÿ îáðàçóþùàÿ
Pic(X).(17) Äîêàæèòå, ÷òî Ωr[Pn] = 0 ïðè r > 0.(18) Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü {xp+1

0 +xp+1

1 +xp+1

2 +xp+1

3 = 0} ⊂ P3íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0óíèðàöèîíàëüíà, íî íå ðàöèîíàëüíà. Óêàçàíèå. Äëÿ äîêàçà-òåëüñòâà óíèðàöèîíàëüíîñòè ïðåîáðàçóéòå óðàâíåíèå ê ñëå-äóþùåìó (à��èííîìó) âèäó xpy + ypx = zp + z è ïðèìåíèòåíàêðûòèå (x, t, z) 7→ (x, y = tp, z).(19) Äîêàæèòå, ÷òî KX = 0 äëÿ íåîñîáîé à��èííîé ãèïåðïîâåðõ-íîñòè.(20) Îïèøèòå êàíîíè÷åñêîå êîëüöî R(KX , X) íåîñîáîé ãèïåðïî-âåðõíîñòè X ⊂ Pn.(21) Ïóñòü κ(X,D) ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò n0, n1 ∈ Nòàêèå, ÷òî H0(X, nD) 6= 0 äëÿ n ≥ n1 ⇐⇒ n ≡ 0 mod n0.(22) Ïóñòü κ(X,D) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò n0 ∈ N òàêîå,÷òî H0(X, nD) 6= 0 ⇐⇒ n ≡ 0 mod n0.(23) [3℄, [4℄ Ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ áåç êîìïëåêñíîãîóìíîæåíèÿ è ïóñòü X = E × E. Îïèøèòå çàìûêàíèå êîíó-ñà ý��åêòèâíûõ äèâèçîðîâ íà X .



5(24) Ïóñòü f : X → Y � ïðîåêòèâíûé áèðàöèîíàëüíûé ìîð�èçì,ãäå X � íåîñîáàÿ, à Y � íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü E =∑
Ei � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà ‖Fi·

Fj‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Â ÷àñòíîñòè, Fi ëèíåéíî íåçà-âèñèìû â N1(X).(25) (Ëåììà Çàðèññêîãî) Ïóñòü f : X → C � ìîð�èçì ñî ñâÿçíûìèñëîÿìè, ãäå X � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü, à C � íåîñîáàÿ êðèâàÿ.Ïóñòü F =
∑

aiFi = f ∗(P ) � ñõåìíûé ñëîé. Äîêàæèòå, ÷òîìàòðèöà ‖Fi · Fj‖ îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà. Áîëåå òîãî,
Fi ëèíåéíî íåçàâèñèìû â N1(X), (∑ biFi)

2 ≤ 0 äëÿ ëþáûõ biè (
∑

biFi)
2 = 0 ⇐⇒ p

∑
biFi = qF äëÿ íåêîòîðûõ p, q ∈ Z.(26) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ ïîâåðõíîñòè îáùåãîòèïà êîíå÷íà.(27) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü îáùåãî òèïà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-åò n0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |nKX |íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê.(28) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü îáùåãî òèïà. Äîêàæèòå, ÷òî X íåìîæåò ñîäåðæàòü àëãåáðàè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõêðèâûõ.(29) Ïîêàçàòü, ÷òî íà íåðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè ÷èñëî (−1)-êðèâûõ êîíå÷íî.(30) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìèíèìàëüíîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè

X íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñóùåñòâóþò äâà íåïåðåñåêàþ-ùèõñÿ ñå÷åíèÿ C1 è C2. Äîêàæèòå, ÷òî −KX = C1+C2. Óêàçà-íèå. Èñïîëüçóéòå òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûðåçàíèÿ äëÿ
Pic(X).(31) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìèíèìàëüíîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè
X ñóùåñòâóþò òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñå÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
X ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå òî÷íóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûðåçàíèÿ äëÿ Pic(X).(32) Ïóñòü X � ìèíèìàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ýëëèï-òè÷åñêîé êðèâîé C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X òàêæå èìååòñÿñòðóêòóðà ýëëèïòè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî X ≃
(C × P1)/G, ãäå G � ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ ñäâèãàìè íà C(33) Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ñîäåð-æèò íå áîëåå îäíîé êðèâîé ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ñàìî-ïåðåñå÷åíèÿ.(34) Êëàññè�èöèðîâàòü áèýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Äîêàçàòü,÷òî íà áèýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè X èìååò ìåñòî ñëåäó-þùåå: q(X) = 1, pg(X) = 0, nKX ∼ 0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈
{2, 3, 4, 6}. (Íàïîìíèì, ÷òî áèýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü � ýòî�àêòîð ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ E1×E2 ïîêîíå÷íîé ãðóïïå G, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà E1 ñäâèãàìè, à íà
E2 � íå òîëüêî ñäâèãàìè.)



6 (35) Ïóñòü X ïîâåðõíîñòü Ýíðèêâåñà è ïóñòü f : X → Y êîíå÷íûéìîð�èçì ñòåïåíè 2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü Y îñîáà.(36) Ïóñòü K3 ïîâåðõíîñòü X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóëèñòíîãîíàêðûòèÿ X → Y íåêîòîðîé íåîñîáîé ïîâåðõíîñòè Y . Êàêîâìîæåò áûòü áèðàöèîíàëüíûé òèï Y ? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.(37) Êàê óñòðîåíî îòîáðàæåíèå Àëüáàíåçå äëÿ áèýëëèïòè÷åñêîéïîâåðõíîñòè?(38) Ïóñòü A � àáåëåâà ïîâåðõíîñòü è ïóñòü f : A → Z � ñþðúåê-òèâíûé ìîð�èçì íà êðèâóþ ñî ñâÿçíûìè ñëîÿìè. Ïîêàçàòü,÷òî f � ýëëèïòè÷åñêîå ðàññëîåíèå áåç êðàòíûõ è îñîáûõ ñëîåâè Z � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.(39) Ïóñòü A � àáåëåâà ïîâåðõíîñòü è ïóñòü f : A → X � ñþðú-åêòèâíûé ìîð�èçì íà (íåîñîáóþ) ïîâåðõíîñòü. Êàêîâ ìîæåòáûòü áèðàöèîíàëüíûé òèï X?(40) ÏóñòüX � ïîâåðõíîñòü òàêàÿ, ÷òî àíòèêàíîíè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿñèñòåìà | −KX | íåïóñòà. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ êðèâàÿ D ∈ |−KX |ìîæåò áûòü íåñâÿçíà?(41) Ïóñòü C � êðèâàÿ ðîäà 2. Íàéäèòå êîäàèðîâó ðàçìåðíîñòüñèììåòðè÷åñêîãî êâàäðàòà S2C.(42) Ïóñòü X → C � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü íàä êðèâîé ðîäà > 0.Äîêàæèòå, ÷òî ñòðóêòóðà ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè åäèíñòâåí-íà.(43) Íàéäèòå âñå ïîâåðõíîñòè òèïà Ê3, ÿâëÿþùèåñÿ ïîëíûìè ïå-ðåñå÷åíèÿìè â ãðàññìàíèàíàõ.(44) Ïóñòü X ⊂ Pn ïîâåðõíîñòü íåîòðèöàòåëüíîé êîäàèðîâîé ðàç-ìåðíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà åå ïðîåêòèâíûõ àâòîìîð�èç-ìîâ êîíå÷íà.(45) Îïèøèòå àëãåáðó R(X,KX) äëÿ ïîâåðõíîñòåé êîäàèðîâîé ðàç-ìåðíîñòè 0.(46) Îïèøèòå êîìïîíåíòó Hom(P1,Pn), ñîäåðæàùóþ ëèíåéíûå âëî-æåíèÿ.(47) Äîêàæèòå, ÷òî ñåìåéñòâî ïðÿìûõ íà íåîñîáîé êóáè÷åñêîé ãè-ïåðïîâåðõíîñòè X ⊂ P4 èìååò ðàçìåðíîñòü 2.(48) Äîêàæèòå, ÷òî ñåìåéñòâî ïðÿìûõ íà íåîñîáîé ãèïåðïîâåðõíî-ñòè X ⊂ P4 ñòåïåíè 4 èìååò ðàçìåðíîñòü 2.(49) Ïóñòü X ⊂ Pn íåîñîáàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè d > n. Äî-êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ïîäìíîãîîáðàçèé
Yi ( X òàêîå, ÷òî X \∪Yi íå ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ.(50) Ïóñòü f : X → Y � ñîáñòâåííûé áèðàöèîíàëüíûé ìîð�èçìè Y ìíîãîîáðàçèå íåîñîáî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
y ∈ Y ñëîé f−1(y) èëè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé èëè ñîäåðæèò ðàöèî-íàëüíóþ êðèâóþ.


