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Çàäà÷è ïî êóðñó �Êëàññè÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ �

Þ.Ã.Ïðîõîðîâ, Ê.À. Øðàìîâ

(1) Äîêàæèòå, ÷òî êàíîíè÷åñêèé îáðàç êðèâîé ðîäà 5 íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðåñå÷åíèåì òðåõ êâàäðèê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êðèâàÿ ãèïåðýëëèïòè÷íà èëè òðèãîíàëüíà. ×òî âûñåêàþò
êâàäðèêè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç êàíîíè÷åñêóþ òðèãîíàëüíóþ
êðèâóþ ðîäà 5?

(2) Äîêàæèòå, ÷òî îáùàÿ êðèâàÿ ðîäà 5 íå èìååò àâòîìîðôèç-
ìîâ. Êàêîâ ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
êðèâîé ðîäà 5 â ãèïåðýëëèïòè÷åñêîì, òðèãîíàëüíîì, è îá-
ùåì ñëó÷àå?

(3) Êàêîâû ìîãóò áûòü îñîáåííîñòè êðèâîé Ãåññå äëÿ íåòðèãî-
íàëüíîé êàíîíè÷åñêîé êðèâîé ðîäà 5?

(4) Ìîæåò ëè êàíîíè÷åñêàÿ êðèâàÿ C = C8 ⊂ P5 ðîäà 5 ñî-
äåðæàòüñÿ â (àíòèêàíîíè÷åñêîé) ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî
S = S5 ⊂ P5?

(5) Ïóñòü X = X8 ⊂ P6 � íåîñîáîå ïåðåñå÷åíèå òðåõ êâàäðèê.
Âû÷èñëèòå H3(X,Z).

(6) Ïóñòü X = X3 ⊂ P4 � íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü è ïóñòü P ∈ X � òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñ P ∈ X ñâÿçàí
ëèíê Ñàðêèñîâà X ← X̃ 99K X ′ → Y . Îïèøèòå ïîäðîáíî
ýòîò ëèíê.

(7) Ïóñòü X = X4 ⊂ P5 � íåîñîáîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê.
Äîêàæèòå, ÷òî ñ ëþáîé òî÷êîé P ∈ X ñâÿçàí ëèíê Ñàðêè-
ñîâà. Îïèøèòå ïîäðîáíî ýòîò ëèíê.

(8) Ïóñòü X = X5 ⊂ P6 � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñòåïåíè 5 èíäåê-
ñà 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ëþáîé òî÷êîé P ∈ X ñâÿçàí ëèíê
Ñàðêèñîâà. Îïèøèòå ïîäðîáíî ýòîò ëèíê.

(9) Ïóñòü X = X8 ⊂ P6 � íåîñîáîå ïåðåñå÷åíèå òðåõ êâàäðèê.
Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïðÿìîé L ∈ X ñâÿçàí ëèíê Ñàðêèñîâà.
Îïèøèòå ïîäðîáíî ýòîò ëèíê.

(10) Ïóñòü X = X6 ⊂ P5 � íåîñîáîå ïåðåñå÷åíèå êâàäðèêè è
êóáèêè. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïðÿìîé L ∈ X ñâÿçàí ëèíê Ñàð-
êèñîâà. Îïèøèòå ïîäðîáíî ýòîò ëèíê.

(11) Ïðîâåðüòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà êâàäðèê, ïðîõîäÿùèõ ÷å-
ðåç 7 îáùèõ òî÷åê â P3, çàäàåò ýëëèïòè÷åñêîå ðàññëîåíèå, è
îïèøèòå êðèâóþ, êîòîðàÿ ïàðàìåòðèçóåò îñîáûå ñëîè ýòîãî
ðàññëîåíèÿ.
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(12) Ïóñòü X = X3 ⊂ P3 � íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.
Âûáåðåì òî÷êó P íà X. Äîêàæèòå, ÷òî ñ P ñâÿçàíà áèðà-
öèîíàëüíàÿ èíâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè X. Êàê îíà óñòðîåíà,
åñëè òî÷êà P íå ëåæèò íà ïðÿìûõ íà X? Åñëè òî÷êà P ëå-
æèò íà åäèíñòâåííîé ïðÿìîé íà X? Åñëè òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ íà X?

(13) Ïóñòü X = X3 ⊂ P3 � íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.
Âûáåðåì òî÷êó P íà X. Îïèøèòå áèðàöèîíàëüíóþ èíâî-
ëþöèþ, ñâÿçàííóþ ñ ïàðîé îáùèõ òî÷åê íà X.

(14) Ïóñòü X = X4 ⊂ P4 � êâàðòèêà ñ îáûêíîâåííîé äâîéíîé
îñîáîé òî÷êîé P . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàíã ãðóïïû êëàññîâ
äèâèçîðîâ Âåéëÿ íà X ðàâåí 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñ P ñâÿçàí
ëèíê Ñàðêèñîâà. Îïèøèòå ïîäðîáíî ýòîò ëèíê.

(15) Ïóñòü X = X5 ⊂ P5 � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñòåïåíè 5 èíäåê-
ñà 2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ
X èçîìîðôíà ãðóïïå PGL2(k). (Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü
òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêîå PGL2(k)-èíâàðèàíòíîå ñå÷å-
íèå ãðàññìàíèàíà Gr(2, 5) ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíî-
ñòè 3, à òàêæå îïèñàíèåì ïðÿìûõ íà X.)

(16) Ïóñòü X = X5 ⊂ P5 � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñòåïåíè 5 èíäåê-
ñà 2. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìûå êîíèêè íà X ïàðàìåò-
ðèçóþòñÿ îòêðûòûì ïîäìîæåñòâîì â P4.
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