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Ãëàâà 1.

Ââåäåíèå â êðèïòîãðàôèþ

1.1. Ïðîñòåéøèå ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ

Ñòàíäàðòíàÿ êðèïòîñèñòåìà ñîñòîèò èç

(i) äâóõ ìíîæåñòâ M è N � ýëåìåíòîâ îòêðûòîãî òåêñòà è
øèôðîòåêñòà (äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
M = N);

(ii) øèôðóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Φ: M → N (÷àùå âñåãî �
âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ);

(iii) êëþ÷à øèôðîâàíèÿ K � ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ, îò êîòî-
ðûõ çàâèñèò ïðåîáðàçîâàíèå Φ.

Îòìåòèì, ÷òî M è N íåîáÿçàòåëüíî ñîñòîÿò òîëüêî èç àëôàâè-
òà. Îíè ìîãóò ñîäåðæàòü äîïîëíèòåëüíûå ñèìâîëû èëè ñîîòâåò-
ñòâîâàòü ïàðàì èëè áëîêàì èç k áóêâ. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé
ïðèìåð òàêîãî, êëàññè÷åñêîãî øèôðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 1.1.1 Îòîæäåñòâèì ìíîæåñòâà M è N ñ êîëüöîì âû-
÷åòîâ Zn ïî ïîäõîäÿùåìó ìîäóëþ n è çàäàäèì ïðåîáðàçîâàíèå
Φ: Zn → Zn ôîðìóëîé Φ(x) = ax+ b, ãäå êîíñòàíòû a, b ∈ Zn �
êëþ÷ øèôðîâàíèÿ, ò.å. K = (a, b). Åñëè ÍÎÄ (a, n) = 1, òî ïðå-
îáðàçîâàíèå Φ áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì è îáðàòíîå (äåøèô-
ðóþùåå) ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Φ−1(y) = a′y + b′,
ãäå aa′ ≡ 1 mod n è b′ = −a′b.

Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî çäåñü Φ è Φ−1 � àôôèííî-ëèíåéíûå ôóíê-
öèè è ïîýòîìó îíè ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ñâîèì çíà-
÷åíèÿì â äâóõ òî÷êàõ. Òàêàÿ êðèïòîñèñòåìà, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿ-
åòñÿ íàäåæíîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, íàèáîëåå ÷à-
ñòî óïîòðåáëÿåìûì ñèìâîëîì ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ x1 ∈ M . Èìåÿ
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äîñòàòî÷íî äëèííîå øèôðîâàííîå ñîîáùåíèå, ìåòîäîì ÷àñòîò-

íîãî àíàëèçà ìîæíî âûÿñíèòü, ÷òî íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþ-
ùèìñÿ ñèìâîëîì ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, y1 ∈ N . Òàêèì
îáðàçîì, Φ(x1) = y1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü Φ(x2) = y2.
Îòñþäà óæå ëåãêî íàéòè êîíñòàíòû a, b è a′, b′.

Ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð ìîæíî óñîâåðøåíñòâîâàòü äâó-
ìÿ ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ðàçáèòü âåñü òåêñò íà áëî-
êè èç ïàð áóêâ è çàíóìåðîâàòü ýòè áëîêè ýëåìåíòàìè Zn2 , ãäå
n � ÷èñëî ýëåìåíòîâ àëôàâèòà. Äàëåå, êàê è âûøå, îïðåäå-
ëèì øèôðóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìóëîé Φ(x) = ax + b, ãäå
ÍÎÄ (a, n2) = 1. ßñíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ äâóõáóêâåííàÿ ñèñòå-
ìà ëó÷øå ïðîñòåéøåé, îäíîáóêâåííîé. Îäíàêî îíà èìååò íåäî-
ñòàòêè. Ãðóáî ãîâîðÿ, äëÿ òîãî, ÷òîáû âñêðûòü äàííóþ ñèñòåìó
ìåòîäîì ÷àñòîòíîãî àíàëèçà íóæíî âûäåëèòü â íåêîòîðîì îò-
ðåçêå øèôðîòåêñòà äâà äâóõáóêâåííûõ áëîêà, âñòðå÷àþùèõñÿ
÷àøå äðóãèõ. Ýòî çàòðóäíèòåëüíî, åñëè øèôðîòåêñò êîðîòîê è
íå ñîñòàâëÿåò áîëüøîãî òðóäà äëÿ îáúåìíîãî øèôðîòåêñòà.

Äðóãîé ñïîñîá, óñîâåðøåíñòâîâàòü êðèïòîñèñòåìó èç ïðè-
ìåðà 1.1.1 ñîñòîèò â ñîïîñòàâëåíèè ïàðàì áóêâ âåêòîðà x =(
x1

x2

)
∈ Z2

n, xi ∈ Zn. Çàôèêñèðóåì ìàòðèöó A :=

(
a b
c d

)
è

âåêòîð v :=

(
e
f

)
, ãäå a, . . . , f ∈ Zn. Ýòî � êëþ÷ øèôðîâàíèÿ.

Øèôðóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì

Φ: Z2
n −→ Z2

n,

(
x
y

)
7−→ A

(
x
y

)
+ v. (1.1.2)

Ïðåäëîæåíèå 1.1.3 Ïðåîáðàçîâàíèå (1.1.2) âçàèìíî îäíî-

çíà÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

A âçàèìíî ïðîñò ñ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ∆ := detA. Îáðàòíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Φ−1(y) íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé

Ax + v = y

îòíîñèòåëüíî x. Ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ y òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A îáðàòèìà (íàä Zn). Ïîñëåäíåå
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æå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî detA âçàèìíî ïðîñò ñ n. �

1.2. Îòêðûòûé êëþ÷. RSA

Êðèïòîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì îñíîâàíû íà
ïîíÿòèè îäíîñòîðîííåé ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ y = Φ(x) íàçûâà-
åòñÿ îäíîñòîðîííåé, åñëè ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ Φ−1(y) ñóùå-
ñòâåííî âûøå, ÷åì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ Φ(x). Áîëüøèíñòâî
îäíîñòîðîííèõ ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â êðèïòîãðàôèè, �
ýòî òå, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ Φ(x) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðè
ïîìîùè ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, à çíà÷åíèÿ Φ−1(y) íå ìî-
ãóò. Áëèçêèì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ôóíêöèè ñ ñåêðåòîì.
Òàêàÿ ôóíêöèÿ y = Φ(x) = ΦK(x) çàâèñèò îò êëþ÷à K è àëãî-
ðèòì âû÷èñëåíèÿ åå çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì. Àëãî-
ðèòì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè Φ−1(y) = Φ−1

K′ (y) çàâèñèò
îò êëþ÷à (ïàðàìåòðà) K ′ è òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì
(ïðè èçâåñòíîì K ′). Ñ÷èòàåòñÿ òàêæå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïî-
ëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ Φ−1(y) (èëè òàêîé àëãî-
ðèòì ïîêà íå èçâåñòåí), åñëè çíà÷åíèå K ′ çàñåêðå÷åíî. Ñèñòå-
ìû øèôðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè ôóíêöèé ñ ñåêðå-
òîì, íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì. Òàêèå ñèñòå-
ìû àñèììåòðè÷íû â òîì ñìûñëå, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ
y = Φ(x) è Φ−1(y) ïðè íåèçâåñòíîì K ′ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àåò-
ñÿ.

Îäíîé èç íàèáîëåå ðàñïîñòðàíåííûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
êðèïòîñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà RSA1).
Îïèøåì âêðàòöå êàê ðàáîòàåò ýòà ñèñòåìà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z∗n ïîäìíîæåñòâî êîëüöà âû÷åòîâ Zn, ñî-
ñòîÿùåå èç êëàññîâ, ïðåäñòàâèòåëè êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû ñ
n. ×èñëî ýëåìåíòîâ â Z∗n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ϕ(n) è íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèåé Ýéëåðà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ϕ(n) � ýòî êîëè÷åñòâî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n.
ßñíî, ÷òî ϕ(n) = n − 1, åñëè n = p � ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè
æå n = pq � ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî

1)Ñîêðàùåíèå èìåí ñîçäàòåëåé ñèñòåìû � R. L. Rivest, A. Shamir è L. M.
Adleman

6



ϕ(n) = (p − 1)(q − 1). Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Z∗n çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé (ïðîâåðüòå!).

Ñèñòåìà RSA ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëüçîâàòåëü
âûáèðàåò äâà ïðîñòûõ ÷èñëà p è q. Ïîëàãàåì n := pq. Äà-
ëåå ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî r, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ϕ(n) =
(p− 1)(q− 1). Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ s òàêîå, ÷òî rs ≡ 1 mod ϕ(n).
Òàêèì îáðàçîì, rs = ϕ(n)k + 1 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z. Êëþ÷
øèôðîâàíèÿ K = (n, r) äåëàåòñÿ îòêðûòûì, à êëþ÷ äåøèôðî-
âàíèÿ K ′ = (s) � çàêðûòûì. Åñòåñòâåííî, ñåêðåòíûìè òàêæå
ÿâëÿþòñÿ p è q. Ïîëàãàåì M = N = Zn. Øèôðóþùåå ïðåîáðà-
çîâàíèå èìååò âèä Φ(x) = xr, à äåøèôðóþùåå � Φ′(y) = ys. Òàê
êàê ïîðÿäîê ãðóïïû Z∗n ðàâåí ϕ(n), òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà
çíà÷åíèÿ yr è ys íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé r è s ïî
ìîäóëþ ϕ(n).

Ïðîâåðèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Φ è Φ′ âçàèìíî îáðàòíû.
Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî xrs ≡ x
mod n äëÿ ëþáîãî x ∈ Zn. Èíà÷å ãîâîðÿ,

xϕ(n)k+1 ≡ x mod n.

Åñëè ÍÎÄ (n, x) = 1, òî x ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê ýëåìåíò
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû Z∗n îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà
Zn. Ýòà ãðóïïà èìååò ïîðÿäîê ϕ(n). Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïî-
ðÿäîê x â Z∗n äåëèò ϕ(n). Ñëåäîâàòåëüíî, xϕ(n) ≡ 1 mod n, ÷òî
è äàåò íàøå ñðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå. Ïóñòü ÍÎÄ (n, x) 6= 1.
Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x = pl, ãäå q - l. Òðåáóåìîå ñðàâíåíèå
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

(pl)(p−1)(q−1)k ≡ 1 mod q. (1.2.1)

Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, (pl)q−1 ≡ 1 mod q (ñì. ñëåä-
ñòâèå 2.3.15). Îòñþäà

(pl)(p−1)(q−1)k ≡ ((pl)q−1)(p−1)k ≡ 1 mod q.

Ñðàâíåíèå (1.2.1) äîêàçàíî.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïîëüçîâàòåëü, íå çíàþùèé êëþ÷à

K ′ = (s) èìååò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè â äåøèôðîâàíèè ñî-
îáùåíèé: íå çíàÿ s, äîâîëüíî ñëîæíî âû÷èñëèòü Φ−1(y) = ys

(ïðè óñëîâèè, ÷òî p è q � äîñòàòî÷íî áîëüøèå). Íàõîæäåíèå æå
s, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìè-
ðîâàíèÿ, êîòîðóþ ìû îáñóäèì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
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1.3. Äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå â

àáåëåâîé ãðóïïå

Ñèñòåìà Äèôôè-Õýëëìàíà (Di�e-Hellman) îá-
ìåíà êëþ÷àìè

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ãðóïïà G è åå ýëåìåíò
g ïîðÿäêà N , êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ îáùåèçâåñòíûìè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî Èâàíîâ è Ïåòðîâ õîòÿò ñîãëàñîâàòü ñåêðåòíûé êëþ÷
K (íàïðèìåð, äëÿ ïðîñòåéøåé ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ, îïèñàí-
íîé â ïðèìåðå 1.1.1). Îíè äåéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èâà-
íîâ âûáèðàåò ñåêðåòíîå ÷èñëî n ∈ {1, . . . , N − 1} è âû÷èñëÿåò
gn. Ïåòðîâ âûáèðàåò ñåêðåòíîå ÷èñëî m ∈ {1, . . . , N − 1} è âû-
÷èñëÿåò gm. Îíè ïåðåñûëàþò äðóã äðóãó ýëåìåíòû gn è gm ïî
îòêðûòûì êàíàëàì. Òàêèì îáðàçîì, gn è gm ñ÷èòàþòñÿ îáùåèç-
âåñòíûìè. Â êà÷åñòâå ñåêðåòíîãî êëþ÷à âûáèðàåòñÿ gnm. Î÷å-
âèäíî, ÷òî îáà, Èâàíîâ è Ïåòðîâ, ìîãóò ëåãêî âû÷èñëèòü gnm

ïî ïðàâèëàì (gm)n è (gn)m. Îäíàêî ïîñòîðîííåìó äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ gnm íóæíî çíàòü n èëè m. Ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà íîñèò
íàçâàíèå ïðîáëåìû äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ (DLP).

Ïðîáëåìà 1.3.1 Äëÿ äàííûõ ýëåìåíòîâ g, h ∈ G òàêèõ, ÷òî
h ∈ 〈g〉, íàéòè íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå x òàêîå, ÷òî

gx = h. (1.3.2)

Ðåøåíèå ïðîáëåìû 1.3.1 äàåò âîçìîæíîñòü çëîóìûøëåííè-
êó íàéòè ñåêðåòíûé êëþ÷ gnm. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî,
âîçìîæíî, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ gnm ïî gn è gm, íå
îñíîâàííûé íà äèñêðåòíîì ëîãàðèôìèðîâàíèè.

Ïðåèìóùåñòâî îáñóæäàåìîé ñèñòåìû ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ x â óðàâíåíèè (1.3.2) (à çíà÷èò è âû÷èñ-
ëåíèÿ gnm â ñèñòåìå Äèôôè-Õýëëìàíà) ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêà.

Íà ïðàêòèêå óäîáíî çà ãðóïïó G âçÿòü ìóëüòèïëèêàòèâíóþ
ãðóïïó Fq êîíå÷íîãî ïîëÿ èëè àääèòèâíóþ ãðóïïó òî÷åê ýëëèï-
òè÷åñêîé êðèâîé X íàä ïîëåì Fq.
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Ðåäóêöèÿ ïðîáëåìû äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìè-
ðîâàíèÿ ê ñëó÷àþ ïðîñòîãî ïîðÿäêà

Òåïåðü ìû îáñóäèì âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3.2).
Ïóñòü N � ïîðÿäîê ýëåìåíòà g. Ìû ïðåäëîæèì àëãîðèòì, ïîç-
âîëÿþùèé ñâîäèòü ïðîáëåìó ê ñëó÷àþ ïðîñòîãî N . ßñíî, ÷òî
íàñ èíòåðåñóåò ëèøü çíà÷åíèå x ïî ìîäóëþ N Çàôèêñèðóåì
ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà N . Ïóñòü pk | N è pk+1 - N . Íàéäåì
îñòàòîê îò äåëåíèÿ x íà pk. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå
(çàïèñü â p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ):

x = x0 + x1p+ · · ·+ xr−1p
r−1 + xrp

r, (1.3.3)

ãäå 0 ≤ xi < p ïðè i = 0, . . . , r. Çäåñü x0 + · · · + xj−1p
j−1 �

îñòàòîê îò äåëåíèÿ x íà pj . Íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíî xi äëÿ
i = 0, . . . , k − 1. Ïîëîæèì Ni := N/pi, i = 0, . . . , k − 1. Òîãäà

gNip
i

= 1. Â ÷àñòíîñòè, gN1 � ýëåìåíò ïîðÿäêà p. Èç (1.3.2)
ïîëó÷àåì gN1x = hN1 . Ýòî äàåò íàì

(gN1)x0 = g(x0+x1p+···+xk+1p
k+1)N1 = gxN1 = hN1 . (1.3.4)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîáëåìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâà-
íèÿ ðàçðåøèìà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñíîâàíèå èìååò ïðîñòîé ïðÿ-
äîê. Ïîýòîìó ìû ìîæåì íàéòè x0. Äàëåå äåéñòâóåì ïî èíäóê-
öèè: ïóñòü óæå íàéäåíû x0, . . . , xi−1, i− 1 < k. Êàê è âûøå

gNi+1x = hNi+1 ⇒ g(x0+x1p+···+xip
i)Ni+1 = gxNi+1 = hNi+1 .

Îòñþäà

(gN1)xi = (gp
iNi+1)xi = hNi+1g−(x0+x1p+···+xi−1p

i−1)Ni+1 . (1.3.5)

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íàì èçâåñòíî, à gN1 � òàêæå èçâåñò-
íûé íàì ýëåìåíò ïîðÿäêà p. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì íàéòè
xi. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ìû íàéäåì âñå x0, . . . , xk−1, à çíà÷èò è
x ïî ìîäóëþ pk.

Äàëåå ïóñòü N = pk11 · · · pkss � ðàçëîæåíèå N â ïðîèçâåäåíèå
ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî pl ìû ìîæåì âû÷èñ-
ëèòü ql òàêîå, ÷òî x ≡ ql mod pkll . Ïðàêòè÷åñêè, ýòîò àëãîðèòì
ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëè-
òåëÿ p = pl ÷èñëà N ìû äîëæíû ðåøàòü óðàâíåíèå (gN/p)xi = h′

9



îòíîñèòåëüíî xi, ãäå h
′ � âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (1.3.4) èëè

(1.3.5), à xi � ÷èñëî èç ðàçëîæåíèÿ (1.3.3) äëÿ p = pl. Íàõîäèì
ýëåìåíòû uj := gjN/p = (gN/p)j äëÿ j = 0, 1, . . . , p − 1. Ýòî âñå
ýëåìåíòû ïîðÿäêà p â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå 〈g〉. Ìû âèäèì, ÷òî
uxi

= h′. Ñðàâíèâàÿ h′ è u0, . . . , up−1, íàõîäèì xi. Çàìåòèì, ÷òî
ðàçóìíî ýëåìåíòû uj äëÿ âñåõ p = pi îáúåäèíèòü â òàáëèöó. Ýòà
òàáëèöà âû÷èñëÿåòñÿ îäèí ðàç è ñîõðàíÿåòñÿ â ïàìÿòè.

Òåïåðü x íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè êèòàéñêîé òåîðåìû îá

îñòàòêàõ.

Òåîðåìà 1.3.6 (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ) Ïóñòü

a1, . . . , as âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà. Äëÿ ëþáûõ

b1, . . . , bs ∈ Z ñóùåñòâóåò x ∈ Z òàêîå, ÷òî

x ≡ bi mod ai, ∀i = 1, . . . , s.

Àëãîðèòì-Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì A := a1 · · · as è Ai :=
A/ai. Òîãäà ÍÎÄ (ai, Ai) = 1 è, ñîãëàñíî àëãîðèòìó Åâêëèäà,
ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà αi è βi òàêèå, ÷òî αiai + βiAi = 1.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî x =

∑
βiAibi ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà-

øåé ñèñòåìû. �

Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí Ïîëèãîì è Õýëë-
ìàíîì (G. C. Pohlig, M. E. Hellman). Îí î÷åíü õîðîøî ðàáîòàåò
äëÿ òåõ N , ó êîòîðûõ âñå ïðîñòûå ìíîæèòåëè ìàëû.

Ñèñòåìà Ýëü-Ãàìàëÿ (ElGamal)

Êàê è â ñèñòåìå Äèôôè-Õýëëìàíà âûáèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ ãðóï-
ïà G è åå ýëåìåíò g ïîðÿäêà N . Ýòî � îòêðûòàÿ èíôîðìàöèÿ.
Æåëàòåëüíî, ÷òîáû ãðóïïà áûëà öèêëè÷åñêîé, à ýëåìåíò g �
åå ïîðîæäàþùèì. Ýëåìåíòû îòêðûòîãî è øèôðîâàííîãî òåê-
ñòà îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ýëåìåíòàìè G. Èâàíîâ (ïîëüçîâàòåëü
1) âûáèðàåò ñåêðåòíîå ÷èñëî n1 ∈ {1, . . . , N − 1}, ÿâëÿþùåå-
ñÿ åãî êëþ÷îì äåøèôðîâàíèÿ. Îòêðûòûì êëþ÷îì øèôðîâà-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ gn1 . Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåò ïîëüçîâàòåëü i: îí âû-
áèðàåò ni ∈ {1, . . . , N − 1} è âû÷èñëÿåò gni . Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïåðåäàòü Èâàíîâó ýëåìåíò x, Ïåòðîâ (ïîëüçîâàòåëü 2) âûáèðà-
åò ñëó÷àéíîå ÷èñëî m è ïîñûëàåò åìó ïî îòêðûòûì êàíàëàì
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ïàðó (gm, b = gn1m · x). Èâàíîâ ïîëó÷èò ýëåìåíò x ïî ôîðìó-
ëå x = b/(gm)n1 (n1 åìó èçâåñòíî). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñêðûòü
îïèñàííóþ ñèñòåìó íóæíî ðåøàòü ïðîáëåìó äèñêðåòíîãî ëîãà-
ðèôìèðîâàíèÿ.

Ïåðåñûëêà ñîîáùåíèé ñ îòêðûòûì êëþ÷îì íóæäàåòñÿ â
öèôðîâîé ïîäïèñè. Îïèøåì ñõåìó öèôðîâîé ïîäïèñè, òàêæå
ïðåäëîæåííóþ Ýëü-Ãàìàëåì. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî G = F∗p � ìóëü-
òèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîëÿ èç ïðîñòîãî ÷èñëà ýëå-
ìåíòîâ, à g � åå ïîðîæäàþùèé. Òàêèì îáðàçîì, N = p − 1.
Îñòàëüíûå äàííûå ni è g

ni è ïðåäïîëîæåíèÿ î íèõ � òå æå, ÷òî
è âûøå. Äëÿ ïîñûëêè ïîäïèñè s Èâàíîâó, Ïåòðîâ (ïîëüçîâà-
òåëü 2) ñíà÷àëà âûáèðàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî m ∈ {1, . . . , N − 2} è
âû÷èñëÿåò öåëîå r ≡ gm mod p. Çàòåì îí ðåøàåò ñðàâíåíèå

s ≡ n2r +my mod p− 1 (1.3.7)

îòíîñèòåëüíî y è ïîñûëàåò ïàðó (gm, y), à òàêæå ïîäïèñü s Èâà-
íîâó. Ïîëó÷èâ ýòè äàííûå, Èâàíîâ ïðîâåðÿåò óñëîâèå (1.3.7)
ñëåäóþùèì îáðàçîì

gs ≡ (gn2)r(gm)y mod p

Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî îí ìîæåò áûòü óâåðåí, ÷òî èìåííî Ïåò-
ðîâ ïîñëàë ñîîáùåíèå.

Óïðàæíåíèÿ. (1) ßâëÿåòñÿ ëè 5 ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì â
ãðóïïå Z∗311?
(2) Íàéäèòå âñå ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû â ãðóïïàõ Z∗29, Z∗31, Z∗37.
(3) Ïðèìåíèâ ìåòîä Ïîëëèãà-Õýëëìàíà, íàéäèòå äèñêðåòíûé ëîãà-
ðèôì îò 22 ïî îñíîâàíèþ 3 â ãðóïïå Z∗31.
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Ãëàâà 2.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà

Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèì íåêîòîðûå ôàêòû èç àëãåáðû, êîòîðûå
íåîáõîäèìû äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ, íî ÷àñòî íå âõîäÿò â
ñòàíäàðòíûå óíèâåðñèòåòñêèå êóðñû. ×èòàòåëü, ïðåäïî÷èòàþ-
ùèé áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ïðåäìåòà, ìîæåò èçó÷àòü
åãî ïî êíèãàì [Ëåí68], [Êîñ01].

2.1. Êîëüöà

Ïîä êîëüöîì R ìû áóäåì ïîíèìàòü àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâ-
íîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1. Òàêîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè
ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì: a 6= 0 =⇒ ∃b ∈ R ab = 1.
ßñíî, ÷òî â ïîëå óðàâíåíèå ax = b èìååò ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ
a 6= 0 è b. Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñò-
íûå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ Q, äåéñòâèòåëüíûõ R è êîìïëåêñíûõ
÷èñåë C. Â íàñòîÿùåì êóðñå äëÿ íàñ íàèáîëåå èíòåðåñíûìè áó-
äóò êîíå÷íûå ïîëÿ, ò.å. ïîëÿ, ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ýëåìåíòîâ.

Ïîäìíîæåñòâî R′ êîëüöà (ïîëÿ) R íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì
(ïîäïîëåì), åñëè R′ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì (ïîëåì) ñ òåìè æå îïå-
ðàöèÿìè (ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ), ÷òî è â R. Åäèíè÷íûå ýëå-
ìåíòû â êîëüöå è ïîäêîëüöå äîëæíû ñîâïàäàòü.

Íàïîìíèì, ÷òî èäåàëîì â êîëüöå R íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâî a ⊂ R òàêîå, ÷òî

(i) ∀a, b ∈ a a± b ∈ a,

(ii) ∀a ∈ a, ∀b ∈ R ab ∈ a.

Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , an ∈ R ìíîæåñòâî{∑
i

aibi | bi ∈ R
}
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ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì. Îí íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, ïîðîæäåííûì
ýëåìåíòàìè a1, . . . , an è îáîçíà÷àåòñÿ (a1, . . . , an). ßñíî, ÷òî
(a1, . . . , an) ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ
a. Èäåàë (a), ïîðîæäåííûé îäíèì ýëåìåíòîì, íàçûâàåòñÿ ãëàâ-
íûì. Åñëè â êîëüöå R êàæäûé èäåàë ãëàâíûé, òî R íàçûâàåòñÿ
êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Â ëþáîì êîëüöå R èìåþòñÿ òðèâè-
àëüíûå èäåàëû � íóëåâîé (0) è åäèíè÷íûé (1) = R. Åñëè R �
ïîëå, òî ëþáîé èäåàë â R ñîâïàäàåò ñ (0) èëè (1). Îòìåòèì, ÷òî
èäåàë a  R íå ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â íàøåì îïðåäåëåíèè: îí
íå ñîäåðæèò åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà.

Ïðèìåð 2.1.1 Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû �
òàêæå öèêëè÷åñêàÿ, òî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z ÿâëÿåòñÿ êîëü-
öîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèòìà äåëåíèÿ ñ
îñòàòêîì íåñëîæíî âûâîäèòñÿ, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[x] îò
îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïîëåì òàêæå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ.
Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[x, y] îò äâóõ ïåðåìåííûõ òàêîâûì íå ÿâ-
ëÿåòñÿ: èäåàë (x, y) íå ìîæåò áûòü ïîðîæäåí îäíèì ýëåìåíòîì.

Ãîìîìîðôèçìîì êîëåö íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f : R → R′

òàêîå, ÷òî f(a+ b) = f(a) + f(b) è f(ab) = f(a)f(b). Èç îïðåäå-
ëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òîãäà f(0) = 0 è f(−a) = −f(a). Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãîìîìîðôèçìû òàêèå, ÷òî f(1) = 1.

Äëÿ ëþáîãî èäåàëà a  R ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó R/a
àääèòèâíîé ãðóïïû R ïî ïîäãðóïïå a. Ââåäåì íà R/a óìíîæå-
íèå ïî ïðàâèëó (a+R)(b+R) = ab+R. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ýòî óìíîæåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ
êëàññîâ: åñëè a+R = a′+R è b+R = b′+R, òî ab+R = a′b′+R.
Ìû ïîëó÷èì, ÷òî R/a ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì êîììóòàòèâíûì
êîëüöîì ñ åäèíèöåé. Îíî íàçûâàåòñÿ ôàêòîðêîëüöîì. Èìååòñÿ
êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì π : R→ R/a, π(a) = a+R.

Åñëè f : R → R′ � ãîìîìîðôèçì êîëåö, òî åãî îáðàç Im f
ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â R′. ßäðîì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Ker f = {a ∈ R | f(a) = 0}.

Òåîðåìà 2.1.2 (î ãîìîìîðôèçìå) Ïóñòü f : R→ R′ � ãîìî-
ìîðôèçì êîëåö. Òîãäà KerF � èäåàë â R è èìååòñÿ åñòåñòâåí-

íûé èçîìîðôèçì êîëåö Im f ' R/Ker f .
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Ïðèìåð 2.1.3 Ïóñòü R = Z è a = (n), n ∈ N. Òîãäà Z/(n) �
êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

Èäåàë p êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè èç òîãî, ÷òî
ab ∈ p ñëåäóåò èëè a ∈ p èëè b ∈ p. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èäåàë
p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôàêòîðêîëüöî
R/p íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ. Èäåàë m ⊂ R íàçûâàåòñÿ ìàêñè-

ìàëüíûì, åñëè ëþáîé èäåàë, ñîäåðæàùèé m èëè ñîâïàäàåò ñ m,
èëè ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.4 (i) Èäåàë m ⊂ R ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-

íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôàêòîðêîëüöî R/m �

ïîëå.

(ii) Êàæäûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü a ∈ R \ m. Ðàññìîòðèì èäåàë a,
ïîðîæäåííûé m è a. Òàê êàê a /∈ m, òî a = R. Ñëåäîâàòåëüíî,
1 = ac+ d äëÿ íåêîòîðûõ c ∈ R, d ∈ m. Òîãäà îáðàç ýëåìåíòà c
â ôàêòîðêîëüöå R/m ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îáðàçó ýëåìåíòà a.

(ii) Ñëåäóåò èç (i). �

Ïðèìåð 2.1.5 (i) Íóëåâîé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà â êîëüöå R íåò äåëèòåëåé íóëÿ. Íóëåâîé
èäåàë ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþ-
áîé ýëåìåíò R \ 0 îáðàòèì, ò.å. R � ïîëå.

(ii) Â ôàêòîðèàëüíîì êîëüöå (ò.å. â êîëüöå áåç äåëèòåëåé íó-
ëÿ è ñ îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè) íåíó-
ëåâîé ãëàâíûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí ïîðîæäåí ïðîñòûì ýëåìåíòîì.

(ii) Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå ïðîñòûå èäåàëû â êîëüöå Z �
ýòî ãëàâíûå èäåàëû (0) è (p), ãäå p � ïðîñòîå. Èäåàëû (p) òàêæå
ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè, ïîýòîìó Zp = Z/(p) � ïîëå. Ýòî ïîëå
òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ Fp (äëÿ ïðîñòîãî p).

(ii) Òàê êàê êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[x] íàä ïîëåì � êîëüöî
ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî ëþáîé ìàêñèìàëüíûé èäåàë èìååò âèä (f),
ãäå f � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Ëþáîé ïðîñòîé èäåàë èëè
ìàêñèìàëåí èëè ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè f �

14



íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, òî k[x]/(f) � ïîëå. ßñíî, ÷òî k[x]/(f)
ñîäåðæèò ïîäïîëå, èçîìîðôíîå k è ìíîãî÷ëåí f èìååò êîðåíü
â k[x]/(f). Ýòà ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ê ïîëþ

êîðíÿ íåïðèâîäèìèãî ìíîãî÷ëåíà. Íàïðèìåð, R[x]/(x2 +1) ' C.
(iii) Â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

k[x1, . . . , xn] èäåàë (x1 − α1, . . . , xn − αn) ìàêñèìàëåí (îí ñî-
ñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â òî÷êå
(α1, . . . , αn)). Â ýòîì êîëüöå åñòü òàêæå ìíîãî ïðîñòûõ íåìàê-
ñèìàëüíûõ èäåàëîâ. Íàïðèìåð, ëþáîé èäåàë, ïîðîæäåííûé
íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì ïðîñò.

Óïðàæíåíèÿ. (1) ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå êîëüöà êîëüöàìè
ãëàâíûõ èäåàëîâ: Zn, Z[

√
−3]?

(2) Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Z[i] ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.
Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå òî, ÷òî îíî åâêëèäîâî, ò.å. â íåì èìååò ìåñòî
àëãîðèòì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì: äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z[i] ñóùåñòâóþò q, r ∈
Z[i] òàêèå, ÷òî a = bq + r è |r| < |b|. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî
îöåíèòå |r/b| = |a/b− q|.
(3) Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Z[ω], ãäå ω � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòå-
ïåíè 3 èç 1, ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Óêàçàíèå. Âîñïîëü-
çóéòåñü óêàçàíèÿìè ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ k[[x]] íàä
ïîëåì k ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Äîêàæèòå òî æå ñàìîå
äëÿ êîëüöà ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ C{x}.
(5) Ïóñòü R � êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ, ÿâëÿþùååñÿ êîëüöîì ãëàâ-
íûõ èäåàëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî îíî ôàêòîðèàëüíî.

(6) Ïóñòü f : R→ R′ � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì êîëåö. Äîêàæè-
òå, ÷òî åñëè R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî òàêîâûì æå ÿâëÿåòñÿ è
R′. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

(7) Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ôóíêöèé äèôôåðåíöèðóåìûõ â òî÷êå íå
ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Îïèøèòå ìàêñèìàëüíûå èäåàëû
â ýòîì êîëüöå.

(8) Ïóñòü k ïîëå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è char k 6= 2. Ðàññìîòðèì
ôàêòîðêîëüöî R := k[x, y]/(y2 − x3 + x). Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå
R íåò äåëèòåëåé íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà
R � â òî÷íîñòè íåíóëåâûå ýëåìåíòû k. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî R íå
ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.
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2.2. Àëãåáðàè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé

Ïóñòü K � ïîëå è ïóñòü k � åãî ïîäïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé. ßñíî, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì íàä k. Ðàñøèðåíèå K/k íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì,
åñëè K êîíå÷íîìåðíî íàä k. Ðàçìåðíîñòü K êàê âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàä k íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ K/k è îáî-
çíà÷àåòñÿ [K : k].

Ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Äëÿ ýëåìåíòîâ
ϑ1, . . . , ϑn ∈ K îáîçíà÷èì ÷åðåç k[ϑ1, . . . , ϑn] (ñîîòâåòñòâåííî,
÷åðåç k(ϑ1, . . . , ϑn)) � íàèìåíüøåå ïîäêîëüöî (ñîîòâåòñòâåííî
ïîäïîëå) â K, ñîäåðæàùåå k è âñå ϑ1, . . . , ϑn. ßñíî, ÷òî

k[ϑ1, . . . , ϑn] =
{∑

αk1,...,knϑ
k1
1 · · ·ϑknn | αk1,...,kn ∈ k, kj ≥ 0

}
,

k(ϑ1, . . . , ϑn) =
{
β
γ | β, γ ∈ k[ϑ1, . . . , ϑn], γ 6= 0

}
.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Ìû ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò ϑ ∈ K àëãåáðà-

è÷åí íàä k, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ k[x],
äëÿ êîòîðîãî f(ϑ) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíò ϑ íàçûâàåò-
ñÿ òðàíñöåíäåíòíûì íàä k. Ðàñøèðåíèå ïîëåé K/k íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò ϑ ∈ K àëãåáðàè÷åí íàä
k.

Ïðèìåð 2.2.2 (i) Ïóñòü k = Q, à K = C. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî ìíîæåñòâî Q[t] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q ñ÷åòíî. Ïîýòîìó è
ñ÷åòíî ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ A ⊂ C. Îäíà-
êî ïîëå C íåñ÷åòíî. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàíñöåíäåíòíûõ íàä
Q ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà C �ñóùåñòâåííî áîëüøå� ÷åì àëãåáðàè-
÷åñêèõ.

(ii) Äëÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t ÷åðåç k(t) ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé íàä k. Ëþáîé ýëåìåíò
f ∈ k(t) \ k ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì.

Êàê è âûøå, ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé è ïóñòü
ϑ ∈ K � àëãåáðàè÷åñêèé íàä k ýëåìåíò.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3 Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí µk
ϑ(x) ∈ k[x] ìèíè-

ìàëüíîé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî ϑ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, íàçûâàåòñÿ
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ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà ϑ íàä k. Åñëè ýòî íå ïðè-
âîäèò ê ïóòàíèöå, âìåñòî µk

ϑ(x) ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî µϑ(x)
èëè äàæå µ(x).

Ñëåäñòâèå 2.2.4 Åñëè K/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå, òî ëþáîé
ýëåìåíò β ∈ K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n � ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ K/k. Òîãäà
n+ 1 ýëåìåíòîâ 1, β, β2,. . . , βn ëèíåéíî çàâèñèìû íàä k. Òàêèì
îáðàçîì,

∑n
i=0 λiβ

i = 0 äëÿ íåêîòîðûõ λi ∈ k è β ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

∑n
i=0 λix

i ∈ k[x]. �

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îòîáðàæåíèå Aϑ : K → K, çàäàííîå
ôîðìóëîéAϑ(β) = ϑβ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. ÇäåñüK
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîìåðíîå) âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä k. Ìíîãî÷ëåí µϑ(x) ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëü-
íûì ìíîãî÷ëåíîì ýòîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïîýòîìó ñëåä-
ñòâèå 2.2.4 ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-
Êýëè èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.5 (i) Åñëè f(x) ∈ k[x] � ìíîãî÷ëåí òà-

êîé, ÷òî f(ϑ) = 0, òî f(x) äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé

ìíîãî÷ëåí µϑ(x). Â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíî-

æèòåëÿ.

(ii) Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µ(x) ýëåìåíòà ϑ íåïðèâîäèì â

k[x].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì f(x) íà µ(x) = µϑ(x) ñ îñòàòêîì:
f(x) = µ(x)g(x) + r(x). Òîãäà

0 = f(ϑ) = µ(ϑ)g(ϑ) + r(ϑ) = r(ϑ).

Òàê êàê deg r(x) < degµ(x), òî r(x) = 0. Ýòî äîêàçûâàåò (i).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ(x) =

µ1(x)µ2(x). Òîãäà µ1(ϑ) = 0 èëè µ2(ϑ) = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà µ(x). �
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Ïðåäëîæåíèå 2.2.6 Åñëè ϑ àëãåáðàè÷åí íàä k, òî ïîëå k(ϑ),
ðàññìàòðèâàåìîå êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k, èìååò
ðàçìåðíîñòü ðàâíóþ ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà µϑ(x). Ýëåìåíòû

1, ϑ, ϑ2, . . . , ϑn−1 ñîñòàâëÿþò áàçèñ k(ϑ)/k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòû 1, ϑ, ϑ2, . . . , ϑn−1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä k (èíà÷å
∑n−1
i=0 λiϑ

i = 0 äëÿ íåêîòîðûõ
λi ∈ k è ìû ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøåé ÷åì µ(x), êî-
òîðûé àííóëèðóåò ϑ). Äàëåå ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ k(ϑ) èìååò âèä
f(ϑ)/g(ϑ), ãäå f(x), g(x) � ìíîãî÷ëåíû íàä k. Òàê êàê g(ϑ) 6= 0,
òî µ(x) íå äåëèò g(x). Ïîýòîìó µ(x) è g(x) âçàèìíî ïðîñòû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈ k[x] òàêèå,
÷òî µ(x)u(x)+g(x)v(x) = 1. Òàêèì îáðàçîì, f(ϑ)g(ϑ)v(ϑ) = f(ϑ)
è f(ϑ)v(ϑ) = f(ϑ)/g(ϑ), ò.å. ëþáîé ýëåìåíò β ∈ k(ϑ) ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ϑ:

β = h(ϑ), h(x) ∈ k[x].

Áîëåå òîãî, ñíîâà ïðèìåíÿÿ äåëåíèå ñ îñòàòêîì, ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî deg h(x) ≤ n − 1. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî β ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ 1, ϑ, ϑ2, . . . , ϑn−1. �

Ïðåäëîæåíèå 2.2.7 Åñëè K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, òî
ýëåìåíòû ïîëÿ K, àëãåáðàè÷åñêèå íàä k, òàêæå îáðàçóþò ïî-

ëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ α, β ∈ K ýëåìåíòû α ± β, αβ è α/β
òàêæå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.2.4,
äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå k(α, β)/k êîíå÷-
íî. Íî k(α, β) = k(α)(β). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.2.6 ðàñøè-
ðåíèÿ k(α)/k è k(α)(β)/k(α) êîíå÷íû. Òðåáóåìûé ôàêò òåïåðü
ëåãêî âûâîäèòñÿ èç óïðàæíåíèÿ (1). �

Îïðåäåëåíèå 2.2.8 Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Ïîëåì ðàç-

ëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ k[x] íàçûâàåòñÿ ïîëå K ⊃ k
òàêîå, ÷òî f(x) íàä K ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:
f(x) = c

∏
(x − αi), ãäå c ∈ k, a αi ∈ K è êîðíè αi ïîðîæäà-

þò K íàä k.
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Òåîðåìà 2.2.9 Ïóñòü k � ïîëå è f(x) � ìíîãî÷ëåí íàä k. Ñó-
ùåñòâóåò ïîëå K ⊃ k, ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ äëÿ f(x)
íàä k. Ëþáûå äâà òàêèõ ïîëÿ K èçîìîðôíû íàä k.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïîëå K ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûì ïðèñîåäèíåíèåì êîðíåé íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé
ìíîãî÷ëåíà f(x). Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ñì., íàïðè-
ìåð, â [Êîñ01, ãë. 5, �1]. �

Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Îáîçíà÷èì ÷åðåçM ìíîæåñòâî
âñåõ m ∈ N òàêèõ, ÷òî 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

m

= 0. Õàðàêòåðèñòèêîé char k

ïîëÿ k íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

char k =

{
minM, åñëè M 6= ∅,
0, åñëè M = ∅.

(2.2.10)

Òàêèì îáðàçîì, char k � ïîðÿäîê åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà 1 â àääè-
òèâíîé ãðóïïå k, åñëè ýòîò ïîðÿäîê êîíå÷åí. Åñëè æå ïîðÿäîê 1
áåñêîíå÷åí, òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. ßñ-
íî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íîãî ïîëÿ îòëè÷íà îò íóëÿ (èíà÷å
â ýòîì ïîëå èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ âèäà 1+· · ·+1).

Ëåììà 2.2.11 Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ìîæåò áûòü èëè íó-

ëåì, èëè ïðîñòûì ÷èñëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî char k = nm, ãäå n, m >
1. Òîãäà ïî (2.2.13) èìååì 0 = (nm) · 1 = (n · 1)(m · 1). Îòñþäà
n · 1 èëè m · 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòèêè
(2.2.10). �

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è ëþáîãî ýëåìåíòà ïîëÿ a ∈ k
ïîëîæèì n ·a := a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

è (−n) ·a := n ·(−a). Òàêèì îáðàçîì,

îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå n·a ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n íà ýëåìåíò
ïîëÿ a.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

φ : Z→ k, φ(n) = n · 1 (2.2.12)
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ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö. Äåéñòâèòåëüíî,

φ(n+m) = (n+m) · 1 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n+m

= 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

+

+ 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m

= n · 1 +m · 1 = φ(n) + φ(m),

φ(nm) = (nm) · 1 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
nm

= (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

)

(1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m

) = (n · 1)(m · 1) = φ(n)φ(m). (2.2.13)

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.2.14 Åñëè char k = 0, òî ãîìîìîðôèçì φ
èíúåêòèâåí. Åñëè æå char k = p > 0, òî Kerφ = (p).

Îïðåäåëåíèå 2.2.15 Ïîëå, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ñîá-
ñòâåííîãî ïîäïîëÿ, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ïîëåì.

Êàæäîå ïîëå k ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå ïðîñòîå ïîëå � ïåðåñå-
÷åíèå âñåõ ïîäïîëåé â k. Ïðèìåðàìè ïðîñòûõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ
ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è ïîëÿ âû÷åòîâ Zp = Fp ïî ïðîñòî-
ìó ìîäóëþ p. Âåðíî è îáðàòíîå:

Òåîðåìà 2.2.16 (ñì. [Ëåí68, ãë. II]) Ëþáîå ïðîñòîå ïîëå k
èçîìîðôíî Q èëè Fp.

Äîêàçàòåëüñòâî (â ñëó÷àå char k = p > 0). Èç óòâåðæäå-
íèÿ 2.2.14 è òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå ïîëó÷àåì, ÷òî Imφ '
Z/Kerφ = Z/(p) ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì. �

Óïðàæíåíèÿ. (1) Ïóñòü èìåþòñÿ êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé
K/L è L/k. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü K/k ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñòåïåíåé
ðàñøèðåíèé K/L è L/k.
(2) Ïóñòü k � ïîëå. Ìîãóò ëè áûòü èçîìîðôíû ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
è àääèòèâíàÿ ãðóïïû k? Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ýëåìåíòû ïîðÿäêà
2.
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(3) Ïóñòü k � ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà k ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èçîìîðôíà Zp, ãäå p �
ïðîñòîå.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ k êîíå÷íî ïîðîæäåíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê.

(5) Ïóñòü K/k êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé ñòåïåíè n. Äîêàæè-
òå, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå n ðàçëè÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ K,
îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíûìè âñå ýëåìåíòû èç k. Óêàçàíèå. Ðàçëî-
æèòå ðàñøèðåíèå K/k â öåïî÷êó ðàñøèðåíèé K = k(ϑ1, . . . , ϑm) ⊃
k(ϑ1, . . . , ϑm−1) ⊃ · · · .
(6) Ïîëå k íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè â íåì çàäàíî ïîäìíîæå-
ñòâî P (ïîäìíîæåñòâî �ïîëîæèòåëüíûõ� ýëåìåíòîâ) òàêîå, ÷òî

a) äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà a èëè a ∈ P, èëè −a ∈ P;
b) åñëè a ∈ P, òî −a /∈ P;
c) åñëè a, b ∈ P, òî a+ b ∈ P è ab ∈ P.

Åñëè ïîëå k óïîðÿäî÷åíî, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ k
ïîëîæèì a � b, åñëè b − a ∈ P. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ îòíîøåíèÿ �
âûïîëíåíû îáû÷íûå ïðàâèëà îáðàùåíèÿ ñ íåðàâåíñòâàìè. Äîêàæè-
òå, ÷òî ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 íå ìîæåò áûòü óïîðÿäî÷åííûì,
à ïîëå Q ìîæåò áûòü óïîðÿäî÷åíî åäèíñòâåííûì (ñòàíäàðòíûì) îá-
ðàçîì.

2.3. Êîíå÷íûå ïîëÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ïîëÿ, ò.å. ïîëÿ ñî-
ñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Íàïîìíèì, ÷òî õàðàê-
òåðèñòèêà êîíå÷íîãî ïîëÿ k îòëè÷íà îò íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
÷èñëîì p è k ñîäåðæèò ïðîñòîå ïîäïîëå k0 èçîìîðôíîå Zp = Fp.

Òåîðåìà 2.3.1 Ïóñòü k � êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p >
0. Òîãäà

(i) k ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì

íàä k0,

(ii) ÷èñëî ýëåìåíòîâ k ðàâíî pm, ãäå m = dimk0 k,

(iii) êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

xp
m − x.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ïîëó÷àåì, ÷òî k � âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k0. Åãî êîíå÷íîìåðíîñòü � ñëåäñòâèå
êîíå÷íîñòè k. Óòâåðæäåíèå î ÷èñëå ýëåìåíòîâ ñëåäóåò èç òî-
ãî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà îäíîçíà÷íî
çàäàåòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xm) (â ôèêñèðîâàííîì
áàçèñå), à â íàøåì ñëó÷àå äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû xi èìååòñÿ
ðîâíî p âîçìîæíîñòåé, òàê êàê xi ∈ Zp. Íàêîíåö, ïî òåîðåìå
Ëàãðàíæà ïîðÿäîê êàæäîãî ýëåìåíòà a ãðóïïû k∗ äåëèò åå ïî-
ðÿäîê. Ïîýòîìó ap

m−1− 1 = 0 äëÿ ëþáîãî a 6= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî
òîãäà ap

m − a = 0 äëÿ âñåõ a ∈ k. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 2.3.2 Â êîíå÷íîì ïîëå èç q = pm ýëåìåíòîâ ìíî-

ãî÷ëåí xq − x ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Ýòîò

ìíîãî÷ëåí èìååò òîëüêî ïðîñòûå êîðíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Áåçó ìíîãî÷ëåí xq−x èìå-
åò íå áîëåå q êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïî ïóíêòó (iv) òåîðåìû 2.3.1 èìååòñÿ q ðàçëè÷íûõ êîðíåé. �

Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íîå ïîëå èç q = pm ýëåìåíòîâ ñîâïà-
äàåò ñ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xq − x íàä Fp (ñì. 2.2.8).
Âåðíî è îáðàòíîå:

Ëåììà 2.3.3 Ïóñòü q = pm, p � ïðîñòîå. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ

ìíîãî÷ëåíà xq − x íàä Fp ñîäåðæèò ðîâíî q ýëåìåíòîâ è ñîâ-

ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîðíåé xq − x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ K ìíîãî÷ëåíà xq − x íàä
Fp êîíå÷íî (ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì
íàä Fp), à çíà÷èò ñîñòîèò èç pl ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì ïîäìíî-
æåñòâî M ⊂ K, ñîñòîÿùåå èç âñåõ êîðíåé xq − x. Äîêàæåì,
÷òî M � ïîëå. Äåéñòâèòåëüíî, íåòðèâèàëüíî ïðîâåðèòü òîëüêî,
÷òî M çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. Ïóñòü α, β ∈ M , ò.å.
αq = α è βq = β. Òîãäà

(α+ β)q = αq + qαq−1β + · · ·+ q!

(q − i)! · i!
αq−iβi + · · ·+ βq.
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Òàê êàê q!
(q−i)!·i! äåëèòñÿ íà p ïðè i 6= 0, q, òî âñå ÷ëåíû, êðîìå

ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî, îáðàùàþòñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì,

(α+ β)q = αq + βq = α+ β

è M � ïîëå. Ìíîãî÷ëåí xq−x ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæè-
òåëè â M , ïîýòîìó M � ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ xq − x è M = K.
Òàê êàê (xq − x)′ = qxq−1 − 1 = −1, òî xq − x íå èìååò êðàòíûõ
ìíîæèòåëåé è â K èìååòñÿ ðîâíî q ýëåìåíòîâ. �

Èç ëåììû 2.3.3 è òåîðåìû 2.2.9 íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùóþ

Òåîðåìà 2.3.4 Êîíå÷íîå ïîëå èç pm ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò

è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Ïîëå èç q = pm ýëåìåíòîâ áóäåò îáîçíà÷àòñÿ ÷åðåç Fq.

Ñëåäñòâèå 2.3.5 Ïîëå Fpm ñîäåðæèò ïîäïîëå èç r ýëåìåíòîâ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r = pl, ãäå l äåëèò m. Ýòî ïîäïîëå
èçîìîðôíî Fpl .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k ⊂ Fpm ïîäïîëå èç r ýëåìåíòîâ.
Ðàññìîòðèì Fpm êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k. Ïîëîæèì
d = dimk Fpm . Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà (iii) òåîðåìû 2.3.1
ïîëó÷àåì, ÷òî pm = rd. Îòñþäà r = pl, ãäå ld = m.

Íàîáîðîò, ïóñòü r = pl, ãäå ld = m äëÿ íåêîòîðîãî d ∈ N.
Ïóñòü k ⊂ Fpm � ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ êîðíåé ìíî-

ãî÷ëåíà xp
l − x. Ïî ëåììå 2.3.6 (íèæå) ìíîãî÷ëåí xpl − x äåëèò

xp
m−x. Ïîýòîìó âñå ýòè êîðíè � ïðîñòûå è èõ ðîâíî pl. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3.4 ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî k � ïîëå. �

Ëåììà 2.3.6 Ìíîãî÷ëåí xr − x äåëèò ìíîãî÷ëåí xr
d − x (íàä

ëþáûì ïîëåì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî xr−1 − 1 äåëèò

xr
d−1 − 1. Òàê êàê r − 1 äåëèò rd − 1, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü.
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rd − 1 = (r − 1)s, s ∈ N. Ïîëó÷èì

xr
d−1 − 1 = x(r−1)s − 1 = (xr−1 − 1)

(
x(r−1)(s−1) + · · ·+ xr−1 + 1

)
.

�

Òåîðåìà 2.3.7 Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà F∗q êîíå÷íîãî ïî-
ëÿ Fq ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
ýëåìåíò b ∈ F∗q , ïîðÿäîê |b| êîòîðîãî ðàâåí ïîðÿäêó ãðóïïû
|F∗q | = q − 1. Ïóñòü M � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïîðÿäêîâ

âñåõ ýëåìåíòîâ F∗q . Òîãäà aM = 1 äëÿ ëþáîãî a ∈ F∗q è ïî òåîðå-
ìå ËàãðàíæàM äåëèò q−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Áåçó
óðàâíåíèå xM − 1 = 0 èìååò íå áîëåå M êîðíåé, ò.å. q − 1 ≤M .
ÎòñþäàM = q−1. ÏóñòüM = q−1 = pn1

1 · · · pnr
r � ðàçëîæåíèå íà

ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ïî êîíñòðóêöèè äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , r
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ai ∈ F∗q , ïîðÿäîê êîòîðîãî |ai| äåëèòñÿ íà

pni
i . Ïîëîæèì bi := a

|ai|/p
ni
i

i . Òîãäà |bi| = pni
i . Òåïåðü âîñïîëüçó-

åìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 2.3.8 Ïóñòü â àáåëåâîé ãðóïïå A ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ

a è b âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà ïîðÿäîê èõ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ ïîðÿäêîâ: |ab| = |a||b|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì |a| = α, |b| = β è |ab| = γ. ßñíî,
÷òî (ab)αβ = 1. Ïîýòîìó γ äåëèò αβ. Òàê êàê ÍÎÄ (α, β) = 1,
òî αu+ βv = 1 äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ Z. Îòñþäà

a = aαu+βv = aβv = (ab)βv, b = bαu+βv = aαu = (ab)αu.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû a è b ïðèíàäëåæàò öèêëè÷åñêîé ïîä-
ãðóïïå, ïîðîæäåííîé ab, è ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà α è β äåëÿò γ.
�

Èñïîëüçóÿ ýòó ëåììó, èíäóêöèåé ïî l äîêàçûâàåì, ÷òî ïî-
ðÿäîê ýëåìåíòà b1 · · · bl ðàâåí pn1

1 · · · p
nl

l . Îòñþäà |b1 · · · br| =
pn1

1 · · · pnr
r = q − 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîëîæèòü b =

b1 · · · br. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Òåîðåìû 2.3.1, 2.3.4 è 2.3.7 äàþò âîçìîæíîñòü îïèñàòü íåïðè-
âîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Èç òåîðåìû 2.3.7
íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.

Ñëåäñòâèå 2.3.9 Äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé K/k
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ϑ ∈ K, êîòîðûé ïîðîæäàåò K íàä k
(ò.å., K = k(ϑ)).

Ñëåäñòâèå 2.3.10 Ïóñòü f(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè d íàä Fq (ãäå q = pm). Òîãäà f(x) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

xq
d − x. Äëÿ ëþáîãî d ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè d íàä Fq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � ïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíè-
åì êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f ê Fq (ò.å. K = Fq[x]/(f)). Òîãäà K � êî-
íå÷íîå ïîëå è ðàçìåðíîñòü K êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä
Fq ðàâíà d. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà (iii) òåîðåìû 2.3.1
ïîëó÷àåì, ÷òî K ñîñòîèò èç qd ýëåìåíòîâ è ïîýòîìó K ' Fqd .
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.3.2 ìíîãî÷ëåíû f(x) è xq

d − x èìåþò îá-
ùèé êîðåíü â K. Ñëåäîâàòåëüíî, ÍÎÄ (f(x), xq

d − x) 6= 1. Íî
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ ìîæåò áûòü âû÷èñ-
ëåí ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà è íå çàâèñèò îò îñíîâíîãî
ïîëÿ. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì íàä Fq[x], òî èìååòñÿ

åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ÍÎÄ (f(x), xq
d − x) = f(x). Îòñþäà

ïîëó÷àåòñÿ ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïðèìåíèì ñëåäñòâèå 2.3.9 ê

Fqd/Fq. Ïóñòü ϑ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ïîëÿ Fqd íàä Fq. Ðàñ-
ñìîòðèì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µϑ(x) äëÿ ϑ. Òîãäà µϑ(x)
è degµϑ(x) = d (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî). Ýòî äîêàçûâàåò
ñëåäñòâèå. �

Ïðèìåð 2.3.11 Ïîñòðîèì ïîëå F8 èç 8 ýëåìåíòîâ. Ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 2.3.9, ëþáîé ýëåìåíò èç F8 ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ α0 +α1ϑ+α2ϑ

2, αi ∈ F2. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ
òàáëèöû óìíîæåíèÿ ìû äîëæíû íàéòè ìèíèìàëüíûé ìíîãî-
÷ëåí µ(x) = µϑ(x) ýëåìåíòà ϑ. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 2.3.10.
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Ïîëó÷èì, ÷òî µ(x) äåëèò (x8 − x)/(x2 − x) = x6 + · · ·+ 1. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî x6 + · · ·+1 = (x3 +x+1)(x3 +x2 +1). Òàêèì îáðàçîì,
ìû ìîæåì âçÿòü µ(x) = x3 + x + 1 èëè x3 + x2 + 1. Âûáðàâ â
êà÷åñòâå µ(x) îäèí èç ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìû ìîæåì îäíî-
çíà÷íî âîññòàíîâèòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ. Íàïðèìåð, â ïåðâîì
ñëó÷àå ìû èìååì ϑ3 = −ϑ − 1 = ϑ + 1. Ïî òåîðåìå 2.2.9 îáå
âîçìîæíîñòè ïðèâîäÿò ê èçîìîðôíûì ïîëÿì.

Êîíñòðóêöèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ êî-
íå÷íîãî ïîëÿ

Ïîëå K íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè ëþáîé ìíî-
ãî÷ëåí f(x) ∈ K[x] èìååò êîðåíü â K. Íàïðèìåð, îñíîâíàÿ òåîðå-
ìà àëãåáðû óòâåðæäàåò, ÷òî ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C àëãåáðà-
è÷åñêè çàìêíóòî. Àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ k íàçûâà-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå k̄/k òàêîå, ÷òî ïîëå k̄ àëãåáðàè-
÷åñêè çàìêíóòî. Òàêèì îáðàçîì, C � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå
ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Îäíàêî C/Q íå ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì (ïîñêîëüêó C ñîäåðæèò òðàíñöåíäåíò-
íûå íàä Q ýëåìåíòû). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì îáùåé êîíñòðóêöèè, ñì. [Ëåí68].

Òåîðåìà 2.3.12 Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq ñóùåñòâóåò

àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå F̄q/Fq òàêîå, ÷òî F̄q àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì öåïî÷êó ïîëåé

Fq = Fq1! ⊂ Fq2! ⊂ Fq3! ⊂ · · ·

ãäå êàæäîå Fqk! � ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xq
k! − x íàä

Fq(k−1)! (ñì. ñëåäñòâèå 2.3.2). Ïîëîæèì F̄q := ∪∞k=1Fqk! è îïðåäå-
ëèì íà F̄q îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì: åñëè α, β ∈ F̄q, òî ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî α, β ∈ Fqk! è
ïîýòîìó îïðåäåëåíû ýëåìåíòû α+ β, αβ ∈ Fqk! ⊂ F̄q. Ëåãêî ïî-
êàçàòü, ÷òî F̄q ïîëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí
f(x) ∈ F̄q[x] ñòåïåíè d ≥ 2 íå èìååò êîðíåé â F̄q. Ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) íåïðèâîäèì. Ñíîâà f(x) ∈ Fqk! [x] äëÿ íåêîòî-
ðîãî k. Òîãäà f(x) íåïðèâîäèì è íàä Fqk! . Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ
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2.3.10 ìíîãî÷ëåí f(x) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì xq
k!d−x. Òàê êàê (kd)!

äåëèòñÿ íà k!d, òî ìíîãî÷ëåí xq
l! − x äåëèòñÿ íà xqk!d − x, à ïî-

ýòîìó è íà f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè â Fql! è â F̄q. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Çàìåòèì, ÷òî â íàøåé êîíñòðóêöèè ìû ìîæåì çàìåíèòü öå-
ïî÷êó ïîëåé Fqk! íà Fqdk , ãäå d1, d2, d3, . . . � ñòðîãî âîçðàñòàþ-
ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî a) êàæ-
äîå dk äåëèò dk+1 è b) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ñóùåñòâóåò
dk, äåëÿùååñÿ íàm. Íåñìîòðÿ íà íåîäíîçíà÷íîñòü êîíñòðóêöèè,
ïîëå F̄q åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà (ñì. óïðàæ-
íåíèå (12), ñòð. 31 â êîíöå ïàðàãðàôà).

Â ñëó÷àå, êîãäà q = p � ïðîñòîå ÷èñëî Fq � ïîëå âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ p. Èç èçëîæåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ íåñëîæíî ïîëó÷à-
þòñÿ õîðîøî èçâåñòíûå òåîðåòèêî-÷èñëîâûå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.3.13 (èç òåîðåìû 2.3.7) Äëÿ ëþáîãî ïðîñòî-

ãî p ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî c òàêîå, ÷òî åãî ñòåïåíè

1, c, c2, . . . , cp−2 èñ÷åðïûâàþò âñå íåíóëåâûå âû÷åòû ïî ìî-

äóëþ p.

Ñëåäñòâèå 2.3.14 (òåîðåìà Âèëüñîíà) ×èñëî p ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (p− 1)! ≡ −1 mod p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � ïðîñòîå. Ïîñêîëüêó 1, . . . , p − 1
(ðàññìàòðèâàåìûå êàê ýëåìåíòû ïîëÿ Fp) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
ìíîãî÷ëåíà xp−1−1, òî ïî òåîðåìå Âèåòà ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà ñîâïàäàåò ñ (−1)p−1 · 1 · · · (p − 1). Îáðàòíî, åñëè p
íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî (p− 1)! äåëèòñÿ íà p. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 2.3.15 (ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà) Åñëè p � ïðî-

ñòîå, òî ap−1 ≡ 1 mod p äëÿ ëþáîãî a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ

p.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó 1, . . . , p−1 (ðàññìàòðèâàåìûå êàê
ýëåìåíòû Fp) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà xp−1 − 1, òî ïî
òåîðåìå Âèåòà ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ñîâïàäàåò ñ
(−1)p−1 · 1 · · · (p− 1). �

Ïðèâåäåì åùå îäíî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.3.7. Íàïîìíèì,
÷òî ÷åðåç Z∗n ìû îáîçíà÷àåì ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëü-
öà âû÷åòîâ Zn.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.16 Åñëè p � íå÷åòíîå ïðîñòîå, òî ãðóïïà

Zpk∗ � öèêëè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ïîðÿäîê Z∗pk ðàâåí p
k−1(p−1). Ñî-

ãëàñíî òåîðåìå 2.3.7 öèêëè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà Z∗p. Òàêèì
îáðàçîì, ñóùåñòâóåò a ∈ Z òàêîå, ÷òî åãî îáðàç â Z∗p èìååò ïî-
ðÿäîê p− 1. Â ÷àñòíîñòè, ap−1 = 1 + pw äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ Z.
Òîãäà

(a+ pt)p−1 = ap−1 + (p− 1)ap−2pt+ p2v =

= 1 + p
(
w + (p− 1)ap−2t+ vp

)
,

ãäå v ∈ Z. Âûáåðåì t òàêèì îáðàçîì, ÷òî w + (p − 1)ap−2t + vp
íå äåëèòñÿ íà p è ïîëîæèì b := a+pt, u := w+(p−1)ap−2t+vp.
Èìååì

b ≡ a mod p, bp−1 = 1 + pu, p - u.
Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì

b(p−1)p = (1 + pu)p = 1 + p2u1, p - u1,

b(p−1)p2 = (1 + pu1)p = 1 + p3u2, p - u2,

b(p−1)ps = (1 + pus−1)p = 1 + ps+1us, p - us.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî îáðàç b â Z∗pk ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëå-

ìåíòîì. Ïóñòü r � ïîðÿäîê b â Z∗pk . Òîãäà b
r ≡ 1 mod pk. Â

÷àñòíîñòè, ar ≡ br ≡ 1 mod p. Ïîýòîìó r äåëèòñÿ íà p − 1 �
ïîðÿäîê a â Z∗p. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà r = (p − 1)pl, l ≤ k − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, br = b(p−1)pl = 1 + pl+1ul ≡ 1 mod pk, ãäå p - ul.
Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì l + 1 ≥ k. �
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Âû÷èñëåíèå êâàäðàòíûõ êîðíåé â êîíå÷íûõ
ïîëÿõ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ýôôåêòèâíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ x2 = a
â êîíå÷íîì ïîëå Fq, ãäå a 6= 0 è q íå÷åòíî.

Âî-ïåðâûõ íàéäåì ýëåìåíò b ∈ Fq, íå ÿâëÿþùèéñÿ êâàäðà-
òîì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âåðîÿòíîñòíûì àëãîðèòìîì.

Óòâåðæäåíèå 2.3.17 Ýëåìåíò b ∈ F∗q ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b(q−1)/2 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b = c2. Òîãäà b(q−1)/2 = cq−1 = 1 ïî
òåîðåìå Ëàãðàíæà. Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî b(q−1)/2 = 1.
Ïóñòü θ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò öèêëè÷åñêîé ãðóïïû F∗q . Çà-
ïèøåì b = θk. Åñëè k íå÷åòíî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñ-
ëà u è v, ÷òî 1 = 2u + kv. Íî òîãäà θ = bvθ2u è θ(q−1)/2 = 1.
Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî k ÷åòíî è ìû ìîæåì ïîëîæèòü√
b = θk/2. �

Âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ b � ñëåäóþùèé.
Âûáèðàåì ñëó÷àéíî ýëåìåíò b ∈ F∗q . Âû÷èñëÿåì b(q−1)/2 ìåòî-

äîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò. Åñëè b(q−1)/2 6= 1,
òî ýëåìåíò b óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Åñëè æå b(q−1)/2 = 1, òî
ìû âûáèðàåì äðóãîé b ∈ F∗q è ïîâòîðÿåì ïîïûòêó. Âåðîÿòíîñòü
íåóäà÷è íà êàæäîì øàãå ðàâíà 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî çà l øàãîâ ìû íå íàéäåì íóæíîãî íàì ýëåìåíòà ðàâíà
1/2l. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòîãî q äëÿ íàõîæäåíèÿ b
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëîì ßêîáè è çàêîíîì âçàèìíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì b ∈ Fq, íå ÿâëÿþùèéñÿ êâàäðàòîì.
Äàëåå çàïèøåì q−1 = 2km, ãäå m íå÷åòíî, à k ≥ 1. Âû÷èñëÿåì
v := bm è w := a(m+1)/2.

Óòâåðæäåíèå 2.3.18 Ýëåìåíò v ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì

êîðíåì ñòåïåíè 2k èç åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, v2k

= bm2k

= bq−1 = 1. Äàëåå

ïðåäïîëîæèì, ÷òî v2l

= 1 äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ l < k. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî b2
lm = 1. Ïóñòü θ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò öèêëè÷åñêîé
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ãðóïïû F∗q . Òîãäà b = θr äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ Z. Îòñþäà θ2lrm = 1

è ïîýòîìó 2lrm äåëèòñÿ íà q−1 = 2km. Ñëåäîâàòåëüíî, r ÷åòíî
è b = (θr/2)2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ íàøèì âûáîðîì b. �

Óòâåðæäåíèå 2.3.19 Ýëåìåíò w2/a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñòåïå-

íè 2k−1 èç åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, (w2/a)2k−1

= a2k−1m =

(x2)2k−1m = xq−1 = 1. �

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàïèñàòü a = vsw2, ãäå s ÷åòíî.
Òîãäà êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = a çàïèøóòñÿ â âèäå x = ±vhw,
ãäå 0 ≤ h < 2k. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îäèí êîðåíü,
òî çàìåíÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî, h íà h− 2k−1 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî 0 ≤ h < 2k−1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü h, çàïèøåì åãî
â äâîè÷íîé çàïèñè h = h0 + 2h1 + · · · 2k−2hk−2, hi = 0 èëè 1 è
áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü hi.

Ñíà÷àëà âîçâîäèì w2/a â ñòåïåíü 2k−2. Ïî äîêàçàííîìó âû-

øå (w2/a)2k−2

= ±1. Ïîëàãàåì h0 = 0 åñëè (w2/a)2k−2

= 1 è

h0 = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà ((vh0w)2/a)2k−2

= 1.
Äàëåå âîçâîäèì (vh0w)2/a â ñòåïåíü 2k−3. Ñîãëàñíî ñêà-

çàííîìó âûøå, ((vh0w)2/a)2k−3

= ±1. Ïîëàãàåì h1 = 0 åñëè

((vh0w)2/a)2k−3

= 1 è h1 = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñíîâà èìååì

((vh0+2h1w)2/a)2k−3

= 1.
Ïðîäîëæàåì ïðîöåññ. Íà íåêîòîðîì øàãå ìû íàéäåì

h0, . . . , hi−1. è (vh0+2h1+···+2i−1hi−1w)2/a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñòåïå-
íè 2k−i−1 èç åäèíèöû. Âîçâîäèì ýòîò êîðåíü â ñòåïåíü 2k−i−2.
Êàê è âûøå ïîëó÷èì ±1 è ïîëîæèì hi = 0 èëè 1. Íåïîñðåä-
ñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî(

(vh0+2h1+···+2i−1hi−1+2ihiw)2

a

)2k−i−2

= 1.

Íà ïîñëåäíåì øàãå ìû íàéäåì hk−1 è ïîëó÷èì

(vh0+2h1+···+2k−2hk−2w)2

a
= 1,
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ò.å. ìû ìîæåì âçÿòü x = vh0+2h1+···+2k−2hk−2w.

Óïðàæíåíèÿ. (1) Âûïèøèòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â
ïîëå èç q ýëåìåíòîâ äëÿ q = 4, 8, 9, 16.

(2) Íàéäèòå âñå ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû â ãðóïïå F∗37.

(3) Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå xn = 1 â ïîëå F25 äëÿ n =
5, 6, 30?

(4) Ïðè êàêèõ q ñóùåñòâóåò êâàäðàòíûé êîðåíü èç −1 â Fq?

(5) Äîêàæèòå, óòâåðæäåíèå îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 2.3.7:
åñëè ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ k ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, òî k
êîíå÷íî.

(6) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå F̄q ñ÷åòíî.

(7) Ïóñòü K/k � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëåé òàêîå, ÷òî ëþáîé
ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ k[x] èìååò êîðåíü â K. Äîêàæèòå, ÷òî K � àëãåáðà-
è÷åñêîå çàìûêàíèå k.

(8) Íàéäèòå âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé 2, 3, 4 è 5 íàä
ïîëåì F3.

(9) Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà Nd íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
fd(x) ñòåïåíè d íàä ïîëåì Fq. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 íàä F4? Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî
f(x) äåëèò xq

m

− x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d äåëèò m. Îòñþäà
ïîëó÷èòå ôîðìóëó xq

m

− x =
∏

d|m
∏

fd
fd(x).

(10) Ïóñòü q = pk ≡ 2 mod 4. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëå Fq äëÿ ëþáîãî
c 6= 0 â òî÷íîñòè îäíî èç óðàâíåíèé y2 = c èëè y2 = −c èìååò
ðåøåíèå. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ãîìîìîðôèçì ãðóïï F∗q → F∗q , a →
a2.

(11) Ïóñòü q = pk ≡ 2 mod 3. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëå Fq äëÿ ëþáîãî
c 6= 0 óðàâíåíèå x3 = c èìååò â òî÷íîñòè îäíî ðåøåíèå. Óêàçàíèå.
Ðàññìîòðèòå ãîìîìîðôèçì F∗q → F∗q , a→ a3.

(12) Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ F̄pd åäèíñòâåííî
ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà è íå çàâèñèò îò d. Óêàçàíèå. Ïóñòü F̄q
� íåêîòîðîå àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå, à F̄′q � àëãåáðàè÷åñêîå çàìû-
êàíèå èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3.12. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîéòå
âëîæåíèÿ Fqk! ↪→ F̄q è çàäàéòå èçîìîðôèçì F̄′q

∼−→ F̄q.

(13) Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íîå ïîäïîëå K  F̄p?

(14) Ðàññìîòðèì êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë Z[i] = {a+ bi | a, b ∈
Z}. Äîêàæèòå, ÷òî èäåàëû (3), (7), (1 + i), (2 + i) ïðîñòû. ×åìó
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èçîìîðôíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôàêòîðêîëüöà? Óêàçàíèå. Èñïîëüçóé-
òå òî, ÷òî Z[i] � åâêëèäîâî êîëüöî (ò.å. êîëüöî, â êîòîðîì âîçìîæíî
äåëåíèå ñ îñòàòêîì)

(15) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Z2k íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïðè k ≥ 3.

2.4. Ïðîâåðêà ÷èñåë íà ïðîñòîòó è ïðî-

áëåìà ôàêòîðèçàöèè

Î÷åíü âàæíîé çàäà÷åé êðèïòîãðàôèè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
ñëó÷àéíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Äëÿ ýòîãî íóæíî èìåòü ýôôåê-
òèâíûå ìåòîäû ïðîâåðêè ÷èñåë íà ïðîñòîòó. Ïîñêîëüêó äàííàÿ
ïðîáëåìà âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè íàøåãî êóðñà, ìû îáñóäèì
ëèøü íåêîòîðûå, íàèáîëåå ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû. Ìàëàÿ òåîðå-
ìà Ôåðìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ìíîãèõ âåðîÿòíîñòíûõ êðèòåðèåâ
òàêèõ ïðîâåðîê.

Ïñåâäîïðîñòûå ÷èñëà

Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, ïðîñòîòà ÷èñëà n âëå÷åò âû-
ïîëíåíèå ñðàâíåíèÿ

an−1 ≡ 1 mod n (2.4.1)

äëÿ âñåõ a ∈ Z òàêèõ, ÷òî ÍÎÄ (n, a) = 1.

Îïðåäåëåíèå 2.4.2 Ïóñòü n è a � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå,
÷òî ÍÎÄ (n, a) = 1. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïðîñòûì ïî
îñíîâàíèþ a, åñëè äëÿ n è a âûïîëíåíî ñðàâíåíèå (2.4.1).

Îòìåòèì, ÷òî èç ïñåâäîïðîñòîòû ÷èñëà íå ñëåäóåò åãî ïðîñòîòà:
íàïðèìåð, n = 21 ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïðîñòûì ïî îñíîâàíèþ a = 13,
íî, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.3 Çàôèêñèðóåì n ∈ N. Ìíîæåñòâî îñíî-

âàíèé, ïî êîòîðûì n ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïðîñòûì, îáðàçóåò ïîä-

ãðóïïó â Pn ⊂ Z∗n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî è îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. �
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Ñëåäñòâèå 2.4.4 Åñëè ÷èñëî n íå ïðîõîäèò òåñò (2.4.1) äëÿ
êàêîãî-òî îñíîâàíèÿ a, òî îíî íå ïðîõîäèò ýòîò òåñò äëÿ,

ïî êðàéíåé ìåðå, ïîëîâèíû îñíîâàíèé a ∈ Z∗n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëàãðàíæà: ïîðÿäîê
ïîäãðóïïû Pn äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû Z∗n. �

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîñòàâíîå ÷èñëî n ïðîé-
äåò òåñò (2.4.1) äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàííîãî a íå ïðåâûøàåò 1/2.
Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä ïðî-
âåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó. Ñíà÷àëà âûáèðàåì ñëó÷àéíîå ÷èñëî a
â èíòåðâàëå 1 < a < n è âû÷èñëÿåì d := ÍÎÄ (n, a) ïî àëãîðèò-
ìó Åâêëèäà. Åñëè d > 1, òî n íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìû âû÷èñëÿåì an−1 mod n è ñðàâíèâàåì ðåçóëüòàò ñ 1.
Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå an−1 ïî ìîäóëþ n ñóùåñòâåííî ïðî-
ùå âû÷èñëåíèÿ ïîëíîãî çíà÷åíèÿ an−1. Åñëè ñðàâíåíèå (2.4.1)
íå âûïîëíåíî, òî n íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Åñëè æå n ïðîõîäèò
òåñò (2.4.1), òî ìû ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó ñ äðóãèì çíà÷åíèåì a.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîñòàâíîå ÷èñëî n ïðîéäåò òåñò (2.4.1) k
ðàç íå ïðåâûøàåò 1/2k (åñëè òîëüêî n íå ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïðî-
ñòûì ïî ëþáîìó îñíîâàíèþ a ∈ Z∗n). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàø
âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä íå ìîæåò îáíàðóæèòü, ÷òî n � ñîñòàâíîå
(çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàííîãî a ìû
èìååì ÍÎÄ (n, a) > 1).

Îïðåäåëåíèå 2.4.5 Åñëè ñðàâíåíèå (2.4.1) âûïîëíåíî äëÿ ëþ-
áîãî a òàêîãî, ÷òî ÍÎÄ (n, a) = 1 è n � íå ïðîñòîå, òî n íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëîì Êàðìàéêëà.

Íàèìåíüøèì ÷èñëîì Êàðìàéêëà ÿâëÿåòñÿ 561 = 3 · 11 · 17.

Ïðîâåðêà ÷èñåë íà ïðîñòîòó ìåòîäîì Ïîêëèíã-
òîíà

Â îòëè÷èå îò èçëîæåííîãî âûøå âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà ñëåäó-
þùèé ìåòîä ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó, ïðåäëîæåííûé Ïî-
êëèíãòîíîì (H. Pocklington) äàåò, ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ
óñëîâèé, äåòåðìèíèðîâàííûé îòâåò.
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Òåîðåìà 2.4.6 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó n − 1 èìååòñÿ ïðîñòîé

äåëèòåëü p1, áîëüøèé
√
n − 1. Ïðåäïîëîæèì, òàêæå ÷òî ñó-

ùåñòâóåò a ∈ Z òàêîå, ÷òî

(i) an−1 ≡ 1 mod n,

(ii) ÍÎÄ (a(n−1)/p1 − 1, n) = 1.

Òîãäà n � ïðîñòîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.
Òîãäà ó íåãî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé äåëèòåëü p ≤

√
n. Òàêèì

îáðàçîì, p − 1 < p1. Ïîýòîìó ÍÎÄ (p1, p − 1) = 1 è òîãäà
p1u + (p − 1)v = 1 äëÿ íåêîòîðûõ u, v ∈ Z. Èç (i) ïîëó÷àåì
an−1 ≡ 1 mod p, à ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà ap−1 ≡ 1 mod p.
Îòñþäà ïî ìîäóëþ p èìååì

a(n−1)/p1 = a(p1u+(p−1)v)(n−1)/p1 = au(n−1)a(p−1)v(n−1)/p1 ≡ 1.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñ óñëîâèþ (ii). �

Îïèñàííûé âûøå êðèòåðèé ïðîñòîòû î÷åíü õîðîøî ðàáîòàåò
äëÿ ÷èñåë n, ó êîòîðûõ n − 1 äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî, áîëü-
øåå

√
n − 1. Áîëåå òîãî, îí äàåò îòâåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 100%

ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû íàøëè ÷èñëî a, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
(ii) (óñëîâèþ (i) îíî òîãäà äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü, èíà÷å n � íå
ïðîñòîå).

Ïðèìåð 2.4.7 Ïóñòü íàì èçâåñòíî, ÷òî p1 = 5003 � ïðîñòîå
÷èñëî. Äîêàæåì, ÷òî ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå n = 10007. Òàê
êàê n − 1 = 2p1 è p1 >

√
n − 1, òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåî-

ðåìó 2.4.6. Âîçüìåì a = 2. ßñíî, ÷òî óñëîâèå (ii) âûïîëíåíî.
Ïðîâåðèì (i). (Çäåñü âñå ñðàâíåíèÿ � ïî ìîäóëþ n):

210006 = 45003 = 4 · 162501 ≡ 64 · 2561250 ≡ 64 · 5494625 ≡
≡ 64 · 5494 · 2924312 ≡ 1371 · 3798156 ≡ 1371 · 471778 ≡

≡ 1371 · 452839 ≡ 1371 · 4528 · 844819 ≡ 3548 · 8448 · 87879 ≡
≡ 2539 · 8787 · 73644 ≡ 4590 · 5632 ≡ 4590 · 6752 ≡ 1

Ñëåäîâàòåëüíî, n � ïðîñòîå.
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Äðóãîé âàæíîé ïðîáëåìîé êðèïòîãðàôèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-
åíèå àëãîðèòìîâ ðàçëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë â ïðîèçâåäåíèå ïðî-
ñòûõ ìíîæèòåëåé. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì îäèí òàêîé
àëãîðèòì.

p−1-ìåòîä Ïîëëàðäà ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë íà ìíî-
æèòåëè

Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n.

Àëãîðèòì 2.4.8 Âî-ïåðâûõ, âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå m, äåëÿ-
ùååñÿ íà ïî÷òè âñå ÷èñëà, ìåíüøèå íåêîòîðîé êîíñòàíòû Const
(íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü m = Const!).

Âî-âòîðûõ, âûáèðàåì öåëîå 2 ≤ q ≤ n − 2 è âû÷èñëÿåì qm

mod n.

Äàëåå, âû÷èñëÿåì d := ÍÎÄ (qm − 1, n) (ïî àëãîðèòìó Åâ-
êëèäà). Ïðè ýòîì ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ëèøü çíà÷åíèå qm

ïî ìîäóëþ n. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî qm 6≡ 1 mod n.

Åñëè d 6= 1, òî ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü àëãîðèòì, ïðèìåíÿÿ
åãî ê d è n/d. Îäíàêî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî d = 1. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû äîëæíû ïîâòîðèòü âñå íàøè âû÷èñëåíèÿ ñ äðóãèìè
çíà÷åíèÿìè m è q.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëåííûì è äàæå âåðîÿòíîñòíûì. Îáñóäèì åãî ñèëüíûå
è ñëàáûå ñòîðîíû.

Ñèëüíîé ñòîðîíîé ìåòîäà, êîíå÷íî ÿâëÿåòñÿ åãî ïðîñòîòà.
Ïóñòü p � íåèçâåñòíûé ïðîñòîé äåëèòåëü n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
â ðàçëîæåíèè p − 1 = pl11 · · · plrr â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èìååì
plii ≤ Const äëÿ âñåõ i. Òîãäà m äåëèòñÿ íà p − 1 è, ñîãëàñíî
ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, qm ≡ 1 mod p (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî q íå
äåëèòñÿ íà p). Íî òîãäà p äåëèò d = ÍÎÄ (qm − 1, n) è ïîýòîìó
d 6= 1.

Âûâîä 1 Ìåòîä õîðîøî ðàáîòàåò, åñëè äëÿ âñåõ ïðîñòûõ äåëè-
òåëåé p ÷èñëà n âñå ïðîñòûå ìíîæèòåëè pi â ðàçëîæåíèè p − 1
ìàëû: åñëè p− 1 íå äåëèòñÿ íà plii , òî p

li
i < Const.
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Êîíå÷íî, ìû ìîæåì óâåëè÷èòü êîíñòàíòó Const, íî ïðè ýòîì
ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòñÿ è îáúåì âû÷èñëåíèé. Òàêèì îáðàçîì,
ìåòîä ïëîõî ðàáîòàåò äëÿ ÷èñåë n ñ ïðîñòûìè äåëèòåëÿìè p òà-
êèìè, ÷òî p−1 äåëèòñÿ íà áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî (èëè áîëüøóþ
ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà).

Ïðèìåð 2.4.9 Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè ÷èñëî n = 2911. Ïî-
ëîæèì Const = 7. Òîãäà ìîæíî âçÿòü m = 420. Âîçüìåì òàêæå
q = 3. Èìååì qm ≡ 2131 mod n, ÍÎÄ (qm − 1, n) = 71. Ïîëó÷à-
åì ðàçëîæåíèå n = 71 · 41. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî âûáîð êîíñòàíòû
Const áûë îïðàâäàí: p− 1 = 70 = 2 · 5 · 7 è 2, 5, 7 ≤ Const = 7.

Ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Ïîëëàðäîì1) è íîñèò òàêæå íàçâàíèå p−
1-ìåòîäà.

Óïðàæíåíèÿ. (1) Äîêàæèòå, ÷òî 561 = 3 · 11 · 17 � ÷èñëî Êàð-
ìàéêëà.

(2) Ìåòîäîì Ïîêëèíòîíà äîêàæèòå, ÷òî n = 907 � ïðîñòîå ÷èñëî.
Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå òî, ÷òî n− 1 èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü 151.

(3) Ìåòîäîì Ïîëëàðäà ðàçëîæèòå n = 8897 íà ìíîæèòåëè. Óêà-
çàíèå. Íà ïåðâîì øàãå âîçüìèòå Const = 3, q = 2, íà âòîðîì �
Const = 7, m = 420, q = 3.

2.5. Àâòîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà. Ñîâåð-

øåííûå ïîëÿ

Ëåììà 2.5.1 Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè char k = p > 0.
Òîãäà îòîáðàæåíèå

F : k −→ k, F (α) = αp

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì k íà íåêîòîðîå ïîäïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé

(β + γ)p = βp + γp, (βγ)p = βpγp.

1)Pollard J. M. Theorems of factorization and primality testing, Proc.
Cambridge Phil. Soc. 76 (1974) 521�528
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(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3.3) ñëåäóåò, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ãîìî-
ìîðôèçìîì êîëåö, íî òàê êàê k � ïîëå, òî KerF = {0}. �

Çàìå÷àíèå 2.5.2 Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå F
íåîáÿçàòåëüíî ñþðúåêòèâíî.

Îïðåäåëåííîå âûøå îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-

íèåì Ôðîáåíèóñà. Íåïîäâèæíûìè ýëåìåíòàìè F ÿâëÿþòñÿ êîð-
íè óðàâíåíèÿ xp = x, à ýòî � â òî÷íîñòè ýëåìåíòû ïðîñòîãî
ïîäïîëÿ Fp ⊂ k.

Ñëåäñòâèå 2.5.3 Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè char k =
p > 0 è ïóñòü e ∈ N. Òîãäà ìíîæåñòâî

kp
e

:= {αp
e

| α ∈ k}

ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â k (èçîìîðôíûì k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, òàê êàê kpe = F e(k). �

Îïðåäåëåíèå 2.5.4 Ïîëå k íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì åñëè
char k = 0 èëè char k = p > 0 è kp = k (ò.å. åñëè îòîáðàæå-
íèå Ôðîáåíèóñà ñþðúåêòèâíî).

Â ñîâåðøåííîì ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 îòîáðàæåíèå
Ôðîáåíèóñà ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Ïîëå k õàðàêòåðèñòè-
êè p > 0 ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî âìåñòå ñ êàæäûì ñâîèì ýëåìåíòîì α ñîäåðæèò è êîðåíü
p-é ñòåïåíè p

√
α èç íåãî. Ïî ëåììå 2.5.1 ýòîò êîðåíü äîëæåí

áûòü åäèíñòâåííûì (ò.å. îí � êðàòíûé). Òàêèì îáðàçîì, â ñî-
âåðøåííîì ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p óðàâíåíèå xp − α = 0 èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå
ñîâåðøåííî.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.5 Ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå ñîâåðøåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå F : Fq → Fq êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ äîëæíî áûòü ñþðúåêòèâíûì. �

37



Ïðèìåð 2.5.6 Ïóñòü k � ëþáîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0
è ïóñòü K = k(t) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé íàä k. Òàê êàê
óðàâíåíèå xp−t = 0 íå èìååò êîðíåé â K, òî ïîëå K íå ÿâëÿåòñÿ
ñîâåðøåííûì.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.7 Ïóñòü k � ñîâåðøåííîå ïîëå è ïóñòü K
� åãî àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà ïîëå K òàêæå ñîâåð-

øåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåíèå K/k
êîíå÷íî. ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî char k = p > 0. Òàê
êàê kp = k, òî ìû èìååì âêëþ÷åíèÿ k ⊂ Kp ⊂ K. Ðàññìîòðèì
K è Kp êàê âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä k. Ïóñòü ϑ1, . . . , ϑn
� áàçèñ K. Òîãäà ýëåìåíòû ϑp1, . . . , ϑ

p
n � ëèíåéíî íåçàâèñèìû â

Kp íàä k. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∑
i λiϑ

p
i = 0 äëÿ

λi ∈ k. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ βi ∈ k èìååì βpi = λi. Îòñþäà

0 =
∑
i

βpi ϑ
p
i =

(∑
i

βiϑi

)p
,

∑
i

βiϑi = 0.

÷òî äàåò íàì βi = 0 è λi = 0 äëÿ âñåõ i. Ïîýòîìó dimKp ≥ dimK
è, ñëåäîâàòåëüíî, Kp = K.

Ïóñòü òåïåðü ðàñøèðåíèå K/k íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå xp−ϑ = 0 íå èìååò ðåøåíèé äëÿ íåêî-
òîðîãî ϑ ∈ K. Ðàñøèðåíèå K(ϑ)/k êîíå÷íî è ïî äîêàçàííîìó
âûøå p

√
ϑ ∈ K(ϑ). Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñåïàðàáåëüíûå ðàñøèðåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.5.8 Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ k[x] íà-
çûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì íàä k, åñëè f ′(x) 6= 0. Ëþáîé ìíîãî-
÷ëåí f(x) ∈ k[x] íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè òàêîâûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ âñå åãî íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè. Ïóñòü K/k � ðàñøè-
ðåíèå ïîëåé. Àëãåáðàè÷åñêèé ýëåìåíò θ ∈ K íàçûâàåòñÿ ñåïàðà-
áåëüíûì íàä k, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî-
÷ëåí µk

θ(x). Ðàñøèðåíèå ïîëåé K/k íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì,
åñëè îíî àëãåáðàè÷íî è âñå ýëåìåíòû θ ∈ K ñåïàðàáåëüíû íàä
k.
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Ñåïàðàáåëüíûå ðàñøèðåíèÿ èíòåðåñíû, ïîñêîëüêó îíè îáëà-
äàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

Ïðåäëîæåíèå 2.5.9 Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ k[x] ñå-
ïàðàáåëåí, òî îí íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé â ëþáîì ðàñøèðå-

íèè K ⊃ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû f(x) îáëàäàë êðàòíûìè êîð-
íÿìè â K ⊃ k íåîáõîäèìî, ÷òîáû íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
ÍÎÄ (f(x), f ′(x)) ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è f ′(x) áûë îòëè÷åí îò êîí-
ñòàíòû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÍÎÄ (f(x), f ′(x)) âû÷èñëÿåòñÿ ïðè
ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà è ïîýòîìó ÍÎÄ (f(x), f ′(x)) � ýëå-
ìåíò k[x]. Åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì, òî íè ñ êàêèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìåíüøåé ñòåïåíè: f(x) íå ìîæåò èìåòü íåïîñòîÿííûõ
îáùèõ ìíîæèòåëåé, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî èìåòü ìåñòî ðàâåí-
ñòâî f ′(x) = 0. �

Ñëåäñòâèå 2.5.10 Ïóñòü k ⊂ k′ ⊂ K � ðàñøèðåíèÿ ïîëåé,

ïðè÷åì ðàñøèðåíèå k ⊂ k′ êîíå÷íî. Åñëè ýëåìåíò Θ ∈ K ñåïà-

ðàáåëåí íàä k, òî îí ñåïàðàáåëåí íàä k′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê µk
θ(θ) = 0, òî µk′

θ (x) äåëèò µk
θ(x). �

Ïðåäëîæåíèå 2.5.11 Íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 ëþáîé

ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì. Íàä ïîëåì k õàðàêòåðè-

ñòèêè p > 0 íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ñå-

ïàðàáåëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = g(xp) äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) ∈ k[x] � íåïðèâîäèìûé íåñåïà-
ðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà f ′(x) = 0. Çàïèøåì

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n,

f ′(x) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

a1 = 2a2 = · · · = nan = 0.
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Â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè íóëü îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ai = 0 äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí íå
ìîæåò èìåòü êðàòíûõ êîðíåé. Â ñëó÷àå æå õàðàêòåðèñòèêè p >
0 äëÿ i = 1, . . . , n ìû èìååì

ai = 0 èëè i ≡ 0 mod p.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí f(x) îáëàäàë êðàòíûìè êîð-
íÿìè, âñå åãî ñëàãàåìûå äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íóëü, çà èñêëþ-
÷åíèåì òåõ ñëàãàåìûõ, äëÿ êîòîðûõ i ≡ 0 mod p, ò. å, f(x)
äîëæåí èìåòü âèä

f(x) = a0 + apx
p + a2px

2p + · · · = g(xp).

�

Ïðèìåð 2.5.12 Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è ïóñòü
α ∈ k. Òîãäà ëþáîé íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü f(x) ñòåïåíè
l > 1 ìíîãî÷ëåíà xp

e − α íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü K ⊃ k � ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ xp

e − α è
ïóñòü β ∈ K � ëþáîé êîðåíü xp

e − α. Òîãäà βpe = α è ïîýòî-

ìó (x − β)p
e

= xp
e − α. Òàêèì îáðàçîì, f(x) = (x − β)p

l

íå
ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5.9.

Îïðåäåëåíèå 2.5.13 Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0
è ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå. Ýëåìåíò θ ∈ K íàçûâàåòñÿ

÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûì íàä k, åñëè θpk ∈ k äëÿ íåêîòîðîãî k.
Ðàñøèðåíèå K/k íàçûâàåòñÿ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûì åñëè âñå
ýëåìåíòû θ ∈ K ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíû íàä k.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.14 Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0
è ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå. Ýëåìåíò θ ∈ K ÿâëÿåòñÿ

îäíîâðåìåííî ñåïàðàáåëüíûì è ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà θ ∈ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, θ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî-
÷ëåíà xp

e − α äëÿ íåêîòîðûõ α ∈ k è e ∈ N. Ïîýòîìó µθ(x)
äåëèò xp

e − α. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 2.5.12 ìíîãî÷ëåí µθ(x) äîë-
æåí áûòü ëèíåéíûì. �
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Òåîðåìà 2.5.15 Ïóñòü K/k � ïðîèçâîëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå

ðàñøèðåíèå è ïóñòü Ks ⊂ K � ïîäìíîæåñòâî âñåõ ñåïàðàáåëü-

íûõ íàä k ýëåìåíòîâ. Òîãäà

(i) Ks � ïîëå;

(ii) ðàñøèðåíèå K/Ks ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîæåì óòâåðæäåíèå òîëüêî â ñëó÷àå, êî-
ãäà ðàñøèðåíèå K/k êîíå÷íî. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ
íóæíû íåêîòîðûå ïðîñòûå äîïîëíèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ.

Øàã 1.

Äëÿ e ∈ N îáîçíà÷èì

kKp
e

:=
{∑

i

αiβ
pe

i | αi ∈ k, βi ∈ K
}
.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî kKpe � ïîëå. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî
kKpe ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â K. Ïóñòü δ ∈ kKpe � íåíóëåâîé
ýëåìåíò, íå ñîäåðæàùèéñÿ â k. Òîãäà åãî ìèíèìàëüíûé ìíî-
ãî÷ëåí � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí µ(x) ñòåïåíè > 1. Â ÷àñò-
íîñòè, µ(x) âçàèìíî ïðîñò ñ x. Ïî òåîðåìå î íàèáîëüøåì îá-
ùåì äåëèòåëå 1 = µ(x)u(x) +xv(x) äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ
u(x), v(x) ∈ k[x]. Îòñþäà 1 = µ(δ)u(δ) + δv(δ) = δv(δ) è, òàêèì
îáðàçîì, δ−1 = v(δ) ∈ kKpe . Ñëåäîâàòåëüíî, kKpe � ïîëå.

Øàã 2.

Ñîãëàñíî øàãó 1 ñóùåñòâóåò öåïî÷êà âëîæåííûõ ïîëåé

kK = K ⊃ kKp ⊃ kKp
2

⊃ · · · ⊃ kKp
l

⊃ · · · .

Ðàññìàòðèâàÿ ýòè ïîëÿ êàê âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä k, ìû
âèäèì, ÷òî öåïî÷êà ñòàáèëèçèðóåòñÿ: ñóùåñòâóåò e ∈ N òàêîå,

÷òî kKpe = kKpl äëÿ âñåõ l ≥ e. Ïîëîæèì

L :=

∞⋂
l=0

kKp
l

=

e⋂
l=0

kKp
l

= kKp
e

.

ßñíî, ÷òî L � ïîëå. Ìû ïîêàæåì, ÷òî Ks = L.
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Øàã 3.

Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò δ ∈ K. Òîãäà δpe ∈ Kpe ⊂ kKpe = L.
Ïîýòîìó K/L � ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî δ ñåïàðàáåëåí íàä k. Ïî ñëåäñòâèþ 2.5.10 îí ñåïàðà-
áåëåí íàä L, à ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5.14 δ ñîäåðæèòñÿ â L. Òàêèì
îáðàçîì, L ñîäåðæèò âñå ñåïàðàáåëüíûå íàä k ýëåìåíòîâ, ò.å.
L ⊃ Ks. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû L ñåïàðàáåëüíû,
ò.å. L ⊂ Ks.

Øàã 4.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî kLp = L. Äåéñòâèòåëüíî, âêëþ÷åíèå
kLp ⊂ L î÷åâèäíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü δ ∈ L. Òîãäà
δ ∈ kKpe è ïîýòîìó δ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

δ =
∑
i

αiβ
pe+1

i =
∑
i

αi(β
pe

i )p, αi ∈ k, βi ∈ K.

Çäåñü βp
e

i ∈ kKp
e

= L. Ñëåäîâàòåëüíî, δ ∈ kLp.

Øàã 5.

Äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä k ýëåìåíòîâ ω1, . . . , ωr ∈
L ýëåìåíòû ωp1 , . . . , ω

p
r òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä k. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ìû äîïîëíèì ω1, . . . , ωr äî áàçèñà ω1, . . . , ωn ïðî-
ñòðàíñòâà L íàä k. Ëþáîé ýëåìåíò β ∈ L = kLp ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå β =

∑
αiβ

p
i , ãäå αi ∈ k, βi ∈ L. Äàëåå βi =

∑
j γi,jωj , ãäå

γi,j ∈ k. Îòñþäà ïîëó÷àåì

β =
∑
i

αi

(∑
j

γi,jωj

)p
=
∑
i

αi
∑
j

γpi,jω
p
j =

∑
j

(∑
i

αiγ
p
i,j

)
ωpj

Ñëåäîâàòåëüíî, ωp1 , . . . , ω
p
n � òàêæå áàçèñ L íàä k.

Øàã 6.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò θ ∈ L íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì
íàä k. Òîãäà µk

θ(x) = g(xp) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(y).
Ïóñòü d := deg g(y). Òîãäà degµk

θ(x) = pd > d è ýëåìåíòû
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1, θ, θ2, . . . , θd−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä k. Ñîãëàñíî ïðåäûäó-
ùåìó øàãó ýëåìåíòû 1, θp, θ2p, . . . , θ(d−1)p òàêæå ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû íàä k. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî µk

θ(θ) = 0. Ïðîòè-
âîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî L ⊂ Ks è çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû. �

Îïðåäåëåíèå 2.5.16 Ïîëå Ks, ïîñòðîåííîå â òåîðåìå 2.5.15
íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì çàìûêàíèåì ïîëÿ k â K.

Óïðàæíåíèÿ. (1) Ïóñòü q = pk è d ∈ N. Òîãäà Fq ⊂ Fqd .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gal(Fqd/Fq) ãðóïïó âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ Fqd ,

îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíûìè ýëåìåíòû Fq. Äîêàæèòå, ÷òî F k ∈
Gal(Fqd/Fq) è (F k)d = 1. Äîêàæèòå, ÷òî Gal(Fqd/Fq) � öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà ïîðÿäêà d, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì F k. Óêàçàíèå. Èñïîëü-
çóéòå òî, ÷òî ãðóïïà F∗qd � öèêëè÷åñêàÿ.

(2) Ïóñòü K/k � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Äîêàæèòå, ÷òî
âñå ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûå ýëåìåíòû K/k îáðàçóþò ïîäïîëå. Îáðà-
çóþò ëè ïîäïîëå âñå íåñåïàðàáåëüíûå ýëåìåíòû?

(3) Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è ïóñòü
ϑ ∈ K àëãåáðàè÷åñêèé íàä k ýëåìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò ϑpe

ñåïàðàáåëåí íàä k äëÿ íåêîòîðîãî e.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ K/k íå
ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ K, îñòàâëÿþùèõ
íåïîäâèæíûìè âñå ýëåìåíòû èç k (ñð. óïðàæíåíèå (5), ñòð. 21).
(5) Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p è ïóñòü f ∈ k[x] � íåïðèâîäèìûé
ìíîãî÷ëåí. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîðíè f èìåþò îäíó è òó æå êðàòíîñòü
pe äëÿ íåêîòîðîãî e.

(6) Åñëè K � êîíå÷íîå ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k, òî
ñòåïåíü K/k ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà p. Äîêàæèòå.

(7) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a ∈ k, a /∈ kp, òî ìíîãî÷ëåí xp
e

− a íåïðèâî-
äèì â k[x] (char k = p).

(8) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå k õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ñîâåðøåííî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ìíîãî÷ëåí íàä k ñåïàðàáåëåí.
(9) Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ϑ ñåïàðàáåëåí íàä k;
(ii) k(ϑ) = k(ϑp);

(iii) k(ϑ) � ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k.
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2.6. Òðàíñöåíäåíòíûå ðàñøèðåíèÿ ïî-

ëåé

Áàçèñû òðàíñöåíäåíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.6.1 Ïóñòü K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ k. Ïîäìíî-
æåñòâî M ⊂ K íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûì íàä k,
åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xm) ∈ k[x1, . . . , xm] èç ñî-
îòíîøåíèÿ

f(α1, . . . , αm) = 0, αi ∈M, αi 6= αj

ñëåäóåò, ÷òî f(x1, . . . , xm) = 0. Ïîäìíîæåñòâî M ⊂ K íàçûâà-
åòñÿ áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíîñòè, åñëè

(i) M àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìî è

(ii) ëþáîå àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî M ′ ⊂ K,
ñîäåðæàùåå M , ñîâïàäàåò ñ M .

Çàìå÷àíèå 2.6.2 Àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî
M ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíîñòè K íàä k òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïîëå K àëãåáðàè÷íî íàä k(M).

Ïðèìåð 2.6.3 Ìíîæåñòâî èç îäíîãî ýëåìåíòà α àëãåáðàè÷å-
ñêè íåçàâèñèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α òðàíñöåíäåíòåí
(íåàëãåáðàè÷åí) íàä k.

Ïðèìåð 2.6.4 Ïóñòü K = k(x1, . . . , xn) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ
äðîáåé îò n ïåðåìåííûõ. Òîãäà ýëåìåíòû x1, . . . , xn àëãåáðàè-
÷åñêè íåçàâèñèìû íàä k è îáðàçóþò áàçèñ. Âåðíî è îáðàòíîå:
åñëè K = k(ϑ1, . . . , ϑn), ãäå ýëåìåíòû ϑ1, . . . , ϑn îáðàçóþò áà-
çèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè, òî K èçîìîðôíî ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ
äðîáåé îò n ïåðåìåííûõ. Òàêèå ðàñøèðåíèÿ íàçûâàþòñÿ ÷èñòî
òðàíñöåíäåíòíûìè.

Îïðåäåëåíèå 2.6.5 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåíèå K/k êî-
íå÷íî ïîðîæäåíî. Åñëè M � àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîå ïîä-
ìíîæåñòâî â K è åñëè ìîùíîñòü M ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé ñðåäè
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ìîùíîñòåé âñåõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ, òî ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó
ìîùíîñòü ñòåïåíüþ òðàíñöåíäåíòíîñòè ðàñøèðåíèÿ K íàä k
è îáîçíà÷àòü degtrkK èëè ïðîñòî degtrK, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò
ê ïóòàíèöå.

Ëåììà 2.6.6 Ïóñòü K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ k. Åñëè ìíîæåñòâî

M ïîðîæäàåò K íàä k (ò. å. K = k(M)) è S � ïîäìíîæåñòâî

â M , àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîå íàä k, òî ñóùåñòâóåò áàçèñ

òðàíñöåíäåíòíîñòè E ïîëÿ K íàä k òàêîé, ÷òî S ⊂ E ⊂M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ìíî-
æåñòâî M êîíå÷íî. Ïóñòü M = {α1, . . . , αn}. Ïîñëå ïîäõîäÿùåé
ïåðåíóìåðàöèè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî S = {α1, . . . , αr}, ãäå
ýëåìåíòû α1, . . . , αr àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû, à êàæäàÿ ñè-
ñòåìà α1, . . . , αr, αj äëÿ j = r + 1, . . . , n àëãåáðàè÷åñêè çàâèñè-
ìà. Òîãäà ýëåìåíòû αr+1, . . . , αn àëãåáðàè÷íû íàä k(α1, . . . , αr),
à ïîýòîìó àëãåáðàè÷íî è ðàñøèðåíèå K/k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
α1, . . . , αr � áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè. �

Ñëåäñòâèå 2.6.7 Åñëè ïîëå K êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä k, òî â
K ñóùåñòâóåò áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè èç êîíå÷íîãî ÷èñëà

ýëåìåíòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèÿ ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè è àëãåáðà-
è÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè î÷åíü ïîõîæè íà ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè
è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè â ëèíåéíîé àëãåáðå. Îäíàêî ñëåäóåò
ñêàçàòü, ÷òî ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé àíàëîãèåé ñëåäóåò î÷åíü îñòî-
ðîæíî. Íàïðèìåð, ðàçëè÷íûå áàçèñû òðàíñöåíäåíòíîñòè â îä-
íîì ðàñøèðåíèè íå ìîãóò áûòü àëãåáðàè÷åñêè âûðàæåíû äðóã
÷åðåç äðóãà.

Òåîðåìà 2.6.8 Ïóñòü K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ k. Ëþáûå äâà áàçè-
ñà òðàíñöåíäåíòíîñòè K íàä k èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå òîëüêî â ñëó-
÷àå, êîãäà K êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä k. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí êîíå÷íûé áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè, ñêàæåì
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α1, . . . , αn. Ïî ëåììå 2.6.9 (íèæå) ëþáîé äðóãîé áàçèñ òðàíñöåí-
äåíòíîñòè òàêæå äîëæåí ñîäåðæàòü n ýëåìåíòîâ. Ýòî äîêàçû-
âàåò òåîðåìó. �

Ëåììà 2.6.9 (îá àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè) Ïóñòü K
� ðàñøèðåíèå ïîëÿ k è ïóñòü α1, . . . , αn � áàçèñ òðàíñöåíäåíò-
íîñòè äëÿ K/k. Åñëè β1, . . . , βm � ýëåìåíòû èç K, àëãåáðàè÷å-
ñêè íåçàâèñèìûå íàä k, òî m ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî α1, . . . , αn � áàçèñ
òðàíñöåíäåíòíîñòè èç ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn+1) ñ
êîýôôèöèåíòàìè â k, òàêîé, ÷òî f(α1, . . . , αn, β1) = 0. Êðî-
ìå òîãî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ xn+1 âñòðå÷àåòñÿ â f è íåêîòîðîå
xi, 1 ≤ i ≤ n, ñêàæåì x1, òàêæå âñòðå÷àåòñÿ â f . Òîãäà ýëå-
ìåíò α1 àëãåáðàè÷åí íàä k(β1, α2, . . . , αn), à, ñëåäîâàòåëüíî, íàä
k(β1, α2, . . . , αn) àëãåáðàè÷åí è ëþáîé ýëåìåíò èç K. Ïî ëåì-
ìå 2.6.6 ìîæíî âûáðàòü áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé
ýëåìåíòû β1, α2, . . . , αn, à ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ýòîò áàçèñ
ñîâïàäàåò ñ β1, α2, . . . , αn. Çàìåíÿÿ α1 íà β1, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî β1 = α1.

Äàëåå ïî èíäóêöèè ìû ñâåäåì óòâåðæäåíèå ê ñëó÷àþ β1 =
α1, . . . , βn = αn. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü β1 = α1, . . . , βr = αr
äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ r ≤ n. Êàê è âûøå, ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé
ìíîãî÷ëåí g(x1, . . . , xn+1) ñ êîýôôèöèåíòàìè â k, äëÿ êîòîðîãî
g(βr+1, α1, . . . , αn) = 0, ïðè÷åì βr+1 äåéñòâèòåëüíî âñòðå÷àåòñÿ
â g. Òàê êàê âñå βi àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä k, òî íåêîòî-
ðûé ýëåìåíò αj (j = r + 1, . . . , n) òàêæå âñòðå÷àåòñÿ â g. Ïîñëå
ïåðåíóìåðàöèè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî j = r + 1. Òîãäà αr+1

àëãåáðàè÷åí íàä

k(βr+1, α1, . . . , α̂r+1, . . . , αn).

Ñëåäîâàòåëüíî, íàä ýòèì ïîëåì àëãåáðàè÷åí è ëþáîé ýëåìåíò
èç K. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ βr+1, α1, . . . , α̂r+1, . . . , αn � áà-
çèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè. Çàìåíÿÿ αr+1 íà βr+1, ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî βr+1 = αr+1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
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β1 = α1, . . . , βn = αn. Åñëè m > n, òî ýëåìåíò βn+1 äîë-
æåí áûòü àëãåáðàè÷åñêèì íàä k(α1, . . . , αn) = k(β1, . . . , βn), ÷òî
íåâîçìîæíî. �

Ìû, òàêèì îáðàçîì, äîêàçàëè ñëåäóþùåå: ëèáî ñòåïåíü
òðàíñöåíäåíòíîñòè êîíå÷íà è ðàâíà ìîùíîñòè ëþáîãî äðóãîãî
áàçèñà òðàíñöåíäåíòíîñòè, ëèáî îíà áåñêîíå÷íà, è òîãäà âñÿêèé
áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè áåñêîíå÷åí.

Óïðàæíåíèÿ. (1) Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïî-
ëÿ k êîíå÷íî ïîðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k êîíå÷íî. Óêà-
çàíèå. Åñëè char k = 0, òî k∗ ⊃ Q∗. Åñëè æå char k = p > 0, òî èëè
k ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì íåêîòîðîãî ïîëÿ
k0 èëè äëÿ ëþáîãî r ïîëå k ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîëå èç pl > r
ýëåìåíòîâ.

(2) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R èìååò áåñêîíå÷íóþ
ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä Q.
(3) Ïóñòü K = k(t)/k � ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå ñòåïåíè
òðàíñöåíäåíòíîñòè 1. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
k(t)→ k(t), çàäàííîå ôîðìóëîé t 7−→ (at+ b)/(ct+d), a, b, c, d ∈
k, ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ad− bc 6= 0.

(4) Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé òàêîå, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò K
òðàíñöåíäåíòåí íàä k. Âåðíî ëè, ÷òî ðàñøèðåíèå ÷èñòî òðàíñöåí-
äåíòíî?

(5) Ïóñòü K/k � êîíå÷íî ïîðîæäåííîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîäïîëå L êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä k.
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Ãëàâà 3.

Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Öåëü ýòîé ãëàâû � äàòü î÷åíü êðàòêîå âåäåíèå â àëãåáðàè÷å-
ñêóþ ãåîìåòðèþ. Ìû îïðåäåëèì îñíîâíûå îáúåêòû èçó÷åíèÿ �
àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå ðàññìîòðèì íåêîòîðûå
âàæíûå, ñâÿçàííûå ñ íèìè ïîíÿòèÿ, òàêèå, êàê ðàçìåðíîñòü,
íåîñîáîñòü, ðåãóëÿðíûå è ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî íàøå èçëîæåíèå ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ óïðîùåííûì: íåêî-
òîðûå äîêàçàòåëüñòâà îïóñêàþòñÿ èëè ïðèâîäÿòñÿ ëèøü â ÷àñò-
íûõ ñëó÷àÿõ. Çà áîëåå ïîäðîáíûìè èçëîæåíèÿìè ââåäåíèÿ â
ïðåäìåò ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê êíèãàì [Øàô88], [Ðèä91].

Âñþäó íà ïðîòÿæåíèè ýòîé ãëàâû, åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ
ïðîòèâíîå, îñíîâíîå ïîëå k ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè.

3.1. Àôôèííûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî-

îáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

Ïóñòü k � ôèêñèðîâàííîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Îïðå-
äåëèì n-ìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàä k, êîòîðîå áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Am, êàê ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ èç n ýëå-
ìåíòîâ ïîëÿ k. Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð P = (a1, . . . , an), ai ∈ k,
áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé P ïðîñòðàíñòâà Am, à åãî êîìïîíåíòû
ai � êîîðäèíàòàìè òî÷êè P .

Ýëåìåíòû êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ k[x1, . . . , xn] áóäåì èíòåð-
ïðåòèðîâàòü êàê ôóíêöèè íà n-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñî çíà÷åíèÿìè â k, ïîëàãàÿ f(P ) = f(a1 . . . , an), ãäå f ∈
k[x1, . . . , xn] è P ∈ An. Èìååò ñìûñë, ñëåäîâàòåëüíî, ãîâîðèòü î
ìíîæåñòâå íóëåé Z(f) = {P ∈ An | f(P ) = 0} ëþáîãî ìíîãî-
÷ëåíà f ∈ k[x1, . . . , xn]. Áîëåå îáùèì îáðàçîì ìîæíî ãîâîðèòü
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î ìíîæåñòâå íóëåé

Z(T ) = {P ∈ An | f(P ) = 0, ∀ f ∈ T}

ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà T ìíîãî÷ëåíîâ èç k[x1, . . . , xn].
Åñëè a � èäåàë â k[x1, . . . , xn], ïîðîæäåííûé ïîäìíîæåñòâîì T ,
òî, î÷åâèäíî, Z(T ) = Z(a).

Îïðåäåëåíèå 3.1.1 Ïîäìíîæåñòâî X â An íàçûâàåòñÿ (àô-
ôèííûì) àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
ïîäìíîæåñòâî T ⊂ k[x1, . . . , xn], ÷òî X = Z(T ). Íåïóñòîå àëãåá-
ðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ òàêæå àôôèííûì àëãåáðàè÷å-

ñêèì ìíîãîîáðàçèåì èëè ïðîñòî àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî T ⊂ k[x1, . . . , xn] îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî Z(T ). Îäíàêî, T íå ìîæåò
áûòü îäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåíî ïî Z(T ). Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëå-
íû f è fk îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå ïîäìíîæåñòâî: Z(f) =
Z(fk).

Îïðåäåëåíèå 3.1.2 Äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà
X ⊂ Am îïðåäåëèì åãî èäåàë I(X) â k[x1, . . . , xn], ïîëàãàÿ

I(X) = {f ∈ k[x1, . . . , xn] | f(P ) = 0, ∀P ∈ X}. (3.1.3)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X ⊂ Am ÿâ-
ëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ çàäàííîé ìíîãî÷ëåíîì f , åñëè f ïî-
ðîæäàåò èäåàë I(X), ò.å. I(X) = (f).

Ïðåäëîæåíèå 3.1.4 Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà àëãåáðàè-

÷åñêèõ ìíîæåñòâ òàêæå áóäåò àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.

Îáúåäèíåíèå äâóõ (è ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà) àëãåáðàè÷åñêèõ
ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Ïóñòîå

ìíîæåñòâî è âñå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè

ìíîæåñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Xα = Z(Tα) � ïðîèçâîëüíîå ñåìåé-
ñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, òîãäà ∩Xα = Z(∪Tα). Åñëè
X1 = Z(T1) è X2 = Z(T2), òî X1 ∪ X2 = Z(T1T2), ãäå T1T2
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îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ
èç T1 íà ýëåìåíòû èç T2. Íàêîíåö, ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå ∅ = Z(1), à âñå ïðîñòðàíñòâî � â âèäå An = Z(0).
�

Òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî

Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ
íåïóñòîå ìíîæåñòâî X, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ñèñòåìà ïîäìíî-
æåñòâ T òàêèõ, ÷òî

(i) ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñå ïðîñòðàíñòâî X ñîäåðæàòñÿ â T ;

(ii) ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ (à, çíà÷èò, è ëþáîãî êîíå÷íîãî
÷èñëà) ìíîæåñòâ èç T ïðèíàäëåæèò T ;

(iii) îáúåäèíåíèå ëþáîãî (íåîáÿçàòåëüíî êîíå÷íîãî) ÷èñëà
ìíîæåñòâ èç T ïðèíàäëåæèò T .

Ïîäìíîæåñòâà èç T íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè. Äîïîëíåíèÿ ê
îòêðûòûì ìíîæåñòâàì íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè ïîäìíîæå-
ñòâàìè. Íà ñàìîì äåëå, ïðàâèëüíåå ãîâîðèòü, ÷òî òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïàðà (X,T ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèÿì âûøå, ïîñêîëüêó íà äàííîì ìíîæåñòâå X ìîæíî çàäàòü
ðàçëè÷íûå ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ T . Åñëè Y ⊂ X � íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî, òî Y òàêæå èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó òî-
ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà: ïîëîæèì TY := {U ∩ Y | U ∈ T }.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâûì

(èëè îòäåëèìûì), åñëè îíî äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùåé àêñèîìå îòäåëèìîñòè:

(iv) äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê P, Q ∈ X ñóùåñòâóþò îò-
êðûòûå ìíîæåñòâà UP , UQ òàêèå, ÷òî P ∈ UP , Q ∈ UQ è
UP ∩ UQ = ∅.

Ïðèìåð 3.1.5 ÏóñòüX = Rn � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îïðå-
äåëèì ñèñòåìó îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: U ∈ T
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âìåñòå ñ êàæäîé òî÷êîé P ∈ U ìíî-
æåñòâî U ñîäåðæèò è äîñòàòî÷íî ìàëûé øàð ØP,ε ñ öåíòðîì â
P . Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ òîïîëîãèÿ õàóñäîðôîâà, îíà ÷àñòî íà-
çûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèåé.
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Îïðåäåëåíèå 3.1.6 Çàäàäèì íà An òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî,
âûáðàâ â êà÷åñòâå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ àëãåáðàè÷åñêèå ïîä-
ìíîæåñòâà, à â êà÷åñòâå îòêðûòûõ � äîïîëíåíèÿ ê çàìêíóòûì.
Ýòî äåéñòâèòåëüíî òîïîëîãèÿ, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.1.4.

Çàäàíèå òîïîëîãèè íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîçâî-
ëÿåò îïðåäåëèòü è íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè: ãî-
âîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî, åñëè ïðîîáðàç
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò. Â ñëó÷àå k = C íà ïðîñòðàíñòâå
An èìååòñÿ òàêæå êëàññè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ, êîòîðàÿ ñèëüíåå òî-
ïîëîãèè Çàðèññêîãî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòêðûòîå â òîïîëîãèè
Çàðèññêîãî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òàêæå îòêðûòûì è â êëàññè÷å-
ñêîé òîïîëîãèè.

Òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî íåõàóñäîðôîâà: ëþáûå äâà îòêðûòûå
ïîäìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ (äîêàæèòå!). Ïîýòîìó íåêîòîðûå
òðàäèöèîííûå ïîíÿòèÿ òåðÿþò â íåé ñìûñë. Íàïðèìåð, ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Ïðèìåð 3.1.7 Âûÿñíèì, êàê óñòðîåíû àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæå-
ñòâà íà àôôèííîé ïðÿìîé A1. Êàæäûé èäåàë â êîëüöå k[x] ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàâíûì, ïîýòîìó êàæäîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî �
ýòî ìíîæåñòâî íóëåé îäíîãî ìíîãî÷ëåíà. Òàê êàê ïîëå k àëãåá-
ðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî âñÿêèé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ìîæåò áûòü
çàïèñàí â âèäå f(x) = c(x− a1)k1(x2− a2)k2 · · · (xm− am)km , ãäå
c, a1, . . . , am ∈ k. Â òàêîì ñëó÷àå Z(f) = {a1, . . . , am}. Òàêèì. îá-
ðàçîì, àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà â A1 � ýòî ïóñòîå ìíîæåñòâî,
âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà è âñÿ ïðÿìàÿ.

Íåïðèâîäèìûå àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1.8 Àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
X ⊂ An íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòà-
âèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ X = X1 ∪X2 äâóõ ñîáñòâåííûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ X1 è X2.

Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ êóðñàõ àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå àâ-
òîìàòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Ïðèìåð 3.1.9 (i) Àôôèííàÿ ïðÿìàÿ A1 íåïðèâîäèìà, ïîòîìó
÷òî åå ñîáñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íû, à
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A1 � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî (ïîñêîëüêó ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòî è, ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íî).

(ii) Ëþáîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå X ⊂ An ñîäåðæèò íåïðè-
âîäèìîå ïîäìíîãîîáðàçèå � òî÷êó.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.10 Àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå X ⊂ Am
íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî èäåàë I(X)
ïðîñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X íåïðèâîäèìî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
fg ∈ I(X), íî f, g /∈ I(X). Òîãäà X = Z(I(X), f) ∪ Z(I(X), g).
Åñëè, íàïðèìåð, X = Z(I(X), f), òî èç îïðåäåëåíèÿ (3.1.3) èìå-
åì f ∈ I(X). Ïðîòèâîðå÷èå.

Îáðàòíî, ïóñòü èäåàë I(X) ïðîñò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X =
X1 ∪ X2, ãäå Xi � àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà è Xi 6= X.
Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû fi ∈ I(Xi) òàêèå, ÷òî fi /∈ I(X). Íî
òîãäà f1f2 ∈ I(X). Èç ïðîñòîòû èäåàëà I(X) ïîëó÷àåì, ÷òî f1

èëè f2 ñîäåðæèòñÿ â I(X). Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 3.1.11 Ãèïåðïîâåðõíîñòü X ⊂ Am, çàäàííàÿ ìíî-

ãî÷ëåíîì f , íåïðèâîäèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî-

÷ëåí f íåïðèâîäèì.

Òåîðåìà 3.1.12 Ðàññìîòðèì äâà ìíîãî÷ëåíà f, g ∈ k[x, y]. Åñ-
ëè f íåïðèâîäèì, à ñèñòåìà óðàâíåíèé

f(x, y) = g(x, y) = 0

èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, òî f äåëèò g.

Â ýòîé òåîðåìå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f çàâèñèò îò y. Ðàñ-
ñìîòðèì f è g êàê ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé k(x). Òîãäà f íåïðèâîäèì êàê ýëåìåíò êîëüöà k(x)[y]. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðàç-
ëîæåíèå f = f1f2, ãäå f1, f2 ∈ k(x)[y]. Ïóñòü a(x) � îáùåå êðàò-
íîå çíàìåíàòåëåé êîýôôèöèåíòîâ f1 è f2. Èìååì a(x)2f(x, y) =
f̄1(x, y)f̄2(x, y), ãäå f̄i(x, y) = a(x)fi(x, y) � ìíîãî÷ëåíû èç k[x, y].
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Òàê êàê k[x, y] � êîëüöî ñ îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì íà ìíîæè-
òåëè, òî èëè f̄1, èëè f̄2 äåëèòñÿ íà f . Ïóñòü, íàïðèìåð, f̄1 = fh,
h ∈ k[x, y]. Òîãäà a(x)2 = h(x, y)f̄2(x, y). Îòñþäà f2 çàâèñèò
òîëüêî îò x, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó âûáîðó f1 è f2.

Òàêèì îáðàçîì, f íåïðèâîäèì êàê ýëåìåíò êîëüöà k(x)[y].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íå äåëèò g. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà f
òàêæå íå äåëèò g â êîëüöå k(x)[y]. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû f è
g âçàèìíî ïðîñòû â k(x)[y]. Ñóùåñòâóþò u, v ∈ k(x)[y] òàêèå,
÷òî fu + gv = 1. Êàê è âûøå óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà îá-
ùåå êðàòíîå b(x) çíàìåíàòåëåé êîýôôèöèåíòîâ u è v. Ïîëó÷èì
f(x, y)ū(x, y)+g(x, y)v̄(x, y) = b(x), ãäå ū = ub, v̄ = vb. Ïóñòü òå-
ïåðü (xn, yn) � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé ñèñòå-
ìû f = g = 0. Òîãäà xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ b(x) = 0, êîòîðîå èìååò ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü xn ïîñòîÿííà: xn = x0. Òåïåðü âèäíî, ÷òî âñå
yn ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ f(x0, y) = 0. Òàê êàê f(x, y)
íå äåëèòñÿ íà x − x0, òî ìíîãî÷ëåí f(x0, y) îòëè÷åí îò íóëÿ è
ïîýòîìó äëÿ åãî êîðíåé yn èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 3.1.13 Ïóñòü p ⊂ k[x, y] � ïðîñòîé èäåàë. Èìååò

ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ:

(i) p = (0);

(ii) p = (f), ãäå f = f(x, y) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí;

(iii) p = (x− a, y − b) äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èäåàë p íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâ-
íûì. Ñóùåñòâóþò íåïðîïîðöèîíàëüíûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî-
÷ëåíû f, g ∈ k[x, y]. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðå-
ìû, ðàññìîòðèì èõ êàê ìíîãî÷ëåíû èç k(x)[y]. Òîãäà f è g ñíî-
âà íåïðèâîäèìû. Ñëåäîâàòåëüíî îíè âçàèìíî ïðîñòû â k(x)[y] è
ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû u, v ∈ k(x)[y] òàêèå, ÷òî fu+gv =
1. Äîìíîæàÿ íà çíàìåíàòåëè ïîëó÷èì fū + gv̄ = w, ãäå ū, v̄ ∈
k[x, y] è w =∈ k̄[x]. Òàêèì îáðàçîì, w = w(x) ∈ p. Ïîñêîëüêó
íàøå ïîëå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî w = c(x−a1) · · · (x−am).
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Èç ïðîñòîòû èäåàëà p ïîëó÷àåì, ÷òî x − a ∈ p äëÿ íåêîòîðîãî
a = ai. Àíàëîãè÷íî, ðàññóæäàÿ â êîëüöå k(y)[x] ïîëó÷èì, ÷òî
y − b ∈ p äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ k. �

Ñëåäñòâèå 3.1.14 Ïóñòü X ⊂ A2 � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå

ìíîãîîáðàçèå îòëè÷íîå îò òî÷êè è âñåé ïëîñêîñòè A2. Òîãäà

X � ãèïåðïîâåðõíîñòü, ò.å. I(X) = (f), ãäå f ∈ k[x, y] � íåïðè-
âîäèìûé ìíîãî÷ëåí.

Òåîðåìà 3.1.15 Ïóñòü X ⊂ A2 � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

X = X1 ∪ · · · ∪Xm (3.1.16)

â îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ, íå ñîäåðæàùèõñÿ

äðóã â äðóãå íåïðèâîäèìûõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòî ðàç-

ëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X ñîñòîèò èç áåñêî-
íå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê è X 6= A2. Ïóñòü h ∈ k[x, y] � ëþáîé íåíó-
ëåâîé ìíîãî÷ëåí, îáðàùàþùèéñÿ â íóëü íà X. Ðàçëîæèì åãî
íà ìíîæèòåëè: h = hk11 · · ·hkss . Òîãäà X = ∪(X ∩ Z(hi)). Ïóñòü
X ∩ Z(hi) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïðè i = 1, . . . , r
è êîíå÷íûì ïðè i = r + 1, . . . , s. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , r ïî
òåîðåìå 3.1.12 èìååì Z(hi) ⊂ X. Òàêèì îáðàçîì,

X =

(
r⋃
i=1

Z(hi)

)
∪

(
s⋃

i=r+1

(X ∩ Z(hi))

)
,

ãäå âòîðîé ÷ëåí � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Ýòî äîêàçûâàåò
ñóùåñòâîâàíèå (3.1.16).

Äàëåå, åñëè ñóùåñòâóåò äâà ðàçëîæåíèÿ

X = X1 ∪ · · · ∪Xm = X ′1 ∪ · · · ∪X ′l ,

òî X ′i ⊂ X1∪· · ·∪Xm. Ïîýòîìó X
′
i = (X1∩X ′i)∪· · ·∪ (Xm∩X ′i),

ãäå Xi ∩X ′i � àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà. Îòñþäà X ′i = Xj ∩X ′i
äëÿ íåêîòîðîãî j è X ′i ⊂ Xj . Àíàëîãè÷íî èìåþòñÿ îáðàòíûå
âêëþ÷åíèÿ X ′i ⊃ Xj . �
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Êîìïîíåíòû Xi ðàçëîæåíèÿ (3.1.16) íàçûâàþòñÿ íåïðèâîäè-
ìûìè êîìïîíåíòàìè ìíîãîîáðàçèÿ X, à ñàìî ýòî ðàçëîæåíèå
íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû.

Óïðàæíåíèÿ. (1) Äîêàæèòå, ÷òî An � íåïðèâîäèìîå ìíîãîîáðà-
çèå.

(2) Ïóñòü X ⊂ An � ãèïåðïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ ìíîãî÷ëåíîì f .
Äîêàæèòå, ÷òî f íå èìååò êðàòíûõ ìíîæèòåëåé.

(3) Ïîêàæèòå íà ïðèìåðàõ, ÷òî ñëåäñòâèå 3.1.14 ïåðåñòàåò áûòü âåð-
íûì â àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè > 2.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî ëþáîå àôôèííîå ìíî-
ãîîáðàçèå êîìïàêòíî (ò.å. èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî
âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå).

(5) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî àôôèí-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ âñþäó ïëîòíî.

3.2. Ðåãóëÿðíûå è ðàöèîíàëüíûå ôóíê-

öèè. Ðàçìåðíîñòü

Îïðåäåëåíèå 3.2.1 Ïóñòü X ⊂ An � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå
è I(X) � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó èäåàë. Ôàêòîðêîëüöî k[X] =
k[x1, . . . , xn]/I(X) áóäåì íàçûâàòü êîëüöîì ðåãóëÿðíûõ ôóíê-

öèé ìíîãîîáðàçèÿ X.

ßñíî, ÷òî k[X] ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àëãåáðîé íàä k.
Ýëåìåíòû k[X] ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àëãåáðàè÷åñêèå (èëè
ðåãóëÿðíûå) ôóíêöèè íà X.

Â ñëó÷àå, êîãäà X � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå,
èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.10 ñëåäóåò, ÷òî êîëüöî k[X] íå èìååò äå-
ëèòåëåé íóëÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åãî ïîëå ÷àñòíûõ, êîòîðîå
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç k(X) è áóäåì íàçûâàòü ïîëåì ðàöèîíàëü-

íûõ ôóíêöèé ìíîãîîáðàçèÿ X. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà f ∈ k(X) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå f = g/h, ãäå
g, h ∈ k[X] è g 6= 0. Ýëåìåíòû k(X) íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíû-

ìè ôóíêöèÿìè íà X. Ôóíêöèÿ f ∈ k(X) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé
â òî÷êå P ∈ X, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå f = g/h òàêîå,
÷òî g(P ) 6= 0. Ìíîæåñòâî

OP,X = {f ∈ k(X) | f ðåãóëÿðíà â P}
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íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì êîëüöîì òî÷êè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð 3.2.2 Ïóñòü X = An. Òîãäà I(X) = (0), k[X] =
k[x1, . . . , xn], à ïîëå k(X) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ äðî-
áåé îò n ïåðåìåííûõ. Äëÿ òî÷êè P ∈ X åå ëîêàëüíîå êîëüöî
OP,X ñîñòîèò èç äðîáåé g(x1, . . . , xn)/h(x1, . . . , xn) òàêèõ, ÷òî
g(P ) 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 3.2.3 Ïóñòü X ⊂ An � íåïðèâîäèìîå àôôèí-
íîå ìíîãîîáðàçèå. Åãî ðàçìåðíîñòüþ dimX íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü
òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íàä k:

dimX := degtrk k(X).

Ãîâîðÿò, ÷òî íåîáÿçàòåëüíî íåïðèâîäèìîå) àôôèííîå ìíîãîîá-
ðàçèå èìååò ÷èñòóþ ðàçìåðíîñòü d, åñëè ðàçìåðíîñòè âñåõ åãî
íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ðàâíû d.

Ïðèìåð 3.2.4 Ïóñòü X = (a1, . . . , an) ∈ An � òî÷êà. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî I(X) = (x1−a1, . . . , xn−an). Ïîýòîìó k[X] = k(X) =
k è dimX = 0. Åñëè æå X = An, òî k(X) = k(x1, . . . , xn) è
ïîýòîìó dimX = n.

Ïðèìåð 3.2.5 Èç ñëåäñòâèÿ 3.1.14 (íèæå) âûòåêàåò, ÷òî
dimA2 = 2, à îäíîìåðíûå íåïðèâîäèìûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â A2

� ïîäìíîæåñòâà, çàäàííûå îäíèì íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì.
Îíè íàçûâàþòñÿ ïëîñêèìè êðèâûìè. Â îáùåì ñëó÷àå êðèâîé

íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ÷èñòîé ðàçìåðíîñòè
1.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.6 Åñëè X ⊂ Y � âëîæåííûå íåïðèâîäèìûå

àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ, òî

dimX ≤ dimY.

Åñëè, êðîìå òîãî, dimX = dimY , òî X = Y .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ⊂ Y ⊂ An. Òàê êàê I(X) ⊃ I(Y ), òî
ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå êîëåö èìåþòñÿ êàíîíè÷åñêèå ñþðú-
åêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ

k[X]
φ←− k[Y ]←− k[x1, . . . , xn].

Êîîðäèíàòû xi ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ îáðàçàìè ïðè ýòèõ
îòîáðàæåíèÿõ, ò.å. ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ïîðîæäàþùèå ýëå-
ìåíòû êîëåö k[x1, . . . , xn], k[X] è k[Y ]. Ïóñòü degtrk(Y ) = d.
Òîãäà ñðåäè êîîðäèíàò x1, . . . , xn ëþáûå d + 1 àëãåáðàè÷å-
ñêè çàâèñèìû êàê ýëåìåíòû k(Y ), ò. å. ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
f(xi1 , . . . , xid+1

) = 0 íà Y . Òåì áîëåå îíî âûïîëíÿåòñÿ íà X. Ýòî
è çíà÷èò, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ k(X) íå áîëüøå
d.

Ïóñòü òåïåðü degtrk(X) = degtr k(Y ) = d. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ñîâïàäåíèÿ X è Y äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ãîìîìîðôèçì
φ èìååò òðèâèàëüíîå ÿäðî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âîçüìåì
ëþáîé ýëåìåíò g ∈ Kerφ, g 6= 0 íà Y . Íåêîòîðûå d èç êîîðäèíàò
x1, . . . , xn íåçàâèñèìû íà X (ò.å. â k[X]). Ïóñòü ýòî x1, . . . , xd.
Òåì áîëåå îíè íåçàâèñèìû íà Y . Òîãäà g àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèì
îò x1, . . . , xd íà Y , ò. å. âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

am(x1, . . . , xd)g
m + · · ·+ a1(x1, . . . , xd)g + a0(x1, . . . , xd) = 0

(3.2.7)
íà Y .

Ìû ìîæåì âûáðàòü ìíîãî÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè íåïðèâîäèìûì,
è òîãäà a0(x1, . . . , xd) 6= 0 íà Y . Òåì áîëåå ñîîòíîøåíèå (3.2.7)
âåðíî íà X. Ïî íàøåìó óñëîâèþ g = 0 íà X. Òîãäà èç (3.2.7)
ñëåäóåò, ÷òî a0(x1, . . . , xd) = 0 íà X, à òàê êàê x1, . . . , xd ïî
óñëîâèþ íåçàâèñèìû íà X, òî a0(x1, . . . , xd) = 0 íà âñåì An. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî a0(x1, . . . , xd) 6= 0 íà Y . Òàêèì îáðàçîì,
åñëè g = 0 íà X, òî g = 0 íà Y , à ýòî è çíà÷èò, ÷òî X = Y .
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ñëåäñòâèå 3.2.8 Ïóñòü X � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãî-

îáðàçèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà

X = Xd ) Xd−1 ) · · · ) X0 6= ∅, (3.2.9)
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ãäå âñå Xi � ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Òîãäà dimX ≥ d.

Ñëåäñòâèå 3.2.10 Ïóñòü X ⊂ An � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå

ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà dimX ≤ n è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëü-
êî åñëè X = An.

Ñëåäñòâèå 3.2.11 Ïóñòü X ⊂ An � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå

ìíîãîîáðàçèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) dimX = n− 1;

(ii) X � ãèïåðïîâåðõíîñòü, ò.å. I(X) = (f) äëÿ íåêîòîðîãî

íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[x1, . . . , xn].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I(X) = (f), ãäå ìíîãî÷ëåí f íåïðèâî-
äèì. Êîëüöî k[X] = k[x1, . . . , xn]/(f) ïîðîæäàåòñÿ êîîðäèíàò-
íûìè ôóíêöèÿìè x1, . . . , xn. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìî-
æåì ñ÷èòàòü, ÷òî f íåòðèâèàëüíî çàâèñèò îò xn. Ìû óòâåðæäà-
åì, ÷òî òîãäà ýëåìåíòû x1, . . . , xn−1 àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû
â k[X]. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(x1, . . . , xn−1) = 0 â
k[X]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí g ñîäåðæèòñÿ â I(X) = (f),
ò.å. g äåëèòñÿ íà f â k[x1, . . . , xn]. Íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó
g íå çàâèñèò îò xn. Òàêèì îáðàçîì, â k[X] èìåþòñÿ n− 1 àëãåá-
ðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ è ïîýòîìó degtrk(X) = n− 1.

Ïóñòü dimX = n − 1. Ðàññìîòðèì ëþáîé íåíóëåâîé ìíî-
ãî÷ëåí h, îáðàùàþùèéñÿ â íóëü íà X. Ðàçëîæèì åãî íà ìíî-
æèòåëè: h = hk11 · · ·hkmm . Òîãäà X ⊂ Z(h) = ∪Z(hi) è X =
∪(X ∩ Z(hi)). Òàê êàê X � íåïðèâîäèìîå ìíîãîîáðàçèå, òî
X = X ∩ Z(hi) äëÿ íåêîòîðîãî i è X ⊂ Z(hi). Íî òîãäà
n − 1 = dimX ≤ dimZ(hi) < dimAn = n. Îòñþäà ïîëó÷àåì
dimX = dimZ(hi) è X = Z(hi). �

Çàìå÷àíèå 3.2.12 Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè X ⊂ An � íåïðè-
âîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè d, òî åãî èäåàë
I(X) íå ìîæåò áûòü ïîðîæäåí ìåíåå ÷åì n − d ýëåìåíòàìè.
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî òîãäà äîëæíà ñó-
ùåñòâîâàòü ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ èç ðîâíî n − d ýëåìåíòîâ.
Îäíàêî ýòî íå âñåãäà òàê (ñì., íàïðèìåð, óïðàæíåíèå (1), ñòð.
59).
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Óïðàæíåíèÿ. (1) Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî X ⊂ A3, çàäàííîå
ïàðàìåòðè÷åñêè:

x1 = t3, x2 = t4, x4 = t5.

Äîêàæèòå, ÷òî X � íåïðèâîäèìàÿ àôôèííàÿ êðèâàÿ (ò.å. íåïðèâî-
äèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 1). Äîêàæèòå, ÷òî I(X)
íå ìîæåò ïîðîæäàòüñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè.

(2) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà íàä k èçî-
ìîðôíà àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé k[X] íåêîòîðîãî àôôèííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ X.

(3) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êîíå÷íî ïîðîæäåííîå íàä k ïîëå K èçî-
ìîðôíî ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé k(X) íåêîòîðîãî àôôèííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ X. Ñóùåñòâåííî ëè çäåñü óñëîâèå êîíå÷íîé ïîðîæäåí-
íîñòè?

3.3. Îñîáûå è íåîñîáûå òî÷êè

Îïðåäåëåíèå 3.3.1 Ïóñòü X ⊂ An � íåêîòîðîå àôôèííîå
ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü P = (α1, . . . , αn) ∈ X. Êàñàòåëüíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì Çàðèññêîãî ê X â òî÷êå P íàçûâàåòñÿ àôôèííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â An, îïðåäåëåííîå óðàâíåíèÿìè

n∑
i=1

∂f

∂xi
(P )(xi − αi) = 0 äëÿ âñåõ f ∈ I(X). (3.3.2)

Îáîçíà÷èì ýòî ïðîñòðàíñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì: TP,X . Ïóñòü
òåïåðü X � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X
íåîñîáî â òî÷êå P ∈ X, åñëè dimTP,X = dimX. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X îñîáî â ýòîé òî÷êå èëè ÷òî
P ∈ X � îñîáàÿ òî÷êà. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè
îíî íåîñîáî â êàæäîé ñâîåé òî÷êå.

Ïðèìåðû 3.3.3 (i) Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî An íåîñîáî â
êàæäîé ñâîåé òî÷êå.

(ii) Ãèïåðïîâåðõíîñòü X ⊂ An, çàäàííàÿ ìíîãî÷ëåíîì f ,
íåîñîáà â òî÷êå P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàäèåíò
(∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xn) â òî÷êå P îòëè÷åí îò íóëÿ.
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(iii) Êðèâàÿ X ⊂ A2, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x2 − y3 = 0 îñî-
áà â òî÷êå (0, 0). Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â ýòîé òî÷êå
ñîâïàäàåò ñ A2.

Ïîÿñíèì âûøåïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå íà ïðèìåðå ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè X, çàäàííîé ìíîãî÷ëåíîì f . Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ
L â An, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó P . Îíà ìîæåò áûòü çàäàíà
ïàðàìåòðè÷åñêè:

x1 = α1 + β1t, . . . , xn = αn + βnt, t ∈ k.

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â f(x1, . . . , xn), ìû ïîëó÷èì ìíîãî-
÷ëåí îò t:

g(t) = f(α1 + β1t, . . . , αn + βnt),

êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t = 0. Êðàòíîñòü ýòîãî êîð-
íÿ íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ ïåðåñå÷åíèÿ L è X. Ãîâîðÿò, ÷òî
ïðÿìàÿ L êàñàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè X, åñëè êðàòíîñòü ïåðå-
ñå÷åíèÿ ≥ 2.

Ïîìåñòèì òåïåðü íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó P ∈ X, ò.å. ïóñòü
P = (0, . . . , 0). Òîãäà αi = 0 äëÿ âñåõ i è äëÿ ìíîãî÷ëåíà f
èìååòñÿ ðàçëîæåíèå

f = f1 + · · ·+ fd,

ãäå fk � ñóììà âñåõ îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè k. Íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî

(i) òî÷êà (0, . . . , 0) íåîñîáà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f1 6= 0;

(ii) êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Çàðèññêîãî TP,X çàäàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì f1(x1, . . . , xn) = 0.

Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ x1 = β1t, . . . , xn = βnt êàñàåòñÿ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè X â òî÷êå P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êðàò-
íîñòü ìíîãî÷ëåíà

f = f1(β1, . . . , βn)t+ f2(β1, . . . , βn)t2 + · · ·+ fd(β1, . . . , βn)td

â íóëå ñòðîãî áîëüøå 1. Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
f1(β1, . . . , βn) = 0, ò.å. ïðÿìàÿ ëåæèò â TP,X . Ñëåäîâàòåëüíî,

60



êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Çàðèññêîãî TP,X ñîâïàäàåò ñ îáúåäè-
íåíèåì âñåõ êàñàòåëüíûõ â òî÷êå P ïðÿìûõ.

Ñëåäóåò îäíàêî ïðåäîñòåðå÷ü ÷èòàòåëÿ, ÷òî âûáèðàÿ fj â
ñèñòåìå (3.3.2), íåëüçÿ îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî óðàâíåíèÿìè, çà-
äàþùèìè ìíîãîîáðàçèå X (ò.å. òàêèìè ìíîãî÷ëåíàìè, ÷òî X =
Z(f1, . . . , fm)):

Ïðèìåð 3.3.4 Ïóñòü X = Z(x1) â A2. Òîãäà T0,X � êîîðäèíàò-
íàÿ îñü x1 = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, X = Z(f), ãäå f = xr1, r ≥ 2.
Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ñèñòåìà (3.3.2) ñîñòîèò èç îäíîãî óðàâíåíèÿ,
êîòîðîå òðèâèàëüíî.

Òåîðåìà 3.3.5 Ïóñòü X � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå.

(i) Ìíîæåñòâî âñåõ åãî îñîáûõ òî÷åê SingX ÿâëÿåòñÿ àë-

ãåáðàè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâîì, îòëè÷íûì îò X.

(ii) Äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ X èìååì dimTP,X ≥ dimX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè X, çàäàííîé ìíîãî÷ëåíîì f â An, ò.å. ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî I(X) = (f). Ïîëîæèì gi := ∂f/∂xi. Òîãäà êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî Çàðèññêîãî TP,X â òî÷êå P = (a1, . . . , an) çàäàåòñÿ
îäíèì óðàâíåíèåì ∑

gi(P )(xi − ai) = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

dimTP,X =

{
dimX = n− 1 åñëè ∃ i òàêîå, ÷òî gi(P ) 6= 0,

dimX + 1 = n åñëè gi(P ) = 0 ∀ i.

Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ (ii). Îòñþäà æå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
Sing(X) àëãåáðàè÷íî è çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè f = g1 = · · · =
gn = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Sing(X) = X. Òîãäà g1, . . . , gn ∈
I(X) = (f), ò.å. âñå gi äåëÿòñÿ íà f . Òàê êàê ñòåïåíü gi = ∂f/∂xi
ìåíüøå ñòåïåíè f , òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè gi = 0. Â íó-
ëåâîé õàðàêòåðèñòèêå ýòî äàåò ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå char k =
p > 0, òî êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.5.11 ïîëó÷àåì,
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÷òî f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò xpi ( äëÿ âñåõ i).
Òàêèì îáðàçîì, f(x1, . . . , xn) = h(xp1, . . . , x

p
n). Ïîëå k àëãåáðàè-

÷åñêè çàìêíóòî. Ïîýòîìó f(x1, . . . , xn) = (h(x1, . . . , xn))p. Ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî I(X) = (f). �

Èíâàðèàíòíîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Çàðèññêîãî

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ab èäåàëîâ a è b � ýòî èäåàë, ïî-
ðîæäåííûé âñåâîçìîæíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ab, ãäå a ∈ a è
b ∈ b. Ñòåïåíü an èäåàëà a � ýòî èäåàë a · · · a︸ ︷︷ ︸

n

.

Òåîðåìà 3.3.6 Ïóñòü X ⊂ An � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå è P ∈
X � íåêîòîðàÿ òî÷êà. Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì

TP,X ' P + (mP,X/m
2
P,X)∗.

Çäåñü ÷åðåç V ∗ îáîçíà÷àåòñÿ äâîéñòâåííîå ê âåêòîðîíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó V . Îòìåòèì, ÷òî mP,X è m2

P,X ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî-
ìåðíûìè âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä ïîëåì k. Íåñìîòðÿ
íà ýòî, ðàçìåðíîñòü ôàêòîðïðîñòðàíñòâà mP,X/m

2
P,X êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íàãëÿäíîñòè, ìû äîêàæåì òåîðåìó
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà X ⊂ An � ãèïåðïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ
óðàâíåíèåì f(x1, . . . , xn) = 0. Ïóñòü P = (a1, . . . , an). Òîãäà
TP,X çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

n∑
i=1

ci(xi − ai) = 0, ãäå ci :=
∂f

∂xi

∣∣∣∣
P

.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð v = (v1, . . . , vn) ëåæèò â TP,X − P òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑
civi = 0. Äëÿ êàæäîãî v ∈ TP,X − P

ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

`v : mP,X → k, `v(ϕ) =

n∑
i=0

vi
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣
P

.
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(Çäåñü èäåàë mP,X ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä k). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ ∈ m2

P,X . Òîãäà ϕ =
∑
j ϕjψj ,

ãäå ϕj , ψj ∈ mP,X . Îòñþäà

`v(ϕ) =

n∑
i=0

vi
∑
j

(
ϕj(P )

∂ψj
∂xi

∣∣∣∣
P

+ ψj(P )
∂ϕj
∂xi

∣∣∣∣
P

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ker `v ⊃ m2
P,X è ïîýòîìó `v ÿâëÿåòñÿ òàêæå ëè-

íåéíîé ôóíêöèåé íà mP,X/m
2
P,X . Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

Φ: TP,X − P −→ (mP,X/m
2
P,X)∗, v 7−→ `v,

êîòîðîå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Äîêàæåì, ÷òî Φ � èçî-
ìîðôèçì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Φ(v) = 0, òî `v(ϕ) = 0 äëÿ
âñåõ ϕ ∈ mP,X . Â ÷àñòíîñòè, vi = `v(xi − ai) = 0 äëÿ âñåõ i.
Ýòî äàåò íàì v = 0, ò.å., èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ Φ. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñþðúåêòèâíîñòè ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôóíê-
öèþ ` : mP,X/m

2
P,X → k. ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì åå ðàññìàòðèâàòü

êàê ôóíêöèþ íà mP,X , êîòîðàÿ çàíóëÿåòñÿ íà m2
P,X . Ïîëîæèì

vi := `(xi − ai) è v := (v1, . . . , vn). Ëþáóþ ôóíêöèþ ϕ ∈ mP,X
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ϕ =

n∑
i=1

bi(xi − ai) + ϕ2, ãäå bi =
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣
P

, ϕ2 ∈ m2
P,X .

Îòñþäà

`(ϕ) =

n∑
i=1

bi`(xi − ai) =

n∑
i=1

vi
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣
P

= `v(ϕ).

Òàêèì îáðàçîì, ` = `v. Ýòî äîêàçûâàåò ñþðúåêòèâíîñòü Φ. �

Ïóñòü P ∈ X � íåîñîáàÿ òî÷êà. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
y1, . . . , yd ∈ mP,X íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

â òî÷êå P , åñëè èõ îáðàçû â mP,X/m
2
P,X îáðàçóþò áàçèñ.

Óïðàæíåíèÿ. (1) Ìîæåò ëè ãèïåðïîâåðõíîñòü Ôåðìà
∑

i x
d
i +

1 = 0 áûòü îñîáîé?

(2) Íàéäèòå âñå îñîáûå òî÷êè êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì y4−x−
4xy − 2xy2 + x2 = 0 â A2.

(3) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî d ∈ N ñóùåñòâóåò íåîñîáàÿ ãèïåðïî-
âåðõíîñòü ñòåïåíè d â An. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé õàðàê-
òåðèñòèêè.
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(4) Ïóñòü X1 ⊂ An è X2 ⊂ An � àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà òàêèå,
÷òî X1 ∩ X2 6= ∅ è ïóñòü X = X1 ∪ X2. Äîêàæèòå, ÷òî X îñîáî â
êàæäîé òî÷êå P ∈ X1 ∩X2.

(5) Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ y2 = f(x) ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò êðàòíûå êîðíè.

3.4. Ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Êàê è âñþäó â ýòîé ãëàâå îñíîâíîå ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòî. Íàïîìíèì, ÷òî n-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-

ñòâî íàä k � ýòî ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ íàáîðîâ
(a0, . . . , an), ai ∈ k, (a0, . . . , an) 6= (0, . . . , 0), îòíîñèòåëüíî ýêâè-
âàëåíòíîñòè (a0, . . . , an) ∼ (λa0, . . . , λan), λ ∈ k∗, ò. å. îòíîñè-
òåëüíî óìíîæåíèÿ íà ëþáîé îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò ïîëÿ.
Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Pn. Ýëåìåíòû èç
Pn íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè. Ëþáîé íàáîð ýëåìåíòîâ (a0, . . . , an)
èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿþùåãî íåêîòîðóþ òî÷êó
P ∈ Pn, íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè P . ×òî-
áû àêöåíòèðîâàòü âíèìàíèå íà òîì, ÷òî êîîðäèíàòû ai îïðå-
äåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ,
ìû áóäåì èõ çàïèñûâàòü òàêæå â âèäå (a0 : · · · : an).

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[x0, . . . , xn] ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êàê ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî: êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàí-
íûì, åñëè îíî îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì â ïðÿìóþ ñóììó R =
∞⊕
i=0

Rd àáåëåâûõ ãðóïï Rd, òàêèõ, ÷òî RdRe ⊂ Rd+e äëÿ ëþ-

áûõ d, e. Ýëåìåíòû èç Rd íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè ñòåïåíè

d. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò èç R ìîæíî îäíîçíà÷íî çà-
ïèñàòü â âèäå (êîíå÷íîé) ñóììû îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ. ßñíî,
÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R = k[x0, . . . , xn] ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðî-
âàííûì: Rd ïîðîæäàåòñÿ îäíî÷ëåíàìè ñòåïåíè d è ñîñòîèò èç
ìíîãî÷ëåíîâ f òàêèõ, ÷òî f(tx0, . . . , txn) = tdf(x0, . . . , xn).

Èäåàë a â ãðàäóèðîâàííîì êîëüöåR íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì,

åñëè îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå a =
∞⊕
i=0

(a ∩ Rd), ãäå â ïðàâîé

÷àñòè ñòîèò ïðÿìàÿ ñóììà àáåëåâûõ ãðóïï. Èíà÷å ãîâîðÿ, èäåàë
a îäíîðîäåí, åñëè êàæäûé åãî ýëåìåíò f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ñóììû îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ èç a.
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Çàìå÷àíèå 3.4.1 Äëÿ îäíîðîäíîãî èäåàëà a ⊂ R èìååòñÿ åñòå-
ñòâåííûé ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

R =
⊕

Rd →
⊕

Rd/(Rd ∩ a),

ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàø èäåàë a. Ïî òåîðåìå î ãîìîìîð-
ôèçìå èìååì ðàçëîæåíèå R/a =

⊕∞
d=0Rd/(Rd∩a). Îíî îïðåäå-

ëÿåò ãðàäóèðîâêó íà ôàêòîðêîëüöå R/a, ò.å. ôàêòîðêîëüöî R/a
òàêæå ãðàäóèðîâàíî. Åñëè π : R → R/a � ãîìîìîðôèçì ôàê-
òîðèçàöèè, òî ãðàäóèðîâêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(R/a)d = π(Rd).

Ïðèìåð 3.4.2 Èäåàë a, ïîðîæäåííûé îäíîðîäíûìè ýëåìåíòà-
ìè fα ∈ Rα, α ∈ I îäíîðîäåí. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò
f ∈ a èìååò âèä f =

∑
α fαgα äëÿ íåêîòîðûõ gα ∈ R. Òàê êàê

êîëüöî R ãðàäóèðîâàíî, òî gα =
∑
k hα,k, hα,k ∈ Rk. Ïîýòîìó

f =
∑
α,k fαgk ∈

⊕
(a∩Rα+k). Î÷åâèäíî, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå:

êàæäûé îäíîðîäíûé èäåàë ïîðîæäàåòñÿ îäíîðîäíûìè ýëåìåí-
òàìè.

Ìíîãî÷ëåíû èç k[x0, . . . , xn] ìû óæå íå ìîæåì ðàññìàòðè-
âàòü êàê ôóíêöèè íà Pn ââèäó íåîäíîçíà÷íîñòè êîîðäèíàòíûõ
ïðåäñòàâëåíèé òî÷åê â Pn. Îäíàêî åñëè f � îäíîðîäíûé ìíî-
ãî÷ëåí ñòåïåíè d, òî f(λa0, . . . , λan) = λddf(a0, . . . , an), òàê ÷òî
ñâîéñòâî f îáðàùàòüñÿ èëè íå îáðàùàòüñÿ â íóëü çàâèñèò òîëü-
êî îò êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè (a0 : · · · : an). Òàêèì îáðàçîì,
èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå Z(f) = {P ∈ Pn | f(P ) = 0}
íóëåé â Pn îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[x0, . . . , xn]. Äëÿ ëþ-
áîãî ìíîæåñòâà T îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ èç k[x0, . . . , xn] òàêæå
ìîæíî îïðåäåëèòü åãî ìíîæåñòâî íóëåé Z(T ), ïîëàãàÿ Z(T ) =
{P ∈ Pn | f(P ) = 0 ∀f ∈ T}. Åñëè a � îäíîðîäíûé èäåàë â
k[x0, . . . , xn], òî îïðåäåëèì åãî ìíîæåñòâî íóëåé Z(a), ïîëàãàÿ
Z(a) = Z(T ), ãäå T � ìíîæåñòâî âñåõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ èç
a.

Îïðåäåëåíèå 3.4.3 Ïîäìíîæåñòâî X ⊂ Pn íàçûâàåòñÿ ïðîåê-
òèâíûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, åñëè ñóùåñòâóåò ìíî-
æåñòâî T îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ èç k[x0, . . . , xn], òàêîå, ÷òî
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X = Z(T ). Íåïóñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî X ⊂ Pn íàçûâà-
åòñÿ ïðîåêòèâíûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì èëè ïðîñòî
ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 3.1.4 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3.4.4 Îáúåäèíåíèå äâóõ ïðîåêòèâíûõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.

Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ïðîåêòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ìíîæåñòâ òîæå áóäåò àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Ïóñòîå

ìíîæåñòâî è âñå ïðîñòðàíñòâî Pn ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè
ìíîæåñòâàìè.

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â îïðåäåëåíèè 3.1.6, ìû ìîæåì îïðå-
äåëèòü òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî íà Pn è íà ïðîèçâîëüíîì ïðîåê-
òèâíîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîæåñòâå X ⊂ Pn, íàçâàâ çàìêíóòûìè
ïîäìíîæåñòâàìè àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà.

Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ Pn îïðåäåëèì åãî îäíî-

ðîäíûé èäåàë â k[x0, . . . , xn], îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç I(X), êàê
èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ f ∈
k[x0, . . . , xn], òàêèõ, ÷òî f(P ) = 0 äëÿ âñåõ P ∈ X. Ôàêòîð-
êîëüöî R(X) = k[x0, . . . , xn]/I(X) íàçîâåì îäíîðîäíûì êîîðäè-

íàòíûì êîëüöîì R(X) ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X. Êîëüöî
R(X) òàêæå ãðàäóèðîâàíî (ñì. çàìå÷àíèå 3.4.1). Ïðîåêòèâíîå
ìíîãîîáðàçèå X ⊂ Pn íàçûâàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, åñëè åãî
îäíîðîäíûé èäåàë I(X) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, ò.å. I(X) = (f). Â
ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü X çàäàåòñÿ ìíîãî-
÷ëåíîì f (ñð. 3.1.2).

Îïðåäåëåíèå 3.4.5 Ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå X ⊂ Pn íà-
çûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè îíî íå äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèÿ
X = X1 ∪X2 â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïðîåêòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ìíîæåñòâ X1, X2 6= X.

Òàê æå êàê è â àôôèííîì ñëó÷àå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîåêòèâ-
íîå ìíîãîîáðàçèå X ⊂ Pn íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åãî îäíîðîäíûé èäåàë I(X) ïðîñò.

Ïðèìåð 3.4.6 Ãèïåðïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ ìíîãî÷ëåíîì f ,
íåïðèâîäèìà, åñëè è òîëüêî åñëè ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì.
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Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò àôôèííîãî ñëó÷àÿ, ýëåìåíòû
êîëüöà R(X) íå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèè íà X.

Îïðåäåëåíèå 3.4.7 Ïóñòü X ⊂ Pn � íåïðèâîäèìîå ïðîåê-
òèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Îïðåäåëèì ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

k(X) ìíîãîîáðàçèÿ X êàê ñëåäóþùåå ïîäïîëå ïîëÿ ðàöèîíàëü-
íûõ äðîáåé êîëüöà R(X):

k(X) :=

{
f

g

∣∣∣∣ f , g ∈ R(X) � îäíîðîäíûå
îäèíàêîâîé ñòåïåíè è g 6= 0

}
,

Çäåñü ñòåïåíè deg f è deg g îïðåäåëÿþòñÿ ãðàäóèðîâêîé èç çà-
ìå÷àíèÿ 3.4.1. ßñíî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ k(X) ÿâëÿåòñÿ
k-çíà÷íîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà îòêðûòîì ïî Çàðèññêîìó
ìíîæåñòâå â X.

Àôôèííîå ïîêðûòèå

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíóþ ãèïåðïëîñêîñòü Hi � ïîäìíîãîîá-
ðàçèå â Pn, çàäàííîå óðàâíåíèåì xi = 0 è ïóñòü Ui := Pn \Hi.
Òîãäà Pn, î÷åâèäíî, ïîêðûâàåòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Ui.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

φi : Ui → An, φi(a0, ..., an) = (a0/ai, . . . , âi/ai, . . . , an/ai)

(çäåñü ïðîïóùåíî ai/ai). Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φi îïðåäå-
ëåíî êîððåêòíî. Ìíîæåñòâà Ui íàçûâàþòñÿ àôôèííûìè êàðòà-

ìè.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.8 Îòîáðàæåíèå φi áèåêòèâíî è ïåðåâî-

äèò àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà â àëãåáðàè÷åñêèå. Áîëåå òî÷-

íî: åñëè X ⊂ Pn � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî, òî è φi(X ∩Ui)
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Åñëè X ⊂ Pn � íåïðè-

âîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî, òî íåïðèâîäèìûì ÿâëÿ-

åòñÿ è φi(X ∩ Ui).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî i = 0. Âî-ïåðâûõ, îòîá-
ðàæåíèå φ0, î÷åâèäíî, áèåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, îáðàòíûì
ê íåìó îòîáðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ψ : An → U0, ψ(a1, ..., an) =
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(1, a1, ..., an). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòûå
ìíîæåñòâà â Ui ñîîòâåòñòâóþò çàìêíóòûì ìíîæåñòâàì â An.
Ïóñòü X ⊂ Pn � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî, ïóñòü I(X) ⊂
k[x0, x1, . . . , xn] � åãî îäíîðîäíûé èäåàë è ïóñòü T ⊂ I(X) �
ìíîæåñòâî âñåõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ëþáîãî f ∈ T îïðå-
äåëèì f̃ ∈ k[y1, . . . , yn] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f̃(y1, . . . , yn) = f(1, x1, . . . , xn).

ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå k[x0, x1, . . . , xn] → k[y1, . . . , yn], f 7→ f̃
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö. Ïîëîæèì

T̃ = {f̃ | f ∈ T} ⊂ k[y1, . . . , yn].

Èìååì

P = (a0 : · · · : an) ∈ U0 ∩X ⇐⇒ a0 6= 0 è f(P ) = 0, ∀f ∈ T.

Ïîýòîìó Q = (b1, . . . , bn) ∈ φ0(X ∩ U0) ⇐⇒ (1 : b1 : · · · : bn) ∈
X∩U0 ⇐⇒ f(1, b1, . . . , bn) = 0⇐⇒ f̃(b1, . . . , bn). Òàêèì îáðàçîì,
φi(X∩Ui) = Z(T̃ ). Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ìû
îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. �

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèåX ïîêðû-
âàåòñÿ àôôèííûìè ìíîãîîáðàçèÿìè X ∩ Ui. Îáðàòíî, ïî êàæ-
äîìó àôôèííîìó ìíîãîîáðàçèþ Y ⊂ An ìû ìîæåì ïîñòðîèòü
ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå X ⊂ Pn òàêîå, ÷òî X ∩Ui ' Y . Ýòîò
ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì çàìûêàíèåì.

Ïðèìåð 3.4.9 Ïóñòü Y ⊂ An � ãèïåðïîâåðõíîñòü, çàäàí-
íàÿ ìíîãî÷ëåíîì f(y1, . . . , yn) ñòåïåíè d. Òîãäà åå ïðîåêòèâ-
íîå çàìûêàíèå X ⊂ Pn çàäàåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì
xd0f(x1/x0, . . . , xn/x0).

Ïðåäëîæåíèå 3.4.10 Ïóñòü X ⊂ Pn � íåïðèâîäèìîå ïðîåê-

òèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Åñëè X ∩ Ui 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò åñòå-

ñòâåííûé èçîìîðôèçì ïîëåé ôóíêöèé φ∗i : k(φi(Ui ∩ X)) −→
k(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, i = 0. Ïîëîæèì, Y0 :=
φ0(X ∩ U0) ⊂ An. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò f ∈ k(X). Ïî îïðåäåëå-
íèþ ìû ìîæåì (íåîäíîçíà÷íî) ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå f = g/h,
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ãäå g, h ∈ R(X) � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû è h 6= 0. Ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü g è h êàê îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû îäèíàêîâîé
ñòåïåíè îò x0, . . . , xn, ïðè÷åì h /∈ I(X). Ïîëîæèì φ∗0(f) := g̃/h̃.
Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ýòîé ôîðìóëû. Âî-ïåðâûõ φ∗0(f) íå çà-
âèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé g è h ïî ìîäóëþ I(X). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü g′ = g +

∑
tiri, h

′ = h+ siqi, ãäå ti, si ∈ I(X)
� îäíîðîäíûå ýëåìåíòû, à ri, qi ∈ k[x0, . . . , xn]. Òîãäà

φ∗0

(
g′

h′

)
=
g̃′

h̃′
=
g̃ +

∑
t̃ir̃i

h̃+
∑
s̃iq̃i

= φ∗0

( g
h

)
.

Ïîñëåäíåå âûïîëíåíî ïîñêîëüêó t̃i, s̃i � ýëåìåíòû (íåîäíîðîä-
íîãî) èäåàëà I(Y0) àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ Y0.

Äàëåå, åñëè g/h = g′/h′, òî â êîëüöå R(X) èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî gh′ = g′h. Îòñþäà â êîëüöå k[Y0] èìååì g̃h̃′ = g̃′h̃ è ïî-
ýòîìó φ∗0(g′/h′) = φ∗0(g/h). Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ g 7→ g̃
ïîëó÷àåì, ÷òî φ∗0 � ãîìîìîðôèçì (à, ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå)
ïîëåé. Íàêîíåö, ñþðúåêòèâíîñòü φ∗0 ñëåäóåò èç ñþðúåêòèâíîñòè
îòîáðàæåíèÿ g 7→ g̃. �

Çàìå÷àíèå 3.4.11 Ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíòû k(φi(Ui ∩ X)) è
k(X) êàê (íå âñþäó îïðåäåëåííûå) ôóíêöèè íà φi(Ui ∩ X) è
X ñîîòâåòñòâåííî, ìû ìîæåì îòîáðàæåíèå φi çàïèñàòü â âèäå
φ∗i (f) = f ◦ φi.

Îïðåäåëèì ðàçìåðíîñòü dimX ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ X êàê ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè åãî ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé k(X). Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàç-
ìåðíîñòü X ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïåðåñå÷åíèÿ X∩Ui (åñëè
ýòî ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî). Êàê è â àôôèííîì ñëó÷àå, áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî íåîáÿçàòåëüíî íåïðèâîäèìîå) ïðîåêòèâíîå ìíîãîîá-
ðàçèå èìååò ÷èñòóþ ðàçìåðíîñòü d, åñëè ðàçìåðíîñòè âñåõ åãî
íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ðàâíû d. Ïðîåêòèâíîé êðèâîé íàçû-
âàåòñÿ ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ÷èñòîé ðàçìåðíîñòè 1. Ïëîñ-
êîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ X ⊂ P2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ k(X) ðåãóëÿðíà â òî÷êå
P ∈ X, åñëè ôóíêöèÿ f◦φi ðåãóëÿðíà â òî÷êå φi(P ) íà φi(Ui∩X).
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Ïðåäëîæåíèå 3.4.12 Ïóñòü X ⊂ Pn � íåïðèâîäèìîå ïðî-

åêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ k(X) ðåãóëÿðíà â

êàæäîé òî÷êå X, òî îíà � êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì R := R(X) Ïóñòü f ∈ k(X) � íåïî-
ñòîÿííàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì àôôèííóþ êàðòó
Ui = {xi 6= 0}. Â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ
3.4.10 èìååì φ∗i (f) = g̃/h̃ � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà àôôèííîì
ìíîãîîáðàçèè Yi := φi(Ui∩X) ⊂ An. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ïðåä-
ñòàâëåíèå g̃/h̃ = g̃i/h̃i, ãäå fi, gi ∈ R(X) � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû
îäèíàêîâîé ñòåïåíè è h̃i = 1 â êîëüöå k(Yi). Ýòî âîçìîæíî òîëü-
êî åñëè hi = xdii , di = deg gi = deg hi.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . , n ìû ìîæåì çàïèñàòü
f = gi/x

di
i . Îòñþäà f ·Rdi ⊂ Rdi . Ïîëîæèì d :=

∑
di. Òîãäà f ·

Rd ⊂ Rd. Çàìåòèì, ÷òî Rd ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì íàä k. Áîëåå òîãî, Rd 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å
èäåàë I(X) ñîäåðæèò âñå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè d. Èç
ïðîñòîòû I(X) òîãäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì xi ∈ I(X). Ïîýòîìó
I(X) = (x0, . . . , xn), R = k è k(X) = k 3 f , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ðàññìîòðèì â Rd îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà f , ò.å. îïåðàòîð
A : Rd → Rd, s 7→ f · s. Ïóñòü µ(t) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
ýòîãî îïåðàòîðà è ïóñòü s ∈ Rd � ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò.
Òîãäà 0 = µ(A )s = µ(f)s. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëå k àëãåáðàè-
÷åñêè çàìêíóòî. Ñëåäîâàòåëüíî, µ(t) ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè: µ(t) =

∏
(t− αi) è s

∏
(f − αi) = 0. Òàê êàê â êîëü-

öå R íåò äåëèòåëåé íóëÿ è s 6= 0, òî f = αi äëÿ íåêîòîðîãî i.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Îïðåäåëåíèå 3.4.13 Ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå X ⊂ Pn íà-
çûâàåòñÿ íåîñîáûì â òî÷êå P ∈ X, åñëè äëÿ íåêîòîðîé àôôèí-
íîé êàðòû Ui àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå X ∩ Ui íåîñîáî â P .

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà
àôôèííîé êàðòû: åñëè P ïðèíàäëåæèò äâóì àôôèííûì êàðòàì
Ui è Uj , òî íåîñîáîñòü X ∩Ui è X ∩Uj ýêâèâàëåíòíà. Ïîêàæåì
ýòî íà ïðèìåðå ãèïåðïîâåðõíîñòè.
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Ïðåäëîæåíèå 3.4.14 Ïóñòü X ⊂ Pn � ãèïåðïîâåðõíîñòü,

çàäàííàÿ ìíîãî÷ëåíîì f(x0, . . . , xn). Òîãäà X îñîáà â òî÷êå

P ∈ X åñëè è òîëüêî åñëè

∂f/∂xi(P ) = 0 äëÿ âñåõ i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà P ëåæèò â êàðòå U0. Ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî P = (1 : a1 : · · · : an). Óðàâíåíèå X∩U0 ⊂ An èìååò
âèä f(1, x1, . . . , xn).

Òî÷êà P ∈ X ∩ U0 îñîáà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∂f/∂xi(P ) = 0, i = 1, . . . , n. Íàïîìíèì ôîðìóëó Ýéëåðà: åñëè
f(x0, . . . , xn) � íåïðèâîäèìûé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
m, òî

n∑
i=0

xi
∂f

∂xi
= mf.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (x0, . . . , xn) = (1 : a1 : · · · : an), ïîëó÷èì
∂f/∂x0(P ) = 0. �

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ëèøü îäíîìåðíûå
ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ � ïðîåêòèâíûå àëãåáðàè÷åñêèå êðè-
âûå. Áîëüøàÿ ÷àñòü òåîðèè ïëîñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ
îïèðàåòñÿ íà èçó÷åíèå èõ ïåðåñå÷åíèé è çäåñü îñíîâíóþ ðîëü
èãðàåò òåîðåìà Áåçó. Ìû äîêàæåì åå ñåé÷àñ â íåñêîëüêî îñëàá-
ëåííîé ôîðìå:

Òåîðåìà 3.4.15 (òåîðåìà Áåçó) Ïóñòü X,Y ⊂ P2 � ðàçëè÷-

íûå êðèâûå ñòåïåíåé n è m, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà X∩Y 6= ∅.
Åñëè X è Y íå èìåþò îáùèõ êîìïîíåíò, òî X è Y èìåþò íå

áîëåå nm îáùèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I(X) = (f) è I(Y ) = (g), ãäå f è g �
ìíîãî÷ëåíû áåç êðàòíûõ ìíîæèòåëåé. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü òàê-
æå, ÷òî f è g íå èìåþò îáùèõ ìíîæèòåëåé. Îòìåòèì, ÷òî X∩Y
� èëè ïóñòî, èëè íóëüìåðíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþ-
ùååñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê P1, . . . , Pr. Âî âòî-
ðîì ñëó÷àå ìû ñîåäèíèì òî÷êè Pi ïîïàðíî ïðÿìûìè Li,j . Òàê
êàê òàêèõ ïðÿìûõ êîíå÷íîå ÷èñëî, òî íàéäåòñÿ òî÷êà P , íå ëå-
æàùàÿ íè íà ýòèõ ïðÿìûõ, íè íà äàííûõ êðèâûõX èëè Y . Åñëè
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X ∩ Y = ∅, òî ìû âîçüìåì â êà÷åñòâå P ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó.
Âûáåðåì êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó x : y : z òàê, ÷òîáû òî÷êà P
èìåëà êîîðäèíàòû (1 : 0 : 0). Òîãäà â ñëó÷àå X ∩ Y 6= ∅ ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P è Pi, íå ñîäåðæèò òî÷åê Pj ïðè j 6= i.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà Pi = (αi : βi : γi) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïîñëåäíèìè êîîðäèíàòàìè (βi : γi).

Çàïèøåì

f(x, y, z) = a0x
n + · · ·+ an−1x+ an,

g(x, y, z) = b0x
m + · · ·+ bm−1x+ bm.

ãäå ai, bj � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû îò y, z ñòåïåíåé i è j, ñîîò-
âåòñòâåííî. Ðåçóëüòàíò

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 . . an
a0 a1 . . an

. . . . . . . . . . . . . . . .
a0 a1 . . . . . . . an

b0 b1 . . . . . . . . . . . bm
b0 b1 . . . . . . . . . . . . bm

. . . . . . . . . . . . . . . . .
b0 b1 . . . . . . . bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.4.16)

ìíîãî÷ëåíîâ f è g îòíîñèòåëüíî x ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíî-
ãî÷ëåíîì ñòåïåíè nm îò íåèçâåñòíûõ y, z (âîçìîæíî íóëåâûì).
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîâåðêè ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü òîæäåñòâî

R(f(x, ty, tz), g(x, ty, tz)) = tn+mR(f(x, y, z), g(x, y, z)).

Òàê êàê ai(ty, tz) = tiai(y, z) è bj(ty, tz) = tjbj(y, z), òî ëåâàÿ
÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ðàâíà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 ta1 t2a2 . . . tnan
a0 ta1 . . . . . . . . . tnan

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a0 ta1 . . . . . . . . . . tnan

b0 tb1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tmbm
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b0 tb1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tmbm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Óìíîæèì êàæäóþ i-óþ ñòðîêó íà ti−1 ïðè 1 ≤ i ≤ m è íà
ti−m−1 ïðè m+ 1 ≤ i ≤ n+m. Ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 ta1 t2a2 . . . . tnan
ta0 t2a1 . . . . . . . . . . . . . tn+1an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
tm−1a0 tma1 . . tn+m−1an

b0 tb1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tmbm
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

tn−1b0 tnb1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tn+m−1bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü ñ (3.4.16), äåëàåì âûâîä,
÷òî

tm(m−1)/2tn(n−1)/2R(f(x, ty, tz), g(x, ty, tz)) =

= t(n+m)(n+m−1)/2R(f, g).

Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, R(f, g)
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè nm.

Äàëåå ïî îñíîâíîìó ñâîéñòâó ðåçóëüòàíòà R(f, g) îáðàùàåò-
ñÿ â íóëü â òî÷êå y = β, z = γ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå x = α, ÷òî f(α, β, γ) = g(α, β, γ) = 0,
ò. å. êîãäà β, γ áóäóò âòîðîé è òðåòüåé êîîðäèíàòàìè íåêîòîðîé
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ X è Y . Òàê êàê îñíîâíîå ïîëå àëãåá-
ðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî ýòî äîêàçûâàåò íåïóñòîòó X ∩ Y . Äàëåå
åñëè X ∩ Y = {P1, . . . , Pr} è r > nm, òî, ñîãëàñíî íàøåìó âûáî-
ðó òî÷êè P , âñå Pi äàþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ βi : γi.
Ïîýòîìó îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí R(f, g) ñòåïåíè nm îáðàùàåò-
ñÿ â íóëü â r > nm íåïðîïîðöèîíàëüíûõ òî÷êàõ βi : γi. Ýòî
âîçìîæíî òîëüêî åñëè R(f, g) � íóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Ïîñëåäíåå
ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà X ∩ Y . �

Çàìå÷àíèå 3.4.17 Òåîðåìà Áåçó â îáùåé ôîðìå óòâåðæäàåò,
÷òî åñëè êðèâûå X, Y ⊂ P2 íå èìåþò îáùèõ êîìïîíåíò, òî∑

P∈X∩Y
multP (X ∩ Y ) = nm,

ãäå multP (X∩Y ) � òàê íàçûâàåìàÿ êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êðè-
âûõ X è Y â òî÷êå P .
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Óïðàæíåíèÿ. (1) Äîêàæèòå, ÷òî åäèíèöà â ëþáîì ãðàäóèðîâàí-
íîì êîëüöå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ýëåìåíòîì ñòåïåíè 0.

(2) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

φ : P1 −→ Pn, (u : v) 7−→ (un : un−1v : · · · : uvn−1 : vn).

Äîêàæèòå, ÷òî îáðàçîì φ ÿâëÿåòñÿ íåîñîáàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ,
à åå îäíîðîäíûé èäåàë ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ñòåïåíè 2.

(3) Ïðè êàêîì a êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x3 +y3 +z3 +axyz = 0
â P2, ïðèâîäèìà?
(4) Ïðè êàêîì a êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x3 +y3 +z3 +axyz = 0
â P2, îñîáà?
(5) Íàéäèòå âñå îñîáûå òî÷êè êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì y4 −
xz3 − 4xyz2 − 2xy2z + x2z2 = 0 â P2.
(6) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàäóèðîâàííîì êîëüöå

(i) èäåàë a îäíîðîäåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ìîæåò áûòü
ïîðîæäåí îäíîðîäíûìè ýëåìåíòàìè;

(ii) ñóììà, ïðîèçâåäåíèå è ïåðåñå÷åíèå îäíîðîäíûõ èäåàëîâ, à òàê-
æå ðàäèêàë îäíîðîäíîãî èäåàëà îäíîðîäíû;

(iii) äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïðîñòîòû îäíîðîäíîãî èäåàëà a äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ f è g
èç óñëîâèÿ fg ∈ a ñëåäóåò, ÷òî ëèáî f ∈ a, ëèáî g ∈ a.

(7) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå X ⊂ Pn òîãäà è òîëü-
êî òîãäà èìååò ðàçìåðíîñòü n − 1, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
íóëåé îäíîãî íåïðèâîäèìîãî îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà f ïîëîæèòåëü-
íîé ñòåïåíè Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü 3.2.11.

(8) Äîêàæèòå òåîðåìó Áåçó â ôîðìå 3.4.17 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà X �
ïðÿìàÿ. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü îïðåäåëåíèåì êðàòíîñòè ïåðåñå-
÷åíèÿ êðèâîé è ïðÿìîé, äàííûì â �3.3

(9) Äîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ ïëîñêàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ ìîæåò
èìåòü íå áîëåå îäíîé îñîáîé òî÷êè. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåî-
ðåìîé Áåçó è óïðàæíåíèåì âûøå.

3.5. Äèñêðåòíûå íîðìèðîâàíèÿ ïîëåé

ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè 1

3.5.1 Íàïîìíèì, ÷òî êàê è âñþäó â ýòîé ãëàâå, åñëè íå îãî-
âàðèâàåòñÿ ïðîòèâíîå, òî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îñíîâíîå ïîëå k àë-

74



ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïóñòü X � (àôôèííàÿ èëè ïðîåêòèâíàÿ)
àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä k è ïóñòü K = k(X) � ïîëå ôóíêöèé
íà X. Òîãäà K óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

(i) K êîíå÷íî ïîðîæäåíî (êàê ïîëå) íàä k;

(ii) ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè K íàä k ðàâíà 1.

Ýòè äâà óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåìó:

(iii) K ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ÷èñòî
òðàíñöåíäåíòíîãî ðàñøèðåíèÿ k(t)/k.

Îïðåäåëåíèå 3.5.2 Ïóñòü K � ëþáîå ïîëå. Äèñêðåòíûì íîð-

ìèðîâàíèåì K íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì v : K∗ = K \ {0} → Z
òàêîé, ÷òî

v(a+ b) ≥ min(v(a), v(b)) (3.5.3)

äëÿ âñåõ a, b ∈ K∗. Îáû÷íî v äîîïðåäåëÿþò íà âñåì K, ïî-
ëàãàÿ v(0) = +∞. Êîëüöî {a ∈ K | v(a) ≥ 0} íàçûâàåòñÿ
êîëüöîì íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ K. Â ýòîì êîëüöå èìååòñÿ èäåàë
m := {a ∈ K | v(a) > 0} è êàæäûé ýëåìåíò O \ m ÿâëÿåòñÿ
îáðàòèìûì. Ïîýòîìó m � åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë â
O, ò.å. êîëüöî O ëîêàëüíî.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîå äèñêðåòíîå
íîðìèðîâàíèå v(K∗) = 0.

Çàìå÷àíèå 3.5.4 Ïóñòü v(·) � äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå ïîëÿ
K. Ïîëîæèì ‖a‖ = e−v(a) ∈ R. Òîãäà

(i) ‖a‖ ≥ 0 è ‖a‖ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = 0;

(ii) ‖ab‖ = ‖a‖‖b‖;

(iii) ‖a+ b‖ ≤ max{‖a‖, ‖b‖} ≤ ‖a‖+ ‖b‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(a, b) := ‖a − b‖ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé è çàäàåò
íà K òîïîëîãèþ.
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Çàìå÷àíèå 3.5.5 Åñëè v(a) 6= v(b), òî â (3.5.3) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî v(a) < v(b). Òîãäà

v(a+ b) ≥ v(a) = v(a+ b− b) ≥ min(v(a+ b), v(b))

Åñëè min(v(a + b), v(b)) = v(a + b), òî âñþäó âûøå ìû èìååì
ðàâåíñòâà. Åñëè æå min(v(a + b), v(b)) = v(b), òî v(a) ≥ v(b).
Ïðîòèâîðå÷èå. Ïî èíäóêöèè ýòî ïðàâèëî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
ëþáîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ: åñëè v(ai) 6= v(aj) ïðè i 6= j, òî

v
( n∑
i=1

ai

)
= min

(
v(a1), . . . , v(an)

)
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ

n − 1. Òîãäà v
(∑n−1

i=1 ai

)
= min(v(a1), . . . , v(an−1)). Îòñþäà

v
(∑n−1

i=1 ai

)
6= v(an) è òîãäà

v
( n∑
i=1

ai

)
= min

(
v(an),min (v(a1), . . . , v(an−1))

)
=

= min
(
v(a1), . . . , v(an)

)
.

Ïðèìåðû 3.5.6 (i) ÏóñòüK = Q. Çàôèêñèðóåì ïðîñòîå ÷èñëî
p. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò r ∈ Q ìîæíî çàïèñàòü â âèäå r = ps nm ,
ãäå p - nm. Ïîëîæèì vp(r) := s. Òîãäà vp � äèñêðåòíîå íîðìè-
ðîâàíèå ïîëÿ Q (òàê íàçûâàåìîå p-àäè÷åñêîå íîðìèðîâàíèå).

(ii) Ïóñòü K = k(x) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé íàä ïðî-
èçâîëüíûì ïîëåì k. Çàôèêñèðóåì íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
p(x) ∈ k[x]. Êàê âûøå êàæäóþ äðîáü ïðåäñòàâèì â âèäå
f(x)
g(x)p(x)s, p(x) - f(x)g(x) è îïðåäåëèì äèñêðåòíîå íîðìèðîâà-

íèå vp(x)(
f(x)
g(x)p(x)s) = s. Åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî,

òî p(x) èìååò âèä x− α è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå íîðìèðîâàíèÿ
vp(x) âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì α ∈ k.

(iii) Ïóñòü ñíîâà K = k(x), ãäå k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Äëÿ
êàæäîé äðîáè f(x)/g(x) ∈ k(x) ïîëîæèì v∞(f/g) = − deg f +
deg g (è v∞(α) = 0 äëÿ α ∈ k). Ïîëó÷èì åùå îäíî äèñêðåòíîå
íîðìèðîâàíèå v∞ : k(x)∗ → Z.
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(iv) Ðàññìîòðèì ïîëå M ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà U ⊂ C
(èëè íà ïðîèçâîëüíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòèX). Çàôèêñèðóåì
òî÷êó x0 ∈ C è ðàçëîæèì f ∈ M â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè
x0

f(x) =

∞∑
k=s

ak(x− x0)k, ak 6= 0.

Òîãäà vx0(f) = s ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì íîðìèðîâàíèåì ïîëÿ M .
Îãðàíè÷åíèå vx0 íà ïîäïîëå C(x) ⊂M ñîâïàäàåò ñ íîðìèðîâà-
íèåì, îïðåäåëåííûì â (ii).

(v) Åñëè èìååòñÿ îäíî äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå v ïîëÿ K,
òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N îòîáðàæåíèå nv : K∗ → Z òàêæå ÿâëÿåòñÿ
äèñêðåòíûì íîðìèðîâàíèåì. Íîðìèðîâàíèÿ v è nv ìû îáû÷íî
íå ðàçëè÷àåì.

Òåîðåìà 3.5.7 Ïóñòü X � íåïðèâîäèìàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðè-

âàÿ íàä ïîëåì k = k̄, ïóñòü K := k(X) � åå ïîëå ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé è ïóñòü P ∈ X � íåîñîáàÿ òî÷êà. Òîãäà ñóùåñòâóåò

äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå v = vp ïîëÿ K òðèâèàëüíîå íà k è

òàêîå, ÷òî ëîêàëüíîå êîëüöî OP,X ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì íîðìèðî-

âàíèÿ äëÿ v. Òàêîå íîðìèðîâàíèå v åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà òîëüêî äëÿ ñëó-
÷àÿ ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé. Îáùèé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ
ëèøü íåçíà÷èòåëüíûì óñëîæíåíèåì îáîçíà÷åíèé. Îí òàêæå ìî-
æåò áûòü ñâåäåí ê ïëîñêîìó ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùèõ ïðîåêöèé
îêðåñòíîñòè òî÷êè P . Ìû òàêæå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X � àô-
ôèííàÿ êðèâàÿ.

Èòàê ïóñòü X ⊂ A2 � íåïðèâîäèìàÿ ïëîñêàÿ àôôèííàÿ êðè-
âàÿ è ïóñòü P ∈ X � íåîñîáàÿ òî÷êà. Äëÿ óäîáñòâà âûáåðåì
êîîðäèíàòû â A2 òàê, ÷òî P � íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîëîæèì
O := OP,X è m := mP,X . Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðîâåäåíî â
íåñêîëüêî øàãîâ.

Øàã 1.

Ïîëå O/m ñîâïàäàåò ñ k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå π : O → k, ϕ 7→
ϕ(P ) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì êîëåö è Kerπ =
m. Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå O/m = k. �

Øàã 2.

Êàæäûé íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë â O ñîâïàäàåò ñ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p � ïðîñòîé èäåàë òàêîé,
÷òî (0)  p  m. Âîçüìåì ýëåìåíòû a ∈ p \ (0) è b ∈ m \ p.
Ïîñêîëüêó ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè K íàä k ðàâíà 1, òî ýëå-
ìåíòû a è b àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä k. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f(x, y) ∈ k[x, y] òàêîé, ÷òî f(a, b) = 0.
Çàïèøåì åãî â âèäå f(x, y) = xg(x, y)+h(y), ãäå h(y) =

∏
(y−αi),

αi ∈ k. Òîãäà

h(b) =
∏

(b− αi) = −ag(a, b) ∈ p.

Îòñþäà b−αi ∈ p ⊂ m äëÿ íåêîòîðîãî i. Òàê êàê b ∈ m, à 1 /∈ m,
òî αi = 0 è b ∈ p. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Øàã 3.

Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî èäåàëà a ⊂ O è ëþáîãî a ∈ m ñóùåñòâó-
åò n ∈ N òàêîå, ÷òî an ∈ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî an /∈ a äëÿ âñåõ n ∈ N.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M âñåõ èäåàëîâ b ⊃ a òàêèõ, ÷òî an /∈ b
äëÿ âñåõ n ∈ N. Òàê êàê a ∈ M , òî M íåïóñòî. Ñóùåñòâóåò
ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò p ∈ M . Äîêàæåì, ÷òî p
� ïðîñòîé èäåàë. Ïóñòü bc ∈ p, à b, c /∈ p. Òîãäà èäåàëû (b) + p è
(c) + p íå ïðèíàäëåæàò M . Ïîýòîìó an ∈ (b) + p è am ∈ (c) + p
äëÿ íåêîòîðûõ n,m ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, an+m ∈ (bc) + p = p.
Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî p � ïðîñòîé èäåàë. Íî òîãäà p =
m è a ∈ p. �
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Øàã 4.

Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî èäåàëà a ⊂ O èìååì mn ⊂ a äëÿ íåêî-
òîðîãî n ∈ N. Â ÷àñòíîñòè, ∩nmn = (0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìåþòñÿ âëîæåíèÿ k[X] ⊂ O ⊂ k(X), ãäå,
êàê îáû÷íî, k[X] = k[x1, x2]/I(X) � êîëüöî ðåãóëÿðíûõ ôóíê-
öèé íàX. Ïåðåñå÷åíèå m∩k[X] ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â k[X], ïîðîæ-
äåííûì êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè x̄1, x̄2 (ò.å. îáðàçàìè ýëå-
ìåíòîâ x1, x2 ∈ k[x1, x2]). Ïî ïîñòðîåíèþ êîëüöà O = OP,X ëþ-
áàÿ ôóíêöèÿ èç m ïîëó÷àåòñÿ äåëåíèåì íåêîòîðîãî ýëåìåíòà èç
m ∩ k[X] íà íåíóëåâóþ â íà÷àëå êîîðäèíàò ôóíêöèþ. Ïîýòîìó
èäåàë m ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè x̄1, x̄2. Èç ïðåäûäóùåãî øàãà
èìååì x̄ni

i ∈ a äëÿ íåêîòîðûõ n1, n2 ∈ N. Ïîëîæèì n = n1 + n2.

Òîãäà mn ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè x̄d11 x̄
d2
2 , ãäå d2 +d2 = n. Ñëå-

äîâàòåëüíî, mn ⊂ a. �

Øàã 5.

Äîêàæåì, ÷òî m � ãëàâíûé èäåàë (ò.å. ïîðîæäàåòñÿ îäíèì ýëå-
ìåíòîì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ýëåìåíò t ∈ m òàêîé, ÷òî åãî îáðàç
â m/m2 � íåíóëåâîé. Íàïîìíèì, ÷òî èç íåîñîáîñòè òî÷êè P ∈ X
ñëåäóåò îäíîìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà m/m2 êàê âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàä k = O/m. Òîãäà m = (t) +m2. Ïî èíäóêöèè ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî m = (t)+mn äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, äëÿ íåêîòîðîãî n èìååì
(t) ⊃ mn. Îòñþäà m = mn è m = (t). �

Òàêèì îáðàçîì, m = (t) è mm = (tm).

Øàã 6.

Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ m îäíîçíà÷íî ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå a = tnu, ãäå u � îáðàòèìûé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, èìååì a ∈ mn,
a /∈ mn+1 äëÿ íåêîòîðîãî n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, a ∈ mn òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà a = tau, ãäå u � îáðàòèìûé ýëåìåíò. �
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Øàã 7.

Ïóñòü òåïåðü v � äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå ïîëÿ k(X), íåîòðè-
öàòåëüíîå íà O. Ïîëîæèì v0 := v(t). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
a = tnu èìååì

v(a) = v(tnu) = v(tn) = nv(t) = nv0. (3.5.8)

Ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
v0 = 1 è òîãäà íîðìèðîâàíèå v çàäàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Îáðàò-
íî, äëÿ ëþáîãî v0 ∈ N ôîðìóëà (3.5.8) îïðåäåëÿåò äèñêðåòíîå
íîðìèðîâàíèå. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

Ñëåäñòâèå 3.5.9 Ïóñòü X � íåîñîáàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïðîåê-

òèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä k. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îä-

íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè X è äèñêðåòíûìè

íîðìèðîâàíèÿìè ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé k(X), òðèâèàëü-
íûìè íà k. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f ∈ K ðåãóëÿðíà â òî÷êå P
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà vP (f) ≥ 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòåéøèé ïðèìåð X = P1:

Òåîðåìà 3.5.10 Ëþáîå íåòðèâèàëüíîå íîðìèðîâàíèå ïîëÿ ðà-

öèîíàëüíûõ äðîáåé k(x), òðèâèàëüíîå íà k, ïðîïîðöèîíàëüíî
íîðìèðîâàíèþ âèäà (ii) èëè (iii) èç ïðèìåðà 3.5.6.

Ýòà òåîðåìà âåðíà äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k (íåîáÿçàòåëüíî àëãåáðà-
è÷åñêè çàìêíóòîãî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íåòðèâèàëüíîå
íîðìèðîâàíèå v : k(x)∗ → Z. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî v íåîò-
ðèöàòåëüíî íà k[x]. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
p(x) òàêîé, ÷òî v(p) > 0. Ëþáîé äðóãîé ìíîãî÷ëåí f(x) çàïèøåì
â âèäå f(x) = g(x)p(x)s, ãäå ÍÎÄ (p(x), g(x)) = 1. Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u1(x) è u2(x) òàêèå, ÷òî 1 = p(x)u1(x) +
g(x)u2(x). Îòñþäà 0 = v(1) ≥ min(v(p) + v(u1), v(g) + v(u2)).
Òàê êàê v(p) > 0, òî ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ v(g) =
v(u2) = 0. Îòñþäà v(f) = sv(p). ßñíî, ÷òî òàêîå íîðìèðîâàíèå
ïðîïîðöèîíàëüíî íîðìèðîâàíèþ (ii) èç ïðèìåðà 3.5.6.
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Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî v(f) < 0 äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî-
÷ëåíà f(x). Âûáåðåì òàêîé ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè è
ïóñòü v(f) = −v0. Ïóñòü g(x) � ëþáîé íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí
ìåíüøåé ñòåïåíè. Ðàçäåëèì f íà g ñ îñòàòêîì: f(x) = g(x)h(x)+
r(x). Åñëè r(x) = 0, òî v(f) = v(g) + v(h) ≥ 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîýòîìó r(x) 6= 0 è v(f) ≥ min(v(g)+v(h), v(r)) ≥ 0. Ñíîâà ïðî-
òèâîðå÷èå. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî deg f(x) = 1, ò.å. f(x) = x − α.
Íî òîãäà v(x− β) = v(x− α+ α− β) = v(x− α) (ñì. çàìå÷àíèå
3.5.5). Òàêèì îáðàçîì, v(x) = −v0 è v(akx

k) = −kv0 äëÿ ak ∈ k∗.
Ñíîâà ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.5.5 èìååì v(

∑n
k=0 akx

k) = −nv0. Ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìû ìîæåì ïîëîæèòü v0 = 1.
Ïîëó÷àåì íîðìèðîâàíèå (iii) èç ïðèìåðà 3.5.6. �

Òåîðåìà 3.5.11 Ïóñòü X � íåïðèâîäèìàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

êðèâàÿ íàä ïîëåì k = k̄, ïóñòü K := k(X) � åå ïîëå ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé (èíà÷å ãîâîðÿ, K/k � êîíå÷íî ïîðîæäåííîå ðàñ-

øèðåíèå ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè 1). Ïóñòü f ∈ K, f /∈ k.
Òîãäà

(i) ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íîðìèðîâàíèé v ïîëÿ

K òðèâèàëüíûõ íà k è òàêèõ, ÷òî v(f) 6= 0;

(ii) ∑
v

v(f) = 0,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì íîðìèðîâàíèÿì

ïîëÿ K, òðèâèàëüíûì íà k.

Ìû äîêàæåì òåîðåìó òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ K = k(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K = k(t) è ïóñòü f(t) ∈ k(t) � íåíó-
ëåâîé ýëåìåíò. Ðàçëîæèì f â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíî-
æèòåëåé: f(t) =

∏
(t−αi)ki , ãäå ki ∈ Z. Ïî òåîðåìå 3.5.10 ëþáîå

íîðìèðîâàíèå v ïîëÿ K òðèâèàëüíîå íà k èìååò âèä v∞ èëè
v = vt−α äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ k. Ïî îïðåäåëåíèþ

vt−α(f) =

{
ki åñëè α = αi,

0 åñëè α 6= αi.
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ßñíî, ÷òî v(f) îòëè÷íî îò íóëÿ ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
v. Ýòî äîêàçûâàåò (i) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) çàïèøåì∑

v

v(f) =
∑
α

vt−α(f) + v∞(f) =
∑

ki − deg f = 0.

�

Óïðàæíåíèÿ. (1) Â îáîçíà÷åíèÿõ 3.5.1 äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå
ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå k  K′ ⊂ K òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i)
è (ii).

(2) Äîêàæèòå àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 3.5.10 äëÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë: ëþáîå íåòðèâèàëüíîå äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå ïîëÿ Q ïðî-
ïîðöèîíàëüíî p-àäè÷åñêîìó íîðìèðîâàíèþ (òåîðåìà Îñòðîâñêîãî).

(3) Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîå ïîëå íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ äèñêðåò-
íûõ íîðìèðîâàíèé.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå íå èìååò íåòðèâè-
àëüíûõ äèñêðåòíûõ íîðìèðîâàíèé.

(5) Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è ïóñòü K/k � êîíå÷íî
ïîðîæäåííîå ðàñøèðåíèå ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè 1. Ïóñòü v è v′

� äâà äèñêðåòíûõ íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ K, òðèâèàëüíûå íà k. Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) v è v′ ïðîïîðöèîíàëüíû;

(ii) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ K èç òîãî, ÷òî v(a) ≥ 0 ñëåäóåò, ÷òî
v′(a) ≥ 0.
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Ãëàâà 4.

Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå

Åñòåñòâåííûì è íàèáîëåå âàæíûì èíâàðèàíòîì ïëîñêîé êðèâîé
ÿâëÿåòñÿ åå ñòåïåíü. Êðèâûå ñòåïåíè 1 íàçûâàþòñÿ ïðÿìûìè.
Âñå îíè ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ïðîåêòèâíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè. Êðèâûå ñòåïåíè 2 íàçûâàþòñÿ êîíèêàìè. Èõ ñâîéñòâà
ïîäðîáíî èçó÷àëèñü â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íåîñî-
áûå êîíèêè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì òàêæå ìîãóò
áûòü ïåðåâåäåíû äðóã â äðóãà ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ìû èçó÷èì ñëåäóþùèé ïî ñëîæíîñòè êëàññ êðèâûõ � íåîñî-
áûå êóáè÷åñêèå êðèâûå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ñëó÷àé íåòðè-
âèàëåí è äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü î÷åíü êðàñèâóþ àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêóþ è àðèôìåòè÷åñêóþ òåîðèè.

Ïëîñêèå íåîñîáûå êóáè÷åñêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ òàêæå ýë-
ëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè (íà ñàìîì äåëå, ýòîò òåðìèí ÷àùå óïî-
òðåáëÿåòñÿ, êîãäà êðèâàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíî, íåçàâè-
ñèìî îò âëîæåíèÿ). Ìû ïîñòàðàåìñÿ ïîêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ äîñòàâëÿåò ïðèìåð ãëóáîêîé âçàèìîñâÿçè
àáñòðàêòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êîìïëåêñíîãî àíàëèçà
è òåîðèè ÷èñåë. Áîëåå ïîëíûìè èçëîæåíèÿìè äàííîãî ïðåäìåòà
ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, êíèãè [BSS00], [Sil86].

4.1. Ãåññèàí è òî÷êè ïåðåãèáà ïëîñêèõ

êðèâûõ

Êðàòíîñòè ïåðåñå÷åíèé ñ ïðÿìûìè

Ïóñòü X ⊂ P2 � ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ, à L ⊂ P2 � ïðÿìàÿ. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç multP (X∩L) êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿX è L â òî÷êå
P (ñì. �3.3). Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû îñòàâëÿåòñÿ ÷è-
òàòåëþ.

Ëåììà 4.1.1 Êðàòíîñòü multP (X ∩L) íå çàâèñèò îò âûáîðà
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êîîðäèíàò è ïàðàìåòðèçàöèè L.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2 Ïóñòü X ⊂ P2 � ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ.
Íåîñîáàÿ òî÷êà P ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïðÿìàÿ L òàêàÿ, ÷òî êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ X ∩ L â
òî÷êå P ñòðîãî áîëüøå 2.

Ãåññèàí

Ïóñòü f = fd(x0, . . . , xn) � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d.
Îïðåäåëèì ìàòðèöó Ãåññå ìíîãî÷ëåíà f (îòíîñèòåëüíî êîîð-
äèíàò (x0, . . . , xn)) ôîðìóëîé

H(f) = H(f,x) = (∂2f/∂xi∂xj)0≤i,j≤n

è ãåññèàí h(f) = h(f,x) êàê äåòåðìèíàíò h(f) = detH(f).

Ëåììà 4.1.3 Ïóñòü x = (x0, . . . , xn) 7−→ x′ = (x′0, . . . , x
′
n) �

ïðîåêòèâíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé

A = (aji ). Òîãäà ìàòðèöà Ãåññå ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

H(f,x′) = (At)H(f,x)A.

Â ÷àñòíîñòè, h(f,x′) = (detA)2h(f,x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òåíçîðíûå îáîçíà÷åíèÿ, ìû ìî-
æåì íàïèñàòü

xi =
∑
j′

aj
′

i x
′
j′ .

Îòñþäà

∂2f

∂x′i′∂x
′
j′

=
∑
i,j

∂xi
∂x′i′

∂2f

∂xi∂xj

∂xj
∂x′j′

=
∑
i,j

aii′
∂2f

∂xi∂xj
ajj′ ,

÷òî è äîêàçûâàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �

Ãåññèàí ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè (n + 1)(d − 2) îò
x0, . . . , xn. Îäíàêî îí ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü:
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Ïðèìåð 4.1.4 Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f = x4 + yz3 + xy3 íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè 2 ãåññèàí ðàâåí íóëþ (ñì. òàêæå óïðàæíåíèå
(1), ñòð. 87).

Ïðåäëîæåíèå 4.1.5 Ïóñòü X ⊂ P2 � êðèâàÿ ñòåïåíè d íàä

ïîëåì k, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî íå ðàâíà 2 è íå äåëèò d −
1. Íåîñîáàÿ òî÷êà P ∈ X ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè è

òîëüêî åñëè ãåññèàí h â òî÷êå P îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ∈ X � íåîñîáàÿ òî÷êà è ïóñòü L :=
TP,X . Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó P è ñäåëàåì ïðÿìóþ
L îñüþ Ox. Òîãäà â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå X
èìååò âèä

y + g(x, y) = 0, (4.1.6)

ãäå g(x, y) ñîäåðæèò òîëüêî ÷ëåíû ñòåïåíè ≥ 2. Ðàññìîòðèì
ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äëÿ g â (0, 0):

g = g2 + g3 + · · · .

Òîãäà ïðîåêòèâíîå óðàâíåíèå X èìååò âèä

f(x0, x1, x2) = xd−1
0 x2 + xd−2

0 g2(x1, x2) + xd−3
0 g3(x1, x2) + · · · = 0.

Îòñþäà ìàòðèöà Ãåññå â òî÷êå P = (1 : 0 : 0) èìååò âèä

H =

 0 0 d− 1
0 ∂2g2/∂x

2
1 ∂2g2/∂x1∂x2

d− 1 ∂2g2/∂x1∂x2 ∂2g2/∂x
2
2


Ïîñêîëüêó char k íå äåëèò d − 1, òî detH = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà êîãäà ∂2g2/∂x

2
1 = 0 â òî÷êå P . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

â g2(x, y) îòñóòñòâóåò ÷ëåí x2, ò.å. g2(x, y) äåëèòñÿ íà y. (Çäåñü
èñïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî char k 6= 2.) Íàêîíåö, óñëîâèå äåëèìîñòè g3

íà y â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé L, çàäàííîé óðàâíåíèåì y = 0, è êðèâîé X, çàäàííîé
óðàâíåíèåì (4.1.6), áîëüøå 2. �

Ñëåäñòâèå 4.1.7 Ïóñòü X ⊂ P2 � íåîñîáàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d
íàä ïîëåì k, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî íå ðàâíà 2 è íå äåëèò

d− 1. Òîãäà X èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó ïåðåãèáà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå h = 0 çàäàåò íà P2 êðèâóþ Ãåññå

H ñòåïåíè 3(d−2) èëè h = 0 âñþäó. Ïî òåîðåìå Áåçó ïåðåñå÷åíèå
X ∩H íåïóñòî. �

Ñëåäñòâèå 4.1.8 Íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ E ⊂ P2 íàä ïî-

ëåì k, õàðàêòåðèñòèêè 6= 2 èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó

ïåðåãèáà.

Ýòîò ôàêò âåðåí òàêæå è äëÿ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 2, îäíà-
êî äîêàçàòåëüñòâî â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåò äðóãèå ìåòîäû (ñì.,
íàïðèìåð, óïðàæíåíèÿ (11), ñòð. 99 è (13), ñòð. 99). Ðàññìîòðèì
ïðèìåðû.

Ïðèìåð 4.1.9 Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ ðàâíà
p > 0. Ãåññèàíîì êðèâîé xd−1

0 x2 + xd−2
0 x2

1 + xd1 = 0 áóäåò ìíîãî-
÷ëåí h = −2(d− 1)2x3d−6

0 . Îí òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü,
åñëè p = 2 è åñëè p äåëèò d−1. Îäíàêî, òî÷êà (1 : 0 : 0) íå ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà (ïðîâåðüòå!). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ
char k 6= 2 è - d− 1 â ïðåäëîæåíèè 4.1.5 íåîáõîäèìû.

Ïðèìåð 4.1.10 Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íåîñîáóþ êðèâóþ

xp0x1 + xp1x2 + xp2x0 = 0 (4.1.11)

íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p ≥ 3. Íàéäåì òî÷êè ïåðåãèáà. Äëÿ
ýòîãî ïåðåéäåì â àôôèííóþ êàðòó x0 = 1. Óðàâíåíèå êðèâîé
ïðèìåò âèä x1 + xp1x2 + xp2 = 0, à óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷-
êå (a, b) � âèä x1 − a + ap(x2 − b) = 0. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé{

x1 + xp1x2 + xp2 = 0,

x1 − a+ ap(x2 − b) = 0.

Ñäåëàåì çàìåíó x1 → x1 + a, x2 → x2 + b:{
x1 + a+ (xp1 + ap)(x2 + b) + xp2 + bp = 0,

x1 + apx2 = 0.
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Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî a+ apb+ bp = 0, ïîëó÷èì{
x1 + xp1x2 + bxp1 + apx2 + xp2 = 0,

x1 + apx2 = 0.

Èñêëþ÷èì òåïåðü x1:

0 = ((−1)pap
2

x2 + (−1)pbap
2

+ 1)xp2

Ïîñêîëüêó êðàòíîñòü êîðíÿ x2 = 0 íå ìåíüøå p, òî êàæäàÿ

òî÷êà êðèâîé (4.1.11) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Ïðèìåð 4.1.12 Ïóñòü char k íå äåëèò d(d− 1). Ãåññèàí êðèâîé
Ôåðìà xd0 + xd1 + xd2 = 0 èìååò âèä d3(d − 1)3xd−2

0 xd−2
1 xd−2

2 , à
òî÷êè ïåðåãèáà íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé{

x0 = 0

xd1 + xd2 = 0

{
x1 = 0

xd0 + xd2 = 0

{
x2 = 0

xd0 + xd1 = 0

Â ÷àñòíîñòè, êðèâàÿ Ãåññå ìîæåò áûòü ïðèâîäèìîé.

Óïðàæíåíèÿ. (1) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî
ïîëÿ äåëèò d− 1, òî ãåññèàí îáðàùàåòñÿ â íóëü. Óêàçàíèå. Âîñïîëü-
çóéòåñü ôîðìóëîé Ýéëåðà äëÿ ∂f/∂xi.

(2) Íàéäèòå âñå òî÷êè ïåðåãèáà êðèâîé x20x1 + x21x2 + x22x0 = 0 íàä
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2.

(3) Íàéäèòå êîîðäèíàòû âñåõ òî÷åê ïåðåãèáà êóáè÷åñêîé êðèâîé x3+
y3 + z3 + axyz = 0.

(4) ÏóñòüX ⊂ P3 � íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü. Èñïîëüçóÿ ãåñ-
ñèàí, äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà P ∈ X, êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü
TP,X êîòîðîé ïåðåñåêàåòñÿ ñ X ïî êðèâîé, êîòîðàÿ èëè ïðèâîäèìà,
èëè èìååò â P êàñïèäàëüíóþ îñîáåííîñòü (ñì. óïðàæíåíèå (4), ñòð.
92).

4.2. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà Âåéåðøòðàññà

Íàïîìíèì, ÷òî ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ìû íàçûâàåì íåïðèâîäè-
ìóþ íåîñîáóþ ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ E ⊂ P2 ñòåïåíè 3.
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Ëåììà 4.2.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ êóáè÷åñêàÿ

êðèâàÿ E ⊂ P2 èìååò òî÷êó ïåðåãèáà P . Âûáåðåì ñèñòåìó êî-

îðäèíàò x : y : z òàê, ÷òîáû òî÷êîé ïåðåãèáà áûëà (0 : 1 : 0),
à óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå èìåëî âèä z = 0. Òîãäà
óðàâíåíèå êðèâîé E â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y áóäåò

x3 + f(x, y) = 0, (4.2.2)

ãäå ìíîãî÷ëåí f èìååò ñòåïåíü 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, z òî÷êà P
� íà÷àëî êîîðäèíàò. Òàê êàê îíà æå ÿâëÿåòñÿ è òî÷êîé ïåðåãèáà,
òî óðàâíåíèå E èìååò âèä x3 + zg(x, z) = 0, ãäå deg g ≤ 2. Â
îäíîðîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä x3 +
zy2g(x/y, z/y) = 0. Îòñþäà f(x, y) = y2g(x/y, 1/y). �

Òåîðåìà 4.2.3 Ïóñòü E ⊂ P2 � íåïðèâîäèìàÿ êóáè÷åñêàÿ êðè-

âàÿ íàä (àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì) ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè
6= 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ïåðåãèáà P ∈ E
(ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1.8 ýòî âûïîëíåíî, åñëè êðèâàÿ E íåîñî-

áà). Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò â P2 òàêàÿ, ÷òî

êîîðäèíàòû òî÷êè P ðàâíû (0 : 1 : 0), êàñàòåëüíàÿ â ýòîé

òî÷êå ñîâïàäàåò ñ áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé, à óðàâíåíèå êðèâîé E
èìååò âèä

y2 = g(x), (4.2.4)

ãäå g(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3. Åñëè char k 6= 2, 3, òî ýòî

óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ó âèäó

y2 = x3 + ax+ b. (4.2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4.2.1 óðàâíåíèå E ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó (4.2.2). Ìíîãî÷ëåí f(x, y) äîëæåí ñîäåðæàòü ay2, a 6= 0,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà (0 : 1 : 0) áûëà áû îñîáîé.
Òàêèì îáðàçîì, f(x, y) = ay2 + l(x)y + q(x), ãäå deg l(x) ≤ 1 è
deg q(x) ≤ 2. Ïðåîáðàçîâàíèåì y 7→ y−αx− β óðàâíåíèå (4.2.2)
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x3+ay2+(l(x)−2aαx−2aβ)y+a(αx+β)2−l(x)(αx+β)+q(x) = 0,
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Òàê êàê char k 6= 2, òî ìîæíî íàéòè α è β òàêèå, ÷òî

l(x)− 2aαx− 2aβ = 0.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà x3 + ay2 + q(x) = 0, êîòîðîå ïðèâî-
äèòñÿ ê âèäó (4.2.4) (èëè (4.2.5) åñëè char k 6= 3). Åñëè áû ïðè
ýòîì ìíîãî÷ëåí g(x) èìåë êðàòíûé êîðåíü α, òî äàëüíåéøèì
ïðåîáðàçîâàíèåì x 7→ x − α óðàâíåíèå ïðèâîäèëîñü áû ê âèäó
y2 = x2(x−β) è êðèâàÿ E èìåëà áû â íà÷àëå êîîðäèíàò îñîáóþ
òî÷êó. �

Îïðåäåëåíèå 4.2.6 Óðàâíåíèå (4.2.5) íàçûâàåòñÿ (êðàòêîé)
ôîðìîé Âåéåðøòðàññà êóáè÷åñêîé êðèâîé. ×èñëà

∆ := −16(4a3 + 27b2), j(E) := −1728(4a)3/∆

íàçûâàþòñÿ åå äèñêðèìèíàíòîì è j-èíâàðèàíòîì (çàìåòèì:
1728 = 26 · 33).

Òàêèì îáðàçîì,

j(E) = 44 · 27a3/(4a3 + 27b2).

Ïîçæå, â �4.4 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî j-èíâàðèàíò êóáè÷åñêîé êðè-
âîé äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ åå èíâàðèàíòîì, ò.å., îí íå çàâèñèò
îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ ê ôîðìå Âåéåðøòðàññà.

Ïóñòü k  k̄. Ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ E ⊂ P2 îïðåäåëåíà íàä k,
åñëè îíà ìîæåò áûòü çàäàíà ìíîãî÷ëåíîì ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç k. Åñëè êðèâàÿ âèäà (4.2.5) îïðåäåëåíà íàä k, òî, î÷åâèäíî,
åå j-èíâàðèàíò ïðèíàäëåæèò k. Îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî j ∈ k ñó-
ùåñòâóåò íåîñîáàÿ êðèâàÿ E âèäà (4.2.5) îïðåäåëåííàÿ íàä k ñ
j(E) = j. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè j 6= 0 ìîæíî ïîëîæèòü a = b.
Òîãäà j(4a+ 27) = 6912a è

a = b =
729

16

j2

(1728− j)2
.

Íàðèñóåì âåùåñòâåííóþ (îïðåäåëåííóþ íàä R) êðèâóþ, çà-
äàííóþ óðàâíåíèåì y2 = x3 − x:
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Îäíàêî, ýòîò âèä �íå ñîâñåì ïðàâèëüíûé�, ïîñêîëüêó èçîáðà-
æåíû òîëüêî âåùåñòâåííûå òî÷êè. Ìû èçó÷àåì êðèâûå íàä
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿìè è íàì ñëåäîâàëî áû ðèñî-
âàòü êðèâóþ íàä C, ÷òî äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî. Êîìïëåêñ-
íûå æå òî÷êè ëþáîé êðèâîé îáðàçóþò ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, ÷òî
íå ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó ðèñóíêó. Çíàê äèñêðèìèíàíòà âåùå-
ñòâåííîé (ò.å. îïðåäåëåííîé íàä R) êðèâîé E, çàäàííîé óðàâ-
íåíèåì (4.2.5), ñîâïàäàåò ñî çíàêîì äèñêðèìèíàíòà ìíîãî÷ëåíà
x3 + ax + b. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå E ñ îñüþ x ñî-
ñòîèò èç òðåõ (äåéñòâèòåëüíûõ) òî÷åê åñëè ∆ > 0 è èç îäíîé
òî÷êè åñëè ∆ < 0. Îòñþäà ìîæíî âûâåñòè, ÷òî ÷èñëî êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ òî÷åê E îïðåäåëÿåòñÿ
åå äèñêðèìèíàíòîì: èõ äâå åñëè ∆ > 0 è ðîâíî îäíà åñëè ∆ < 0.

Òåîðåìà 4.2.3 íå âåðíà â õàðàêòåðèñòèêå 2: êðèâàÿ (4.2.4)
âñåãäà îñîáà, â òî âðåìÿ êàê ñóùåñòâóþò íåîñîáûå êóáè÷åñêèå
êðèâûå. Ñîãëàñíî ëåììå 4.2.1, íàä ëþáûì àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïîëåì óðàâíåíèå íåîñîáîé êóáè÷åñêîé êðèâîé ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â îáîáùåííîé ôîðìå Âåéåðøòðàññà:

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6. (4.2.7)
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Îïðåäåëèì ÷èñëà

b2 = a2
1 + 4a2, b4 = a1a3 + 2a4, b6 = a2

3 + 4a6,

b8 = a2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a

2
3 − a2

4,

c4 = b22 − 24b4, c6 = −b32 + 36b2b4 − 216b6.

(4.2.8)

Òîãäà äèñêðèìèíàíò è j-èíâàðèàíò îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b4b6, j(E) = c34/∆. (4.2.9)

Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî ôîðìóëû (4.2.9) èìååò ñìûñë ïèñàòü òîëü-
êî åñëè char k = 2 è 3. Â ýòîì ñëó÷àå îíè äîïóñêàþò óïðîùå-
íèå, ñì. óïðàæíåíèÿ (1) è (2), ñòð. 102. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè
char k 6= 2 3 ìû èìååì

∆ =
c34 − c26
1728

.

Êðèâûå âèäà (4.2.7) ìîãóò áûòü îñîáûìè, îäíàêî ýòî ñëó÷àåòñÿ
�äîâîëüíî ðåäêî�:

Ïðåäëîæåíèå 4.2.10 Êðèâàÿ (4.2.7) îñîáà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ∆ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî â ñëó÷àå, êîãäà char k 6= 2, 3
è êðèâàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â êðàòêîé ôîðìå Âåéåðøòðàññà
(4.2.5) (îáùèé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ ëèøü ñëîæíîñòüþ âû÷èñëå-
íèé). Ýòà êðèâàÿ âñåãäà íåîñîáà íà áåñêîíå÷íîñòè è îñîáà â
êîíå÷íîé àôôèííîé êàðòå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî-
÷ëåí x3 +ax+b èìååò êðàòíûé êîðåíü (ñì. óïðàæíåíèå (5), ñòð.
64). Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñèñòåìà

x3 + ax+ b = 0,
3x2 + a = 0.

èìååò ðåøåíèå. Åñëè a = 0, òî êðèâàÿ áóäåò îñîáà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà b = 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ∆ = 0. Ïóñòü a 6= 0.
Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû ìîæåò áûòü x = −3b/(2a).
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì −1/4(27b2 +
4a3)/a2 = 0, ÷òî îïÿòü ýêâèâàëåíòíî ∆ = 0. �

Óïðàæíåíèÿ. (1) Íàéäèòå íîðìàëüíóþ ôîðìó Âåéåðøòðàññà
êóáè÷åñêîé êðèâîé Ôåðìà x3+y3+z3 = 0. Âû÷èñëèòå åå j-èíâàðèàíò.

(2) Ïîñòðîéòå ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ ñ j-èíâàðèàíòîì j = 7.

(3) (char k 6= 2, 3) Îñîáàÿ òî÷êà P = (a, b) ïëîñêîé êðèâîé X, çàäàí-
íîé óðàâíåíèåì f(x, y) = 0, íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííîé, åñëè â ðàçëî-
æåíèè Òåéëîðà

f(x, y) = f1(x− a, y − b) + f2(x− a, y − b) + · · ·

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà f2(ξ1, ξ2) íåâûðîæäåíà. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðè-
âîäèìàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ, èìåþùàÿ îáûêíîâåííóþ îñîáóþ òî÷êó,
èìååò òðè òî÷êè ïåðåãèáà, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Åå óðàâíåíèå
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó y2 = x2(x+1) (äåêàðòîâ ëèñò, ñì. ðèñ
4.1).

Ðèñ. 4.1 Äåêàðòîâ ëèñò

(4) (char k 6= 2, 3) Ãîâîðÿò, ÷òî êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ èìååò êàñïèäàëü-
íóþ îñîáóþ òî÷êó (òî÷êó âîçâðàòà), åñëè â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà ðàíã
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû f2(ξ1, ξ2) ðàâåí 1. (Äëÿ êðèâûõ ïðîèçâîëüíîé
ñòåïåíè ýòî îïðåäåëåíèå ñëåäóåò ôîðìóëèðîâàòü èíà÷å.) Äîêàæèòå,
÷òî íåïðèâîäèìàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ êàñïèäàëüíîé îñîáîé òî÷êîé
èìååò îäíó òî÷êó ïåðåãèáà. Åå óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
y2 = x3 (ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà, ñì. ðèñ 4.2).

(5) Ïóñòü E ⊂ P2 � íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
÷åðåç êàæäóþ òî÷êó P ∈ P2 ïðîõîäèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êàñà-
òåëüíûõ ê E.
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Ðèñ. 4.2 Ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà

4.3. Òî÷êè ïåðåãèáà êóáè÷åñêèõ êðèâûõ

Êðèâàÿ Ãåññå H ïëîñêîé êóáè÷åñêîé êðèâîé E èìååò ñòåïåíü
9. Ïî òåîðåìå Áåçó ïåðåñå÷åíèå H ∩ E ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì
äåâÿòè òî÷åê (åñëè H 6= E). Ìû äîêàæåì, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå
ñîñòîèò ðîâíî èç äåâÿòè òî÷åê (åñëè char k 6= 3). Áîëåå òîãî,
êîíôèãóðàöèÿ ýòèõ òî÷åê îáëàäàåò èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè:

Òåîðåìà 4.3.1 Íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì k õàðàê-
òåðèñòèêè 6= 2, 3 èìååò ðîâíî äåâÿòü òî÷åê ïåðåãèáà. Ëþáàÿ

ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå èç ýòèõ òî÷åê, îáÿçàòåëüíî ïðîõî-

äèò ÷åðåç òðåòüþ.

Çàìå÷àíèå 4.3.2 Â ñëó÷àÿõ char k = 2 è 3 òî÷êè ïåðåãèáà îïè-
ñàíû â óïðàæíåíèÿõ (11), ñòð. 99 è (4), ñòð. 98.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (4.2.5) â âèäå

f = y2 − x3 − ax− b = 0,

ãäå 4a3+27b2 6= 0, òàê êàê ìíîãî÷ëåí x3+ax+b èìååò ëèøü ïðî-
ñòûå êîðíè. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷èì ãåññèàí
êðèâîé

h = 8(3ax2 + 9bx+ 3xy2 − a2).
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Èñêëþ÷èâ y2 èç f è h, ïîëó÷èì

g(x) := 3x4 + 6ax2 + 12bx− a2 = 0. (4.3.3)

Ïðîèçâîäíàÿ ïîñëåäíåãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíà g′(x) = 12(x3 +ax+
b). Ïðèìåíèì àëãîðèòì Åâêëèäà ê g è g′:

g(x) = 3x(x3 + ax+ b) + 3ax2 + 9bx− a2,

3a2(x3 + ax+ b) = (ax− 3b)(3ax2 + 9bx− a2) + (4a3 + 27b2)x

Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû g, g′ âçàèìíî
ïðîñòû. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå g(x) = 0 èìååò ÷åòûðå ðàç-
ëè÷íûõ êîðíÿ. Äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ êîðíåé íàéäóòñÿ äâà
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ y, òàê êàê íè îäíî èç ïîëó÷åííûõ çíà÷å-
íèé x íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ x3 + ax + b = g′(x)/12 = 0.
Òàê êàê ìû èìåëè ñ ñàìîãî íà÷àëà îäíó òî÷êó ïåðåãèáà â áåñ-
êîíå÷íîñòè, òî âñåãî ïîëó÷àåòñÿ äåâÿòü òî÷åê ïåðåãèáà. Âòîðîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû òåïåðü ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, òàê
êàê èç ëþáûõ äâóõ òàêèõ òî÷åê îäíà ìîæåò áûòü ïðèíÿòà çà
(0 : 1 : 0), äðóãàÿ � çà (α : β : 1). Íî â òàêîì ñëó÷àå òî÷êà
(α : −β : 1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà è ýòè òî÷êè ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. �

Ïóñòü P1, . . . , P9 � òî÷êè ïåðåãèáà êóáè÷åñêîé êðèâîé E ⊂
P2. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.3.1 ñëåäóåò, ÷òî äèàãîíàëüíîå
ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Diag(1,−1, 1) ïåðåâîäèò êðèâóþ E
â ñåáÿ, îñòàâëÿåò íà ìåñòå áåñêîíå÷íóþ òî÷êó ïåðåãèáà è ïîïàð-
íî ïåðåñòàâëÿåò îñòàëüíûå. Ïîñêîëüêó çà áåñêîíå÷íóþ òî÷êó
ïåðåãèáà ìû ìîæåì ïðèíÿòü ëþáóþ èç P1, . . . , P9, òî ìû ïî-
ëó÷àåì äåâÿòü òàêèõ èíâîëþöèé (ýëåìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà)
τ1, . . . , τ9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç AutP(E) ãðóïïó ïðîåêòèâíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé (ò.å. ïîäãðóïïó PGL(3,k)), ïåðåâîäÿùóþ êðèâóþ
E â ñåáÿ, à ÷åðåç Aut′P(E) � ïîäãðóïïó â AutP(E), ïîðîæäåííóþ
èíâîëþöèÿìè τi. Ïîñêîëüêó AutP(E) ïåðåâîäèò òî÷êè ïåðåãèáà
â òî÷êè ïåðåãèáà, òî îíà äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå {P1, . . . , P9}.
Ýòî äåéñòâèå ýôôåêòèâíî (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìîìîðôèçì
AutP(E)→ S9) èíúåêòèâåí. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå ïðîåêòèâíîå
ïðåîáðàçîâàíèå P2 îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îáðàçàìè ÷åòûðåõ òî-
÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. ßñíî,
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÷òî ñðåäè òî÷åê P1, . . . , P9 ìîæíî âûáðàòü òàêóþ êîíôèãóðà-
öèþ. Ïîýòîìó ýëåìåíò φ ∈ AutP(E), îñòàâëÿþùèé íà ìåñòå âñå
òî÷êè Pi, äîëæåí áûòü òðèâèàëåí. Ãðóïïà AutP(E) çàâèñèò îò
êðèâîé E (îò åå j-èíâàðèàíòà). Îíà áóäåò èçó÷åíà ïîçæå. Ñåé-
÷àñ ìû îïèøåì ëèøü ïîäãðóïïó Aut′P(E).

Ïðåäëîæåíèå 4.3.4 Ãðóïïà Aut′P(E) òðàíçèòèâíî äåéñòâó-

åò íà ìíîæåñòâå òî÷åê ïåðåãèáà {P1, . . . , P9} è èìååò ïîðÿäîê

18. Áîëåå òîãî, Aut′P(E) ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

èíâîëþöèè è ïîäãðóïïû, èçîìîðôíîé (F3)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O ⊂ {P1, . . . , P9} � îðáèòà íåêîòîðîé
òî÷êè è ïðåäïîëîæèì, ÷òî O 6= {P1, . . . , P9}. Åñëè Pi /∈ O, òî
O ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû, ïîïàðíî ïåðåñòàâëÿåìûõ èíâîëþöèåé τi
òî÷åê. Ïîýòîìó â O � ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Àíàëîãè÷íî, åñëè
Pi ∈ O, òî O \ {Pi} ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû, ïîïàðíî ïåðåñòàâëÿå-
ìûõ òî÷åê. Ïîýòîìó â O � íå÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Ïðîòèâî-
ðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî O = {P1, . . . , P9}. Äàëåå, òàê êàê ñòàáèëè-
çàòîð êàæäîé òî÷êè Pi ñîäåðæèò èíâîëþöèþ τi, òî ïî ôîðìóëå
äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ â îðáèòå èìååì |Aut′P(E)| ≥ 2 · 9 = 18.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ñâåðõó ïîðÿäîê ãðóïïû Aut′P(E) è
îïèñàòü åå ñòðóêòóðó ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåðìèíîëîãèåé êîíå÷-
íûõ àôôèííûõ ãåîìåòðèé.

Îïðåäåëåíèå 4.3.5 Àáñòðàêòíîé àôôèííîé ïëîñêîñòüþ Λq
ïîðÿäêà q íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâà-
þòñÿ òî÷êàìè è íà êîòîðîì çàäàíà ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ íà-
çûâàåìûõ ïðÿìûìè, òàêîå, ÷òî âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
àêñèîì:

A1. ×åðåç ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà
ïðÿìàÿ.

A2. Äëÿ êàæäîé ïðÿìîé L è òî÷êè P /∈ L ñóùåñòâóåò îäíà è
òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P è ïàðàëëåëüíàÿ
L (ò.å. íå ïåðåñåêàþùàÿ L).

A3. Ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê (òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé
ïðÿìîé).
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A4. Ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç q (q > 1) òî÷åê.

Ïðèìåðîì òàêîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ àôôèííîå ïðîñòðàí-
ñòâî A2

Fq
íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq. Èç àêñèîì A1-A4 íåïîñðåä-

ñòâåííî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ.

Ëåììà 4.3.6 Ïóñòü Λq � àáñòðàêòíàÿ àôôèííàÿ ïëîñêîñòü

ïîðÿäêà q. Òîãäà Λq ñîäåðæèò ðîâíî q2 òî÷åê è q2 +q ïðÿìûõ.
Íà êàæäîé ïðÿìîé ëåæèò ðîâíî q òî÷åê è ÷åðåç êàæäóþ òî÷-

êó ïðîõîäèò ðîâíî q + 1 ïðÿìàÿ.

Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îäíà àáñòðàêòíàÿ àôôèííàÿ ïëîñ-
êîñòü � ïëîñêîñòü ïîðÿäêà 3.

Ëåììà 4.3.7 Àáñòðàêòíàÿ àôôèííàÿ ïëîñêîñòü Λ3 ïîðÿäêà

3 åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà è ïîýòîìó èçî-

ìîðôíà A2
F3
.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Èç àêñèîìû A4 è ëåììû 4.3.6 ïîëó÷à-
åì, ÷òî Λ3 ñîäåðæèò ñëåäóþùóþ êîíôèãóðàöèþ òî÷åê è ïðÿ-
ìûõ:

•

L′ •

• • • L

Ïðîâåäåì ïðÿìûå ïàðàëëåëüíûå L è L′. Ïîëó÷èì

• • •

• • •

• • •

Êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ øåñòè ïðÿìûõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè,
ëåæàùèå â ðàçíûõ ñòðîêàõ è ðàçíûõ ñòîëáöàõ. ×åðåç êàæäóþ
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ïàðó òàêèõ òî÷åê ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ è òðåòüÿ åå òî÷êà
îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëíîñòüþ
âîññòàíîâèì ðàçáèåíèå íà òðîéêè êîëëèíåàðíûõ òî÷åê. Ýòî äî-
êàçûâàåò ëåììó. �

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 4.3.4. Ïóñòü
P1, . . . , P9 � òî÷êè ïåðåãèáà íåîñîáîé êóáè÷åñêîé êðèâîé E ⊂ P2.
Ðàññìîòðèì àáñòðàêòíóþ àôôèííóþ ïëîñêîñòü Λ3, òî÷êàìè êî-
òîðîé ÿâëÿþòñÿ P1, . . . , P9, à ïðÿìûìè � òðîéêè òî÷åê, ëåæàùèõ
íà îäíîé ïðÿìîé â P2. Óòâåðæäåíèÿ àêñèîì A1-A4 íåìåäëåííî
ñëåäóþò èç òåîðåìû 4.3.1. Ïîñêîëüêó AutP(E) ïåðåâîäèò òî÷-
êè ïåðåãèáà â òî÷êè ïåðåãèáà è ñîõðàíÿåò êîëëèíåàðíîñòü, òî
ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì Φ: AutP(E) → GA(Λ3)
â ãðóïïó àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè Λ3. Ïðè ýòîì
îáðàç êàæäîé èíâîëþöèè τi ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì: Φ(τi)(Pj) =

Pi −
−−→
PiPj .

Íàïîìíèì, êàê óñòðîåíà ãðóïïà àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé
GA(Λ3). Åñëè ìû çàôèêñèðóåì òî÷êó P = Pi (íà÷àëî êîîð-
äèíàò), òî ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå φ ∈ GA(Λ3) ðàñêëàäûâàåò-
ñÿ â êîìïîçèöèþ φ = φP ◦ ψ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ψ è àô-
ôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ φP , îñòàâëÿþùåãî òî÷êó P íà ìåñòå.
Ïîäãðóïïà âñåõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ Tran(Λ3) íîðìàëüíà
â GA(Λ3) è èçîìîðôíà (F3)3, à ïîäãðóïïà àôôèííûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé èçîìîðôíà ãðóïïå GL(2,F3)
íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì
Ψ: GA(Λ3)→ GL(2,F3) ñ ÿäðîì Tran(Λ3) ' (F3)3. Â ÷àñòíîñòè,
ïîðÿäîê ãðóïïû GA(Λ3) ðàâåí 9 · (9 − 1) · (9 − 3) = 432. Òå-
ïåðü çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé èíâîëþöèè τi åå îáðàç Ψ ◦ Φ(τi)
� ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà −E. Ïîýòîìó Ψ ◦ Φ(Aut′P(E)) = {±E} è

|Aut′P(E)| = 2·|Ker(Ψ◦Φ)∩Aut′P(E)| = 2·|Tran(Λ3)∩Φ(Aut′P(E))|.

Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî |Aut′P(E)| ≤ 2|Tran(Λ3)| =
18. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ òåïåðü î÷åâèäíî è
îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçáîðà. �

Óïðàæíåíèÿ. (1) Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåãèáà êðèâîé
Ôåðìà x3 + y3 = z3.

(2) Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ E ⊂ P2, îïðåäåëåí-
íàÿ íàä R, èìååò äåéñòâèòåëüíóþ òî÷êó ïåðåãèáà. Âûâåäèòå îòñþäà,
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÷òî â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò E ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì
Âåéåðøòðàññà (4.2.5) ñ äåéñòâèòåëüíûìè a è b.

(3) Âû÷èñëèòå äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (4.3.3) è ñðàâíèòå åãî ñ äèñ-
êðèìèíàíòîì ñîîòâåòñòâóþùåé êóáè÷åñêîé êðèâîé. Âûâåäèòå îòñþ-
äà, ÷òî êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ, îïðåäåëåííàÿ íàä R, íå ìîæåò èìåòü
äåâÿòü òî÷åê ïåðåãèáà. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû âåùåñòâåííûõ êðèâûõ ñ
ïÿòüþ òî÷êàìè ïåðåãèáà.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ y2 = x3 + cx2 + ax+ b íàä ïîëåì õàðàêòå-
ðèñòèêè 3 èìååò ðîâíî òðè òî÷êè ïåðåãèáà ïðè c 6= 0 è åäèíñòâåííóþ
òî÷êó ïåðåãèáà (íà áåñêîíå÷íîñòè) ïðè c = 0.

(5) Ïóñòü E ⊂ P2 � íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì õàðàê-
òåðèñòèêè 6= 2, 3. Äîêàæèòå, ÷òî åå êðèâàÿ Ãåññå H íåîñîáà ïðè
j(E) 6= 0 è ïðèâîäèìà ïðè j(E) = 0. Êàê ñâÿçàíû j-èíâàðèàíòû
E è H?

(6) (char k 6= 2, 3) Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåãèáà íåîñîáîé êóáè÷å-
ñêîé êðèâîé, ïîñëå íàäëåæàùåãî âûáîðà êîîðäèíàò, ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

(0 : 1 : −1) (−1 : 0 : 1) (1 : −1 : 0)
(0 : 1 : α1) (α1 : 0 : 1) (1 : α1 : 0)
(0 : 1 : α2) (α2 : 0 : 1) (1 : α2 : 0)

(4.3.8)

ãäå α1 è α2 � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − x+ 1 = 0.

(7) (char k 6= 2, 3) Ëþáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷-
êè (4.3.8), îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

x3 + y3 + z3 + 3axyz = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòà êðèâàÿ èìååò îñîáóþ òî÷êó òîëüêî òîãäà, êîãäà
a ïðèíèìàåò îäíî èç çíà÷åíèé ∞, −1, α1, α2 è êîãäà êðèâàÿ ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà òðè ïðÿìûå. Åñëè êðèâàÿ íåïðèâîäèìà, òî îíà èìååò
äåâÿòü òî÷åê (4.3.8) ñâîèìè òî÷êàìè ïåðåãèáà. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
j-èíâàðèàíòà îò ïàðàìåòðà a.

(8) (char k 6= 2, 3) Ïóñòü Γ � ïîäãðóïïà PGL(3, k), ïåðåâîäÿùàÿ â ñå-
áÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåãèáà íåîñîáîé êóáè÷åñêîé êðèâîé (íî íåîáÿ-
çàòåëüíî ñàìó êðèâóþ). Äîêàæèòå, ÷òî Ψ◦Φ(Γ) = SL(2,F3). Ïîýòîìó
ïîðÿäîê Γ ðàâåí 216. Ãðóïïà Γ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ãåññå, à êîíôè-
ãóðàöèÿ òî÷åê (4.3.8) � êîíôèãóðàöèåé Ãåññå.

(9) Åñëè F � íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ è H � åå êðèâàÿ Ãåññå, òî
êàæäàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ âèäà aF + bH, êðîìå ÷åòûðåõ èñêëþ÷è-
òåëüíûõ, ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåîñîáîé è èìåþùåé òå æå òî÷êè ïåðåãèáà,
÷òî è F .
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Òî÷êè ïåðåãèáà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2

Â ñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷àõ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îñíîâíîå ïîëå k
èìååò õàðàêòåðèñòèêó 2.

(10) Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 (4.3.9)

(ñì. (4.2.7)), ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a61a6 + a51a4a3 + a41a
2
4 + a41a

2
3a2 + a31a

3
3 + a43 = 0, (4.3.10)

÷òî ýêâèâàëåíòíî ∆ = 0.

(11) Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ êðèâàÿ âèäà (4.3.9) èìååò ðîâíî 9 òî÷åê
ïåðåãèáà.

(12) Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì ëþáîé

õàðàêòåðèñòèêè íå ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ïåðåãèáà.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à äàåò äðóãîå, âåðíîå â ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðè-
ñòèêå, äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 4.1.8. Îäíàêî äëÿ ýòîãî ïîòðåáóþò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíûå çíàíèÿ èç àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íåïîäãî-
òîâëåííûé ÷èòàòåëü ìîæåò ïðîïóñòèòü ýòî óïðàæíåíèå.

(13) Îòîæäåñòâèì ìíîæåñòâî âñåõ íåîñîáûõ êóáèê â P2 ñ îòêðûòûì
ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâîì U ⊂ P9, à ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ
íà P2 � ñ äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ P2∗. Ïîêàæèòå, ÷òî
ìíîæåñòâà

Y :=
{

(L,P ) ∈ P2∗ × P2 | P ∈ L
}
,

Z :=
{

(E,L, P ) ∈ U × P2∗ × P2 | multP E ∩ L ≥ 3
}

çàìêíóòû ïî Çàðèññêîìó â P2∗ × P2 è U × P2∗ × P2, ñîîòâåòñòâåííî
è dimY = 3. Äàëåå ïîêàæèòå, ÷òî ïðîîáðàç òî÷êè (L,P ) ∈ Y ïðè
ïðîåêöèè Z → Y òàêæå çàìêíóò è èìååò ðàçìåðíîñòü 6. Âûâåäèòå
îòñþäà, ÷òî dimZ = 9. Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çà-
äà÷è è äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì ëþáîé
õàðàêòåðèñòèêè èìååò òî÷êó ïåðåãèáà, à åñëè õàðàêòåðèñòèêà îñíîâ-
íîãî ïîëÿ íå ðàâíà 3, ýòèõ òî÷åê � ðîâíî äåâÿòü. (Â ýòîì ðàññóæäå-
íèè ñóùåñòâåííî òî, ÷òî ïðîåêöèÿ Z → U � ñîáñòâåííûé ìîðôèçì.)
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4.4. j-èíâàðèàíò

Çàïèñü êóáè÷åñêîé êðèâîé â ôîðìå Âåéåðøòðàññà íå ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîé. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ î íà-
õîæäåíèè âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a è b â (4.2.5), ïðè êî-
òîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû äðóã
â äðóãà ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïëîñêîñòè. Íàïîìíèì,
÷òî j-èíâàðèàíò êðèâîé âèäà

y2 = x3 + ax+ b (4.4.1)

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

j =
44 · 27a3

4a3 + 27b2
.

Òåîðåìà 4.4.2 Äâå êðèâûå, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè âèäà

(4.2.7), ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíè-

åì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ j-èíâàðèàíòû ñîâïàäàþò.

Òàêèì îáðàçîì, j-èíâàðèàíò ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êðèâîé è
íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ êðèâîé ê âåéåðøòðàññîâîé
ôîðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ char 6= 2, 3.
Òîãäà â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå êðèâûõ èìååò
âèä (4.4.1). Äèàãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

x→ αx, y → βy, ãäå α3 = β2 6= 0 (4.4.3)

ïåðåâîäèò êðèâóþ y2 = x3 + ax+ b â êðèâóþ y2 = x3 + a′x+ b′,
ãäå a′ = aα/β2, b′ = b/β2.

Ïóñòü êðèâûå E è E′ çàäàíû óðàâíåíèÿìè

y2 = x3 + ax+ b, y2 = x3 + a′x+ b′

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî j(E) = j(E′). Åñëè a = 0, òî a′ = 0 è
ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì (4.4.3) ñ β2 = b/b′.
Ïóñòü a 6= 0. Òîãäà a′ 6= 0 è

4 + 27b2/a3 = (4a3 + 27b2)/a3 = (4a′3 + 27b′2)/a′3 = 4 + 27b′2/a′3.
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Îòñþäà b2/a3 = b′2/a′3. Ïðåîáðàçîâàíèå (4.4.3) ñ β2 = b/b′, α =
a′β2/a ïåðåâîäèò E â E′.

Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ E ïåðåâîäèòñÿ â E′

íåêîòîðûì ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, êîòîðîå â àôôèí-
íûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Φ: x→ p1x+ q1y + r1

p0x+ q0y + r0
, y → p2x+ q2y + r2

p0x+ q0y + r0
.

Òî÷êà ïåðåãèáà P0 = (0 : 1 : 0) êðèâîé E ïåðåõîäèò â òî÷êó ïå-
ðåãèáà P ′0 êðèâîé E

′. Ðàññìàòðèâàÿ êîìïîçèöèþ Φ ñ ïðîåêòèâ-
íûì àâòîìîðôèçìîì, ïåðåñòàâëÿþùèì òî÷êè ïåðåãèáà êðèâîé
E′, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Φ(P0) = P0. Òàê êàê êàñàòåëüíûå
êðèâûå â òî÷êå P0 ê E è ê E′ ñîâïàäàþò ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé
ïðÿìîé, òî Φ ïåðåâîäèò áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ïðÿìóþ â ñåáÿ è
ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì:

Φ: x→ p1x+ q1y + r1, y → p2x+ q2y + r2.

Òàê êàê Φ(P0) = P0, òî q1 = 0. Òåïåðü âèäíî, ÷òî Φ(E) çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì

(p2x+ q2y + r2)2 = (p1x+ r1)3 + a(p1x+ r1) + b,

êîòîðîå äîëæíî èìåòü âåéåðøòðàññîâó ôîðìó. Îòñþäà p2 =
r2 = r1 = 0, ò.å. Φ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä

Φ: x→ p1x, y → q2y,

à Φ(E) � âèä
(q2y)2 = (p1x)3 + ap1x+ b,

Çàìåíÿÿ y íà q2/
√
p3

1y ïîëó÷èì

y2 = x3 + a′x+ b′, ãäå a′ = a/p2
1, b

′ = b/p3
1.

Òàêèì îáðàçîì, j-èíâàðèàíò íîâîé êðèâîé áóäåò

j′ = 44 · 27a′3/(4a′3 + 27b′2) = 44 · 27a3/(4a3 + 27b2) = j.

�
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Ïðèìåð 4.4.4 Êðèâàÿ y2 = x3 − x ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé íàä ïðî-
èçâîëüíûì ïîëåì k, char k 6= 2. Äëÿ íåå a = −1, b = 0, è,
ñëåäîâàòåëüíî, ∆ = 64, j(E) = 1728.

Ïðèìåð 4.4.5 Êðèâàÿ Ôåðìà x3 + y3 = z3 íåîñîáà íàä ëþáûì
ïîëåì k, char k 6= 3. Ñäåëàâ çàìåíó z := z′ + y è ïîëîæèâ z′ =
−1/3. ïîëó÷àåì

y2 − 1

3
y + x3 +

1

27
= 0

Äàëåå çàìåíîé y = y′ + 1/6 äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî óðàâíåíèå
ïðèíèìàåò âèä y2 + x3 + 1/108 = 0. Äëÿ íåãî a = 0, b = 1/108
Ñëåäîâàòåëüíî, ∆ = −1/27 è j(E) = 0.

Óïðàæíåíèÿ. (1) Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå char k = 2 óðàâíå-
íèå (4.2.7) ìîæíî ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò ïðèâåñòè ê îäíîé èç
ñëåäóþùèõ ôîðì

y2 + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 èëè y2 + a1xy = x3 + a2x

2 + a6.

Íàéäèòå âûðàæåíèå j-èíâàðèàíòà ÷åðåç ai â ýòèõ ñëó÷àÿõ (ñì.
(4.2.9)).

(2) Ïóñòü íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè
3 çàäàíà óðàâíåíèåì y2 = g(x) (ñì. (4.2.4)). Íàéäèòå âûðàæåíèå j-
èíâàðèàíòà ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà g(x).

(3) Óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà (4.2.4) (â ñëó÷àå char k 6= 2) ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

y2 = x(x− 1)(x− λ),

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Ëåæàíäðà. Íàéäèòå âûðàæåíèå j-
èíâàðèàíòà ÷åðåç λ.

(4) Ïóñòü E ⊂ P2 � íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì õàðàêòå-
ðèñòèêè 6= 2, 3. Âîçüìåì òî÷êó P ∈ E è ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ èç P
íà íåêîòîðóþ ïðÿìóþ L 63 P . Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî ÷åòû-
ðå ðàçëè÷íûå òî÷êè P1, . . . , P4 ∈ E, äëÿ êîòîðûõ ïðÿìûå PPi êàñà-
þòñÿ E (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà). Îáðàçû
π(Pi) ýòèõ òî÷åê èç P íà L = P1 íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ

ïðîåêöèè π. Ïóñòü δ � äâîéíîå îòíîøåíèå (π(P1), π(P2);π(P3), π(P4))
òî÷åê âåòâëåíèÿ íà P1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

γ :=
(δ2 − δ + 1)3

δ2(δ − 1)2
.
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íå çàâèñèò îò âûáîðà P è îòëè÷àåòñÿ îò j-èíâàðèàíòà E ïîñòîÿííûì,
íå çàâèñÿùèì îò E è P , ìíîæèòåëåì.

4.5. Ãðóïïîâîé çàêîí íà ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé

Îïðåäåëåíèå 4.5.1 Ãðóïïîâîé çàêîí íà ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé. Ïóñòü E ⊂ P2 � íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Çàôèê-
ñèðóåì òî÷êó O ∈ E. Îïðåäåëèì ñëîæåíèå òî÷åê íà E ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç (ðàçëè÷íûå) òî÷êè
P1, . . . , Pr ∈ P2, r ≥ 2 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç LP1,...,Pr

(åñëè
òàêàÿ ïðÿìàÿ ñóùåñòâóåò). Äëÿ ëþáîé òî÷êè R ∈ E îáîçíà÷èì
÷åðåç R̄ òðåòüþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé LO,R è E. Ìû ó÷è-
òûâàåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðàòíîñòÿìè, ïîýòîìó äëÿ R = O
ìû ïîëîæèì LO,O = TO,E . Ïóñòü R ∈ E � òðåòüÿ òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìîé PQ è E. Ïîëîæèì P + Q := R̄ (ñì. ðèñ. 4.3).

R P Q

O

P+Q

Ðèñ. 4.3 Ñëîæåíèå òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
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Îòìåòèì, ÷òî íàøà êîíñòðóêöèÿ ñëîæåíèÿ çàâèñèò îò âû-
áîðà íà÷àëüíîé òî÷êè O. ×òîáû âûäåëèòü ýòó òî÷êó, íåîñîáàÿ
êóáè÷åñêàÿ (= ýëëèïòè÷åñêàÿ) êðèâàÿ ñ ôèêñèðîâàííûì ãðóï-
ïîâûì çàêîíîì ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ (E,O).

Òåîðåìà 4.5.2 Îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ çàäàåò íà E ñòðóê-

òóðó àáåëåâîé ãðóïïû, ãäå íóëåì ÿâëÿåòñÿ O, à ïðîòèâîïî-

ëîæíûì ýëåìåíòîì ê òî÷êå P ∈ E � òðåòüÿ òî÷êà ïåðåñå÷å-

íèÿ ïðÿìîé PŌ ñ E.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ñ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ìû ïðè-
âåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.5.3 (Óïðîùåííûé ãðóïïîâîé çàêîí)
Åñëè O � òî÷êà ïåðåãèáà, òî Ō = O è ïîýòîìó

(i) äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ E òî÷êà −P � ýòî òðåòüÿ òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé OP ñ E;

(ii) äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê P,Q,R ∈ E ðàâåíñòâî P +Q+R =
0 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè òî÷êè

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà îïðåäåëåíèÿ
4.5.1. �

Ëåììà 4.5.4 Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåãèáà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(E,O) � ãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè O1 ∈ E (E,O1) òàê-

æå áóäåò ãðóïïîé, èçîìîðôíîé (E,O1). Èçîìîðôèçì (E,O) '
(E,O1) çàäàåòñÿ ïî ïðàâèëó φ(P ) = P +O1, ãäå çíàê �+� ïîíè-
ìàåòñÿ êàê ñëîæåíèå â ãðóïïå (E,O).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
•
+ ñëîæåíèå â ñìûñëå ãðóï-

ïîâîãî çàêîíà (E,O1). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî φ(P + Q) =

φ(P )
•
+ φ(Q), ò.å. (P +Q)+O1 = (P +O1)

•
+ (Q+O1). Ïóñòü R �

òðåòüÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé LP+O1,Q+O1
ñ E. Òîãäà òðåáó-

åìîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî òî÷êè (P +Q) +O1, R è
O1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à ñîãëàñíî óïðîùåííîìó ãðóïïîâî-
ìó çàêîíó îíî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (P+Q)+O1+R+O1 = 0 â
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(E,O). Åñëè (E,O) � ãðóïïà, òî ýòî âûïîëíåíî ïî êîíñòðóêöèè
òî÷êè R. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rd ìíîæåñòâî îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè d îò òðåõ ïåðåìåííûõ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Rd ÿâëÿåò-
ñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè 1

2 (d+ 1)(d+ 2). Äëÿ
ðàçëè÷íûõ òî÷åê P1, . . . , Pm îáîçíà÷èì

Rd(P1, . . . , Pm) := {f ∈ Rd | f(Pi) = 0, ∀i = 1, . . . ,m}.

Êàæäîå óñëîâèå f(Pi) = 0 çàäàåò îäíî ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå
íà êîýôôèöèåíòû f . Ñëåäîâàòåëüíî, Rd(P1, . . . , Pm) � òàêæå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ≥ 1

2 (d + 1)(d + 2) −m. Â
÷àñòíîñòè,

dimR2(P1, . . . , P5) ≥ 1, dimR3(P1, . . . , P9) ≥ 1 (4.5.5)

äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ Pi.

Ëåììà 4.5.6 (ëåììà î êóáè÷åñêèõ êðèâûõ) Ïóñòü X è

Y � äâå (íåîáÿçàòåëüíî íåïðèâîäèìûå) êóáè÷åñêèå êðèâûå òà-
êèå, ÷òî X∩Y = {P1, . . . , P9}, ãäå âñå Pi ðàçëè÷íû. Òîãäà ëþáàÿ
êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ Z, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P1, . . . , P8, ïðîõîäèò

òàêæå è ÷åðåç P9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êðèâûå X, Y è Z çàäàþòñÿ êóáè÷å-
ñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè f , g è h, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî P9 /∈ Z. Òîãäà ìíîãî÷ëåíû f , g è h ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê P ′, P ′′ ∈ P2 ìîæíî
âçÿòü α, β, γ ∈ k òàê, ÷òîáû êðèâàÿ, çàäàííàÿ ìíîãî÷ëåíîì
αf + βg + γh, ïðîõîäèëà ÷åðåç P ′ è P ′′. Äåéñòâèòåëüíî, ëèíåé-
íàÿ îáîëî÷êà f , g è h â R3 � òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êî-
òîðîå äîëæíî íåòðèâèàëüíî ïåðåñåêàòüñÿ ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì
R3(P ′, P ′′) ðàçìåðíîñòè ≥ 8.

Çàìåòèì, ÷òî íèêàêèå ÷åòûðå èç äåâÿòè òî÷åê Pi íå ìîãóò
ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé, òàê êàê ýòà ïðÿìàÿ áûëà áû îáùåé
êîìïîíåíòîé X è Y . Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå íèêàêèå ñåìü èç
òî÷åê Pi íå ìîãóò ëåæàòü íà êðèâîé âòîðîé ñòåïåíè (êîíèêå).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè.
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1. Òî÷êè P1, P2, P3 ëåæàò íà ïðÿìîé L. Èç (4.5.5) ñëåäó-
åò, ÷òî ñóùåñòâóåò êðèâàÿ Q ñòåïåíè 2, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïÿòü
òî÷åê P4, . . . , P8. Íî ýòè ïÿòü òî÷åê ðàñïîëîæåíû íà îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííîé êîíèêå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äâå ðàçëè÷íûå êîíè-
êè èìåþò ïÿòü îáùèõ òî÷åê, òî îíè èìåþò îáùóþ êîìïîíåíòó.
Äðóãèå èõ êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè è ìîãóò èìåòü ëèøü
îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, íå ëåæàùóþ íà îáùåé ïðÿìîé. Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî îñòàëüíûå ÷åòûðå òî÷êè ëåæàò íà ïðÿìîé, à ýòî
íåâîçìîæíî. Ïóñòü òåïåðü P ′ � òî÷êà ïðÿìîé L, îòëè÷íàÿ îò P1,
P2, P3 è P

′′ � òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íè íà L, íè íà Q. Åñëè α, β, γ
âûáðàíû òàê, ÷òî êðèâàÿ çàäàííàÿ ìíîãî÷ëåíîì αf + βg + γh,
âñåãäà ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P1, . . . , P8, ïðîõîäèò òàêæå ÷åðåç P

′ è
P ′′, òî ýòà êðèâàÿ äîëæíà èìåòü ïðÿìóþ L ñâîåé êîìïîíåíòîé.
Äðóãîé êîìïîíåíòîé äîëæíà áûòü êðèâàÿ Q. Íî ýòî íåâîçìîæ-
íî, òàê êàê L è Q íå ñîäåðæàò òî÷êè P ′′.

2. Òî÷êè P1, . . . , P6 ëåæàò íà êîíèêå Q. Ïóñòü L = LP7P8

� ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè P7 è P8. Áåðÿ â êà÷åñòâå
òî÷êè P ′ ëþáóþ èç äðóãèõ òî÷åê êðèâîé Q, à â êà÷åñòâå P ′′ �
òî÷êó, íå ëåæàùóþ íè íà Q, íè íà L, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ
òåì æå ïóòåì, ÷òî è âûøå.

3. Íèêàêèå òðè èç òî÷åê P1, . . . , P8 íå ëåæàò íà ïðÿ-

ìîé è íèêàêèå øåñòü � íà êîíèêå. Âîçüìåì â êà÷åñòâå L
ïðÿìóþ LP1,P2

, à â êà÷åñòâå Q � êîíèêó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷-
êè P3, . . . , P7. Áåðÿ òî÷êè P

′ è P ′′ íà ïðÿìîé L è ïîñòóïàÿ êàê
â ñëó÷àå 1, ñíîâà ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê êàê òî÷êà P8

íå ëåæèò íè íà Q, íè íà L.
Ýòèì èñ÷åðïàíû âñå âîçìîæíîñòè è ëåììà äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.5.2. Ïðîâåðêà êîììóòàòèâíîñòè
è òîãî, ÷òî O ÿâëÿåòñÿ íóëåì î÷åâèäíû. Äîêàæåì àññîöèàòèâ-
íîñòü ñëîæåíèÿ äëÿ �äîñòàòî÷íî îáùèõ� òî÷åê. Ïóñòü äàíû òî÷-
êè P,Q,R ∈ E. Ðàññìîòðèì ïðèâîäèìûå êóáè÷åñêèå êðèâûå

X1 := LP,Q,P+Q ∪ LQ+R,O,Q+R ∪ LP+Q,R,(P+Q)+R
,

X2 := LQ,R,Q+R ∪ LP+Q,O,P+Q) ∪ LQ+R,P,P+(Q+R)
.

Êàæäàÿ èç òðåõ êðèâûõ E, X1 è X2 ñîäåðæèò âîñåìü òî÷åê

O, P, Q, P +Q, P +Q, R, Q+R, Q+R

106



è, êðîìå òîãî,

E ∩X1 3 (P +Q) +R, E ∩X2 3 P + (Q+R).

Åñëè âñå òî÷êè â E ∩X1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî ïî ëåììå 4.5.6,
ïðèìåíåííîé ê X = E, Y = X1, Z = X2 èìååì (P +Q) +R =
P + (Q+R), à ñëåäîâàòåëüíî, è (P +Q) +R = P + (Q+R).

Ìû íàìåòèì ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ k =
C. Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ:

1) îòîáðàæåíèå E ×E → E, (P,Q)→ P +Q ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèåé (êîîðäèíàò),

2) äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê P,Q,R ∈ E ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî
áëèçêèå òî÷êè Pε, Qε, Rε ∈ E òàêèå, ÷òî òî÷êè

O,Pε, Qε, Rε, Pε +Qε, Pε +Qε, Qε +Rε, Qε +Rε, (Pε +Qε) +Rε

ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç íåïðåðûâ-
íîé çàâèñèìîñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà îò êîýôôèöèåíòîâ (ñì. ÿâ-
íûå ôîðìóëû â òåîðåìå 4.5.7 äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà O
� òî÷êà ïåðåãèáà). Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ìû
îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü äâà îòîáðàæåíèÿ

φ, ψ : E × E × E −→ E,

çàäàííûå ôîðìóëàìè φ(P,Q,R) = (P + Q) + R è ψ(P,Q,R) =
P + (Q + R). Ýòè îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíû è ñîâïàäàþò íà
âñþäó ïëîòíîì ìíîæåñòâå. Çíà÷èò îíè ñîâïàäàþò âñþäó. Ïî-
ñëåäíåå ðàññóæäåíèå ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàíî è äëÿ ñëó-
÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî âìåñòî êëàññè÷åñêîé
õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèè ðàññìàòðèâàòü òîïîëîãèþ Çàðèññêîãî
(ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.6). �

Âûâåäåì òåïåðü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ãðóïïîâîãî çàêîíà.

Òåîðåìà 4.5.7 Ðàññìîòðèì êðèâóþ E â âåéåðøòðàññîâîé

ôîðìå y2 = x3 + ax + b è ïóñòü O = (0 : 1 : 0). Äëÿ äâóõ
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òî÷åê P = (x1, y1) è Q = (x2, y2) íà E ïîëîæèì

λ :=
y2 − y1
x2 − x1

, µ :=
y1x2 − x1y2
x2 − x1

ïðè x1 6= x2,

λ′ :=
3x2

1 + a
2y1

, µ′ :=
−x3

1 + ax1 + 2b
2y1

ïðè y1 6= 0.

(4.5.8)
Òîãäà

−P = P̄ = (x1,−y1),

P +Q =
(
λ2 − x1 − x2, −λ(λ2 − x1 − x2)− µ

)
, (4.5.9)

2P =
(
λ′2 − 2x1, −λ′(λ′2 − 2x1)− µ′

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ÿâíûå ôîðìóëû (4.5.9) ïîêàçûâàþò, ÷òî îòîá-
ðàæåíèÿ E → E, P → −P è E × E → E, (P,Q) → P + Q
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè (â êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèè äëÿ k = C
è â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (4.5.9) î÷åâèäíî, ïî-
ñêîëüêó ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ P è O èìååò âèä x = x1. Ïóñòü
P 6= Q è P 6= −Q. Ïðÿìàÿ LPQ èìååò ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ

x = (x2 − x1)t+ x1, y = (y2 − y1)t+ y1.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ LPQ è E íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

g(t) = ((y2−y1)t+y1)2−((x2−x1)t+x1)3−a((x2−x1)t+x1)−b = 0.

Êîðåíü t = 0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå P (ýòî äåéñòâèòåëüíî êîðåíü
ïîñêîëüêó ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí y2

1 − x3
1 − ax1 − b = 0). Äàëåå

g(t)/t èìååò âèä

g(t)/t = (3x1x
2
2 + x3

1 − 3x2x
2
1 − x3

2)(t− 1)2+

(y2
1 + 3x1x

2
2 − 2x3

2 − 2y2y1 + y2
2 − x3

1)(t− 1)−
− y2

1 + x3
1 + ax1 − ax2 + y2

2 − x3
2.

Ñíîâà ó÷èòûâàÿ, ÷òî P è Q ëåæàò íà E, ïîëó÷èì îáðàùåíèå â
íóëü ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Êîðåíü t = 1 ìíîãî÷ëåíà g(t) ñîîòâåò-
ñòâóåò òî÷êå Q. Äàëåå,
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g(t)/t(t− 1) = −(x2 − x1)3(t− 1)+

(y2
1 − 2y2y1 + y2

2 + 3x1x
2
2 − 2x3

2 − x3
1).

Ïîëó÷àåì òðåòèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(t):

t0 =
(y2 − y1)2 + 3x2x

2
1 − 2x3

1 − x3
2

(x2 − x1)3
.

Êîîðäèíàòàìè òî÷êè P +Q áóäóò

x0 = (x2 − x1)t0 + x1, y0 = −(y2 − y1)t0 − y1.

Ó÷èòûâàÿ (4.5.8), ïîëó÷èì

x0 = λ2 − x1 − x2, y0 = −λx0 − µ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ (4.5.9) íàéäåì
óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïðÿìîé TP,E â òî÷êå P :

(−3x2
1 − a)(x− x1) + 2y1(y − y1) = 0.

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

y =
3x2

1 + a

2y1
x+

2y2
1 − 3x3

1 − ax1

2y1
= λ′x+ µ′.

Îòñþäà íàõîäèì òðåòüþ òî÷êó R ïåðåñå÷åíèÿ E è TP,E :

−(x− x1)3 +
(
λ′2 − 3x1

)
(x− x1)2 + y2

1 − x3
1 − ax1 − b = 0.

Òàê êàê y2
1 − x3

1 − ax1 − b = 0, òî x = λ′2 − 2x1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
2P = R, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Ïóñòü òåïåðü êðèâàÿ çàäàíà â îáîáùåííîé ôîðìå Âåéåð-
øòðàññà (4.2.7). Òîãäà

−P = (x1,−y1 − a1x1 − a3).

Îïðåäåëèì λ è µ ôîðìóëàìè (4.5.8) ïðè x1 6= x2 è ôîðìóëàìè

λ :=
3x2

1 + 2a2x1 + a4 − a1y1

2y1 + a1x1 + a3
, µ :=

−x3
1 + a4x1 + 2a6 − a3y1

2y1 + a1x1 + a3
.

ïðè x1 = x2 è P + Q 6= 0. Åñëè P + Q 6= 0, òî ýòà òî÷êà èìååò
êîîðäèíàòû

x0 = λ2 + a1λ− a2 − x1 − x2, y0 = −(λ+ a1)x0 − µ− a3.
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k-òî÷êè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ
Ïóñòü êðèâàÿ îïðåäåëåíà íàä íåêîòîðûì ïîëåì k  k̄. Òî÷êà
P = (a0 : a1 : a2) íàçûâàåòñÿ k-ðàöèîíàëüíîé (èëè îïðåäåëåí-
íîé íàä k), åñëè ñóùåñòâóåò λ ∈ k̄ òàêîå, ÷òî λai ∈ k äëÿ âñåõ
i. Ìíîæåñòâî âñåõ k-ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
E(k). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ îïðåäå-
ëåíà íàä k è ïóñòü E(k) 6= ∅. Ïóñòü O ∈ E(k) � ëþáàÿ k-òî÷êà.
Òàê êàê êîíñòðóêöèÿ ãðóïïîâîãî çàêîíà èñïîëüçóåò ëèøü ðåøå-
íèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî ìíîæåñòâî E(k) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-
ïîé â ãðóïïå (E,O). Åñëè ìîæíî âûáðàòü O òî÷êîé ïåðåãèáà,
òî ïîñëåäíåå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ÿâíûõ ôîðìóë (4.5.9).

Ñòðîåíèå ãðóïïû E(k) � î÷åíü èíòåðåñíàÿ àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêàÿ è òåîðåòèêî-÷èñëîâàÿ ïðîáëåìà. Íàïðèìåð â
ñëó÷àå k = Q òåîðåìà Ìîðäåëëà óòâåðæäàåò, ÷òî ãðóïïà E(Q)
êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

Ïðèìåð 4.5.10 Íà êðèâîé Ôåðìà x3 + y3 = z3 èìååòñÿ ëèøü
òðè ðàöèîíàëüíûå òî÷êè: (1 : −1 : 0), (1 : 0 : 1) è (0 : 1 : 1).
Âûáèðàÿ îäíó èç íèõ çà íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, ïîëó÷èì, ÷òî
E(Q) ' Z3.

Òî÷êè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ E ⊂ P2 (ñ ôèêñèðîâàííîé
òî÷êîé O ∈ E). Â ãðóïïå (E èìååò ìåñòî óìíîæåíèå íà n ∈ N:
nP := P + · · ·+ P︸ ︷︷ ︸

n

. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó n-êðó÷åíèÿ:

E[n] := {P ∈ E | nP = 0 â ãðóïïå E}.

Ïðèìåðû 4.5.11 (i) Âû÷èñëèì E[2] íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
E. Äëÿ ýòîãî ïîìåñòèì íóëåâîé ýëåìåíò ãðóïïû â òî÷êó ïåðå-
ãèáà. Êàæäàÿ òî÷êà P ∈ E[2] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ P = −P .
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.5.3 −Q � òðåòüÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé OQ ñ E. Ñëåäîâàòåëüíî, E[2] ñîñòîèò èç òî÷åê P , äëÿ
êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ TP,E ïðîõîäèò ÷åðåç O. Ïóñòü char k 6= 2.
Òîãäà ïî òåîðåìå 4.2.3 â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò E ìîæåò
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áûòü çàäàíà íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì y2 = g(x), ãäå ìíîãî-
÷ëåí g(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Òî÷êà O ëåæèò íà áåñêî-
íå÷íîé ïðÿìîé è èìååò êîîðäèíàòû (0 : 1 : 0). Ïðÿìûå, ïðîõî-
äÿùèå ÷åðåç O èìåþò âèä x = c = Const. Òàêàÿ ïðÿìàÿ êàñà-
åòñÿ E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå y2 = g(c) � èìååò
îäíî ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî y, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü âûïîëíÿåò-
ñÿ, êîãäà c � êîðåíü g(x). Ñëåäîâàòåëüíî, E[2] ñîñòîèò èç íóëÿ
(áåñêîíå÷íîé òî÷êè) è òðåõ òî÷åê {y = g(x) = 0}. Ýòà ãðóïïà
èçîìîðôíà Z2⊕Z2. Ýòî òàêæå ìîæíî äîêàçàòü èñõîäÿ èç ÿâíûõ
ôîðìóë â òåîðåìå 4.5.7.

(ii) Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî char k = 2. Òîãäà E çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì â ðàçâåðíóòîé ôîðìå Âåéåðøòðàññà (4.2.7):

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

ãäå ñíîâà O = (0 : 1 : 0). Êàê è âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà E[2]
ñîñòîèò èç òî÷åê P = (y, c), äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå

y2 + a1cy + a3y = c3 + a2c
2 + a4c+ a6

èìååò îäíî ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî y. Âû÷èñëÿÿ äèñêðèìèíàíò
ïðè óñëîâèè char k = 2, ïîëó÷èì (a1c + a3)2 = 0. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè a1 = a3 = 0 êðèâàÿ E îñîáà (ïðîâåðüòå!). Ïîýòîìó âîçìîæ-
íû äâà ñëó÷àÿ:

• a1 6= 0 è òîãäà E[2] ' Z2;

• a1 = 0 è òîãäà E[2] = {0}.

(iii) Òî÷êè ïîðÿäêà 3 ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ 2P = −P =
P̄ , P 6= O. Ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ãðóïïîâîãî
çàêîíà 4.5.1, òî÷êà P äîëæíà áûòü òî÷êîé ïåðåãèáà, îòëè÷íîé
îò íóëÿ (ïðè íàøåì óñëîâèè, ÷òî íóëü � òàêæå òî÷êà ïåðåãèáà).
Åñëè char k 6= 3, òî ïî òåîðåìå 4.3.1 è óïðàæíåíèþ (11), ñòð. 99
èìååòñÿ ðîâíî âîñåìü òàêèõ òî÷åê P è ïîýòîìó E[3] ' Z3 ⊕ Z3.
Åñëè æå char k = 3, òî ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ (4), ñòð. 98 èìååòñÿ
äâà ñëó÷àÿ:

E[3] '

{
Z3 åñëè c 6= 0,

{0} åñëè c = 0.
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(iv) Åñëè k = C, òî êàê ìû óâèäèì íèæå (E,O) (êàê
àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà) èçîìîðôíà R/Z ⊕ R/Z. Ñëåäîâàòåëüíî,
E[n] ' Zn ⊕ Zn â ýòîì ñëó÷àå. Â îáùåì ñëó÷àå ãðóïïà E[n]
èçîìîðôíà Zn⊕Zn, åñëè õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ íå äå-
ëèò n. Åñëè æå n = p, òî E[n] èçîìîðôíà Zp èëè 0 (ýòî çàâèñèò
îò êðèâîé).

Óïðàæíåíèÿ. (1) Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî êðèâûå ÷åòâåð-
òîé ñòåïåíè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç 13 òî÷åê, íå îáÿçàíû èìåòü åùå îäíó
òî÷êó, îáùóþ èì âñåì.

(2) Äîêàæèòå, ÷òî êîíñòðóêöèÿ 4.5.3 çàäàåò òàêæå ãðóïïîâîé çàêîí
íà íåîñîáûõ òî÷êàõ äåêàðòîâà ëèñòà è ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû (ñì.
óïðàæíåíèÿ (3) è (4), ñòð. 92. Êàê óñòðîåíû ýòè ãðóïïû?

(3) Âûâåäèòå ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå ôîðìóëàì (4.5.8), äëÿ êðèâîé
Ôåðìà x3 + y3 = z3.

(4) Âûïèøèòå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ãðóïïîâîãî çàêîíà íà ýëëèïòè-
÷åñêîé êðèâîé y2 + y = x3 íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2 (â êà÷åñòâå
íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà âîçüìèòå áåñêîíå÷íóþ òî÷êó).

(5) Âîñïîëüçóéòåñü ãðóïïîâûì çàêîíîì è ïîñòðîéòå ñåìåéñòâî ðàöè-
îíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ y2 = x3 + x− 1.

(6) Âûáðàâ â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà òî÷êó (0 : 1 : 0), íà
êðèâîé y2 + y = x3 − x íàéäèòå nP äëÿ P = (0, 0) è ëþáîãî n.

(7) Íàéäèòå âñå òî÷êè ïîðÿäêà 2 íà êðèâîé y2 = x3 + x.

(8) Íàéäèòåâñå òî÷êè ïîðÿäêà 3 íà êðèâîé y2 − x3 + 2 = 0.

(9) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òî÷åê ïîðÿäêà 3 íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
y2 + y = x3 íàä ïîëåì Fq äëÿ q = 3, 5, 7, 9?

(10) Íàéäèòå ïîðÿäîê òî÷êè P íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E:

(i) P = (0, 1), y2 = x3 + x+ 1 íàä ïîëåì F3.

(ii) P = (2, 2), y2 = x3 + 1 íàä ïîëåì F5.

(iii) P = (2, 2), y2 = x3 + x+ 1 íàä ïîëåì F7,

(iv) P = (1, 3), y2 = x3 + 1 íàä ïîëåì F7,

(v) P = (3, 4), y2 = x3 + x íàä ïîëåì F7.

(11) Íàéòè ïîðÿäîê òî÷êè P íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E íàä C:

(i) P = (1,
√

2), y2 = x3 − x,
(ii) P := (0, 4), y2 = x3 + 16,
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(iii) P = (0,−1), y2 = x3 + 1,

(iv) P := (2, 4), y2 = x3 + 4x,

(v) P := (2i, 0), y2 = x3 + 4x,

(vi) P := (3, 8), y2 = x3 − 43x+ 166,

(12) Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òî÷åê ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íà ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé?

(13) Ïóñòü k = F̄p. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé êðó÷åíèÿ. Óêàçàíèå. Ëþáàÿ òî÷êà P ∈ E ÿâëÿåòñÿ
Fq-ðàöèîíàëüíîé äëÿ íåêîòîðîãî Fq ⊃ Fp.

(14) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå) ïîëå k íåàë-
ãåáðàè÷íî íàä ñâîèì ïðîñòûì ïîäïîëåì, òî ãðóïïà ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé E íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé êðó÷åíèÿ.

4.6. Ðàöèîíàëüíûå êðèâûå. Íåðàöèî-

íàëüíîñòü ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Îïðåäåëåíèå 4.6.1 Íåïðèâîäèìàÿ (àôôèííàÿ) êðèâàÿ X ⊂
A2, çàäàííàÿ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì f(x, y), íàçûâàåò-
ñÿ ðàöèîíàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè
ϕ(t), ψ(t) òàêèå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç íèõ íåïîñòîÿííà è
f(ϕ(t), ψ(t)) = 0. Ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëü-

íîé, åñëè ðàöèîíàëüíî ïåðåñå÷åíèå åå ñ îäíîé èç àôôèííûõ
êàðò.

Ôóíêöèè ϕ(t), ψ(t) çàäàþò îòîáðàæåíèå

U −→ X, t 7−→ (ϕ(t), ψ(t)),

ãäå U ⊂ A1 � íåïóñòîå, îòêðûòîå â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî ìíî-
æåñòâî, äîïîëíåíèå ê êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó, çàäàííîìó îáðàùå-
íèåì â íóëü çíàìåíàòåëåé ôóíêöèé ϕ è ψ. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ
íàçûâàþòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ðàöèîíàëüíûìè îòîá-

ðàæåíèÿìè. Èõ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ïóíêòèðíûìè ñòðåëêàìè:
A1 99K X (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñïëîøíûå ñòðåëêè çàäàþò îïðåäå-
ëåííûå âñþäó îòîáðàæåíèÿ, à ïóíêòèðíûå � îïðåäåëåííûå íà
íåïóñòîì, îòêðûòîì â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî ïîäìíîæåñòâå).

113



Òåîðåìà 4.6.2 (òåîðåìà Ëþðîòà) Ïóñòü k(t) � ïîëå ðàöè-

îíàëüíûõ äðîáåé íàä (íåîáÿçàòåëüíî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-

òûì) ïîëåì k. Êàæäîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîäïîëå K, k $ K ⊂
k(t) òàêæå èçîìîðôíî ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé.

Ïðåäëîæåíèå 4.6.3 Ïóñòü X ⊂ A2 � íåïðèâîäèìàÿ ðàöèî-

íàëüíàÿ êðèâàÿ. Ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ϕ1(ϑ),
ψ1(ϑ) è Ψ(x, y) òàêèå, ÷òî Ψ(ϕ1(ϑ), ψ1(ϑ)) = ϑ. Â ÷àñòíîñòè,

îòîáðàæåíèå Φ: ϑ 7−→ (ϕ1(ϑ), ψ1(ϑ)) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæ-

äó íåïóñòûìè îòêðûòûìè â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî ïîäìíî-

æåñòâàìè â k è â X.

Îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé
êðèâîé X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f , ϕ è ψ � òàêèå êàê â îïðåäåëåíèè
4.6.1. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì êîëåö k[x, y] → k[t], x 7→ ϕ(t),
y 7→ ψ(t). Ïîñêîëüêó îí çàíóëÿåòñÿ íà f , òî ïî òåîðåìå î ãîìî-
ìîðôèçìå èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â êîìïîçèöèþ

k[x, y]→ k[x, y]/(f) = k[X]
h−→ k[t].

Åñëè h íå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí g(x, y),
íå äåëÿùèéñÿ íà f è òàêîé, ÷òî g(ϕ(t), ψ(t)) = 0 Íî òîãäà, ïîä-
ñòàâëÿÿ ðàçëè÷íûå t â x = ϕ(t), y = ψ(t), ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷-
íîå ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû f(x, y) = g(x, y) = 0. Ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èò òåîðåìå 3.1.12. Òàêèì îáðàçîì ãîìîìîðôèçì h èíúåêòè-
âåí è çàäàåò âëîæåíèå ïîëåé k(X) ↪→ k(t). Ïî òåîðåìå Ëþðîòà
k(X) = k(ϑ) äëÿ íåêîòîðîãî ϑ = ϑ(t) ∈ k(t). Ïîñêîëüêó ôóíê-
öèè ϕ(t) è ψ(t) ïðèíàäëåæàò îáðàçó âëîæåíèÿ k(X) ↪→ k(t), òî
ϕ(t) = ϕ1(ϑ) è ψ(t) = ψ1(ϑ). Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó îáðàçû x
è y ïîðîæäàþò ïîëå k(ϑ), òî ϑ ðàöèîíàëüíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ϕ1 è ψ1: ϑ = Ψ(ϕ1, ψ1) äëÿ íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè
Ψ(x, y). Çàïèøåì Ψ â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè: Ψ = Ψ1/Ψ2. Â
ýòîì ñëó÷àå çíàìåíàòåëü Ψ2 îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü â êîíå÷-
íîì ÷èñëå òî÷åê íà êðèâîé X. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å ïî òåîðåìå
3.1.12 ìíîãî÷ëåí Ψ2 äåëèòñÿ íà f . Òàê êàê

Ψ1(ϕ(t), ψ(t)) = ϑ(t)Ψ2(ϕ(t), ψ(t)),
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òî Ψ1 äåëèòñÿ íà f . Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîëîæèì Φ(ϑ) = (ϕ1(ϑ), ψ1(ϑ)). Òîãäà Ψ◦Φ(ϑ) = ϑ, ò.å., Ψ◦Φ

� òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ôóíêöèè Φ è Ψ íå îïðåäåëåíû
â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê � òàì, ãäå çíàìåíàòåëè ôóíêöèé
ϕ1, ψ1 è Ψ îáðàùàþòñÿ â íóëü. �

Ñëåäñòâèå 4.6.4 Íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ X ⊂ A2 ðàöèîíàëüíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

k(X) èçîìîðôíî ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé îò îäíîé ïåðåìåí-

íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëå k(X) ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè êîîðäè-
íàòíûõ ôóíêöèé x, y. Ïîýòîìó òðåáóåìûé èçîìîðôèçì k(X) '
k(ϑ) ìîæåò áûòü çàäàí ôîðìóëàìè x→ ϕ1(ϑ), y → ψ1(ϑ). �

Ïðèìåðû 4.6.5 (i) Ëþáàÿ ïðÿìàÿ X ⊂ A2 ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíà ïàðàìåòðè÷åñêè: x = at + x0, y = bt + y0. Ïîýòîìó îíà
ðàöèîíàëüíà.

(ii) Ðàññìîòðèì êîíèêó X ⊂ A2, çàäàííóþ óðàâíåíèåì
x2 + y2 = 1. Çàäàäèì åå ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, êàê
ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ èç òî÷êè (0, 1) íà îñü x. Ýòà ïðî-
åêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè t = Ψ(x, y) = −x/(y−1). Âûðà-
æàÿ y ÷åðåç t è x è ïîäñòàâëÿÿ ýòî â óðàâíåíèå êîíèêè, íàõîäèì

x =
2t

t2 + 1
, y =

t2 − 1

t2 + 1
. (4.6.6)

Ýòî è åñòü èñêîìàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Ïîñêîëüêó
âñå íåïðèâîäèìûå êîíèêè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì
ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû, òî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè
êðèâûìè.

(iii) Êðèâàÿ X ⊂ A2, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x2 − y3 = 0
òàêæå ðàöèîíàëüíà. Ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ çàäàåòñÿ
ôîðìóëàìè t → (t3, t2), à îáðàòíîå îòîáðàæåíèå � ôîðìóëîé
(x, y)→ x/y.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ X ⊂ A2 îïðåäåëå-
íà íàä ïîäïîëåì k0 ⊂ k. Åñëè ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ x = ϕ(t), y = ψ(t), äëÿ êîòîðîé âñå êîýôôèöèåíòû
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ôóíêöèé ϕ è ψ ëåæàò â k0, òî ãîâîðÿò, ÷òî X ðàöèîíàëüíà íàä

k0. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðèçàöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà
äëÿ íàõîæäåíèÿ k0-òî÷åê êðèâîé X.

Äðóãîå ïðèëîæåíèå ðàöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðèçàöèé ñâÿçàíî
ñ âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëîâ. Óðàâíåíèå f(x, y) = 0 çàäàåò y êàê
íåÿâíóþ ôóíêöèþ îò x. Åñëè êðèâàÿ f(x, y) = 0 ðàöèîíàëüíà,
òî ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ñâîäèò âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà∫
y(x)dx ê èíòåãðèðîâàíèþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

∫
y(t)dx(t).

Ïðåäëîæåíèå 4.6.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàöèîíàëüíûå êðèâûå
�î÷åíü ïîõîæè� íà ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ìîæíî ñòðîãî äîêàçàòü, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ íåîñîáàÿ ïðîåêòèâ-
íàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà
îíà èçîìîðôíà P1 (ñð. óïðàæíåíèå (2), ñòð. 74). Ìû ïîêàæåì,
÷òî ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íåðàöèîíàëüíû.

Òåîðåìà 4.6.7 Íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ E ⊂ P2 íåðàöèî-

íàëüíà.

Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ îòëè÷íà
îò 2. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.2.3 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî E çàäàíà
óðàâíåíèåì

y2 = x(x− 1)(x− λ).

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 4.6.8 Ïóñòü k � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà êîòî-

ðîãî íå ðàâíà 2, à λ ∈ k, λ 6= 0, 1. Ïóñòü ϕ, ψ ∈ k(t) � òàêèå

ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ÷òî

ϕ2 = ψ(ψ − 1)(ψ − λ). (4.6.9)

Òîãäà ϕ, ψ ∈ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî k[t] � êîëüöî ñ îä-
íîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè, ïðåäñòàâèì ϕ è ψ â
âèäå íåñîêðàòèìûõ äðîáåé: ϕ = r/s, ψ = p/q, ãäå r, s, p, q ∈ k[t],
ïðè÷åì ÍÎÄ (r, s) = 1 è ÍÎÄ (p, q) = 1. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê
îáùåìó çíàìåíàòåëþ (4.6.9) ïðèíèìàåò âèä

r2q3 = s2p(p− q)(p− λq).
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Äàëåå, òàê êàê r è s âçàèìíî ïðîñòû, òî ñîìíîæèòåëü s2, ñòîÿ-
ùèé â ïðàâîé ÷àñòè, äîëæåí äåëèòü q3; àíàëîãè÷íî, òàê êàê p è
q âçàèìíî ïðîñòû, òî ñîìíîæèòåëü q3, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè,
äîëæåí äåëèòü s2. Èòàê, s2 | q3 è q3 | s2, à çíà÷èò, s2 = aq3,
ãäå a ∈ k (a ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì â êîëüöå k[t] è,
ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò â k).

Òîãäà aq = (s/q)2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â k[t]. Êðîìå òîãî,

r2 = ap(p− q)(p− λq).

Èç ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé âûòåêà-
åò òåïåðü, ÷òî p, p− q, p− λq ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè â k[t]. Åñëè
íàì óäàñòñÿ äîêàçàòü, ÷òî p è q � êîíñòàíòû, òî èç ñêàçàííîãî
âûøå áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî r è s � òàêæå êîíñòàíòû, è òåîðåìà
áóäåò äîêàçàíà. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ìíîãî÷ëåíû p è q
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 4.6.10 Ïóñòü p, q ∈ k[t] � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëå-
íû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åòûðå ýëåìåíòà

p, q, p− q, p− λq.

ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè â k[t] äëÿ λ 6= 0, 1. Òîãäà p, q ∈ k.

Äîêàçàòåëüñòâî (ìåòîä áåñêîíå÷íîãî ñïóñêà Ôåðìà).
Èìååì p = u2, q = v2, ãäå u, v ∈ k[t] âçàèìíî ïðîñòû è

max{deg u,deg v} < max{deg p,deg q}.

Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî max{deg p, deg q} ïîëîæèòå-
ëåí è ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì íà ìíîæåñòâå âñåõ ïàð p, q, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ëåììû (ñ ïðîèçâîëüíûì λ ∈ k\{0, 1}).
Òîãäà ñïðàâåäëèâû äâà ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâà:

p− q = u2 − v2 = (u− v)(u+ v),

p− λq = u2 − λv2 = (u− µv)(u+ µv)

(ãäå µ =
√
λ). Ýòè âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè â k[t], à â

ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû u è v êâàäðàòàìè áóäóò òàêæå u − v,
u+ v, u− µv, u+ µv. Ïîëîæèì

p′ :=
1

2
(µ+ 1)(u− v), q′ :=

1

2
(µ− 1)(u+ v).

117



Òîãäà ýëåìåíòû

p′, q′, p′ − q′ = u− µv,

ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè â k[t]. Âîçüìåì δ ∈ k òàê, ÷òî

δ(µ− 1) + µ+ 1

δ(µ− 1)− (µ+ 1)
= µ.

Òîãäà êâàäðàòîì òàêæå ÿâëÿåòñÿ è

p′ − δq′ = 2
(
µ+ 1− δ(µ− 1)

)
(u+ µv)

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè max{deg p,deg q}. �

�

Óïðàæíåíèÿ. (1) Âîñïîëüçóéòåñü ïàðàìåòðèçàöèåé (4.6.6) äëÿ
îïèñàíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2 + y2 = z2.

(2) Ïóñòü X ⊂ A2 � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì
fd−1(x, y) + fd(x, y) = 0, ãäå fd−1 è fd � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé d− 1 è
d ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî X ðàöèîíàëüíà.

(3) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí x3 +ax+b èìååò êðàòíûé êîðåíü,
òî êðèâàÿ, çàäàííàÿ â A2 óðàâíåíèåì y2 = x3 + ax+ b ðàöèîíàëüíà.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ y3 = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x + 3y2 − 3y + 2
ðàöèîíàëüíà. Âûïèøèòå ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.

(5) Ïðèâåäèòå äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.6.7, èñïîëüçóþùåå
ñóùåñòâîâàíèå ãðóïïîâîãî çàêîíà. Óêàçàíèå. Áèðàöèîíàëüíîå îòîá-
ðàæåíèå E 99K P1 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî èçîìîðôèçìà. Íà P1

ëþáîé àâòîìîðôèçì èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, â òî âðåìÿ êàê íà
íåîñîáîé êóáè÷åñêîé êðèâîé èìåþòñÿ àâòîìîðôèçìû áåç íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê � ñäâèãè.

(6) Ïóñòü d ≥ 3 è õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ íå äåëèò d. Äîêà-
æèòå, ÷òî êðèâàÿ Ôåðìà, çàäàííàÿ â P2 óðàâíåíèåì xd + yd = zd, íå
ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé.

(7) Ïóñòü E ⊂ P2 � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è ïóñòü x, y � îäíîðîäíûå
êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ E èìååò âåéåðøòðàññîâó ôîðìó. Äîêàæèòå,
÷òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ E → P3, (x, y) → (1 : x : y : x2) ÿâëÿåòñÿ
íåîñîáûì ïåðåñå÷åíèåì äâóõ êâàäðèê (ïîâåðõíîñòåé ñòåïåíè 2).
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(8) Ïóñòü Y ⊂ P3 � êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ êâàäðèê.
Äîêàæèòå, ÷òî â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò t0 : · · · : t3 ýòà êðèâàÿ
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

t20 + t22 = t0t3,
t21 + λt22 = t2t3.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ýòà êðèâàÿ íåîñîáà?

(9) Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê çàäà÷å (7): êàæäàÿ íåîñî-
áàÿ êðèâàÿ Y ⊂ P3, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ êâàäðèê â P3,
èçîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ íà íåîñîáóþ êóáè÷åñêóþ êðèâóþ E ⊂ P2.
Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ïðîåêöèþ èç òî÷êè P ∈ Y .
(10) Â óñëîâèÿõ çàäà÷ (8) è (9) âûðàçèòü j-èíâàðèàíò êðèâîé E ÷åðåç
ïàðàìåòð λ.

4.7. Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ýòîãî ïàðàãðàôà ÷èòàòåëþ ïðèäåòñÿ âñïîìíèòü
îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî,
ñì., íàïðèìåð, [Øàá76].

Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå 4.7.1 Ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ õà-
óñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX, îáëàäàþùåå îòêðû-
òûì ïîêðûòèåì X =

⋃
α
Uα è íàáîðîì îòîáðàæåíèé φ : Uα → C

òàêèõ, ÷òî

(i) êàæäîå φα � ãîìåîìîðôèçì Uα íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C (ðàññìàòðèâàåìîé ñ êëàññè÷å-
ñêîé õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèåé);

(ii) êîìïîçèöèè

φβ ◦ φ
−1
α : φα(Uα ∩ Uβ)→ φβ(Uα ∩ Uβ)

ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè (ò.å., àíàëèòè÷åñêèìè) ôóíêöè-
ÿìè.

119



Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè φβ ◦ φ
−1
α íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðå-

õîäà.

Ïðèìåð 4.7.2 Ïóñòü X = P1 � ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ íàä ïîëåì
C ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè (z0 : z1). Ðàññìîòðèì îòêðû-
òûå ïîäìíîæåñòâà Ui := {(z0 : z1) | zi 6= 0} è ãîìåîìîðôèçìû
φi : Ui → C, φ0(z0 : z1) = z1/z0, φ1(z0 : z1) = z0/z1. Ôóíêöèè
ïåðåõîäà èìåþò âèä z → 1/z. Îíè ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè â
ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó X = P1 � ðèìàíîâà ïî-
âåðõíîñòü.

Ïðèìåð 4.7.3 Ëþáàÿ íåîñîáàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ. Ìû ïîêàæåì ýòî â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå àôôèííîé êðèâîé â A2. Ïóñòü X ⊂ A2 � íåîñîáàÿ àô-
ôèííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì f(x, y) =
0. Â êàæäîé òî÷êå P = (x0, y0) ∈ X ãðàäèåíò îòëè÷åí îò íóëÿ.
Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∂f/∂y(x0, y0) 6= 0. Ïóñòü h : A2 → C �
ïðîåêöèÿ íà ïåðâóþ êîîðäèíàòó. Ñîãëàñíî àíàëèòè÷åñêîìó âà-
ðèàíòó òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè, ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ y = g(x) òàêàÿ, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè VP òî÷êè
P

f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x).

Ïîëàãàÿ UP := VP ∩ X, ïîëó÷èì ãîìåîìîðôèçì φP =
h|UP

: UP → h(UP ) íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â C.

Ôàêòîðû ïî äèñêðåòíûì ãðóïïàì

Ïóñòü X � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóï-
ïà G äåéñòâóåò íà X ñâîáîäíî è äèñêðåòíî, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) ëþáàÿ òî÷êà P ∈ X èìååò îêðåñòíîñòü UP òàêóþ, ÷òî
gUP ∩ UP = ∅ äëÿ âñåõ g ∈ G, g 6= 1;

(ii) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê P, Q ∈ X èç ðàçíûõ G-îðáèò ñó-
ùåñòâóþò îêðåñòíîñòè UP 3 P è UQ 3 Q òàêèå, ÷òî
gUP ∩ UQ = ∅ äëÿ âñåõ g ∈ G.

Òîãäà ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/G òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòüþ.
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Ïðèìåð 4.7.4 (Ïîëíîé) ðåøåòêîé Ω â êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè C íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ðàíãà 2, ïîðîæ-
äàþùàÿ C êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä íàä R. ßñíî, ÷òî Ω
äåéñòâóåò íà C ñâîáîäíî è äèñêðåòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, E := C/Ω
� êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü. Îíà íàçûâàåòñÿ îäíîìåð-

íûì êîìïëåêñíûì òîðîì. Òîïîëîãè÷åñêè, E ÿâëÿåòñÿ ïàðàë-
ëåëîãðàììîì ñ îòîæäåñòâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðî-
íàìè (ñì. ðèñ. 4.4). Òîð E òàêæå èìååò ãðóïïîâóþ ñòðóêòó-

Ðèñ. 4.4 Êîìïëåêñíûé òîð

ðó, êîòîðàÿ ñîãëàñîâàíà ñî ñòðóêòóðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè:
îòîáðàæåíèÿ E × E → E è E → E âçÿòèÿ ñóììû è îáðàòíîãî
ýëåìåíòà ãîëîìîðôíû. Òàêèì îáðàçîì, E ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé
(ñâÿçíîé) êîìïëåêñíîé ãðóïïîé Ëè.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé îäíîìåðíûé êîìïëåêñíûé
òîð E �ÿâëÿåòñÿ� ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì C. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîñòðîèòü ãîëîìîðôíîå âëîæåíèå E ↪→ P2 ìû îïðåäåëèì
íåêîòîðûå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà E. Òàêèå ôóíêöèè, â ñâîþ
î÷åðåäü, ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê Ω-ïåðèîäè÷åñêèå
ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà C.

Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ðåøåòêó Ω ⊂ C. Êàæäàÿ ðåøåòêà â C èìååò áàçèñ
íàä Z, ñîñòîÿùèé èç äâóõ âåêòîðîâ ω1, ω2. Â ýòîì ñëó÷àå ìû
áóäåì ïèñàòü Ω = 〈ω1, ω2〉. Ìåðîìîðôíàÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé
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ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ïî îòíîøåíèþ
ê ðåøåòêå Ω, åñëè îíà Ω-ïåðèîäè÷íà, ò.å. f(z + ω) = f(z) äëÿ
âñåõ z ∈ C è âñåõ ω ∈ Ω. Îòìåòèì, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ âñþäó
ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f äîëæíà áûòü êîíñòàíòîé: îíà îãðà-
íè÷åíà íà êîìïàêòå � ïàðàëëåëîãðàììå, íàòÿíóòîì íà ω1 è ω2, à
òàê êàê îíà Ω-ïåðèîäè÷íà, òî f îãðàíè÷åíà è íà C. Ïî òåîðåìå
Ëèóâèëëÿ ôóíêöèÿ � êîíñòàíòà. Âñå ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè
îáðàçóþò ïîäïîëå EΩ â ïîëå âñåõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî ïîëå EΩ èçîìîðôíî ïîëþ ðàöè-
îíàëüíûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðîé íåîñîáîé êóáè÷åñêîé êðèâîé
E ⊂ P2 íàä ïîëåì C è íàîáîðîò, äëÿ ëþáîé íåîñîáîé êóáè÷åñêîé
êðèâîé E ⊂ P2 íàä C ñóùåñòâóåò ðåøåòêà Ω ⊂ C òàêàÿ, ÷òî åå
ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé èçîìîðôíî ïîëþ EΩ.

Ïóñòü Ω = 〈ω1, ω2〉 � ðåøåòêà â C. Äëÿ ëþáîãî u ∈ C ìíîæå-
ñòâî

∆ := {u+ xω1 + yω2 | 0 ≤ x, y < 1}
íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ïàðàëëåëîãðàììîì.

∆

u+ ω2

u+ ω1 �
�

�
�

�
�-�

�
�
�
�
��

u

Íàïîìíèì, ÷òî îñîáîé òî÷êîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè íàçûâà-
åòñÿ åå íóëü èëè ïîëþñ. Ïîðÿäîê îñîáîé òî÷êè z0 îáû÷íî çàïè-
ñûâàåòñÿ ñî çíàêîì: îí ïîëîæèòåëåí, åñëè z0 � íóëü è îòðèöà-
òåëåí, åñëè z0 � ïîëþñ.

Ïðåäëîæåíèå 4.7.5 (òåîðåìû Ëèóâèëëÿ) Ïóñòü ∆ � òà-

êîé îñíîâíîé ïàðàëëåëîãðàìì, ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íå

èìååò îñîáûõ òî÷åê (ò.å. íóëåé è ïîëþñîâ) íà åãî ãðàíèöå.

Ïóñòü z1, . . . , zr � âñå îñîáûå òî÷êè âíóòðè ∆, à m1, . . . ,mr �

èõ ïîðÿäêè. Òîãäà

(i)
∑

reszi f(z) = 0;

(ii)
∑
mi = 0;

(iii)
∑
mizi ≡ 0 mod Ω.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i) ñëåäóåò èç òåîðåìû Êîøè î âû÷åòàõ

2π i
∑

reszi f(z) =

∫
∂∆

f(z)dz = 0.

Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó èíòåãðàëû ïî
ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì ïàðàëëåëîãðàììà óíè÷òîæàþòñÿ â
ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè.

(ii) Íàéäåì ñóììó ëîãàðèôìè÷åñêèõ âû÷åòîâ ôóíêöèè f(z)
(ïðèíöèï àðãóìåíòà). ßñíî, ÷òî ôóíêöèè f ′(z) è f ′(z)/f(z) ÿâ-
ëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè. Êàê è â ïóíêòå (i) èìååì

0 =

∫
∂∆

f ′(z)

f(z)
dz = 2π i

∑
reszi

f ′(z)

f(z)
= 2π i

∑
mi.

(iii) Àíàëîãè÷íî (ii) çàïèøåì

2π i
∑

mizi = 2π i
∑

reszi
zf ′(z)

f(z)
=

∫
∂∆

zf ′(z)

f(z)
dz =

=

u+ω1∫
u

zf ′(z)

f(z)
dz −

u+ω1+ω2∫
u+ω2

zf ′(z)

f(z)
dz −

u+ω2∫
u

zf ′(z)

f(z)
dz+

+

u+ω1+ω2∫
u+ω1

zf ′(z)

f(z)
dz = −ω2

u+ω1∫
u

f ′(z)

f(z)
dz+

+ ω1

u+ω2∫
u

f ′(z)

f(z)
dz = 2π i(k1ω1 + k2ω2),

ãäå k1, k2 ∈ Z (ìû ñäåëàëè çàìåíû ïåðåìåííîé è âîñïîëüçîâà-
ëèñü ïåðèîäè÷íîñòüþ f ′/f). �

Ïîñêîëüêó ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà èìåòü ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí ïîëþñ, èç (i) ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 4.7.6 Ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïî êðàéíåé

ìåðå äâà ïîëþñà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé).
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Ïîñòðîèì ïðèìåð ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì ðÿä

℘(z) :=
1

z2
+

∑
ω∈Ω\{0}

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
. (4.7.7)

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ℘(z) � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Îíà íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà.

Ëåììà 4.7.8 Ðÿä ∑
ω∈Ω\{0}

1

|ω|q
(4.7.9)

ñõîäèòñÿ ïðè q > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà êðóãî-
âûå êîëüöà

Kn := {w ∈ C | n− 1 < |w| ≤ n}.
è çàïèøåì ÷àñòè÷íûå ñóììû íàøåãî ðÿäà â âèäå∑

|ω|≤N

1

|ω|q
=

N∑
n=1

∑
ω∈Kn

1

|ω|q
. (4.7.10)

Îöåíèì ÷èñëî òî÷åê kn ðåøåòêè Ω â Kn. Ñóùåñòâóåò δ > 0 òà-
êîå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè òî÷êà-
ìè Ω íå ìåíüøå 2δ (äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî!). Ñëåäîâàòåëüíî,
êðóãè ðàäèóñà δ ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ Kn ∩ Ω íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ýòè êðóãè ñîäåðæàòñÿ â êîëüöå {w ∈ C | n−1− δ < |w| ≤ n+ δ}
ïëîùàäè

Sn = π(n+ δ)2 − π(n− 1− δ)2 = π(1 + 2δ)(2n− 1).

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêè äëÿ kn è äëÿ ñëàãàåìûõ â (4.7.10):

kn ≤ Sn/(πδ2) =
1

δ2
(1 + 2δ)(2n− 1) ≤ 2

δ2
(1 + 2δ)n,∑

ω∈Kn

1

|ω|q
≤ kn

(n− 1)q
≤ 2

δ2
(1 + 2δ)

n

(n− 1)q
≤ 4

δ2

1 + 2δ

(n− 1)q−1
.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðÿä
∑

1
ns ñõîäèòñÿ ïðè s > 1, ïîýòîìó

ñõîäèòñÿ è ðÿä (4.7.9). �
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Ïðåäëîæåíèå 4.7.11 Ðÿä â (4.7.7) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå â C \ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî |z| < R è |z−ω| > ε
äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò R, ε > 0 è äëÿ âñåõ ω ∈ Ω. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî |ω| > 4R. Òîãäà |2− z/ω| < 7/4 è

|z − ω|2 ≥ |ω|2 + |z|2 − 2|zω| ≥ |ω|2 − 2R|ω| ≥ 1

2
|ω|2.

Îòñþäà ∣∣∣∣ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣z(2− z/ω)

(z − ω)2ω

∣∣∣∣ ≤ 7R

2|ω|3
.

Äëÿ 0 < |ω| ≤ 4R ÷ëåíû ðÿäà îöåíèâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∣∣∣∣ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

(z − ω)2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

ω2

∣∣∣∣ ≤ 1

ε2
+ max

0<|ω|≤4R

1

|ω|2
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c(ε, R) òàêàÿ, ÷òî∣∣∣ 1
(z−ω)2 −

1
ω2

∣∣∣ ≤ c(ε, R) äëÿ ëþáûõ z ∈ C, ω ∈ Ω \ {0}, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì |z| < R è |z − ω| > ε. Ïî ëåììå 4.7.8
ðÿä ∑

ω∈Ω\{0}

1

|ω|3
.

ñõîäèòñÿ. Ñîãëàñíî ïðèçíàêó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè Âåéåð-
øòðàññà, ñõîäèòñÿ è ðÿä â (4.7.7). �

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôîðìàëüíî ðÿä (4.7.7):

℘′(z) = −2
∑
ω∈Ω

1

(z − ω)3
. (4.7.12)

Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 4.7.11 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 4.7.13 Ðÿä â (4.7.12) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå â C \ Ω.

Ñëåäñòâèå 4.7.14 (i) Ôóíêöèÿ ℘(z) ãîëîìîðôíà íà ìíîæå-

ñòâå C \ Ω.
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(ii) Ôóíêöèÿ ℘′(z) íå÷åòíà è Ω-ïåðèîäè÷íà.

(iii) Ôóíêöèÿ ℘(z) ÷åòíà è òàêæå Ω-ïåðèîäè÷íà.

(iv) Ôóíêöèÿ ℘(z) èìååò äâîéíîé ïîëþñ â òî÷êàõ ðåøåòêè

Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäëîæåíèé 4.7.11 è
4.7.13. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå z íà
z+ωi ÷ëåíû ðÿäà (4.7.12) ïðîñòî ïåðåñòàâëÿþòñÿ, à ïðè çàìåíå
z íà−z � ìåíÿþò çíàê. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ÷åòíîñòü ℘(z).
Ω-ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè ℘′(z) î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
Ω-ïåðèîäè÷íîñòè ℘(z) ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z) := ℘(z+ωi)−
℘(z). Òàê êàê f ′(z) = ℘′(z + ωi) − ℘′(z) = 0, òî f(z) = Const. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, Const = f(− 1

2ωi) = ℘(− 1
2ωi)− ℘( 1

2ωi) = 0. Ýòî
äîêàçûâàåò (iii).

(iv) Çàôèêñèðóåì ω0 ∈ Ω è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) :=
℘(z)− (z − ω0)−2. Ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëî-
æåíèÿ 4.7.11, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä äëÿ g(z) (àíàëîãè÷íûé
4.7.7) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî âáëèçè ω0. Ýòî ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ôóíêöèÿ g(z) íåïðåðûâíà â ω0. Ïî òåîðåìå îá àíàëè-
òè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè g(z) ãîëîìîðôíà â ω0. Òàêèì îáðàçîì,
ω0 � äâîéíîé ïîëþñ äëÿ ℘(z). �

Òåîðåìà 4.7.15 Ïîëå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé EΩ ïîðîæäà-

åòñÿ ôóíêöèÿìè ℘(z) è ℘′(z): EΩ = C(℘, ℘′). Ïîäïîëå E +
Ω ⊂ EΩ

÷åòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîðîæäàåòñÿ ℘(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ÿâ-
ëÿåòñÿ ëåãêèì ñëåäñòâèåì âòîðîãî. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ ýë-
ëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f(z) =
f(z) + f(−z)

2
+ ℘′(z)

f(z)− f(−z)
2℘′(z)

,

ãäå f(z)+f(−z)
2 è f(z)−f(−z)

2℘′(z) � ÷åòíûå ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ÷åòíàÿ ýë-
ëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ g(z) âûðàæàåòñÿ êàê ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
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îò ℘(z). Äëÿ ýòîãî ìû ïîñòðîèì ôóíêöèþ g1(z) ∈ E +
Ω , èìåþùóþ

òîò æå íàáîð îñîáûõ òî÷åê, ÷òî è g(z) (ñ ó÷åòîì ïîðÿäêîâ). Òî-
ãäà îòíîøåíèå g(z)/g1(z) íå áóäåò èìåòü îñîáûõ òî÷åê è, ïîýòî-
ìó, äîëæíî áûòü êîíñòàíòîé.

Êîíå÷íî, íåòðèâèàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(z) äîëæíà èìåòü áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê. Îäíàêî, ìû èõ ìîæåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïî ìîäóëþ ðåøåòêè Ω è óìíîæåíèÿ íà −1: ïîðÿäêè
â òî÷êàõ z = z1 è z = ±z1 + ω ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ ω ∈ Ω.

Ïóñòü {z1, . . . , zr} � ìíîæåñòâî âñåõ îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè
g(z) íà ìíîæåñòâå C\Ω, âûïèñàííûõ ïî ìîäóëþ ïðåîáðàçîâàíèé
z → ±z + ω, ò.å. ìû ñ÷èòàåì, ÷òî zi 6≡ ±zj mod Ω ïðè i 6= j.
Ïðèïèøåì êàæäîé òî÷êå zi ÷èñëî mi:

mi :=

{
ïîðÿäîê g(z) â zi, åñëè 2zi 6≡ 0 mod Ω
1
2 (ïîðÿäîê g(z) â zi), åñëè 2zi ≡ 0 mod Ω

Çàìåòèì, ÷òî ïî ìîäóëþ ðåøåòêè Ω èìååòñÿ ðîâíî òðè òî÷êè
α ∈ C \ Ω ñ óñëîâèåì 2α ≡ 0 mod Ω:

α ∈
{
ω1

2
,

ω2

2
,

ω1 + ω2

2

}
.

Â òàêîé òî÷êå ïîðÿäîê íóëÿ (èëè ïîëþñà) ÷åòåí. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü

g(z) = am(z − α)m + am+1(z − α)m+1 + · · ·

� ðàçëîæåíèå Ëîðàíà â òî÷êå α, ãäå am 6= 0. Òàê êàê ôóíêöèÿ
g ÷åòíà è Ω-ïåðèîäè÷íà, òî

g(z) = g(−z) = g(2α− z) = am(α− z)m + am+1(α− z)m+1 + · · ·

Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè am(z − α)m = am(α − z)m, ò.å. m
÷åòíî. Ïîýòîìó âñå mi � öåëûå.

Ôóíêöèÿ ℘(z)− ℘(zi) èìååò ðîâíî îäèí ïîëþñ ïî ìîäóëþ Ω
è ýòîò ïîëþñ èìååò ïîðÿäîê 2 (ñì. (iv) ñëåäñòâèÿ 4.7.14). Ïî
ïðåäëîæåíèþ 4.7.5 îíà èìååò ïî ìîäóëþ Ω ðîâíî äâà íóëÿ (ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòåé). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè íóëè áóäóò â òî÷êàõ
zi è −zi ïðè 2zi 6≡ 0 mod Ω è äâîéíîé íóëü â òî÷êå zi ïðè
2zi ≡ 0 mod Ω.
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Ïîëîæèì

g1(z) :=

r∏
i=0

(℘(z)− ℘(zi))
mi .

Òîãäà g(z) è g1(z) èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè âî âñåõ òî÷êàõ zi
(è, î÷åâèäíî, âî âñåõ òî÷êàõ C \ Ω). Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.7.5 îíè
èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè è â òî÷êàõ Ω. Îòñþäà g(z)/g1(z) =
Const. ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

Ñëåäñòâèå 4.7.16 (äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
℘). Ñóùåñòâóåò êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ C[t] áåç êðàò-

íûõ êîðíåé òàêîé, ÷òî

℘′2 = f(℘), (4.7.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
℘′(z)2 ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé è èìååò ïîëþñû øåñòîãî ïîðÿäêà â òî÷-
êàõ ðåøåòêè. Â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.7.15 âñå
mi ïîëîæèòåëüíû è

∑
mi = 3. Îòñþäà

℘′2 = c(℘− ℘(z1))(℘− ℘(z2))(℘− ℘(z3)), c ∈ C \ {0},

ò.å. ℘′(z)2 âûðàæàåòñÿ êàê êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò ℘(z). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí f(t) èìååò êðàòíûé êî-
ðåíü: f(t) = c(t− a)2(t− b). Òîãäà

℘(z)− b = c−1

(
℘′(z)

℘(z)− a

)2

.

Â ýòîì ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ℘′(z)/(℘(z)−a) èìååò ïî
ìîäóëþ Ω åäèíñòâåííûé ïîëþñ (â òî÷êàõ ðåøåòêè). Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò ñëåäñòâèþ 4.7.6. �

Ðàññìîòðèì íà êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñ íåîäíî-
ðîäíûìè êîîðäèíàòàìè x, y ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ E, çàäàí-
íóþ óðàâíåíèåì y2 = f(x). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.7.16, ôóíêöèè
℘ è ℘′ çàäàþò îòîáðàæåíèå

π : (C/Ω) \ {0} −→ E \ {∞}, z 7−→ (℘(z), ℘′(z)). (4.7.18)

Ïðîäîëæèì åãî äî îòîáðàæåíèÿ π : C/Ω → E, ïîëàãàÿ π(0) =
∞. Òåïåðü ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ î÷åíü âàæíóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 4.7.19 Îòîáðàæåíèå π ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è èíäó-

öèðóåò èçîìîðôèçì ïîëåé E (Ω) è C(E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℘(z1) = ℘(z2) è ℘′(z1) =
℘′(z2) äëÿ íåêîòîðûõ z1 6≡ z2 mod Ω. Òîãäà ℘ − ℘(z1) èìååò
äâîéíîé ïîëþñ â òî÷êàõ ðåøåòêè è äâà ïðîñòûõ íóëÿ â z1 è
z2. Ôóíêöèÿ ℘

′−℘′(z1) èìååò òðîéíîé ïîëþñ â òî÷êàõ ðåøåòêè
è íóëè â z1 è z2. Íî òîãäà îòíîøåíèå (℘ − ℘(z1))/(℘′ − ℘′(z1))
èìååò ëèøü ïðîñòûå íóëè â òî÷êàõ ðåøåòêè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñëåäñòâèþ 4.7.6. Ýòî äîêàçûâàåò èíúåêòèâíîñòü π.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñþðúåêòèâíîñòè π ðàññìîòðèì òî÷êó
(x0, y0) ∈ E. Ôóíêöèÿ ℘(z) − x0 èìååò (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé)
ðîâíî äâà íóëÿ z1, z2 ïî ìîäóëþ Ω. Òàêèì îáðàçîì, ℘(z1) =
℘(z2) = x0. Îòñþäà ℘

′(zi) = ±y0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℘
′(z1) =

℘′(z2) = −y0. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå ýòî âîçìîæíî òîëüêî
åñëè z1 ≡ z2 mod Ω, ò.å. z1 � íóëü êðàòíîñòè 2 äëÿ ℘(z) − x0.
Íî òîãäà ℘′(z1) = 0 = y0. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñþðúåêòèâ-
íîñòü.

Íàêîíåö, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè ϕ : E 99K C êîìïîçèöèÿ

C λ−→ C/Ω π−→ E
ϕ
99K C

ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ýòî îïðåäåëÿåò âëîæåíèå
ïîëåé C(E) ↪→ E (Ω). Òàê êàê C(E) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ
ôàêòîðêîëüöà C[x, y]/(y2 − f(x)), òî îíî ïîðîæäàåòñÿ ôóíê-
öèÿìè x è y � îáðàçàìè ℘ è ℘′. Ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå
C(E) ↪→ E (Ω) � èçîìîðôèçì. �

Ïîñêîëüêó ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü C/Ω ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ãðóï-
ïîé, òî òåîðåìà 4.7.19 äàåò åùå îäíî îïèñàíèå ãðóïïîâîãî çà-
êîíà íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Îòêóäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ

Ñëåäñòâèå 4.7.20 Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå èçîìîðôèçìû

ãðóïï (E,O) ' C/Ω ' R/Z⊕ R/Z.

Èíà÷å ãîâîðÿ, π : (E,O) → C/Ω ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ãðóïï.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì òðè (âîçìîæíî ñîâïàäàþùèå) òî÷-
êè P1, P2, P3 ∈ E. Ïóñòü z1, z2, z3 ∈ C � ïðîîáðàçû ýòèõ òî÷åê.
Ìû ìîæåì âûáðàòü èõ òàê, ÷òî îíè ñîäåðæàòñÿ â îñíîâíîì ïà-
ðàëëåëîãðàììå ∆. Ñîãëàñíî óïðîùåííîìó ãðóïïîâîìó çàêîíó,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè P1, P2, P3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-
ìîé L, òî z1 + z2 + z3 = 0. Ïóñòü L çàäàåòñÿ (íåîäíîðîäíûì)
óðàâíåíèåì αx+ βy+ γ = 0. ßñíî, ÷òî α℘(zi) + β℘′(zi) + γ = 0.
Ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f := α℘+β℘′+γ èìååò òðîéíîé ïîëþñ
â ýëåìåíòàõ ðåøåòêè Ω è íå èìååò äðóãèõ ïîëþñîâ. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 4.7.5, âñå íóëè f â ∆ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) èñ-
÷åðïûâàþòñÿ òî÷êàìè z1, z2, z3. Ñíîâà ïî ïðåäëîæåíèþ 4.7.5
èìååì z1 + z2 + z3 = 0 mod Ω. �

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) èç ñëåäñòâèÿ
4.7.16 äîïóñêàåò ÿâíîå îïèñàíèå. Ïîëîæèì

Gk(Ω) :=
∑

ω∈Ω\{0}

1

ω2k

Ïî ëåììå 4.7.8 ýòè ñóììû ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî ïðè k > 1. Îíè
íàçûâàþòñÿ ðÿäàìè Ýéçåíøòåéíà âåñà k. ßñíî, ÷òî îíè çàâèñÿò
îò âûáîðà ðåøåòêè Ω. Äàëåå ïóñòü

g2 := 60G2, g3 := 140G3.

Òåîðåìà 4.7.21 (ñð. òåîðåìà 4.2.3) Òî÷íûé âèä ñîîòíîøå-

íèÿ (4.7.17) � ñëåäóþùèé

℘′2 = 4℘3 − g2℘− g3, (4.7.22)

Îáðàòíî, äëÿ ëþáûõ g2, g3 ∈ C òàêèõ, ÷òî g3
2 − 27g2

3 6= 0 ñó-

ùåñòâóåò ðåøåòêà Ω ⊂ C, ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà êîòîðîé

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (4.7.22).

Ëåãêî íàéòè âûðàæåíèå äèñêðèìèíàíòà è j-èíâàðèàíòà ÷åðåç
g2 è g3:

∆ = g3
2 − 27g2

3 , j = 1728g3
2/∆.

Èñòîðè÷åñêè, ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè âîçíèêëè ïðè èçó÷å-
íèè ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ

∞∫
u

dx√
4x3 − g2x− g3

, g2, g3 ∈ C.
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Òàêîé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé, åå çíà÷åíèÿ
îïðåäåëåíû ïî ìîäóëþ íåêîòîðîé ðåøåòêè è îáðàòíîé ê íåé
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ℘.

Ìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà

Ëåììà 4.7.23 Ïóñòü Ω, Ω′ ⊂ C � ïîëíûå ðåøåòêè. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ãîëîìîðôíîå îòîáðà-

æåíèå f : C/Ω→ C/Ω′ òàêîå, ÷òî f(0) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
α ∈ C \ {0} òàêîå, ÷òî αΩ ⊂ Ω′, è êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

C ·α //

λ

��

C

λ′

��
C/Ω

f // C/Ω′

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðòèêàëüíûå îòîáðàæåíèÿ â äèàãðàììå ñó-
ùåñòâóþò ïî êîíñòðóêöèè ôàêòîðîâ è îíè ÿâëÿþòñÿ óíèâåð-
ñàëüíûìè íàêðûòèÿìè. Ïîýòîìó, ñóùåñòâóåò ãîðèçîíòàëüíîå
îòîáðàæåíèå f̃ : C → C è îíî íåïðåðûâíî. Äîêàæåì, ÷òî f̃ ãî-
ëîìîðôíî.

Çàôèêñèðóåì z0 ∈ C. Ïîëîæèì P := λ(z0) è P ′ := f(P ).
Ïóñòü z′0 ∈ λ′−1(P ′) è ïóñòü U ′ 3 z′0 � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñò-
íîñòü z′0 òàêàÿ, ÷òî U

′∩(ω′+U ′) = ∅ äëÿ âñåõ ω′ ∈ Ω′\{0}. Òîãäà
îãðàíè÷åíèå λ′|U ′ : U ′ → λ′(U ′) èìååò îáðàòíîå (ãîëîìîðôíîå)
îòîáðàæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè λ−1(f−1(λ′(U ′)))
òî÷êè z0 îòîáðàæåíèå λ′−1 ◦ f ◦ λ îïðåäåëåíî è ÿâëÿåòñÿ ãî-
ëîìîðôíûì.

Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî f̃(z) = αz. Äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω èìååì
f̃(z+ω)− f̃(z) ∈ Ω′. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f̃(z+ω)− f̃(z) íåïðå-
ðûâíà, à ìíîæåñòâî Ω′ äèñêðåòíî, òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè
f̃(z + ω) − f̃(z) � êîíñòàíòà. Ïîýòîìó f̃ ′(z + ω) = f̃ ′(z), ò.å. f̃ ′

ýëëèïòè÷åñêàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, f̃ ′ = α �
òàêæå êîíñòàíòà. Òàêèì îáðàçîì, f̃(z) = αz. Îñòàëüíûå óòâåð-
æäåíèÿ î÷åâèäíû. �

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåòêè Ω, Ω′ ⊂ C ýêâèâàëåíòíû, åñ-
ëè Ω′ = αΩ äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ C. Ïî ëåììå 4.7.23 ðåøåòêè
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Ω, Ω′ ⊂ C ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðèìàíî-
âû ïîâåðõíîñòè C/Ω è C/Ω′ èçîìîðôíû. Äàëåå ìû êëàññèôè-
öèðóåì ðåøåòêè ñ òî÷íîñòüþ äî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ⊂ C îòêðûòóþ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Âî
ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ðåøåòêà ýêâèâàëåíòíà ðåøåòêå
Ω = 〈1, τ〉. Çàìåíÿÿ τ íà −τ , ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî τ ∈ H.

Ãðóïïà SL2(Z) öåëî÷èñëåííûõ (2× 2)-ìàòðèö ñ îïðåäåëèòå-
ëåì 1 íàçûâàåòñÿ (ïîëíîé) ìîäóëÿðíîé ãðóïïîé. Ãðóïïà SL2(Z)
äåéñòâóåò íà H ïî ïðàâèëó

Az =
az + b

cz + d
, ãäå A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z).

Äåéñòâèòåëüíî, õîðîøî èçâåñòíî è ëåãêî ïðîâåðÿåìî, ÷òî ýòà
ôîðìóëà çàäàåò äåéñòâèå SL2(C) íà ïîïîëíåííîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè C ∪ {∞}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Im(Az) =
Im z

|cz + d|2
. (4.7.24)

Ïîýòîìó ïîëóïëîñêîñòü H ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè äåéñòâèè ãðóï-
ïû SL2(Z).

Íàéäåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû
ðåøåòêè Ω = 〈1, τ〉 è Ω′ = 〈1, τ ′〉, ãäå τ, τ ′ ∈ H, áûëè ýêâèâà-
ëåíòíû. Ïóñòü αΩ = Ω′. Òîãäà (α, ατ) è (1, τ ′) � äâà Z-áàçèñà
ðåøåòêè Ω′. Îíè äîëæíû îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà íåâûðîæ-
äåííûìè öåëî÷èñëåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ò.å.

1 = dα+ cατ, τ ′ = bα+ aατ, a, b, c, d ∈ Z.

Îòñþäà

τ ′ =
aτ + b

cτ + d
.

Ïóñòü A =

(
a b
c d

)
. Îáðàòíàÿ ê ýòîé ìàòðèöå òàêæå äîëæíà

áûòü öåëî÷èñëåííîé. Ïîýòîìó detA = ±1. Êàê è â (4.7.24), èìå-
åì

Im τ ′ =
(detA)(Im τ)

|cτ + d|2
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Ïîñêîëüêó τ, τ ′ ∈ H, òî detA = 1, ò.å. τ è τ ′ îòëè÷àþòñÿ äðóã
îò äðóãà íà ïðåîáðàçîâàíèå èç SL2(Z).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáëàñòü D ⊂ H ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíîé äëÿ äåéñòâèÿ SL2(Z), åñëè êàæäàÿ îðáèòà SL2(Z) èìå-
åò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò â D è äâà ýëåìåíòà èç D ïðèíàäëåæàò
îäíîé îðáèòå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ëåæàò íà ãðàíèöå
D.

Ïðåäëîæåíèå 4.7.25 (i) Îáëàñòü

D := {z | −1/2 ≤ Re z ≤ 1/2, |z| ≥ 1} ⊂ H

(ñì. ðèñ. 4.5) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé äëÿ äåéñòâèÿ

SL2(Z).

(ii) Äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè z1, z2 íà ãðàíèöå D ïðèíàäëåæàò

îäíîé îðáèòå òîëüêî â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ:

(a) z2 = z1 ± 1, |Re zi| = 1/2,

(b) |zi| = 1, z1z2 = −1.
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(iii) Ãðóïïà SL2(Z) ïîðîæäàåòñÿ ìàòðèöàìè

T =

(
1 1
0 1

)
è S =

(
0 −1
1 0

)
(iv) Ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà St z òî÷êè z ∈ D ðàâíà {±E},

çà èñêëþ÷åíèåì ñëåäóþùèõ òðåõ ñëó÷àåâ:

(a) St z = 〈S〉, |St z| = 4 ïðè z = i,

(b) St z = 〈ST 〉, |St z| = 6 ïðè z = w = − 1
2 + i

√
3

2 ,

(c) St z = 〈TS〉, |St z| = 6 ïðè z = 1
2 + i

√
3

2 .

(v) Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âè-

äå

S2 = (ST )3 = −E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ′ ⊂ SL2(Z) � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåí-
íàÿ ìàòðèöàìè S è T . Íàéäåì ïåðåñå÷åíèå îðáèòû Γ′z òî÷êè
z ∈ H ñ íàøåé îáëàñòüþ D. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì T (z) = z+ 1
è S(z) = −1/z äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ H. Ñîãëàñíî (4.7.24) ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò Γ′z, äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå ìíèìîé ÷àñòè ìàêñè-
ìàëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
zn ∈ Γ′z òàêàÿ, ÷òî Im zn ñòðîãî âîçðàñòàåò. Òàê êàê T ñîõðàíÿ-
åò ìíèìóþ ÷àñòü, òî zn+1 = Szn. Íî òîãäà |zn| < 1 äëÿ ëþáîãî
n. Ïðîòèâîðå÷èå. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ìàêñèìóì äî-
ñòèãàåòñÿ äëÿ z. Çàìåíÿÿ z íà T k(z), ìû ìîæåì òàêæå ñ÷èòàòü,
÷òî −1/2 ≤ Re z ≤ 1/2. Íî òîãäà z ∈ D. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å
|z| < 1 è ImS(z) = Im z/|z|2 > Im z. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò,
÷òî Γ′z ∩D 6= ∅ äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ H.

Ðàññìîòðèì äâå (íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå) òî÷êè z1, z2 ∈ D
òàêèå, ÷òî A(z1) = z2 äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ SL2(Z). Ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî Im z2 ≥ Im z1. Èç (4.7.24) ïîëó÷àåì, ÷òî |cz1 + d| ≤
1. Îòñþäà |c| ≤ 1. Åñëè c = 0, òî d = a = ±1. Ïîýòîìó ±A = T±b

� ñäâèã íà ±b. Òàê êàê zi ∈ D, òî ëèáî z1 = z2 è A = ±E, ëèáî
b = ±1 è òî÷êè zi ëåæàò íà âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ Re z = ±1/2.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé c = ±1. Òîãäà |d| ≤ 1. Åñëè d = 0, òî
b = −c, |z1| = 1 è A = ±T±aS (ò.å. A(z) = ±a − 1/z). Ýòî

âîçìîæíî òîëüêî åñëè a = 0 èëè a = ±1 è z1 = z2 = ± 1
2 + i

√
3

2 .
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Ïóñòü d = c = ±1. Òîãäà b = a ∓ 1, |z1 + 1| ≤ 1 è A(z) =
±az+a∓1

z+1 . Òàê êàê z1, z2 = A(z1) ∈ D, òî ëèáî a = 0 è z1 =

z2 = − 1
2 + i

√
3

2 , ëèáî a = 1 è z2 = z1 + 1 = 1
2 + i

√
3

2 . Ñëó÷àé
b = −a ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî è îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèÿ (i), (ii) è (iv).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (iii) âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ
òî÷êó z ∈ D. Äëÿ ëþáîãî A ∈ SL2(Z) îðáèòà z îòíîñèòåëü-
íî äåéñòâèÿ Γ′ ïåðåñåêàåòñÿ ñ D. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
B ∈ Γ′ òàêîé, ÷òî BA(z) ∈ D. Òàê êàê D � ôóíäàìåíòàëüíàÿ
îáëàñòü, òî BA(z) = z. Èç (iv) ñëåäóåò, ÷òî BA = ±E. Îòêóäà
A ∈ Γ′ è Γ′ = SL2(Z). �

Óïðàæíåíèÿ. (1) Ïóñòü Ω ⊂ C � ñâîáîäíàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî
ðàíãà è ïóñòü f(z) � Ω-ïåðèîäè÷íàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêà-
æèòå, ÷òî rank Ω ≤ 2 è åñëè rank Ω = 2, òî Ω ïîðîæäàåò C, êàê
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R.
(2) Äîêàæèòå, ÷òî ïî ìîäóëþ ðåøåòêè Ω íóëè ôóíêöèè ℘′(z) � ýòî
â òî÷íîñòè òî÷êè ω1/2, ω2/2, (ω1 +ω2)/2 è ïîðÿäîê ýòèõ íóëåé ðàâåí
1.

(3) Êàê ìîæíî âûðàçèòü ℘′′(z) ÷åðåç ℘(z)?

(4) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïîðÿäêà n íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
íàä C.
(5) Ïóñòü ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E îïðåäåëåíà íàä R. Êàêèå âîç-
ìîæíîñòè èìåþòñÿ äëÿ ãðóïïû åå âåùåñòâåííûõ òî÷åê E(R)?

(6) Ïóñòü Ω � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ðåøåòêà. Êàê ñâÿçàíû j-
èíâàðèàíòû C/Ω è C/Ω?
(7) ×åìó èçîìîðôåí ôàêòîð SL2(Z) ïî êîììóòàíòó?

4.8. Òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà íà ýëëèïòè-

÷åñêîé êðèâîé

Äèâèçîðû

Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ. Äèâèçîðîì íà X íà-
çûâàåòñÿ (êîíå÷íàÿ) ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ D =

∑
i niPi òî÷åê

Pi ∈ X ñ êîýôôèöèåíòàìè ni ∈ Z. Âñå äèâèçîðû íà X îáðàçó-
þò àáåëåâó ãðóïïó, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Div(X). ×èñëî
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∑
i ni íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ äèâèçîðà D. Òàêèì îáðàçîì, èìååò

ìåñòî ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì âçÿòèÿ ñòåïåíè

deg : Div(X) −→ Z.

Åãî ÿäðî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Div0(X). Äèâèçîð D =
∑
i niPi

íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì åñëè ni ≥ 0 äëÿ âñåõ i.
Äëÿ íåíóëåâîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f ∈ k(X), f /∈ k îáî-

çíà÷èì (f) :=
∑
P

vP (f)P . Ïî òåîðåìå 3.5.11 ñóùåñòâóåò ëèøü

êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê òàêèõ, ÷òî vP (f) 6= 0. Ïîýòîìó (f) �
äèâèçîð. Òàêèå äèâèçîðû íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè. Îíè îáðàçó-
þò ïîäãðóïïó â Div(X). Ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû âñåõ äèâèçîðîâ
Div(X) ïî ïîäãðóïïå ãëàâíûõ äèâèçîðîâ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé

Ïèêàðà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Pic(X). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà
äèâèçîðà D =

∑
niPi è H =

∑
mjPj ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû,

åñëè D − H � ãëàâíûé äèâèçîð, ò.å. D − H = (f) äëÿ íåêî-
òîðîé ôóíêöèè f ∈ k(X) \ k. Ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äè-
âèçîðîâ îáîçíà÷àåòñÿ D ∼ H. Ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (ïðîâåðüòå)! Áîëåå òîãî, îíî îáëàäà-
åò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ñîãëàñîâàííîñòè ñî ñëîæåíèåì: åñëè
D ∼ F è G � ïðîèçâîëüíûé äèâèçîð, òî D + G ∼ F + G. Òàê
êàê ñòåïåíü ãëàâíîãî äèâèçîðà ðàâíà íóëþ (òåîðåìà 3.5.11), òî
ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûå äèâèçîðû èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü,
à ãëàâíûå äèâèçîðû ñîäåðæàòñÿ â Div0(X). Ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôàêòîðãðóïïó Div0(X)/{ãëàâíûå äèâèçîðû} ìû îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Pic0(X).

Ïðèìåð 4.8.1 Ïóñòü X = P1. Òîãäà k(X) ' k(x) � ïîëå ðàöè-
îíàëüíûõ ôóíêöèé. Äëÿ ôóíêöèè f = (x− α)/(x− β) èìåþòñÿ
ëèøü äâà äèñêðåòíûõ íîðìèðîâàíèÿ, íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü
íà f : vP è vQ, ãäå P è Q � òî÷êè x = α è x = β. Òàêèì îáðà-
çîì, (f) = P − Q. Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ïîäãðóïïà
ãëàâíûõ äèâèçîðîâ ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé äèâèçîðîâ ñòåïåíè
íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì deg óñòàíàâëèâàåò èçîìîð-
ôèçì Pic(X) ' Z è Pic0(X) = 0.

Ïðèìåð 4.8.2 Ðàññìîòðèì íåîñîáóþ ïëîñêóþ êðèâóþ X ⊂ P2.
Ïóñòü L1 è L2 � äâå ïðÿìûå íà P2 (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî L1, L2 6= X).
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Ðàññìîòðèì äèâèçîðûDi = Li∩X (ïåðåñå÷åíèå � ñ ó÷åòîì êðàò-
íîñòåé). Òîãäà D1 ∼ D2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Li çàäàåòñÿ îä-
íîðîäíûì óðàâíåíèåì li(x, y, z) = 0. Òîãäà l1/l2 � ðàöèîíàëüíàÿ
ôóíêöèÿ íà X è ìû èìååì D1 = D2 + (l1/l2).

Òåîðåìà 4.8.3 Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ. Ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) X ' P1;

(ii) ëþáûå äâå òî÷êè íà X ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû;

(iii) ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûå òî÷-

êè íà X;

(iv) åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì deg : PicX → Z ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèè (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) è ðàâíîñèëü-
íîñòü (ii) ⇔ (iv) î÷åâèäíû (ñì. ïðèìåð 4.8.1). Äîêàæåì (iii) ⇒
(i). Ïóñòü P1 ∼ P2. Òîãäà P1−P2 = (f) äëÿ íåêîòîðîé íåíóëåâîé
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ : X → P1,
P → (f(P ) : 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ(P ) = φ(P ′). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî f(P ) = f(P ′) = c. Íàïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà Q ∈ X
îïðåäåëÿåò äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå vQ ïîëÿ k(X) òàêîå, ÷òî
vQ(g) ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ g ðåãóëÿðíà
â Q. Èìååì vP1(f) = 1, vP2(f) = −1 è vQ(f) = 0 äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè Q 6= P1, P2. Ïîëîæèì g := f − c. Òîãäà vP2

(g) =
min(vP2

(f), vP2
(c)) = −1 è vQ(g) ≥ min(vQ(f), vQ(c)) = 0 äëÿ

ëþáîé òî÷êè Q 6= P2. Áîëåå òîãî, vP (g) > 0 è vP ′(g) > 0 (ïî-
ñêîëüêó g(P ) = g(P ′) = 0). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 3.5.11.
�

Íà ìíîæåñòâå Div(X) âñåõ äèâèçîðîâ îïðåäåëåíî îòíîøåíèå
÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòè: D =

∑
diPi ≥ D′ =

∑
d′iPi åñëè

di ≥ d′i äëÿ âñåõ i (çäåñü äîïóñêàþòñÿ íóëåâûå êîýôôèöèåíòû).
Çàôèêñèðóåì äèâèçîð D è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

L (D) = {f ∈ k(X)∗ | D + (f) ≥ 0} ∪ {0}.
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Ëåììà 4.8.4 Îïðåäåëåííîå âûøå ìíîæåñòâî L (D) ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â k(X) (çäåñü
k(X) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî íàä k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f, g ∈ L (D)∗. Òîãäà vP (αf + βg) ≥
min(vP (f), vP (g)) äëÿ âñåõ α, β ∈ k è ëþáîé òî÷êè P ∈ X. Îò-
ñþäà D + (αf + βg) ≥ 0 è f + g ∈ L (D), ò.å. L (D) � âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî êîíå÷íîìåðíîñòè L (D)
ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíî. Ìû åãî îïóñêàåì. �

Îïðåäåëåíèå 4.8.5 Ìíîæåñòâî

|D| := {F ∈ Div(X) | F ≥ 0, F ∼ D}

íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé äèâèçîðîâ.

Ïåðåôîðìóëèðóÿ îïðåäåëåíèå, ìîæíî çàïèñàòü

|D| = {D + (f) | f ∈ k(X)∗, D + (f) ≥ 0}.

Ïîýòîìó èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

L (D) \ {0} −→ |D|, f 7−→ D + (f).

Ïðè ýòîì â îäèí äèâèçîð ïåðåõîäÿò ïðîïîðöèîíàëüíûå ôóíê-
öèè èç k(X)∗. Ñëåäîâàòåëüíî, |D| ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà L (D), ò.å. |D| ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ ìíîæåñòâîì ïðÿìûõ â L (D), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîð-
äèíàò. ×åðåç dim |D| áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé
ñèñòåìû |D| êàê ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ
ìû ïîëîæèì dim |D| = −1, åñëè |D| = ∅ è dim |D| = 0, åñëè |D|
� òî÷êà. Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà dim |D| = dim L (D)− 1.

Ìíîæåñòâî òî÷åê, èìåþùèõ íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû â äè-
âèçîðå D, íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì D è îáîçíà÷àåòñÿ Supp(D).
Åñëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D| íåïóñòà, òî ìíîæåñòâî

Bs |D| :=
⋂

F∈|D|

Supp(F )

íàçûâàåòñÿ åå áàçèñíûì ìíîæåñòâîì.
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Ïðèìåð 4.8.6 Ïîñêîëüêó ëþáûå äâå òî÷êè íà P1 ëèíåéíî ýê-
âèâàëåíòíû, òî ëþáàÿ íåïóñòàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D| íà P1

ñîñòîèò èç âñåõ äèâèçîðîâ ñòåïåíè degD. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
degD ≥ 0, òî dim |D| = degD. Ëþáàÿ íåïóñòàÿ ëèíåéíàÿ ñè-
ñòåìà íà P1 íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê.

4.8.7 Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ:

(i) D ∼ D′ =⇒ |D| = |D′|;

(ii) |D| 6= ∅ =⇒ degD ≥ 0;

(iii) åñëè æå |D| 6= ∅ è degD = 0, òî D ∼ 0;

(iv) |D| 6= ∅ è | −D| 6= ∅ =⇒ D ∼ 0;

(v) D ≥ D′ =⇒ L (D) ⊃ L (D′) è dim |D| ≥ dim |D′|;

(vi) åñëè D ≥ D′ è dim |D| = dim |D′|, òî ëþáîé ýëåìåíò F ∈
|D| åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå F = F ′+
(D−D′), ãäå F ′ ∈ |D′|, à D−D′ � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð.

Ëåììà 4.8.8 Äëÿ ëþáîãî äèâèçîðà D ∈ Div(X) è ëþáîé òî÷êè
P ∈ X èìååì

dim |D| ≤ dim |D + P | ≤ dim |D|+ 1.

Áîëåå òîãî, åñëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D + P | íåïóñòà è P íå

ÿâëÿåòñÿ åå áàçèñíîé òî÷êîé, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dim |D + P | = dim |D|+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü äèâèçîð D
ýôôåêòèâíûì. Ïóñòü n ≥ 0 � êîýôôèöèåíò P â D. Òîãäà
L (D + P ) ⊃ L (D), è

L (D + P ) ⊂ {f ∈ k(X)∗ | vP (f) ≥ −n− 1},
L (D) = {f ∈ L (D + P ) | vP (f) ≥ −n}.

Ïóñòü t � ëîêàëüíûé ïàðàìåòð (ò.å. ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ìàê-
ñèìàëüíîãî èäåàëà mP,X ⊂ OP,X). Òîãäà vP (t) = 1. Ïîýòîìó
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tn+1 ·f � ðåãóëÿðíàÿ â òî÷êå P ôóíêöèÿ äëÿ âñåõ f ∈ L (D+P )
è

L (D) = {f ∈ L (D + P ) | vP (tn · f) ≥ 0}.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäïðîñòðàíñòâî L (D) ⊂ L (D + P ) ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì íóëåé ëèíåéíîé ôóíêöèè

L (D + P ) −→ k, f 7−→ (tn+1 · f)(P ) = t(P )n+1 · f(P ).

Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî
dim L (D) ≥ dim L (D + P ) − 1. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò èç (iv) 4.8.7. �

Ñëåäñòâèå 4.8.9 Ïóñòü D � äèâèçîð íà íåîñîáîé ïðîåêòèâ-

íîé êðèâîé. Òîãäà dim |D| ≤ degD. Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî, òî êðèâàÿ ðàöèîíàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî degD. �

Òåîðåìà 4.8.10 (Ðèìàíà-Ðîõà) Ïóñòü E � (íåîñîáàÿ) ýë-

ëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è ïóñòü D � äèâèçîð íà E. Òîãäà

dim |D| − dim | −D| = degD.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíà D íà −D ëèøü ìåíÿåò çíàêè â îáåèõ
÷àñòÿõ ðàâåíñòâà. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî degD ≥ 0.

Ëåììà 4.8.11 Äëÿ ëþáûõ òðåõ (íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ )
òî÷åê P1, P2, Q1 íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E ñóùåñòâóåò ÷åò-

âåðòàÿ òî÷êà Q2 òàêàÿ, ÷òî P1 + P2 ∼ Q1 +Q2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì ÷åðåç P1 è P2 ïðÿìóþ L íà P2 è
ïóñòü O � òðåòüÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ L è E (âñå ó÷èòûâàåòñÿ ñ
êðàòíîñòÿìè). Äàëåå ïðîâåäåì ïðÿìóþ L′ ÷åðåç O è Q1 è ïóñòü
Q2 � òðåòüÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ L

′ è E. Òîãäà P1 +P2 +O = E∩L
è Q1 + Q2 + O = E ∩ L′. Îòñþäà P1 + P2 + O ∼ Q1 + Q2 + O è
P1 + P2 ∼ Q1 +Q2. �
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Ñëåäñòâèå 4.8.12 Ïóñòü D � äèâèçîð ñòåïåíè ≥ 1 íà ýëëèï-

òè÷åñêîé êðèâîé. Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D| íåïóñòà. Åñëè
degD ≥ 2, òî |D| íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì D = D+ − D−, ãäå D+ è D− �
ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû áåç îáùèõ òî÷åê (òàêàÿ çàïèñü åäèí-
ñòâåííà). Òîãäà degD = degD+ − degD− ≥ 1. Åñëè D− 6= 0,
òî degD+ ≥ 2. Âûáåðåì òî÷êó Q1 ∈ Supp(D−) è òî÷êè P1, P2

òàêèå, ÷òî D+ ≥ P1 + P2. Ïî ëåììå D ∼ (D+ − P1 − P2) +
(D− − Q1) + Q2. Çàìåíèì D íîâûì äèâèçîðîì â ëåâîé ÷àñòè.
Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî D− = 0, ò.å. äèâèçîð D
ýôôåêòèâåí.

Ïóñòü òåïåðü degD ≥ 2. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ äâóõ òî÷åê P1, P2 íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ëèíåéíàÿ ñè-
ñòåìà |P1 + P2| íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî, ïî
ëåììå äëÿ ëþáîé òî÷êè Q1 ñóùåñòâóåò òî÷êà Q2 òàêàÿ, ÷òî
P1 + P2 ∼ Q1 + Q2. Ìû ìîæåì âçÿòü Q1 òàê, ÷òî Q1 6= P1, P2.
Åñëè æå Q2 = P2, òî P1 ∼ Q1. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
Bs |P1 + P2| ⊂ {P1, P2} ∩ {Q1, Q2} = ∅. �

Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Äëÿ degD = 0 èìååì
dim |D| = dim |−D| ïî (iii)-(iv) 4.8.7. Ïóñòü degD > 0. Òîãäà |−
D| = ∅ è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü dim |D| = degD−1. Èç ñëåäñòâèÿ
4.8.9 èìååì dim |D| ≤ degD − 1. Äàëåå ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî
degD. Äëÿ degD = 1 èç ñëåäñòâèÿ 4.8.12 âûòåêàåò dim |D| = 0.
Åñëè æå degD ≥ 2, òî ïî ñëåäñòâèþ 4.8.12 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D|
íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê, à ïî ëåììå 4.8.8 dim |D| = dim |D −
P |+ 1. Ýòî è ÿâëÿåòñÿ øàãîì èíäóêöèè. �

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Pic0(E) îáîçíà÷àåòñÿ ÿäðî åñòåñòâåí-
íîãî ãîìîìîðôèçìà deg : Pic(E)→ Z.

Òåîðåìà 4.8.13 Ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Çàôèêñè-

ðóåì òî÷êó O ∈ E. Êîìïîçèöèÿ

p : (E,O) −→ Div0(E) −→ Pic0(E), P 7−→ P −O

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï (E,O) è Pic0(E).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî íàøà êîíñòðóêöèÿ çàäàåò òîò
æå ãðóïïîâîé çàêîí, ÷òî è ïîñòðîåííûé ðàíåå. Ïóñòü P+Q = R.
Òîãäà òðîéêè òî÷åê P, Q, R è O, R, R âûñåêàþòñÿ ïðÿìûìè íà
E. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P +Q+R ∼ O+R+R. Òîãäà P +Q ∼
O+R. Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå â âèäå (P −O) + (Q−O) ∼ R−O
èëè p(P ) + p(Q) = p(R).

Äîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü. Ðàññìîòðèì äèâèçîð D ñòåïåíè
0. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà dim |D+O| = dim |D+O|−dim |−D−
O| = deg(D+O)−1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, |D+O| 6= ∅ è ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé äèâèçîð D′ ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûé
D + O. Òàê êàê ñòåïåíü D′ ðàâíà 1, òî D′ = P � òî÷êà. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî D ∼ P −O, ò.å. p ñþðúåêòèâíî.

Íàêîíåö, äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
p(P ) = p(P ′). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P − O ∼ P ′ − O, ò.å. P ∼ P ′.
Òàê êàê êðèâàÿ E íåðàöèîíàëüíà, òî ýòî äàåò íàì P = P ′. �

Òàêèì îáðàçîì áèåêöèÿ p çàäàåò ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó íà ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé E. Îòìåòèì, ÷òî ýòà êîíñòðóêöèÿ çàâèñèò
îò âûáîðà òî÷êè O. Îäíàêî, ïðè ëþáîì âûáîðå O ìû ïîëó÷àåì
èçîìîðôíûå ãðóïïû.

Óïðàæíåíèÿ. (1) Äîêàæèòå àíàëîã òåîðåìû 4.8.10 äëÿ íåïðèâî-
äèìûõ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè (ñì. óïðàæíåíèÿ
(3) è (4), ñòð. 92. Âûâåäèòå îòñþäà ñóùåñòâîâàíèå ãðóïïîâîãî çàêîíà
íà òàêèõ êðèâûõ. Óêàçàíèå. Íóæíî ðàññìîòðèâàòü äèâèçîðû, ñîäåð-
æàùèåñÿ â íåîñîáîé ÷àñòè.

(2) Ïóñòü X � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä C. Êàêóþ èíòåðïðåòàöèþ
èìåþò ïðîñòðàíñòâà L (D) â òåðìèíàõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî-
îòâåòñòâóþùåé ðåøåòêè?
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