
Îñåííèé ñåìåñòð, 2013 ã.
Çàäà÷è ïî êóðñó �Âåäåíèå â àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ �

Þ.Ã.Ïðîõîðîâ

Âñå êîëüöà ñ÷èòàþòñÿ àññîöèàòèâíûìè, êîììóòàòèâíûìè è ñî-
äåðæàùèìè åäèíè÷íûé ýëåìåíò 1. Âñå ãîìîìîðôèçìû êîëåö ïåðå-
âîäÿò åäèíè÷íûé ýëåìåíò â åäèíè÷íûé. r(R) îáîçíà÷àåò ðàäèêàë
(íèëüðàäèêàë) êîëüöà R.

(1) Ðàññìîòðèì êðèâóþ X ⊂ A3, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè:

x = t, y = t2, z = t3.

Ïîêàæèòå, ÷òî I(X) � ïðîñòîé èäåàë â k[x, y, z]. Îïèøèòå
åãî îáðàçóþùèå.

(2) Ðàññìîòðèì êðèâóþ X ⊂ A3, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè:

x = t3, y = t4, z = t5.

Ïîêàæèòå, ÷òî I(X) � ïðîñòîé èäåàë â k[x, y, z], êîòîðûé
íå ìîæåò áûòü ïîðîæäåí äâóìÿ ýëåìåíòàìè.

(3) Ðàññìîòðèì êðèâóþ X ⊂ A3, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè:

x = t3, y = t2m−3, z = tm,

ãäå m ≡ 1 mod 3. Íàéäèòå ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ èäåàëà
I(X), ñîñòîÿùóþ èç ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî, çàäàííîå äâóìÿ
óðàâíåíèÿìè x2 − yz = 0, xz − x = 0 ïðèâîäèìî. Íàéäèòå
åãî íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû.

(5) Íàéäèòå âñå îñîáûå òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàííîãî â A3

óðàâíåíèåì

y4 − xz3 − 4xyz2 − 2xy2z + x2z2 = 0.

(6) Îòîæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâî A6 ñ ïðîñòðàíñòâîì ñèììåòðè-
÷åñêèõ ìàòðèö ðàçìåðà 3×3 è ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå
X ⊂ A6, çàäàííîå óðàâíåíèåì det(x) = 0. Îïèøèòå îñîáûå
òî÷êè X.

(7) Ðàññìîòðèì ìîðôèçì f : A1 → X ⊂ A2, t 7→ (t2, t3), ãäå
X ⊂ A2 çàäàíî óðàâíåíèåì x3 − y2 = 0. Äîêàæèòå, ÷òî f
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
(îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íåðåãóëÿðíî).

(8) Èçîìîðôíî ëè ìíîãîîáðàçèå xy − 1 = 0 â A2 àôôèííîé
ïðÿìîé A1?

(9) Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî A2 \ {(0, 0)} ⊂ A2

íå èçîìîðôíî íèêàêîìó àôôèííîìó ìíîãîîáðàçèþ.
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(10) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì (ò.å. èçîìîðôèçì ñ ñî-
áîé) àôôèííîé ïðÿìîé A1 èìååò âèä x 7→ ax + b, a, b ∈ k,
a 6= 0. Ïîêàæèòå, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî
äëÿ àôôèííîé ïëîñêîñòè: îòîáðàæåíèå (x, y) 7→ (x, y+f(x))
ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì A2 äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f .

(11) Ðàññìîòðèì ìîðôèçì

f : A2 → A2, (x, y) 7→ (x, xy).

Îïèøèòå åãî îáðàç. Áóäåò ëè ýòî a) çàìêíóòîå, á) îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî â A2.

(12) Ðàññìîòðèì ìîðôèçì

f : A3 → A3, (x, y, z) 7→ (x, xy, xyz).

Îïèøèòå åãî îáðàç. Áóäåò ëè ýòî a) çàìêíóòîå, á) îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî â A3.

(13) (Îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà.) Ïóñòü îñíîâíîå ïîëå k èìååò
õàðàêòåðèñòèêó p > 0 è ïóñòü X ⊂ An � ìíîãîîáðàçèå,
çàäàííîå óðàâíåíèÿìè ñ êîýôôèöèåíòàì èç êîíå÷íîãî ïîä-
ïîëÿ k0 ⊂ k, k0 ' Fq. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ : An → An, (x1, . . . , xn) 7→ (xq
1, . . . , x

q
n).

Äîêàæèòå, ÷òî ϕ áèåêòèâíî îòîáðàæàåò X â ñåáÿ è íåïî-
äâèæíûå òî÷êè ϕ � ýòî â òî÷íîñòè òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæàò Fq. Íà ïðèìåðàõ ïîêàæèòå, ÷òî îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå íåðåãóëÿðíî.

(14) Îïèøèòå ñõåìó Spec(Z/nZ) (êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî).

(15) Îïèøèòå (êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî) ñõåìó Spec(k[G]),
ãäå k � ïîëå, à k[G] � ãðóïïîâàÿ àëãåáðà êîíå÷íîé öèêëè-
÷åñêîé ãðóïïû.

(16) Îïèøèòå (êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî) ñõåìó Spec(k[G]),
ãäå k � ïîëå, à k[G] � ãðóïïîâàÿ àëãåáðà áåñêîíå÷íîé öèê-
ëè÷åñêîé ãðóïïû.

(17) Êîãäà ïðîñòðàíñòâî Spec(Z/nZ) ãîìåîìîðôíî Spec(Z/mZ)?
(18) Ïóñòü A � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà è ïóñòü k � àëãåáðàè-

÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Îïèøèòå ñõåìó Spec(k[A]), ãäå k[A]
� ãðóïïîâàÿ àëãåáðà.

(19) Äîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ àôôèííàÿ ñõåìà ñîäåðæèò
åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó. Âåðíî ëè ýòî äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ íåòåðîâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ?

(20) Ïóñòü f : R → S � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Âåðíî ëè, ÷òî
f ∗ : Spec(S) → Spec(R) ïåðåâîäèò çàìêíóòûå òî÷êè â çà-
ìêíóòûå?
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(21) Ïóñòü R � êîëüöî è ïóñòü R[[x]] � êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòå-
ïåííûõ ðÿäîâ íàä R. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

f ∗ : Spec(R[[x]])→ Spec(R)

ñþðúåêòèâíî.
(22) Ïóñòü f : R→ S � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì êîëåö. Äî-

êàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f ∗ : Spec(S)→ Spec(R) ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç. Îïèøèòå ýòîò îáðàç.

(23) Ïóñòü f : R → S � èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì êîëåö. Äî-
êàæèòå, ÷òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ f ∗ : Spec(S) → Spec(R)
ïëîòåí â Spec(R). Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?

(24) Ïóñòü êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àëãåáðîé
íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k. Äîêàæèòå, ÷òî ìíî-
æåñòâî çàìêíóòûõ òî÷åê ïëîòíî â Spec(R). Îñòàåòñÿ ëè
âåðíûì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûõ
ïîëåé?

(25) Ïóñòü S ⊂ R � ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî. Êîãäà
îáðàç îòîáðàæåíèÿ Spec(S−1R)→ Spec(R) ïëîòåí?

(26) Ïóñòü R � êîëüöî. Äîêàæèòå, ÷òî â Spec(R[x]) ìíîæåñòâî
çàìêíóòûõ òî÷åê ïëîòíî.

(27) Ïóñòü R � êîëüöî òàêîå, ÷òî ëþáîé èäåàë, íå ñîäåðæàùèéñÿ
â r(R), ñîäåðæèò èäåìïîòåíò (ýëåìåíò a òàêîé, ÷òî a2 =
a). Äîêàæèòå, ÷òî â Spec(R) ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ òî÷åê
ïëîòíî.

(28) Ïóñòü R � êîëüöî, ó êîòîðîãî ëþáîé ýëåìåíò óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ an = a, n = n(a). Äîêàæèòå, ÷òî â Spec(R) âñå
òî÷êè çàìêíóòû.

(29) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå çàìêíóòîå íåïðèâîäèìîå ïîäìíîæå-
ñòâî Y ⊂ SpecZ[x1, . . . , xn] ðàçìåðíîñòè n − 1 èìååò âèä
V (f), ãäå f ∈ Z[x1, . . . , xn] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí.

(30) Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ áóëåâûì, åñëè a2 = a ∀a ∈ R. Äîêà-
æèòå, ÷òî âñå òî÷êè ñïåêòðà áóëåâà êîëüöà R çàìêíóòû è
ñàì ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

(31) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Spec(R) íåñâÿçíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà R ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåòðèâèàëüíîãî
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ R = R1 ×R2.

(32) Ïóñòü R � êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ ñ åäèíñòâåííûì íåíó-
ëåâûì ïðîñòûì èäåàëîì p. Ïóñòü K � ïîëå ÷àñòíûõ R è
ïóñòü R′ := (R/p)⊕K. Îïèøèòå ñõåìû Spec(R) è Spec(R′).
Äîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì f : R → R′ èí-
äóöèðóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f ∗ : Spec(R′)→ Spec(R),
êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû
òàêèõ êîëåö R.
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(33) Îïèøèòå îáðàç f ∗ : Spec(Z[i])→ Spec(Z), ãäå Z[i] � êîëüöî
öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë.

(34) Ïóñòü R := C([a, b]) � êîëüöî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
(çàìêíóòîì) îòðåçêå [a, b] ⊂ R. Îïèøèòå ìàêñèìàëüíûå
èäåàëû â R. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Specm(R) ⊂
Spec(R), îáðàçîâàííîå ìàêñèìàëüíûìè èäåàëàìè, ãîìåîìîðô-
íî [a, b].

(35) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåí¼òåðîâà êîëüöà R, ó êîòîðîãî òîïî-
ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñõåìû Spec(R) í¼òåðîâî.

(36) Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ñõåìû Spec(Z[x])? Îòâåò îáîñíóéòå.
(37) Îïèøèòå ñõåìó Spec(C)×SpecRSpec(C) (êàê òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî).
(38) Îïèøèòå ñõåìó Spec(Z/nZ) ×SpecZ Spec(Z/mZ) (êàê òîïî-

ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî).
(39) Ìîæåò ëè ñòðóêòóðíûé ïó÷îê OX íà àôôèííîé ñõåìå X

áûòü ïîñòîÿííûì ïó÷êîì? Â êàêèõ ñëó÷àÿõ?
(40) Îïèøèòå ñòðóêòóðíûé ïó÷îê OX íà ñõåìå X = Spec(Z).
(41) Îïèøèòå ñòðóêòóðíûé ïó÷îê OX íà ñõåìåX = Spec(Z/nZ).
(42) Îïèøèòå ñòðóêòóðíûé ïó÷îê OX íà ñõåìå X = Spec(k[x]),

ãäå k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå.
(43) Îïèøèòå ñòðóêòóðíûé ïó÷îê OX íà ñõåìå

X = Spec(k[x]/(xn − 1)),

ãäå k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå.
(44) Ðàññìîòðèì îêîëüöîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ([a, b], C∞), ñîñòî-

ÿùåå èõ îòðåçêà [a, b] âåùåñòâåííîé ïðÿìîé (ñ îáû÷íîé òî-
ïîëîãèåé) è ïó÷êà êîëåö C∞ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
íà íåì. ßâëÿåòñÿ ëè îíî àôôèííîé ñõåìîé? Óêàçàíèå. Ðàñ-
ñìîòðèòå Ic = {f | f (n)(c) = 0, ∀n}
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