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Ñïèñîê çàäà÷

(1) Äîêàæèòå, ÷òî (ãåîìåòðè÷åñêè) íåïðèâîäèìàÿ êâàäðèêà
Q ⊂ Pn+1 íàä ïîëåì k ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò ãëàäêóþ k-òî÷êó.

(2) Äîêàæèòå, ÷òî ãëàäêàÿ êâàäðèêà Q ⊂ Pn+1 íàä ïîëåì k ÿâ-
ëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q(K) 6= 0
äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ K/k íå÷åòíîé ñòåïå-
íè.

(3) Äîêàæèòå, ÷òî êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü âèäà x30 +x31−x0x21 +
3(x32 + x33 − x2x23) = 0 íå ÿâëÿåòñÿ óíèðàöèîíàëüíîé íàä Q.

(4) Ïóñòü X = X4 ⊂ P4 � íåîñîáîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê
íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì. Äîêàæèòå, ÷òî X ñî-
äåðæèò ïðÿìóþ.

(5) Äàéòå ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïîâåðõíîñòü
X4 ⊂ P4 ðàöèîíàëüíà (ïðîåêöèÿ èç òî÷êè ïðèâîäèò ê êóáè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòè).

(6) Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå Ãàëóà. Äîêàæèòå, ÷òî
H1(Gal(K/k), GLn(K)) = 0.

(7) Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå Ãàëóà. Äîêàæèòå, ÷òî
H2(Gal(K/k),K) = 0.

(8) Îïèøèòå âñå ôîðìû ïàðû òî÷åê.
(9) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé k(X) íà ìíîãî-

îáðàçèè Ñåâåðè-Áðàóýðà X ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé àëãåáðû A.

(10) Äîêàæèòå, ÷òî íà êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè1 ëþáàÿ êðèâàÿ
ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðÿìûõ ñ ïî-

ëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
(11) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íàä ïîëåì k

èìååòñÿ k′-òî÷êà äëÿ íåêîòîðîãî êâàäðàòè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ
k′/k, òî íà íåé èìååòñÿ è k′-òî÷êà.

(12) Äîêàæèòå, ÷òî íà âåùåñòâåííàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü
óíèðàöèîíàëüíà ñî ñòåïåíüþ óíèðàöèîíàëüíîñòè 2.

(13) Äîêàæèòå, ÷òî íà íåðàöèîíàëüíîé âåùåñòâåííîé êóáè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè èìååòñÿ ðîâíî òðè ïðÿìûå, îïðåäåëåííûå íàä
R.

(14) Ïîñòðîéòå ïðèìåðû âåùåñòâåííûõ êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíî-
ñòåé, ñîäåðæàùèõ ðîâíî 7, 15 è 27 ïðÿìûõ. Óêàçàíèå. Èñ-
ïîëüçóéòå êîíñòðóêöèþ ðàçäóòèÿ ïëîñêîñòè â øåñòè òî÷êàõ
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(15) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåðàöèîíàëüíîé âåùåñòâåííîé êóáè÷å-
ñêîé ïîâåðõíîñòè X âûïîëíåíî rk Pic(X) = 3.

(16) Äîêàæèòå, ÷òî âåùåñòâåííàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü R-
ðàöèîíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X(R) ñâÿçíî.

(17) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Ïèêàðà êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
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3 = 0 íàä ïîëåì k èìååò ðàíã 1 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ S4 ýëåìåíò
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σ(3) íå ÿâëÿåòñÿ êóáîì.

(18) Äîêàæèòå, ÷òî íà êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè X íàä ïîëåì
k ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ, îïðåäåëåííàÿ íàä k, òî
rk Pic(X) = 2.

(19) Îïèøèòå ïðÿìûå íà êóáèêå X ⊂ P3, çàäàííîé óðàâíåíèåì
x30 = f(x1, x2, x3) = 0.

(20) Ïóñòü X ⊂ P3 � êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ïîëåì k. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî rk Pic(X) = 1 è Gal(k̄/k) ' Z/3Z. Äîêàæèòå,
÷òî H1(Gal(k̄/k),Pic(X̄)) � ïðîèçâåäåíèå äâóõ öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï ïîðÿäêà 3.

(21) Ïóñòü X ⊂ P3 � íåðàöèîíàëüíàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü
íàä R. Âû÷èñëèòå H1(Gal(C/R),Pic(X̄)).

(22) Ïóñòü X ⊂ P3 � êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ïîëåì k c
rk Pic(X) = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàç Gal(k̄/k) â àâòî-
ìîðôèçìàõ ðåøåòêè Pic(X̄) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Êàêèå
çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü åå ïîðÿäîê?

(23) Îïèøèòå äèâèçîð âåòâëåíèÿ èíâîëþöèè Ãåéçåðà íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå äâóëèñò-
íîå íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ìîðôèçìîì.


