
Îñåííèé ñåìåñòð, 2013 ã.
Çàäà÷è ïî êóðñó �Ðàöèîíàëüíûå ïîâåðõíîñòè �

Þ.Ã.Ïðîõîðîâ
27 äåêàáðÿ 2013 ã.

(1) Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòè Fn è Fm (íàä C) ãîìåîìîðôíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ≡ m mod 2.

(2) Çàäàéòå ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî X ñòåïåíè 6 óðàâíåíèåì â
P1 × P1 × P1 è íàéäèòå âñå ïðÿìûå íà X.

(3) Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 5 ÿâëÿåòñÿ
äèâèçîðîì áèñòåïåíè (1, 2) â P1 × P2.

(4) ÏóñòüX � ãëàäêèé äèâèçîð áèñòåïåíè (1, 1) íà P1×P2. Äîêà-
æèòå, ÷òî X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Êàêîâà åå ñòåïåíü?

(5) Äîêàæèòå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2 ≤ d ≤ 7
ëþáîé ýôôåêòèâíûé äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
êëàññîâ ïðÿìûõ. Êîãäà ýòî íàðóøàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 1?

(6) Ïóñòü Q1, Q2 ⊂ P4 � ðàçëè÷íûå êâàäðèêè. Äîêàæèòå, ÷òî
ïîâåðõíîñòü Q1∩Q2 íåîñîáà (è ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 4) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïó÷îê ⟨Q1, Q2⟩
ñîäåðæèò ðîâíî 5 âûðîæäåííûõ êâàäðèê.

(7) Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî îïèñûâàþòñÿ íåïðè-
âîäèìûì ñåìåéñòâîì. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ýòîãî ñåìåéñòâà.

(8) Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî X = X4 ⊂ P4

ñòåïåíè 4 (íåîäíîçíà÷íî) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóëèñòíî-
ãî íàêðûòèÿ π : X → P1 × P1. Êàêîâ äèâèçîð âåòâëåíèÿ
ýòîãî íàêðûòèÿ? Êàê èíòåðïðåòèðóþòñÿ ïðÿìûå íà X â òà-
êîì ïðåäñòàâëåíèè?

(9) Íàéäèòå ÷èñëî ïðÿìûõ íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè
1 (ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà ñèñòåìû êîðíåé E8).

(10) Íàéäèòå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïó÷êîâ êîíèê íà ïîâåðõíîñòè äåëü
Ïåööî ñòåïåíè d = 1, 2, 3.

(11) Íàéäèòå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïó÷êîâ êîíèê íà ïîâåðõíîñòè äåëü
Ïåööî ñòåïåíè d ≥ 4.

(12) (k = C) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî àíòèêàíîíè÷åñêèé ïó÷îê íå ñîäåðæèò êàñïè-
äàëüíûõ êðèâûõ. Âû÷èñëèòå êîëè÷åñòâî îñîáûõ ýëåìåíòîâ
D ∈ | −KX |.
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(13) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè ≤ 2 è ïóñòü L,
L′ ⊂ X � ïðÿìûå. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü èíäåêñ
ïåðåñå÷åíèÿ L·L′? Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ??(ii) è ??(ii).

(14) Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 7 èìååò k-
òî÷êó äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k.

(15) Âûâåäèòå êðèòåðèé Êëåéìàíà èç êðèòåðèÿ Íàêàè-Ìîéøåçîíà
â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé.

(16) Ïóñòü π : X → B � G-ìèíèìàëüíîå ðàññëîåíèå íà êîíèêè.
Äîêàæèòå, ÷òî èíâàðèàíòíûé êîíóñ Ìîðè ïîðîæäàåòñÿ äâó-
ìÿ ëó÷àìè R1 = R+[F ], R2 = R+[C], ãäå F � ñëîé π, à C �
ýôôåêòèâíûé äèâèçîð òàêîé, ÷òî C2 ≤ 0.

(17) Ìîãóò ëè âñå ñëîè ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè (chark = 2) áûòü
îñîáûìè?

(18) Ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàñ-
ñëîåíèå ðàíãà 2 íà E, ÿâëÿþùååñÿ íåòðèâèàëüíûì ðàñøè-
ðåíèåì

0 −→ OE −→ E −→ OE −→ 0.

(ñì. [Õàðòñõîðí, ãë. V, �2]). Ðàññìîòðèì ëèíåé÷àòóþ ïîâåðõ-
íîñòü X = P(E ). Ïóñòü F � åå ñëîé, à C � ñå÷åíèå, ñîîò-
âåòñòâóþùåå òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûøå. Äîêàæèòå,
÷òî êîíóñ Ìîðè ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ëó÷àìè R1 = R≥0[F ] è
R2 = R≥0[C], íî äëÿ ëó÷à R2 íå ñóùåñòâóåò ñòÿãèâàíèÿ.

(19) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü òàêàÿ, ÷òî −KX · C > 0 äëÿ ëþáîé
êðèâîé C. Äîêàæèòå, ÷òîX � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Óêà-
çàíèå. Íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà X = P(E ) � ëèíåé÷à-
òàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ íåðàçëîæèìîìó âåêòîðíîìó ðàññëîåíèþ E c c1(E ) = 1.
Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî äîêàçàòü, ÷òî H0(S2E (− pt)) ̸= 0.

(20) Ïóñòü X = X4 ⊂ P4 � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4.
Êàê îïèñûâàþòñÿ ïó÷êè êîíèê íà X â òåðìèíàõ êâàäðàòè÷-
íûõ óðàâíåíèé, çàäàþùèõ X?

(21) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 èëè 2 è ïóñòü
G � ãðóïïà åå àâòîìîðôèçìîâ, ñîäåðæàùàÿ èíâîëþöèþ Áåð-
òèíè β, åñëè K2

X = 1, è èíâîëþöèþ Ãåéçåðà γ, åñëè K2
X = 2.

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà X ÿâëÿåòñÿ G-ìèíèìàëüíîé.
(22) Ïóñòü π : X → B ≃ P1 � (íåîáÿçàòåëüíî ìèíèìàëüíîå)

ðàññëîåíèå íà êîíèêè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì.
Ðàññìîòðèì äâà (íåîáÿçàòåëüíî G-èíâàðèàíòíûõ) ñå÷åíèÿ
C, C ′ ⊂ X. Äîêàæèòå, ÷òî C2+C ′2+8 = 2C ·C ′+K2

X+r, ãäå r
� ÷èñëî êîìïîíåíò âûðîæäåííûõ ñëîåâ, êîòîðûå ïåðåñåêàþò
êàê C, òàê è C ′.
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(23) Ïóñòü π : X → B � G-ìèíèìàëüíîå ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ
K2

X = 4 íàä ðàöèîíàëüíîé êðèâîé. Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ:
(a) −KX îáèëåí è X èìååò äâå ñòðóêòóðû ðàññëîåíèÿ íà

êîíèêè,
(b) −KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è íà X̄ èìåþòñÿ äâà íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñå÷åíèÿ C1, C2 ñ C
2
i = −2.

(24) Ïóñòü π : X → B � G-ìèíèìàëüíîå ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ
K2

X = 2 íàä ðàöèîíàëüíîé êðèâîé. Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ:
(a) −KX îáèëåí è X èìååò äâå ñòðóêòóðû ðàññëîåíèÿ íà

êîíèêè,
(b) −KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è èìååòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè

íåïðèâîäèìîå 2-ñå÷åíèå C ⊂ X òàêîå, ÷òî C2 = −2,
(c) −KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è íà X̄ èìåþòñÿ äâà ïåðå-

ñåêàþùèõñÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñå÷åíèÿ C1, C2 òàêèõ, ÷òî
C2

i = −2 è C1 · C2 = 1,
(d) íà X̄ èìåþòñÿ äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ

ñå÷åíèÿ C1, C2 òàêèõ, ÷òî KX · Ci = 1 è C2
i = −3.

(25) Ïóñòü π : X → B � G-ìèíèìàëüíîå ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ
K2

X = 1 íàä ðàöèîíàëüíîé êðèâîé. Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ:
(a) −KX îáèëåí è X èìååò äâå ñòðóêòóðû ðàññëîåíèÿ íà

êîíèêè,
(b) èìååòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåïðèâîäèìîå 2-ñå÷åíèå C ⊂ X

òàêîå, ÷òî KX · C = 1, C2 = −3.
(26) ßâëÿåòñÿ ëè G-ìèíèìàëüíîé êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Ôåð-

ìà x3
0 + · · ·+ x3

3 = 0 (íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì),
ãäå G � ïîëíàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ?

(27) Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü X, çàäàííóþ óðàâíå-
íèÿìè

x3
0 + · · ·+ x3

4 = x0 + · · ·+ x4 = 0.

Ïóñòü G � åå ïîëíàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ. ßâëÿåòñÿ ëè
X G-ìèíèìàëüíîé?

(28) Íàéäèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Ôåð-
ìà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ïîâåðõ-
íîñòü G-ìèíèìàëüíîé?

(29) Íàéäèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî
ñòåïåíè 2, çàäàííîé óðàâíåíèåì x4

1 + x4
2 + x4

3 + x2
4 = 0 â

P(1, 1, 1, 2) íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 3. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà
ïîâåðõíîñòü G-ìèíèìàëüíîé?
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(30) Ïóñòü X � ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä k = R. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî X îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíà. Äîêàæèòå, ÷òî èìå-
åò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ.
(a) Èìååòñÿ ñòðóêòóðà ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè f : X → B.

Åñëè ìîðôèçì f íå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ãëàäêèì,
òî âñå âûðîæäåííûå ñëîè îïðåäåëåíû íàä R è B ≃ P1.

(b) X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1, 2, 8 èëè 9. Â
ñëó÷àå K2

X = 9 èìååì X ≃ P2. Â ñëó÷àå K2
X = 8 X �

êâàäðèêà â P3, èìåþùàÿ R-òî÷êó.
(31) Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2, 4,

8 íàä ïîëåì R, íå èìåþùèõ R-òî÷åê.
(32) Äîêàæèòå ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã ëåììû Íèøèìóðû: ïóñòü

ïîëå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà

ãðóïïà k è ïóñòü f : X 99K Y � G-ýêâèâàðèàíòíîå ðàöè-
îíàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íåîñîáî, à Y
ïðîåêòèâíî. Åñëè X èìååò G-òî÷êó, òî è Y èìååò G-òî÷êó.

(33) Ïóñòü T � äâóìåðíûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð (ãðóïïîâàÿ ñõåìà
íàä ïîëåì k òàêàÿ, ÷òî T ⊗ k̄ ≃ Gm,k̄ × Gm,k̄). Äîêàæèòå,
÷òî T ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíûì. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå
êîìïàêòèôèêàöèþ V ⊃ T è ïðèìåíèòå ê íåé ïðîãðàììó
ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé.

(34) ÏóñòüX � êîìïàêòèôèêàöèÿ ãëàâíîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà U äâóìåðíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T . Äîêàæèòå, ÷òî
X áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíî ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòå-
ïåíè 6, 8 èëè 9.

(35) ÏóñòüX � êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ïîëåì k ñ rkPic(X) =
2 èëè 3. Äîêàæèòå, ÷òî X èìååò k-òî÷êó.

(36) Ïóñòü X � êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ïîëåì k òèïà c1 ñ
rkPic(X) ≥ 4. Äîêàæèòå, ÷òî X k-ðàöèîíàëüíà. Âåðíî ëè
òî æå ñàìîå äëÿ rkPic(X) = 3?

(37) Ìîæåò ëè êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä Q ñîäåðæàòü ðîâ-
íî îäíó ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó? Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå
âîçìîæíîñòè äëÿ êàñàòåëüíîãî ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ TO â
ýòîé òî÷êå. Äëÿ îáùåé ïðÿìîé L ⊂ P3, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
O è îïðåäåëåííîé íàä Q, ãåîìåòðè÷åñêèå òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ P,Q ∈ X ∩L = {O,P,Q} ñîïðÿæåíû íàä êâàäðàòè÷íûì
ðàñøèðåíèåì K/Q. Îáùàÿ ïëîñêîñòü Π ⊂ P3

K, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç L⊗K âûñåêàåò íà TP äèâèçîð 2O+P ′, à ñîïðÿæåííàÿ
ñ Π � äèâèçîð 2O +Q′. Òî÷êè P ′ è Q′ òàêæå ñîïðÿæåíû.

(38) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà êóáèêå Ôåðìà
íàä ïîëåì F4 ëåæàò íà ïðÿìûõ. Äëÿ êàêèõ ïîëåé F2n âåðíî
òî æå ñàìîå?
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(39) Ïóñòü π : X → B � G-ìèíèìàëüíîå ðàññëîåíèå íà êîíèêè.
Äîêàæèòå, ÷òî íà X ëþáîé ëèíê Ñàðêèñîâà òèïà II ñîõðà-
íÿåò çíà÷åíèå K2

X .
(40) Ïóñòü π : X → B � G-ìèíèìàëüíîå ðàññëîåíèå íà êîíèêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X èìååòñÿ ëèíê Ñàðêèñîâà òèïà IV.
Äîêàæèòå, ÷òî K2

X = 1, 2, 4 èëè 8. Êàê óñòðîåíû îòîáðàæå-
íèÿ π è π′ â ýòèõ ñëó÷àÿõ?

(41) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êâàäðàòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Êðåìî-
íû â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê îäíî-
ìó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

(x0 : x1 : x2) 7−→


(x1x2 : x0x2 : x0x1),

(x0x2 : x1x2 : x
2
0),

(x2
0 : x0x1 : x

2
1 + x0x2).

(42) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êâàäðàòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Êðåìî-
íû ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì äå Æîíêüåðà.

(43) Íàéäèòå ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü X, íà êîòîðîé êâàäðàòè÷íàÿ
èíâîëþöèÿ

τ : (x0 : x1 : x2) 7−→ (x1x2 : x0x2 : x0x1)

äåéñòâóåò áèðåãóëÿðíî.
(44) Ðàçëîæèòå êâàäðàòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå

(x, y) −→ (x, y + x2)

â êîìïîçèöèþ ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñòàíäàðòíûõ
êâàäðàòè÷íûõ èíâîëþöèé.

(45) Îáÿçàòåëüíî ëè êóáè÷åñêîå îòîáðàæåíèå P2 99K P2 ÿâëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì äå Æîíêúåðà?

(46) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè îáùåì âûáîðå ïó÷êà P â ïðèìåðå Íàãà-
òû ãðóïïà Z8 ⊂ Cr2(k) áèðåãóëÿðíî äåéñòâóåò íà ïîâåðõíî-
ñòè X. Êàêèå óñëîâèÿ îáùíîñòè ñëåäóåò íàëîæèòü? Ïîêà-
æèòå, ÷òî íà X ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî (−1)-êðèâûõ
(è, òàêèì îáðàçîì, îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü êîíóñà Ìîðè íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíîé).
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