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Ââåäåíèå
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. ×èñëî 64 ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî êâàäðàòîì 64 =
82 è êóáîì 64 = 43. Ïîýòîìó 64 ýëåìåíòà (ïèêñåëÿ) ìîæíî ðàñïîëîæèòü â
âèäå êâàäðàòà, à ìîæíî â âèäå êóáà. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ:
ìîæíî ëè 64-ïèêñåëüíûé êâàäðàò êîìáèíàòîðíî-íåïðåðûâíî îòîáðàçèòü
íà 64-ïèêñåëüíûé êóá? 64-ïèêñåëüíûé êâàäðàò ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå
â âèäå øàõìàòíîé äîñêè, êëåòêè êîòîðîé è èãðàþò ðîëü ïèêñåëåé. À 64-
ïèêñåëüíûé êóá, ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå â âèäå êóáèêà Ðóáèêà òèïà 4 ×
4 × 4, ñîñòàâëåííîãî èç 64 ìîíîëèòíûõ êóáèêîâ. Îòîáðàæåíèå öèôðîâîãî
êâàäðàòà íà öèôðîâîé êóá íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíî-íåïðåðûâíûì, åñëè
îíî ïåðåâîäèò ñîñåäíèå êëåòêè â ñîñåäíèå êóáèêè.

Íà öèôðîâîì êâàäðàòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà îòíîøåíèÿ ñîñåäñòâà: 4-
ñîñåäñòâî è 8-ñîñåäñòâî. À èìåííî, 4-ñîñåäíèìè íàçûâàþòñÿ ïèêñåëû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå êëåòêàì øàõìàòíîé äîñêè èìåþùèì îáùóþ ãðàíèöó, òî åñòü
ëåæàùèìè â îäíîì ðÿäó èëè â îäíîì ñòîëáöå. Òàêîå îòíîøåíèå ñîñåäñòâà
ðàññìàòðèâàåòñÿ â èãðå ãî. Ñîîòâåòñòâåííî 8-ñîñåäíèìè íàçûâàþòñÿ ïèê-
ñåëû ñîîòâåòñòâóþùèå êëåòêàì ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ãðàíèöàìè. Äðóãèìè
ñëîâàìè 8-ñîñåäíèìè äëÿ äàííîé êëåòêè ÿâëÿþòñÿ âñå êëåòêè, êóäà ñ íåå
ìîæíî ïîéòè øàõìàòíûì êîðîëåì.

Íà öèôðîâîì êóáå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå òðè îòíîøåíèÿ ñîñåä-
ñòâà. 6-ñîñåäíèìè íàçûâàþòñÿ ïèêñåëû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò êóáèêè ñ
îáùåé ãðàíüþ. 18-ñîñåäíèìè íàçûâàþòñÿ ïèêñåëû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò
êóáèêè ñ îáùèì ðåáðîì (èëè ãðàíüþ). 26-ñîñåäíèìè íàçûâàþòñÿ ïèêñåëû,
êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò êóáèêè ñ îáùåé âåðøèíîé (èëè ãðàíüþ, èëè ðåá-
ðîì).

Îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå m-ñîñåäåé â n-ñîñåäåé, íàçûâàåòñÿ n:m-íå-
ïðåðûâíûì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ñâîäêó ðåçóëüòàòîâ î ñóùåñòâîâàíèè
êîìáèíàòîðíî-íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé öèôðîâîãî êâàäðàòà íà öèôðî-
âîé êóá äëÿ âûøåïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ ñîñåäñòâà.

Òåîðåìà 1. 64-ïèêñåëüíûé êâàäðàòà ìîæíî m : n-íåïðåðûâíî îòîáðà-
çèòü íà 64-ïèêñåëüíûé êóá â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà m > 3n.

Íàèáîëåå çàìå÷àòåëüíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïî-
ñòðîåíèå 26 : 8-íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ êâàäðàòà íà êóá. Ýòîò ðåçóëü-
òàò áûë ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå 8-÷àñîâîãî ñ÷åòà êîìïüþòåðà ïî ñïåöèàëüíî
íàïèñàííîé äëÿ ýòîé öåëè Í. Ùåïèíûì êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììå [1].

∗Ðàáîòà íàïèñàíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû "Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû
ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè"Îòäåëåíèÿ Ìàòåìàòèêè Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.
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Ïðîáëåìà Àðíîëüäà. Èññëåäîâàíèÿ êîìáèíàòîðíî-íåïðåðûâíûõ îòîá-
ðàæåíèé, ñîäåðæàùèåñÿ â äàííîé ñòàòüå, áûëè ìîòèâèðîâàíû ïðîáëåìîé
Â. È. Àðíîëüäà [2] î ñóùåñòâîâàíèè îòîáðàæåíèÿ êâàäðàòà íà êóá ñ ïîêà-
çàòåëåì Ãåëüäåðà 2/3. À èìåííî, ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ ãåëüäåðîâñêîãî îòîá-
ðàæåíèÿ êâàäðàòà íà êóá ìåòîäîì äèõîòîìèè, ïðåäëîæåííàÿ Å. Â. Ùåïè-
íûì (ñì. ïàðàãðàô 6), îïðîâåðãàåòñÿ òåîðåìîé 4 íàñòîÿùåé ñòàòüè. À òåî-
ðåìà 5 î íåñóùåñòâîâàíèè 26:12-íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ 64-ïèêñåëüíîãî
öèôðîâîãî òðåóãîëüíèêà íà 64-ïèêñåëüíûé êóá ïîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü
ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ òðåóãîëüíèêà íà êóá ìåòîäîì äåëåíèÿ íà ÷åòûðå
÷àñòè. Â òî æå âðåìÿ ïðèâåäåííûå â ïàðàãðàôå 2 ïðèìåðû êîìáèíàòîðíî-
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé 64-ïèêñåëüíîãî êâàäðàòà íà 64-ïèêñåëüíûé êóá
ÿâëÿþòñÿ êîñâåííûìè ñâèäåòåëüñòâàìè â ïîëüçó âîçìîæíîãî ïîëîæèòåëü-
íîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Àðíîëüäà.

Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà. Ãðàôîì ñîñåäñòâà öèôðîâîãî îáúåêòà (êóáà,
êâàäðàòà, òðåóãîëüíèêà) íàçûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ âî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïèêñåëàìè îáúåêòà, à ðåáðàì, êîòîðî-
ãî ñîîòâåòñòâóþò ïàðû ñîñåäíèõ ñèìïëåêñîâ. Òàêèì îáðàçîì äëÿ îòíîøåíèÿ
n-ñîñåäñòâà, â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ, áîëüøèíñòâî âåðøèí ãðàôà
ñîñåäñòâà èìåþò èíäåêñ âåòâëåíèÿ (òî åñòü ÷èñëî ðåáåð èíöèíäåíòíûõ äàí-
íîé âåðøèíå) ðàâíûì n, à îñòàëüíûå èìåþò ìåíüøèé èíäåêñ.

Ñóùåñòâîâàíèå êîìáèíàòîðíî-íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîãî öèô-
ðîâîãî îáúåêòà íà äðóãîé, èìåþùèé ðàâíîå êîëè÷åñòâî ïèêñåëåé, êàê ëåãêî
âèäåòü, ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ âëîæåíèÿ ãðàôà ñîñåäñòâà îòîáðàæà-
åìîãî îáúåêòà â ãðàô ñîñåäñòâà äðóãîãî. Ïîýòîìó ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû 1 âëîæåíèÿ ãðàôîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåñüìà ñïåöèôè÷åñêèå ðå-
àëèçàöèè â ñìûñëå À. Í. Êîëìîãîðîâà [3] êâàäðàòíîé è òðåóãîëüíîé ñåòåé
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ðåàëèçàöèè ñåòåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ïîñâÿùåíà îäíà èç ïîñëåäíèõ òåîðåì Êîëìîãîðîâà, äîêàçàííàÿ èì â íà÷à-
ëå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ. Ðåàëèçàöèÿ ñåòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ðàçìåùåííàÿ
â ïðîñòðàíñòâå ïðîâîëî÷íàÿ ñåòü (ïðîâîëîêà èìååò ôèêñèðîâàííóþ ïîëî-
æèòåëüíóþ òîëùèíó) ñ çàäàííîé òîïîëîãèåé. Êîëìîãîðîâ ïðåäëîæèë êîí-
ñòðóêöèþ, ïîçâîëÿþùóþ ðåàëèçîâàòü ëþáóþ n-âåðøèííóþ ñåòü â ñôåðå ðà-
äèóñà O(

√
n), à Áàðäçèíü ïîêàçàë åå îïòèìàëüíîñòü â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ

ïî÷òè âñåõ ñåòåé îáúåì ëþáîé èõ ðåàëèçàöèè íå ìîæåò áûòü ìåíüøèì ÷åì
Cn
√

n, äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû. Â êîíñòðóêöèè Êîëìîãîðîâà âñå óçëû ñå-
òè ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïëîñêîñòè, à òèïè÷íîå ðåáðî èìååò äëèíó ïîðÿäêà √n.
Â ïðåäëîæåííîé âûøå êîíñòðóêöèè âåðøèíû ñåòè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëå-
íû ïî ïðîñòðàíñòâó è äëèíû ðåáåð îãðàíè÷åíû. Êîíñòðóêöèÿ Êîëìîãîðîâà
îïðàâäûâàåò ðàñïîëîæåíèå íåéðîíîâ íà ïîâåðõíîñòè ìîçãà. Âîçìîæíî, ÷òî
íàéäåííàÿ â ðàáîòå êîíñòðóêöèÿ âñòðå÷àåòñÿ â ïðèðîäå. Ìîæåò áûòü â áèî-
ëîãèè, à ìîæåò áûòü â ôèçèêå. Ïîâûøàþùèå ðàçìåðíîñòü îòîáðàæåíèÿ
êóáîâ èìåþò òàêæå ïðèìåíåíèå â òåîðèè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè [4].

1 Îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ.
Öèôðîâîé êâàäðàò. Öèôðîâûì êâàäðàòîì ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæå-
ñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èç äèàïàçîíà 1−8, íàçûâàåìûõ
êëåòêàìè. Óãëîâûìè íàçûâàþòñÿ êëåòêè (1, 1), (1, 8), (8, 1), (8, 8). Êðàéíè-
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ìè íàçûâàþòñÿ êëåòêè, îäíà èç êîîðäèíàò êîòîðûõ ðàâíà 1 èëè 8. Êëåòêè
íå ÿâëÿþùèåñÿ êðàéíèìè íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. Êëåòêè (a, b) è (c, d)
íàçûâàþòñÿ 4-ñîñåäíèìè, åñëè |a−c|+|b−d| = 1 è íàçûâàþòñÿ 8-ñîñåäíèìè,
åñëè max{|a − c|, |b − d|} = 1. Ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ êëåòêà èìååò ðîâíî 8 ñî-
ñåäåé òèïà 8 è ðîâíî 4 ñîñåäà òèïà 4, ÷òî è îáúÿñíÿåò âûáîð íàçâàíèÿ äëÿ
òèïà ñîñåäñòâà. Èçîìîðôèçì öèôðîâîãî êâàäðàòà è øàõìàòíîé äîñêè óñòà-
íàâëèâàåòñÿ âûáîðîì êîîðäèíàò êëåòîê.

Öèôðîâîé êóá. Öèôðîâûì êóáîì ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî óïîðÿ-
äî÷åííûõ òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äèàïàçîíà 1−4, íàçûâàåìûõ êóáèêàìè.
Êóáèêè äåëÿòñÿ íà ÷åòûðå êàòåãîðèè: óãëîâûå, ðåáåðíûå, ãðàíåâûå è öåí-
òðàëüíûå. Óãëîâûå êóáèêè èìåþò â êà÷åñòâå êîîðäèíàò òîëüêî åäèíèöû è
÷åòâåðêè. Óãëîâûõ êóáèêîâ 8. Ðåáåðíûå êóáèêè èìåþò äâå êîîðäèíàòû åäè-
íèöû è ÷åòâåðêè è îäíó êîîðäèíàòó äâîéêó èëè òðîéêó. Ðåáåðíûõ êóáèêîâ
� 24. Ãðàíåâûå êóáèêè èìåþò îäíó êîîðäèíàòó åäèíèöà èëè ÷åòâåðêà è äâå
êîîðäèíàòû äâîéêà èëè òðîéêà. Ãðàíåâûõ êóáèêîâ � 24. È, íàêîíåö, öåí-
òðàëüíûå êóáèêè èìåþò êîîðäèíàòû òîëüêî äâîéêè è òðîéêè è èõ èìååòñÿ
8 øòóê.

Êóáèêè (a, b, c), (a′, b′, c′), íàçûâàþòñÿ 6-ñîñåäíèìè, åñëè |a − a′| + |b −
b′| + |c − c′| = 1. Òî åñòü 6-ñîñåäíèìè ÿâëÿþòñÿ êóáèêè, îòëè÷àþùèåñÿ (íå
áîëåå ÷åì íà åäèíèöó) ëèøü îäíîé êîîðäèíàòîé. Íàïðèìåð, 6-ñîñåäíèìè
ÿâëÿþòñÿ êóáèêè ñ êîîðäèíàòàìè 111 è 112, à èìåþùèå êîîðäèíàòû 121 è
211 íå ÿâëÿþòñÿ 6-ñîñåäÿìè. Âñå öåíòðàëüíûå êóáèêè èìåþò ðîâíî 6 ñîñåäåé
òèïà 6.

Êóáèêè (a, b, c), (a′, b′, c′), íàçûâàþòñÿ 18-ñîñåäíèìè, åñëè 1 ≤ |a − a′| +
|b−b′|+|c−c′| ≤ 2 è max{|a−a′|, |b−b′|, |c−c′|} = 1. Òî åñòü êóáèêè ÿâëÿþòñÿ
18-ñîñåäíèìè, åñëè õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà ó íèõ ñîâïàäàåò, à äâå äðóãèå
îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó. Íàïðèìåð, 18-ñîñåäÿìè áóäóò 121 è
211 è íå áóäóò 121 è 212. Âñå öåíòðàëüíûå êóáèêè èìåþò ïî 18 ñîñåäåé òèïà
18.

Êóáèêè (a, b, c), (a′, b′, c′), íàçûâàþòñÿ 26-ñîñåäíèìè, åñëè max{|a−a′|, |b−
b′|, |c−c′|} = 1. Òàêèì îáðàçîì 26-ñîñåäÿìè ÿâëÿþòñÿ êóáèêè, ó êîòîðûõ âñå
êîîðäèíàòû îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó. Íàïðèìåð, 26-ñîñåäíèìè
ÿâëÿþòñÿ íîìåðà: 112 è 221, 331 è 231, 414 è 324. À ïàðû: 111 è 311, 234 è 113
íå ÿâëÿþòñÿ 26-ñîñåäíèìè. Âñå öåíòðàëüíûå êóáèêè èìåþò ïî 26 ñîñåäåé
òèïà 26.

2 Ïðèìåðû êîìáèíàòîðíî-íåïðåðûâíûõ îòîá-
ðàæåíèé.

Îòîáðàæåíèå f öèôðîâîãî êâàäðàòà â öèôðîâîé êóá ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñ
ïîìîùüþ êâàäðàòíîé òàáëèöû, ó êîòîðîé â êëåòêå, i-ãî ðÿäà è j-îé ñòðîêè
ñòîèò êóáèê f(i, j). Òàêîãî ðîäà òàáëèöû ìû áóäåì èìåíîâàòü ðàñêëàäêàìè.
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111 121 211 311 411 421 431 441

112 122 212 312 412 422 432 442

113 123 213 313 322 321 331 341

114 124 223 323 222 221 231 241

214 224 234 233 332 232 131 141

314 324 334 333 342 242 132 142

413 423 433 443 343 243 133 143

414 424 434 444 344 244 134 144

Ïðèâåäåííîé âûøå ðàñêëàäêå ìû ïðèñâîèì êîä 333-46, êîòîðûé îçíà÷à-
åò, ÷òî êóáèê 333 çàíèìàåò â òàáëèöå ÷åòâåðòûé ñòîëáåö è øåñòóþ ñòðîêó.
Ðàñêëàäêà 333-46, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî 26:8 è
18:4 íåïðåðûâíîé. Êðîìå òîãî îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ñèì-
ìåòðèè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà: åñëè â i-îé ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå íàõî-
äèòñÿ êóáèê xyz, òî â i-îì ñòîëáöå è (9 − j)-îé ñòðîêå íàõîäèòñÿ êóáèê
(5− x)(5− z)y.

È, íàêîíåö, ýòà ðàñêëàäêà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ãðàíè÷íîìó óñëî-
âèþ: â êðàéíèõ ñòîëáöàõ è ñòðîêàõ òàáëèöû (òî åñòü â ìíîæåñòâå D′ =
{(i, j) ∈ D | i(8 − i)j(8 − j) = 0}) íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C ′ =
{(x, y, z) | x(4 − x) + y(4 − y) + z(4 − z) ≤ 4}, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáåðíûì
è óãëîâûì êóáèêàì. Âû÷èñëåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðîãðàììîé [1] ïîêàçàëè,
÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî ÷åòûðå 26:8-íåïðåðûâíûõ ñèììåòðè÷íûõ ïîãðàíè÷-
íûõ ðàñêëàäîê, (òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùèõ îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì ñèì-
ìåòðèè è ãðàíè÷íîìó), äëÿ êîòîðûõ â ëåâîì âåðõíåì óãëó ñòîèò 111. Ýòè
÷åòûðå ðàñêëàäêè ðàçëè÷àþòñÿ ïîçèöèåé êóáèêà 333 è êîäèðóþòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå ñ åãî ïîçèöèåé êàê 333-46, 333-57, 333-64 è 333-75. È âñå ýòè
ðàñêëàäêè, ê òîìó æå îêàçàëèñü 18:4-íåïðåðûâíûìè.

Ñîâîêóïíîñòü ÷åòûðåõ òðàíñïîçèöèé: 312 ↔ 322, 231 ↔ 232, 343 ↔
333, 224 ↔ 223 ïðîèçâîäèò èç ðàñêëàäêè 333-46 ñëåäóþùóþ ñèììåòðè÷íóþ
íåïðåðûâíóþ ðàñêëàäêó ýòîé ñåðèè � ðàñêëàäêó, ñ êîäîì 333-57.

Ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ýòèõ ðàñêëàäîê ñëåäóþùàÿ ñ êîäîì 333-64:
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111 121 131 141 241 341 431 441

112 122 132 142 242 342 432 442

211 221 231 232 243 343 433 443

311 321 331 332 233 333 434 444

411 421 322 222 323 324 334 344

412 422 312 212 223 224 234 244

413 423 313 213 113 123 133 143

414 424 314 214 114 124 134 144

È íàêîíåö, ðàñêëàäêà 333-75 ïîëó÷àåòñÿ èç ðàñêëàäêè 333-64 ïîñðåä-
ñòâîì ÷åòâåðêè òðàíñïîçèöèé: 321 ↔ 322, 242 ↔ 232, 334 ↔ 333, 213 ↔ 223.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû äîêàçûâàþò ñóùåñòâîâàíèå m : n-íåïðåðûâíûõ
ðàñêëàäîê ïðè m > 3n.

3 6:4-íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ.
Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâîâàíèå 6:4-íåïðåðûâíûõ îòîáðà-
æåíèé öèôðîâîãî êâàäðàòà íà öèôðîâîé êóá. Ýòîò ðåçóëüòàò âûâîäèòñÿ
èç áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà î ñòðîåíèè 6:4-íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé öèô-
ðîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà öèôðîâûå ïàðàëëåëåïèïåäû. ×åðåç [1,m] ìû
îáîçíà÷àåì öèôðîâîé îòðåçîê � ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíîãî ðÿäà ñîñòîÿ-
ùåå èç ÷èñåë 1, 2, . . . , m. Öèôðîâûì ïðÿìîóãîëüíèêîì è öèôðîâûì ïàðàë-
ëåëåïèïåäîì ìû íàçûâàåì ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ è òðåõ öèôðîâûõ îòðåçêîâ
ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P ÿâëÿåòñÿ öèôðîâûì ïðÿìîóãîëüíèêîì [1,m]× [1, n],
à Q ÿâëÿåòñÿ öèôðîâûì ïàðàëëåëåïèïåäîì [1, p]× [1, q]× [1, r] è ïóñòü p×
q × r = m × n. Òîãäà 6 : 4-íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ f : P → Q ñóùåñòâóåò â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà {m,n} ∩ {p, q, r} 6= ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì p = m. Òîãäà n = q × r è 6:4-íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå f ìîæåò áûòü çàäàíî ôîðìóëîé, â êîòîðîé êâàäðàòíûå ñêîáêè
èñïîëüçîâàíû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ öåëîé ÷àñòè ÷èñëà:

f(i, j) = (i, [j/q] + 1, (j mod q) + 1), (1)

Â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè òåîðåìà ñëåäóåò èç Ëåììû 5, äîêàçà-
òåëüñòâó êîòîðîé ïîñâÿùåí îñòàòîê ïàðàãðàôà. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5
òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå 6:4-íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èìååò âèä (1).

Òðîéêè öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé. Ëþáîå îòîáðàæåíèå öèôðîâîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà [1,m] × [1, n] â öèôðîâîé ïàðàëëåëåïèïåä [1, p] × [1, q] × [1, r]
ðàñïàäàåòñÿ â òðîéêó öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé � êîîðäèíàò îáðàçîâ.

Òðîéêà öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé x(i, j), y(i, j), z(i, j) äâóõ öåëî÷èñëåí-
íûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëåííàÿ íà öèôðîâîì ïðÿìîóãîëüíèêå [1, n] × [1,m]
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ÿâëÿåòñÿ 6 : 4-íåïðåðûâíîé åñëè íåðàâåíñòâî |i− i′|+ |j− j′| ≤ 1 äëÿ ëþáûõ
i, i′, j, j′ âëå÷åò íåðàâåíñòâî

|x(i, j)− x(i′, j′)|+ |y(i, j)− y(i′, j′)|+ |z(i, j)− z(i′, j′)| ≤ 1 (2)

Òðîéêà öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé x(i, j), y(i, j), z(i, j) íàçûâàåòñÿ èíúåê-
òèâíîé åñëè ëåâàÿ ñòîðîíà íåðàâåíñòâà (2) ðàâíà íóëþ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà i = i′ è j = j′.

Ëåììà 1. Ïóñòü x(i, j), y(i, j), z(i, j) èíúåêòèâíàÿ 6 : 4-íåïðåðûâíàÿ òðîé-
êà öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé, òîãäà ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû äëÿ
ïàðû k, l:

1. x(k, l + 1) = x(l, k + 1)

2. x(k, l) = x(k + 1, l + 1)

3. x(k, l) = x(k + 1, l) = x(k, l + 1) = x(k + 1, l + 1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ÷òî (1) âëå÷åò (2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x(k, l) 6=
x(k + 1, l) = x(k, l + 1). Â ñèëó 6:4-íåïðåðûâíîñòè ýòî âëå÷åò y(k + 1, l) =
y(k, l) = y(k, l+1) è z(k+1, l) = z(k, l) = z(k, l+1). Çíà÷èò a(k, l+1) = a(k+
1, l) äëÿ a = x, y, z. È ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ èíúåêòèâíîñòüþ òðîéêè.
Òàêèå æå àðãóìåíòû äîêàçûâàþò, ÷òî x(k+1, l+1) = x(k+1, l) = x(k, l+1).
Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè (1) ⇒(2) àíàëîãè÷íî. Èìïëèêàöèÿ (2) ⇒(1)
òðèâèàëüíà.

×èñëà öèôðîâîãî èíòåðâàëà íàçûâàåì 2-ñîñåäíèìè, åñëè ìîäóëü èõ ðàç-
íîñòè íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû. Îòîáðàæåíèå öèôðîâîãî êâàäðàòà â öèôðî-
âîé èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ 2:4-íåïðåðûâíûì, åñëè îíî ïåðåâîäèò 4-ñîñåäíèå
ïàðû â 2-ñîñåäíèå. Çàìåòèì, ÷òî âñå ôóíêöèè òðîéêè îñóùåñòâëÿþùåé 6:4-
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå öèôðîâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà íà öèôðîâîé ïàðàë-
ëåëåïèïåä ÿâëÿþòñÿ 2:4-íåïðåðûâíûìè.

Ëåììà 2. Åñëè x(i, j) ÿâëÿåòñÿ 2 : 4-íåïðåðûâíîé öåëî÷èñëåííîé ôóíê-
öèåé, òàêîé ÷òî x(k + 1, l + 1) 6= x(k, l) 6= x(k + 1, l) 6= x(k + 1, l + 1), òî
2x(k + 1, l) = x(k, l) + x(k + 1, l + 1) è |x(k, l)− x(k + 1, l + 1)| = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååòñÿ ðîâíî äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ |x−x(k+1, l)| = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî x(k + 1, l + 1) = x(k + 1, l)± 1 è x(k, l) = x(k + 1, l)∓ 1.

Ëåììà 3. Ïóñòü x(i, j), y(i, j), z(i, j) èíúåêòèâíàÿ 6 : 4-íåïðåðûâíàÿ òðîé-
êà öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé. Äëÿ ëþáîé ïàðû k, l íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé âûïîëíåíî:

1. x(k, l) = x(k + 1, l) è x(k, l + 1) = x(k + 1, l + 1)

2. x(k, l) = x(k, l + 1) è x(k + 1, l) = x(k + 1, l + 1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x(k, l) 6= x(k+1, l) è x(k+1, l) 6= x(k+
1, l +1). Òîãäà â ñèëó ëåììû 1 ïîëó÷àåì x(k, l) 6= x(k +1, l +1), à áëàãîäàðÿ
ëåììå 2 ïîëó÷àåì x(k+1, l) = 1

2 (x(k, l)+x(k+1, l+1)). Íåðàâåíñòâà |x(k, l+
1)−x(k, l)| ≤ 1 ≥ |x(k, l+1)−x(k+1, l+1)| è ðàâåíñòâî |x(k, l)−x(k+1, l+1)| =
2 (Ëåììà 2) âëåêóò x(k, l + 1) = 1

2 (x(k, l) + x(k + 1, l + 1)). Ñëåäîâàòåëüíî
x(k + 1, l) = x(l + 1, k) è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëåììîé 1.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé x(k, l) = x(k + 1, l). Åñëè x(k, l + 1) 6= x(k +
1, l+1), òî â ñèëó ëåììû 1 x(k+1, l+1) 6= x(k, l) 6= x(k, l+1), è ëåììà 2 äàåò
|x(k + 1, l + 1)− x(k + 1, l)| = |x(k + 1, l + 1)− x(k, l)| = 2. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
2:4-íåïðåðûâíîñòè x.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò, ÷òî x(k, l + 1) = x(k + 1, l + 1)
âëå÷åò x(k, l) = x(k + 1, l). Èòàê, åñëè îäíî èç ðàâåíñòâ (1) âûïîëíåíî, òî è
äðóãîå òîæå.

Òàê æå îáñòîèò äåëî ñ ðàâåíñòâàìè (2).

Ëåììà 4. Ïóñòü x(i, j), y(i, j), z(i, j) ÿâëÿåòñÿ 6 : 4-íåïðåðûâíîé èíúåê-
òèâíîé òðîéêîé ôóíêöèé. Òîãäà ïðè ëþáûõ k, l ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x(k, l) + x(k + 1, l + 1) = x(k + 1, l) + x(k, l + 1) (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëåììû 3, ïî-
òîìó ÷òî ðàâåíñòâî(3) âûòåêàåò èç (1) òî÷íî òàêæå êàê è èç (2).

Ëåììà 5. Åñëè òðîéêà x(i, j), y(i, j), z(i, j) áèåêòèâíî è 6 : 4-íåïðåðûâíî
îòîáðàæàåò öèôðîâîé ïðÿìîóãîëüíèê [1,m] × [1, n] íà öèôðîâîé ïàðàëëå-
ëåïèïåä [1, a]× [1, b]× [1, c], òî {m,n} ∩ {a, b, c} 6= ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òðîéêè x(1, 1), y(1, 1), z(1, 1) è x(1, 2), y(1, 2), z(1, 2) ñîâ-
ïàäàþò çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé êîîðäèíàòû. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæåì
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x(1, 1) 6= x(1, 2) òîãäà êàê y(1, 1) = y(1, 2) è z(1, 1) =
z(1, 2).

Â ñèëó ëåììû 3 ðàâåíñòâî y(1, 1) = y(1, 2) âëå÷åò y(2, 1) = y(2, 2), ïîñëåä-
íåå ðàâåíñòâî â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷åò y(3, 1) = y(3, 2) è òàê äàëåå. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî y(i, 1) = y(i, 2) äëÿ i = 1, 2, . . . m. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ
äàþò z(i, 1) = z(i, 2) äëÿ i = 1, 2, . . .m. Çíà÷èò èíúåêòèâíîñòü òðîéêè âëå÷åò
x(i, 1) 6= x(i, 2) äëÿ i = 1, 2, . . . m.

Â ñèëó ëåììû 3 ðàâåíñòâî x(i, 1) 6= x(i, 2) âëå÷åò ðàâåíñòâî x(i, 1) = x(i+
1, 1) äëÿ i = 1, . . . m− 1. Ðàâåíñòâà x(i, 1) = x(i + 1, 1) â ñâîþ î÷åðåäü äàþò
x(i, 2) = x(i+1, 2) (áëàãîäàðÿ òîé æå ëåììå 3), ðàâåíñòâà x(i, 2) = x(i+1, 2)
ïðîèçâîäÿò ðàâåíñòâà x(i, 3) = x(i + 1, 3) è òàê äàëåå.

Ñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâî

x(i, j) = x(i + 1, j) (4)

äîêàçàíî äëÿ âñåõ i, j. Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò âûâåñòè (4) äëÿ
âñåõ i, j èç íåðàâåíñòâà x(i, j) 6= x(i, j + 1) äëÿ êàêîãî-íèáóäü i, j. Àíàëî-
ãè÷íûå àðãóìåíòû ïðèìåíèìû äëÿ y è z. Èòàê ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ
ôóíêöèÿ òðîéêè x(i, j), y(i, j), z(i, j) çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé.
Íå òåðÿÿ îáùíîñòè ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x(i, j) çàâèñèò îò i, â òî âðå-
ìÿ êàê y(i, j) è z(i, j) íå çàâèñÿò îò i. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå i → x(i, j)
îñóùåñòâëÿåò 2 : 2-íåïðåðûâíóþ áèåêöèþ [1,m] → [1, a]. Çíà÷èò, m = a.

4 Âûäåëåííûå õîäû è ïîçèöèè.
Êîëè÷åñòâî âñåõ ðàñêëàäîê èçìåðÿåòñÿ àñòðîíîìè÷åñêèì ÷èñëîì 64!. Ïðî-
ñòîé ïåðåáîð òàêîãî êîëè÷åñòâà ñëó÷àåâ íåäîñòóïåí äàæå ñîâðåìåííûì ñó-
ïåðêîìïüþòåðàì. Îïèñûâàåìàÿ íèæå òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðà-
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òèòü êîëè÷åñòâî ïðîñ÷èòûâàåìûõ ïîçèöèé, íå ïîòåðÿâ íè îäíîé íåïðåðûâ-
íîé ðàñêëàäêè. Íà ýòîé òåîðèè è îñíîâàíû êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ, ïîä-
ñ÷èòûâàþùèå òî÷íîå ÷èñëî íåïðåðûâíûõ ðàñêëàäîê, êàêîãî-òî òèïà.

×àñòè÷íûå ðàñêëàäêè, ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿì îïðåäåëåííûì
íà ïîäìíîæåñòâàõ öèôðîâîãî êâàäðàòà ìû áóäåì íàçûâàòü ïîçèöèÿìè. Áó-
äåì íàçûâàòü ñâîáîäíûìè êëåòêè äîñêè íåçàíÿòûå êóáèêàìè, òî åñòü íå
âõîäÿùèå â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ÷àñòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî äàííóþ ïîçèöèþ. Ïîçèöèè áåç ñâîáîäíûõ ïîëåé íàçûâàþòñÿ ïîëíûìè.
Õîäîì íàçûâàåòñÿ ïîìåùåíèå ñâîáîäíîãî (òî åñòü íå ïîñòàâëåííîãî ðàíåå)
êóáèêà íà ñâîáîäíóþ êëåòêó ïîçèöèè. Ïîñòðîåíèå ïîëíîé ðàñêëàäêè âåäåò-
ñÿ, íà÷èíàÿ ñ ïóñòîé ïîçèöèè õîä çà õîäîì.

Ôóíêöèåé âûäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñïîñîá ñîïîñòàâëåíèÿ ëþáîé ïîçèöèè
ñâîáîäíîé êëåòêè. Íàïðèìåð, ìîæíî â êà÷åñòâå âûäåëåííîãî ïîëÿ ðàññìàò-
ðèâàòü ïåðâîå ñâîáîäíîå ïîëå îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà:
ïîëå ñ êîîðäèíàòàìè x, y (x � íîìåð ñòîëáöà, y � íîìåð ñòðîêè) ïîëó÷àåò
íîìåð (y − 1) + 8(x− 1).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ íàçûâàåòñÿ âûäåëåííîé öåïî÷êîé õîäîâ, èñõî-
äÿùåé èç ïîçèöèè A, åñëè ïåðâûé õîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ íà
âûäåëåííîå ïîëå äëÿ A è êàæäûé ñëåäóþùèé õîä äåëàåòñÿ íà âûäåëåííîå
ïîëå ïîçèöèè, âîçíèêøåé ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåäûäóùèõ õîäîâ.

Ëåììà 6. Åñëè ïîçèöèÿ A äîñòðàèâàåòñÿ äî ïîëíîé ïîçèöèè B, òî îíà
äîñòðàèâàåòñÿ äî B ñ ïîìîùüþ âûäåëåííîé öåïî÷êè õîäîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëåííàÿ öåïî÷êà õîäîâ, äîñòðàèâàþùàÿ A äî B, îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà âûäåëåííîå ïîëå ïîçèöèè A äåëàåòñÿ õîä
òåì êóáèêîì, êîòîðûé ñòîèò íà ýòîì ïîëå â ïîçèöèè B. Òàê ïîëó÷àåòñÿ
ïîçèöèÿ A′, â êîòîðîé íà îäíî ïîëå áîëüøå çàïîëíåíî, ÷åì â A. Òåïåðü
íà âûäåëåííîå ïîëå ïîçèöèè A′ äåëàåòñÿ õîä òåì êóáèêîì, êîòîðûé ñòîèò
íà ýòîì ïîëå â B. Ïîëó÷àåòñÿ ïîçèöèÿ A′′ è òàê äàëåå. ßñíî, ÷òî â êîíöå
êîíöîâ ìû ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå ïîçèöèþ B.

Ïîçèöèÿ íàçûâàåòñÿ âûäåëåííîé, åñëè îíà ïîëó÷àåòñÿ èç íà÷àëüíîé (ò.å.
ïóñòîé) ïîçèöèè âûäåëåííîé öåïî÷êîé õîäîâ. Èç ëåììû 6 âûòåêàåò, ÷òî âñå
ïîëíûå íåïðåðûâíûå ïîçèöèè ÿâëÿþòñÿ âûäåëåííûìè.

Ïîçèöèÿ A íàçûâàåòñÿ âûäåëåííûì ïðîäîëæåíèåì ïîçèöèè B, åñëè ïî-
çèöèÿ A ïîëó÷àåòñÿ èç ïîçèöèè B ïîñðåäñòâîì âûïîëíåíèÿ âûäåëåííîé
öåïî÷êè õîäîâ. Òàêèì îáðàçîì ëåììà 6 óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêàÿ ïîëíàÿ ïî-
çèöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííûì ïðîäîëæåíèåì ëþáîé ñâîåé ÷àñòè.

Ëåììà 7. Åñëè A ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííûì ïðîäîëæåíèåì B, òî ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííàÿ âûäåëåííàÿ öåïî÷êà õîäîâ, êîòîðàÿ äàåò A èç B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ äâå ðàçëè÷íûå âûäåëåííûå
öåïî÷êè õîäîâ C è C ′, èñõîäÿùèå èç ïîçèöèè B. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå, ïîçèöèè, âîçíèêàþùèå èç B ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòèõ öåïî÷åê õîäîâ,
ðàçëè÷íû. Äîêàçàòåëüñòâî âåäåì èíäóêöèåé ïî äëèíå öåïî÷êè. Åñëè äëè-
íà 1, òî äâå öåïî÷êè ïðåäñòàâëÿþò õîä ðàçëè÷íûìè êóáèêàìè íà îäíî è
òî æå ïîëå � âûäåëåííîå ïîëå ïîçèöèè B, ïîýòîìó âîçíèêàþùèå ïîçèöèè
ðàçëè÷íû. Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ öåïî÷åê äëèíû k. È ïóñòü C
è C' ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè öåïî÷êàìè äëèíû k+1. Åñëè ïåðâûå õîäû ýòèõ
öåïî÷åê ðàçëè÷íû, òî ïîñêîëüêó îíè äåëàþòñÿ íà îäíî è òî æå ïîëå, òî îíè
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äåëàþòñÿ ðàçëè÷íûìè êóáèêàìè è ïîýòîìó ïðèâîäÿò ê ïîçèöèÿì, ðàçëè÷à-
þùèìñÿ ïî êëåòêå ïåðâîãî õîäà. Åñëè æå ïåðâûå õîäû öåïî÷åê ñîâïàäàþò
è äàþò ïîçèöèþ B′, äëÿ êîòîðîé âûäåëåííûìè áóäóò óñå÷åííûå, áåç ïåðâî-
ãî õîäà, öåïî÷êè C è C ′. Ýòè óñå÷åííûå öåïî÷êè ðàçëè÷íû è èìåþò äëèíó
k. Ïîýòîìó ê íèì ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. ×òî è äîêàçûâàåò
ðàçëè÷èå ïîçèöèé, âîçíèêàþùèõ èç B′ ïîñëå ñîâåðøåíèÿ óñå÷åííûõ öåïî-
÷åê õîäîâ. Íî ýòè æå ïîçèöèè âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ öåïî÷åê
C è C ′ â ïîçèöèè B.

Àëãîðèòì, ðåàëèçîâàííûé â [1], ïåðåáèðàåò âñå âûäåëåííûå öåïî÷êè õî-
äîâ çàäàííîé äëèíû. À ëåììû 6 è 7 ïîçâîëÿþò íà îñíîâå âû÷èñëåíèé, ïðî-
âåäåííûõ ñ âûäåëåííûìè öåïî÷êàìè, äåëàòü âûâîäû î êîëè÷åñòâå íåïðå-
ðûâíûõ ïîëíûõ ðàñêëàäîê, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç äàííîé ïîçèöèè.

Îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû î êîëè÷åñòâå òîãî èëè èíîãî ðîäà ïîëíûõ
íåïðåðûâíûõ ðàñêëàäîê íå çàâèñÿò îò ôóíêöèè âûäåëåíèÿ. Ïîýòîìó âûáè-
ðàòü ôóíêöèþ âûäåëåíèÿ ñëåäóåò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî âîçìîæíîñòè
ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî âûäåëåííûõ öåïî÷åê. Ìíîæåñòâî âûäåëåííûõ öåïî-
÷åê, ïðîäîëæàþùèõ äàííóþ ïîçèöèþ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îðèåíòè-
ðîâàííîãî äåðåâà, óçëàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûå êëåòêè äîñêè, è
íà ðåáðàõ êîòîðîãî óêàçàíû êóáèêè, õîä êîòîðûìè áûë ñäåëàí íà êëåòêó,
èç êîòîðîé èñõîäèò äàííîå ðåáðî. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà âûäåëåííûõ
öåïî÷åê åñòåñòâåííî ïîýòîìó âûáèðàòü âûäåëåííîå ïîëå èç ïîëåé ñ íàèìåíü-
øåé ýíòðîïèåé: òî åñòü òàêèõ íà êîòîðûå âîçìîæíî ñäåëàòü íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî õîäîâ (íå íàðóøàÿ íåïðåðûâíîñòè ïîçèöèè).

Òàê äîñòàòî÷íî õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàëà ôóíêöèÿ âûäåëåíèÿ, êî-
òîðàÿ âûáèðàåò ñðåäè ïîëåé ñ íàèìåíüøåé ýíòðîïèåé ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
ïåðâîå. Åùå áîëåå ýôôåêòèâåíà â ñìûñëå ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà âûäå-
ëåííûõ öåïî÷åê ôóíêöèÿ âûäåëåíèÿ, êîòîðàÿ èç ïîëåé ñ íàèìåíüøåé ýí-
òðîïèåé âûáèðàåò êëåòêó ñ íàèìåíüøèì ïðîèçâåäåíèåì ñâÿçíîñòåé êóáè-
êîâ, êîòîðûå ìîæíî íà íåãî ïîñòàâèòü. Ñâÿçíîñòü êóáèêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ êóáèêîâ (âêëþ÷àÿ åãî ñàìîãî), ÿâëÿþùèõñÿ åãî ñî-
ñåäÿìè â êóáå. Íî ôóíêöèÿ âûäåëåíèÿ, èñïîëüçóþùàÿ ñâÿçíîñòè, äîëüøå
ñ÷èòàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëüçóþùåé ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê, ÷òî
ñíèæàåò ýôôåêò îò ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà.

5 18:8-íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì îñòàëîñü óáåäèòñÿ â íåñóùåñòâîâàíèè
18:8-íåïðåðûâíûõ áèåêöèé 64-ïèêñåëüíîãî êâàäðàòà íà 64-ïèêñåëüíûé êóá.
Ýòîìó äîêàçàòåëüñòâó è ïîñâÿùåí äàííûé ïàðàãðàô. Ïðåäñòàâëåííîå äî-
êàçàòåëüñòâî íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâîì,
îíî � âèðòóàëüíî, ïîñêîëüêó àïåëëèðóåò ê êîìïüþòåðíûì âû÷èñëåíèÿì,
êîòîðûå ÷èòàòåëü ìîæåò âîñïðîèçâåñòè ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû [1] èëè ïðî-
âåðÿòü ñ ïîìîùüþ ñâîåé ñîáñòâåííîé ïðîãðàììû. Ïðåäñòàâëåííûé òåêñò îò-
ðàæàåò äèíàìèêó ðàçâèòèÿ òåîðèè, ïðèâåäøåé ê ýòîìó äîêàçàòåëüñòâó. Â
ýòîì äîêàçàòåëüñòâå, ìîæíî ñîêðàùàòü ðåàëüíóþ "÷åëîâå÷åñêóþ"÷àñòü, çà
ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ âèðòóàëüíîé "êîìïüþòåðíîé"è íàîáîðîò. Áîëåå ñîâåðøåí-
íàÿ ïðîãðàììà èëè áîëåå ìîùíûé êîìïüþòåð ìîãóò ïîçâîëèòü ïîëíîñòüþ
èñêëþ÷èòü "÷åëîâå÷åñêóþ"ñîñòàâëÿþùóþ.
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Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ "øàõìàòíûì"ïðåäñòàâëåíèåì
öèôðîâîãî êâàäðàòà, ïðåäñòàâëÿÿ îòîáðàæåíèÿ öèôðîâîãî êâàäðàòà íà öèô-
ðîâîé êóá â âèäå ðàñêëàäîê êóáèêîâ ïî êëåòêàì øàõìàòíîé äîñêè. Ðàñ-
êëàäêà f áóäåò íàçûâàòüñÿ m : n-íåïðåðûâíîé â êëåòêå x, åñëè äëÿ ëþáîé
n-ñîñåäíåé ñ x, êëåòêè y, êóáèêè f(x) è f(y) ÿâëÿþòñÿ m-ñîñåäÿìè.

Ìû áóäåì ìåðÿòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êëåòêàìè äîñêè â êîëè÷åñòâå õî-
äîâ (ìèíèìàëüíîì), êîòîðûå íåîáõîäèìî ñäåëàòü øàõìàòíîìó êîðîëþ äëÿ
ïîïàäàíèÿ èç îäíîé êëåòêè äîñêè â äðóãóþ.

Êëåòêè, íå ïðèíàäëåæàùèå êðàþ äîñêè, íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè.
Òèï ñîñåäñòâà 18 â êîîðäèíàòàõ âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êóáè-

êè ñ êîîðäèíàòàìè xyz è x′y′z′ ÿâëÿþòñÿ 18-ñîñåäÿìè åñëè è òîëüêî åñëè
îäíà ïàðà êîîðäèíàò ó íèõ ñîâïàäàåò, à äðóãèå îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà
åäèíèöó. Ïðè òèïå ñîñåäñòâà 18 óãëîâûå êóáèêè èìåþò 6 ñîñåäåé, ðåáåðíûå
� 9, ãðàíåâûå � 13 è öåíòðàëüíûå � 18 ñîñåäåé.

Ëåììà 8. Åñëè ðàñêëàäêà f ÿâëÿåòñÿ 18 : 8-íåïðåðûâíîé âî âíóòðåííåé
êëåòêå C, òî f(C) íå ÿâëÿåòñÿ óãëîâûì êóáèêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó óãëîâîãî êóáèêà èìååòñÿ âñåãî 6 ñîñåäåé òèïà 18. Òà-
êîãî êîëè÷åñòâà ñîñåäåé íå õâàòèò, ÷òîáû çàïîëíèòü âñå ïîëÿ ñîñåäíèå ñ
êëåòêîé x, ðàñïîëîæåííîé âíóòðè äîñêè, ïîòîìó ÷òî ïîëåé òàêèõ 8.

Ëåììà 9. Åñëè ðàñêëàäêà f ÿâëÿåòñÿ 18 : 8-íåïðåðûâíîé íà êëåòêàõ C è
D, òàêèõ ÷òî f(C) ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíûì êóáèêîì, à f(D) ñîñåäíèì ñ íèì
óãëîâûì, òî C íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå åäèíèöû îò êðàÿ äîñêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O ìíîæåñòâî 8-ñîñåäíèõ ñ C êëåòîê,
âêëþ÷àÿ åå ñàìó. Â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé âíóòðåííåé
êëåòêè C, òîãäà êîëè÷åñòâî êëåòîê â O ðàâíî 9. Òàê êàê D ñòîèò íà êðàþ
äîñêè â ñèëó ëåììû 8, òî ìíîæåñòâî OD êëåòîê êðàÿ äîñêè ñîñåäíèõ ñ OD,
âêëþ÷àÿ ñàìó D ñîñòîèò èç òðåõ êëåòîê. Åñëè æå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî D
îòñòîèò îò êðàÿ äîñêè áîëåå ÷åì íà õîä, òî ïåðåñå÷åíèå OD ∩ OC ïóñòî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî êëåòîê â îáúåäèíåíèè OC ∪OD ðàâíî äâåíàäöàòè è
âñå îíè äîëæíû áûòü çàïîëíåíû êóáèêàìè f(C), f(D) è èõ ñîñåäÿìè. Íî
ñîñåäåé ó f(C) è f(D), âêëþ÷àÿ èõ ñàìèõ òîëüêî 11. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 10. Åñëè ïàðà ãðàíåâûõ êóáèêîâ ëåæèò â îäíîé ãðàíè êóáà, òî,
íèêàêîé ãðàíåâûé êóáèê èç äðóãîé ãðàíè êóáà íå ÿâëÿåòñÿ èõ îáùèì 18-
ñîñåäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïàðó ãðàíåâûõ êóáèêîâ K1, K2, íå íà-
ðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü èìåþùèìè êîîðäèíàòû 1xy è 1x′y′,
à ãðàíè÷àùèé ñ íèìè îáîèìè êóáèê K3 èç äðóãîé ãðàíè, èìåþùèì êîîð-
äèíàòû ab1. Ïîñêîëüêó a íå ìîæåò áûòü åäèíèöåé, ïîñòîëüêó îíî äîëæíî
áûòü äâîéêîé, ÷òîáû îñòàâèòü âîçìîæíîñòü ñîñåäñòâà äëÿ ýòèõ êóáèêîâ.
Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì y = y′ = 2. Òàêèì îáðàçîì ïåðâûå è òðå-
òüè êîîðäèíàòû ó K1 è K3 ðàçëè÷íû, ïîýòîìó îíè ìîãóò áûòü 18-ñîñåäÿìè
ëèøü ïðè óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ âòîðûõ êîîðäèíàò. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì
âòîðûå êîîðäèíàòû äîëæíû ñîâïàñòü ó K2 è K3. Íî â òàêîì ñëó÷àå ó K1 è
K2 äîëæíû ñîâïàñòü âñå êîîðäèíàòû.
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Ëåììà 11. Åñëè ÷åòûðå ãðàíåâûõ êóáèêà ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíûìè 18-ñîñåäÿìè,
òî âñå îíè ëåæàò â îäíîé è òîé æå ãðàíè êóáà è íå ñóùåñòâóåò íèêà-
êîãî äðóãîãî ãðàíåâîãî êóáèêà, êîòîðûé áûë áû 18-ñîñåäíèì îäíîâðåìåííî
äëÿ äâóõ êóáèêîâ èç ýòîé ÷åòâåðêè

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷åòûðå êóáèêà âñå ïðèíàäëåæàò ðàç-
íûì ãðàíÿì, òî ñðåäè ýòèõ ãðàíåé íàéäåòñÿ ïàðà ïðîòèâîïîëîæíûõ è ïðè-
íàäëåæàùèå ýòîé ïàðå ãðàíåé êóáèêè íå áóäóò äàæå 26-ñîñåäÿìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñðåäè ÷åòûðåõ ïîïàðíî ñîñåäíèõ êóáèêîâ íàéäåòñÿ ïàðà ïðèíàäëå-
æàùèõ îäíîé ãðàíè. Òîãäà â ñèëó ëåììû 10 âñå ÷åòûðå ïðèíàäëåæàò îäíîé
ãðàíè. Ïîñêîëüêó â îäíîé ãðàíè ëåæèò ðîâíî 4 ãðàíåâûõ êóáèêà, ïîñòîëüêó
íèêàêîé äðóãîé ãðàíåâûé êóáèê íå ïðèíàäëåæèò ýòîé ãðàíè è ïîòîìó íå
ìîæåò áûòü ñîñåäîì íè äëÿ êàêîé ïàðû êóáèêîâ èç ýòîé ÷åòâåðêè â ñèëó
òîé æå ëåììû 10.

Ëåììà 12. Åñëè ðàñêëàäêà ÿâëÿåòñÿ 18 : 8-íåïðåðûâíîé âî âñåõ êëåò-
êàõ, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëåå õîäà îò êðàÿ äîñêè, òî èìåþòñÿ
ïî êðàéíåé ìåðå 4 öåíòðàëüíûõ êóáèêà, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè
áîëåå õîäà îò êðàÿ äîñêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷åòâåðêó êëåòîê, ñîñòàâëÿþùèõ êâàäðàò ñ
óãëàìè (3, 3), (4, 4). Ñîãëàñíî ëåììàì 8 è 9 â ýòîì êâàäðàòå íåò óãëîâûõ è
ðåáåðíûõ êóáèêîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå êóáèêè â íåì ãðàíåâûå. Òîãäà êó-
áèêè, ïîñòàâëåííûå íà ïîëÿ (3, 5), (4, 5), (5, 3), (5, 4) íå ìîãóò áûòü óãëîâûìè
è ðåáåðíûìè â ñèëó ëåìì 8 è 9 è íå ìîãóò áûòü ãðàíåâûìè â ñèëó ëåììû
11. Ïîýòîìó âñå îíè � öåíòðàëüíûå. Òàêèì îáðàçîì â ýòîì ñëó÷àå ëåììà
äîêàçàíà. Åñëè æå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âñå êóáèêè â ýòîì êâàäðàòå
ãðàíåâûå, òî â íåì íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí öåíòðàëüíûé. Àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíåííûå ê êâàäðàòàì (5, 5)− (6, 6), (3, 5)− (4, 6) è
(5, 3)− (6, 4) ïîêàçûâàþò, ÷òî ëèáî â ëþáîì èç íèõ ñòîèò öåíòðàëüíûé êó-
áèê, è òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî öåíòðàëüíûõ êóáèêîâ â êâàäðàòå (3, 3)−(6, 6)
äîñòèãàåò ÷åòûðåõ, ëèáî îäèí èç ýòèõ êâàäðàòîâ öåëèêîì çàñòàâëåí ãðàíå-
âûìè êóáèêàìè è ïîòîìó íà åãî ãðàíèöàõ íàõîäèòñÿ ÷åòâåðêà öåíòðàëüíûõ
êóáèêîâ, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî áûëî äîêàçàíî äëÿ êâàäðàòà (3, 3)−(4, 4).

Ñêàæåì, ÷òî äâå êëåòêè äîñêè, ñ êîîðäèíàòàìè (a, b), (a′, b′) ÿâëÿþòñÿ
2× 4-áëèçêèìè, åñëè min{|a− a′|, |b− b′|} ≤ 2 è max{|a− a′|, |b− b′|} ≤ 4.

Ëåììà 13. Ïóñòü {Ci}, i = 0, 1, 2, . . . , 7 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëåòîê êðàÿ
äîñêè, çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå îáõîäà êðàÿ äîñêè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Åñëè îíà íå ñîäåðæèò óãëîâûõ êëåòîê è ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
Ci, C(i+1) mod 8 äëÿ i ≤ 7 áîëüøå äâóõ (õîäîâ êîðîëÿ), òî âñå ýòè ïîïàðíûå
ðàññòîÿíèÿ ðàâíû òðåì, âñå ïàðû Ci, C(i+1) mod 8 ÿâëÿþòñÿ 2×4-áëèçêèìè
è ëþáàÿ òðîéêà Ci, C(i+1) mod 8, C(i+2) mod 8 ïîäðÿä èäóùèõ êëåòîê ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçîìåòðè÷íà òðîéêå (1, 2), (1, 5), (4, 1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê òðè êëåòêè Ci íå ìîãóò ïîìåñòèòüñÿ íà îäíîé
ñòîðîíå äîñêè, òî íà êàæäîé ñòîðîíå äîñêè èìåþòñÿ ðîâíî äâå êëåòêè ýòîãî
òèïà. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî C0 è C1 ëåæàò íà îäíîé ñòîðîíå
äîñêè. Òîãäà C2, C3 ëåæàò íà âòîðîé ñòîðîíå, C4, C5 � íà òðåòüåé, à C6, C7

� íà ÷åòâåðòîé ñòîðîíå äîñêå.
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Êëåòêó, ïî äèàãîíàëè ñîñåäíþþ ñ óãëîâîé êëåòêîé äîñêè íàçîâåì íàäóã-
ëîâîé. Êëåòêó íàçîâåì êîíòðîëèðóåìîé ñòîðîíîé äîñêè, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
ñîñåäíåé äëÿ îäíîé èç êëåòîê Ci ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé ñòîðîíå. Çàìåòèì,
÷òî èç óñëîâèÿ íà ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè Ci âûòåêàåò, ÷òî êîíòðî-
ëèðóåìûå îäíîé ñòîðîíîé êëåòêè íå ìîãóò áûòü êîíòðîëèðóåìûìè íèêàêîé
äðóãîé ñòîðîíîé.

Äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ ñòîðîíà êîíòðîëèðóåò ðîâíî îäíó íàäóãëîâóþ
êëåòêó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñòîðîíà íå êîíòðîëèðóåò íè îäíîé íàäóãëî-
âîé êëåòêè, òî îáå åå êëåòêè Ci íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëüøå 2 îò óãëîâ
äîñêè è ïîòîìó äîëæíû íàõîäèòñÿ áëèæå ÷åì íà 2 äðóã ê äðóãó. Åñëè æå
êàêàÿ-òî ñòîðîíà êîíòðîëèðóåò ñðàçó äâå íàäóãëîâûõ êëåòêè, òî îäíîé èç
ñòîðîí íå êîíòðîëèðóåò íè îäíîé.

Èòàê, èìååòñÿ äâà âàðèàíòà: èëè C0 ñîñåäñòâóåò ñ íàäóãëîâîé êëåòêîé,
èëè ýòî äåëàåò C1. Â ïåðâîì ñëó÷àå C1 íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 4 îò áëè-
æàéøåãî ê íåé óãëà. Òîãäà C0 íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 îò áëèæàéøåãî ê
íåé óãëà. Àíàëîãè÷íî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿ îñòàëüíûõ Ci.
Äðóãîé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ðàçîáðàííîìó, åñëè ïåðåíóìåðîâàòü Ci, íà÷èíàÿ
ñ C2, ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ëåììà 14. Íå ñóùåñòâóåò ïîëíîé 18 : 8-íåïðåðûâíîé ðàñêëàäêè, ïðîäîë-
æàþùåé ïîçèöèþ, â êîòîðîé íà ïîëÿõ (1, 2), (1, 5) è (4, 1) ñîîòâåòñòâåííî,
ñòîÿò êóáèêè 111, 114 è 411.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîãðàììà [1] îïðåäåëÿåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âûäåëåííîé
öåïî÷êè õîäîâ äëèíû 9, ïðîäîëæàþùåé óêàçàííóþ ïîçèöèþ.

Öåïî÷êó êóáèêîâ íàçîâåì íåïðåðûâíîé, åñëè ëþáûå äâà ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ êóáèêà öåïî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè.

Ëåììà 15. Íå ñóùåñòâóåò 18 : 8-íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ öèôðîâîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà 2× 4 â öèôðîâîé êóá, îáðàç êîòîðîãî ñîäåðæàë áû êóáèêè
111 è 444.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì íàïðîòèâ, ÷òî 111 è 444 ñòîÿò â íåïðåðûâ-
íîé ðàñêëàäêå íà ïîëÿõ C1 è C2 ïðÿìîóãîëüíèêà 2×4. Âî-ïåðâûõ C1 è C2 íå
ìîãóò èìåòü îáùèõ ñîñåäåé, ïîòîìó ÷òî 111 è 444 íå èìåþò îáùèõ ñîñåäåé.
Ñëåäîâàòåëüíî C1 è C2 íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè òðåõ õîäîâ äðóã îò äðóãà.
Â ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå (âñåãî ÷åòûðå) íåïðåðûâíûå
öåïî÷êè êëåòîê äëèíû 4 ñîåäèíÿþùèå C1 è C2. Ñòîÿùèå íà ýòèõ öåïî÷êàõ
êëåòîê êóáèêè îáðàçóþò ðàçëè÷íûå íåïðåðûâíûå öåïî÷êè äëèíû 4 ñîåäè-
íÿþùèå êóáèêè 111 ñ 444. Íî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ 26-íåïðåðûâíàÿ öå-
ïî÷êà äëèíû 4, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè êóáèêè � ýòî öåïî÷êà 111, 222, 333, 444. À
18-íåïðåðûâíîé öåïî÷êè äëèíû 4, ñîåäèíÿþùåé 111 ñ 444 âîîáùå íå ñóùå-
ñòâóåò.

Ëåììà 16. Åñëè îáðàç öèôðîâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà P òèïà 2 × 4 ïðè 18 :
8-íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè f â 64-ïèêñåëüíûé öèôðîâîé êóá ñîäåðæèò
êóáèêè 111 è 144, òî ýòîò îáðàç òàêæå ñîäåðæèò êóáèêè 222 è 233.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(C1) = 111 è f(C2) = 144. Òå æå ñîîáðàæåíèÿ,
÷òî áûëè ïðèâåäåíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 15 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè
äàííûõ óñëîâèÿõ êëåòêè C1 è C2 íàõîäÿòñÿ â òðåõ õîäàõ äðóã îò äðóãà,
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è ñóùåñòâóþò òàêèå êëåòêè B1, B2, C1, C2 â P , äëÿ êîòîðûõ 8-íåïðåðûâíû
öåïî÷êè C1, B1, B2, C2 è C1, D1, D2, C2. Ïóñòü K1 K2 ïàðà êóáèêîâ, äëÿ êî-
òîðûõ 18-íåïðåðûâíîé ÿâëÿåòñÿ öåïî÷êà 111, K1, K2, 144. Òîãäà î÷åâèäíî,
÷òî K1 ðàâíî ëèáî 122 ëèáî 222, à äëÿ K2 èìåþòñÿ òîëüêî äâå âîçìîæíî-
ñòè: 133 è 233. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êóáèêîâ, ëåæàùèå íà êëåòêàõ
C1, D1, D2, C2 è C1, B1, B2, C2 áóäóò 18-íåïðåðûâíûìè öåïî÷êàìè, ñîåäè-
íÿþùèìè 111 c 144, òî íà êëåòêàõ D1, D2, B1, B2 ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî
êóáèêè 122, 222, 133, 233. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýòè êóáèêè è íàõîäÿòñÿ íà óêà-
çàííûõ êëåòêàõ.

Ëåììà 17. Âî âñÿêîé ïîëíîé 18 : 8-íåïðåðûâíîé ðàñêëàäêå èìååòñÿ óãëî-
âîé êóáèê, ñòîÿùèé â óãëó äîñêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 8 âñå óãëîâûå êóáèêè ñòîÿò íà ïîëÿõ
Ci, i = 0, 1, 2, . . . , 7 êðàÿ äîñêè, êîòîðûå ìû ñ÷èòàåì ïåðåíóìåðîâàííûìè
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Óñëîâèå 18:8-íåïðåðûâíîñòè âëå÷åò, ÷òî ðàçëè÷íûå Ci

íå èìåþò îáùèõ 8-ñîñåäåé, à ïîòîìó íàõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòî-
ÿíèè áîëåå äâóõ õîäîâ. Åñëè ñðåäè Ci íåò óãëîâûõ êëåòîê, òî ýòà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû 13. Ïîýòîìó âñå ïàðû
Ci, C(i+1) mod 8 ÿâëÿþòñÿ 2× 4-áëèçêèìè.

Êëåòêó Ci íàçîâåì ïðàâèëüíîé, åñëè êóáèêè, ñòîÿùèå íà íåé è íà ñëå-
äóþùåé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå êëåòêå, ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ðåáðó
êóáà, òî åñòü ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü îäíîé êîîðäèíàòîé. Äîêàæåì, ÷òî çà èñ-
êëþ÷åíèåì ìàêñèìóì äâóõ êëåòîê, âñå îñòàëüíûå � ïðàâèëüíûå. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè êëåòêà Ci íåïðàâèëüíàÿ, òî ñîãëàñíî ëåììå 15 êóáèêè, ñòîÿùèå
íà êëåòêàõ Ci è Ci+1 îòëè÷àþòñÿ ðîâíî äâóìÿ êîîðäèíàòàìè, òî åñòü èçî-
ìåòðè÷íû ïàðå 111, 144, è íà îñíîâàíèè ëåììû 16 çàêëþ÷àåì, ÷òî â íåïî-
ñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò Ci è Ci+1 íàõîäÿòñÿ äâà öåíòðàëüíûõ êóáèêà (ò. å.
êóáèêà èìåþùèõ íàèáîëüøåå ÷èñëî ñîñåäåé). Ïîýòîìó åñëè íåïðàâèëüíûõ
ïàð èìååòñÿ áîëåå äâóõ, òî áîëåå 4-õ öåíòðàëüíûõ êóáèêîâ ðàñïîëàãàþòñÿ
íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå ÷åì 1 îò êðàÿ.

Â òàêîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ òðîéêà CiC(i+1) mod 8C(i+2) mod 8 ïðàâèëüíûõ
êëåòîê, êîòîðóþ, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü òðîéêîé ïîëåé (1, 2),
(1, 5), (4, 1). Òîãäà íà ýòèõ ïîëÿõ íàõîäèòñÿ òðîéêà êóáèêîâ, èçîìåòðè÷íàÿ
òðîéêå 111, 114 è 411 è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ êîìïüþòåðíîé ëåì-
ìîé 14.

Òåîðåìà 3. Íå ñóùåñòâóåò ïîëíîé 18 : 8-íåïðåðûâíîé ðàñêëàäêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïüþòåðíûé ðàñ÷åò ïîçèöèè ñ ïîìîùüþ [1], â êîòîðîé
íà ïîëå ñ êîîðäèíàòàìè (1, 1) ñòîèò êóáèê 111 äîêàçûâàåò ÷òî íå ñóùåñòâó-
åò âûäåëåííîé öåïî÷êè õîäîâ äëèíû áîëåå 18 ïîñëå ëþáîãî õîäà íà ïîëå
(4, 4). Ïîýòîìó ïîçèöèÿ, â êîòîðîé â óãëó äîñêè ñòîèò óãëîâîé êóáèê, íå
ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîëíîé 18:8-íåïðåðûâíîé ðàñêëàäêè, è òåîðåìà âûòåêàåò
èç ëåììû 17.

6 Àëãîðèòì äèõîòîìèè.
Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò äîêàçàíà íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ êâàäðàòà íà êóá ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî îïèñàííîãî íè-
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æå àëãîðèòìà äèõîòîìèè. ×òîáû îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå êâàäðàòà I2

íà êóá I3 ìû ìîæåì øàã çà øàãîì ïîäðàçäåëÿòü êâàäðàò I2 â ïðÿìîóãîëü-
íèêè è êóá I3 â ïàðàëëåëåïèïåäû è óñòàíàâëèâàòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîñòðîåííûìè ðàçáèåíèÿìè. Òàêèå ñîîòâåòñòâèÿ ïî-
ðîæäàþò îòîáðàæåíèå f : I2 → I3 ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: f(x) îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîóãîëü-
íèêàì, ñîäåðæàùèì òî÷êó x. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå â ñëó÷àå, åñëè äèàìåòðû ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ
ïî ìåðå ðîñòà èõ êîëè÷åñòâà. Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f îáåñïå÷èâàåò-
ñÿ êîìáèíàòîðíîé íåïðåðûâíîñòüþ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ðàçáèåíèÿìè, òî
åñòü óñëîâèåì: ïàðàëëåëåïèïåäû ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàì ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðåäëàãàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îïèñàííîé âûøå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé.

Àëãîðèòì äèõîòîìèè Òåêóùåå ñîñòîÿíèå àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî óæå ïîñòðîåíû ðàçáèåíèå êâàäðàòà I2 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ I2

1 . . . I2
k è ðàçáèåíèå êóáà I3 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàëëåëå-

ïèïåäîâ I3
1 , I3

2 , . . . I3
k , òàêèå ÷òî ñîîòâåòñòâèå I2

i → I3
i , i = 1, . . . , k êîìáèíà-

òîðíî íåïðåðûâíî.

1. (èíèöèàëèçàöèÿ) Öåëîìó êâàäðàòó I2 ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå öåëûé
êóá I3;

2. (íà÷àëî öèêëà) Âûáèðàåì ïåðâîå i äëÿ êîòîðîãî ïàðàëëåëåïèïåä I3
i

èìååò íàèáîëüøèé îáúåì.

3. Âûáèðàåì êîîðäèíàòó ñ ìàêñèìàëüíûì äèàìåòðîì ïðîåêöèè ïàðàë-
ëåëåïèïåäà I3

i .

4. Âûáèðàåì êîîðäèíàòó ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîåêöèåé ïðÿìîóãîëüíèêà I2
i .

5. Ïîäðàçäåëÿåì âûáðàííûé I3
i â äâà ðàâíûõ ïàðàëëåëåïèïåäà I3

+ è I3
−

ñ ïîìîùüþ ïëîñêîñòè îðòîãîíàëüíîé âûáðàííîé îñè êîîðäèíàò.

6. Ïîäðàçäåëÿåì âûáðàííûé ïðÿìîóãîëüíèê I2
i íà äâà ðàâíûõ ïðÿìî-

óãîëüíèêà I2
+ è I2

− ëèíèåé îðòîãîíàëüíîé ê âûáðàííîé îñè êîîðäèíàò.

7. Çàìåíÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I2
1 . . . Ii . . . I2

k íà I2
1 , . . . , I2

i−1, I
2
−, I2

+, I2
i+1, . . . , I

2
k .

8. Çàìåíÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I3
1 . . . I3

i . . . I3
k íà I3

1 . . . I3
i−1, I

3
−, I3

+, I3
i+1, . . . , I

3
k

èëè íà I3
1 . . . I3

i−1, I
3
+, I3

−, I3
i+1, . . . , I

3
k ÷òîáû âûïîëíèòü óñëîâèå êîìáè-

íàòîðíîé íåïðåðûâíîñòè è ïåðåõîäèì ê øàãó 2 (êîíåö öèêëà).

Åäèíñòâåííóþ òðóäíîñòü â ïðèâåäåííîì âûøå àëãîðèòìå ïðåäñòàâëÿåò
øàã 8. Âñåãäà ëè âîçìîæíî óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ êîìáèíàòîðíîé íåïðå-
ðûâíîñòè ïîñëå ïîäðàçäåëåíèÿ? Êàê ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì îòâåò íà ýòîò âî-
ïðîñ îòðèöàòåëåí. À òî÷íåå ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì íå ìîæåò ðàáîòàòü
áîëåå 62 öèêëîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S êâàäðàò ðàçìåðà 8 × 8 è ÷åðåç C � êóá ðàçìåðà
4 × 4 × 4. Ðàçáèåíèå êâàäðàòà S (êóáà C) íà 64 åäèíè÷íûõ êâàäðàòèêà
(êóáèêà) áóäåì íàçûâàòü åäèíè÷íûì ðàçáèåíèåì.
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Ëåììà 18. Ïîñëå 63 öèêëîâ àëãîðèòì äèõîòîìèè, ïðèìåíåííûé ê ïàðå
S, C, ïîðîæäàåò áèåêöèþ ìåæäó åäèíè÷íûìè ðàçáèåíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî êàæäûé öèêë àëãîðèòìà óâåëè-
÷èâàåò íà åäèíèöó è êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ è êîëè÷åñòâî ïàðàëëåëå-
ïèïåäîâ òåêóùèõ ðàçáèåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî ïîñëå 63 öèêëîâ àëãîðèòì äàåò
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó 64-ýëåìåíòíûìè ðàçáèåíèÿìè êâàäðàòà è êóáà.

Äîêàæåì, ÷òî âñå ïàðàëëåëåïèïåäû ðàçáèåíèèè, ïîëó÷åííîì ïîñëå 63
öèêëîâ àëãîðèòìà, ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè êóáàìè. Ïóñòü íà k-îì öèêëå àë-
ãîðèòìà âïåðâûå âîçíèê ïàðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî èìååòñÿ ñòîðîíà äëè-
íû íå ÿâëÿþùåéñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Ïàðàëëåëåïèïåä ñ ýòèì ñâîéñòâîì ïî-
ëó÷åí ðàñïîïîëàìèâàþùèì ñå÷åíèåì èç ïàðàëëåëåïèïåäà P ñ äëèíàìè ñòî-
ðîí ÿâëÿþùèìèñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè ïîïåðåê åãî ìàêñèìàëüíîé ñòîðîíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, P � åäèíè÷íûé êóá. Íî P ÿâÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì ìàê-
ñèìàëüíîãî îáúåìà â ðàçáèåíèèè âîçíèêøåì ïîñëå k − 1 öèêëà àëãîðèòìà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà îáúåìîâ ïàðàëëåëåïèïåäîâ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü
k. Íî ýòà ñóììà äîëæíà áûòü ðàâíà îáúåìó êóáà C, êîòîðûé ðàâåí 64. Ïî-
ëó÷àåì k ≥ 64. Èòàê, ðàçáèåíèå êóáà, ïîðîæäåííîå àëãîðèòìîì äèõîòîìèè
ïîñëå 63 öèêëîâ, ñîäåðæèò òîëüêî ïàðàëëåëåïèïåäû ñ öåëûìè äëèíàìè ñòî-
ðîí. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ èìåþò îáúåì ïî ìåíüøåé ìåðå
1. Òàê êàê ñóììà èç 64 îáúåìîâ ðàâíà 64, òî âñå îáúåìû åäèíè÷íû 1. Ýòî
âîçìîæíî ëèøü ïðè åäèíè÷íîì ðàçáèåíèè êóáà.

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò, ÷òî àëãîðèòì äèõîòîìèè ïîñëå 63
öèêëîâ ïîðîæäàåò åäèíè÷íîå ðàçáèåíèå êâàäðàòà S, ïîòîìó ÷òî àëãîðèòì
ïîäðàçäåëÿåò òîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêè íàèáîëüøåé ïëîùàäè. ×òîáû óáå-
äèòüñÿ â ýòîì ìîæíî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì ñîïîñòàâëÿåò
ëþáîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ïàðàëëåëåïèïåä, îáúåì êîòîðîãî ðàâåí ïëîùàäè
ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ëåììà 19. Íå ñóùåñòâóåò 26 : 8-íåïðåðûâíîé ðàñêëàäêè f , â êîòîðîé íà
êëåòêàõ ñî ïåðâîé êîîðäèíàòîé ≤ 4 ñòîÿò êóáèêè ñ ïåðâîé êîîðäèíàòîé
≤ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì íàïðîòèâ, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñêëàäêà f , îïðî-
âåðãàþùàÿ óñëîâèÿ ëåììû.

Ñêàæåì, ÷òî 4-íåïðåðûâíàÿ öåïî÷êà êëåòîê {C1, . . . Ck} (k ≥ 3) ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé öåïî÷êîé, åñëè ó âñåõ êëåòîê èìååòñÿ îäíà ñîâïàäàþùàÿ êîîðäèíà-
òà. Ïóñòü C1, . . . C14 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ êëåòîê êðàÿ äîñêè ñ ïåðâîé êî-
îðäèíàòîé ≤ 4 çàíóìåðîâàííàÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèåì òðåõ ïðÿìûõ öåïî÷åê: {C1, C2, C3, C4}, {C4, C5, C6, C7, C8, C9, C10, C11},
{C11, C12, C13, C14}. Çäåñü C4 è C11 ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè êëåòêàìè. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç K1, K2, K3 è K4 óãëîâûå êóáèêè c ïåðâîé êîîðäèíàòîé 1. Â ñèëó
ëåììû 8 êóáèêè Ki äîëæíû ñòîÿòü íà êëåòêàõ Ci i = 1, . . . 14. Îáîçíà÷èì
÷åðåç i′ íîìåð êëåòêè Cj íà êîòîðîé ñòîèò êóáèê Ki. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè
ïðåäïîëîæèì ÷òî 1′ < 2′ < 3′ < 4′.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî 1 < 1′ è 4′ < 14. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ëåãêî
âèäåòü, âñå Ki íå èìåþò 26-ñîñåäåé c ïåðâîé êîîðäèíàòîé > 2. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû êëåòêè C1 è C14 èìåþò 8-ñîñåäåé C ′1 è C ′14 c ïåðâûìè êîîðäèíàòà-
ìè > 4. Â ñèëó óñëîâèÿ íà êëåòêàõ C ′1 è C ′14 â ðàñêëàäêå f ñòîÿò êóáèêè ñî
ïåðâîé êîîðäèíàòîé > 2. Ïîýòîìó èç 18:8-íåïðåðûâíîñòè ðàñêëàäêè f âû-
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òåêàåò, ÷òî ñòîÿùèå íà êëåòêàõ C1 è C14 êóáèêè èìåþò 26-ñîñåäåé ñ ïåðâîé
êîîðäèíàòîé > 2 è ïîòîìó îíè íå ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C1 è C2 íàäóãëîâûå êëåòêè, èç êîòîðûõ C1 èìååò 8-
ñîñåäÿìè Ci ïðè i = 2, 3, 4, 5, 6 è C2 èìååò 8-ñîñåäÿìè Ci äëÿ i = 9, 10, 11, 12, 13.

Äîêàæåì, ÷òî 2′ ≥ 7. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 1′ ≤ 6 òî C1′ èìååò C1 ñâîèì 8-
ñîñåäîì. Ýòî âëå÷åò, ÷òî C2′ íå ÿâëÿåòñÿ 8-ñîñåäîì C1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
K1 è K2 îáà ÿâëÿëèñü áû 26-ñîñåäÿìè êóáèêà, ñòîÿùåãî â f íà C1. Íî íå
ñóùåñòâóåò êóáèêà èìåþùåãî 26-ñîñåäÿìè ðàçëè÷íûå óãëîâûå êóáèêè. Åñëè
C2′ íå 8-ñîñåäñòâóåò ñ C1, òî 2′ ≥ 7. Òàêèå æå àðãóìåíòû, ïðèìåíåííûå ê C2,
ïîçâîëÿþò äîêàçàòü íåðàâåíñòâî 3′ ≤ 8. Â ýòîì ñëó÷àå C2′ 8-ñîñåäñòâóåò ñ
C3′ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò 26:8-íåïðåðûâíîñòè f .

Òåîðåìà 4. Àëãîðèòì äèõîòîìèè íå ìîæåò êîððåêòíî îòðàáîòàòü áî-
ëåå 62 öèêëîâ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâíîå, ìû ñîãëàñíî ëåììå 18, ïîëó÷èì,
÷òî àëãîðèòì ïîñòðîèò 26:8-íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå 64-ïèêñåëüíîãî êâàä-
ðàòà íà 64-ïèêñåëüíûé êóá. Ïîñêîëüêó ïåðâûé øàã àëãîðèòìà óñòàíàâëèâà-
åò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîëîâèíîé êóáà, îáðàçîâàííîé ñå÷åíèåì êóáà ïîïî-
ëàì ïîïåðåê ïåðâîé êîîðäèíàòû è ïîëîâèíîé êâàäðàòà, ïîëó÷åííîé ñå÷åíè-
åì êâàäðàòà ïîïîëàì ïîïåðåê ïåðâîé êîîðäèíàòû, ïîñòîëüêó îòîáðàæåíèå,
ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà, ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 18.

7 Öèôðîâîé òðåóãîëüíèê.
Åñëè â òðåóãîëüíèêå ïðîâåñòè âñå ñðåäíèå ëèíèè, òî îí ðàçîáüåòñÿ íà ÷åòû-
ðå òðåóãîëüíèêà. Åñëè â êàæäîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ
ïðîâåñòè ñðåäíèå ëèíèè, òî ìû ïîëó÷èì 16 òðåóãîëüíèêîâ. Íàêîíåö, åñëè
ñ ïîëó÷èâøèìèñÿ 16-þ òðåóãîëüíèêàìè ïðîäåëàòü òîæå ñàìîå, òî ìû ïî-
ëó÷èì 64 òðåóãîëüíèêà, êîòîðûå áóäåì èìåíîâàòü òðåóãîëüíè÷êàìè. Äâà
òðåóãîëüíè÷êà íàçûâàþòñÿ 3-ñîñåäíèìè, åñëè îíè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó è
îíè íàçûâàþòñÿ 12-ñîñåäíèìè, åñëè îíè èìåþò õîòÿ áû îáùóþ âåðøèíó.

Â ýòîé ñåêöèè ïî óìîë÷àíèþ íà öèôðîâîì êóáå ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíî-
øåíèå 26-ñîñåäñòâà, à íà öèôðîâîì òðåóãîëüíèêå � îòíîøåíèå 12-ñîñåäñòâà.

Òåîðåìà 5. Íå ñóùåñòâóåò 26 : 12-íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ öèôðîâîãî
64-ïèêñåëüíîãî òðåóãîëüíèêà íà öèôðîâîé 64-ïèêñåëüíûé êóá.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ
ëåìì 24 è 25, äîêàçàííûõ íèæå.

Èç ýòîé òåîðåìû ïîäîáíî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ àëãîðèòìà
äèõîòîìèè, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íåâîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâ-
íîãî îòîáðàæåíèÿ òðåóãîëüíèêà íà êóá ìåòîäîì äåëåíèÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè.
À èìåííî, òðåóãîëüíèêè ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà îïèñàí-
íûì âûøå ñïîñîáîì. À ïàðàëëåëåïèïåäû ïîäðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè
ìåòîäîì 3-ïîïîëàì: ñíà÷àëà ïîïîëàì, êàê â àëãîðèòìå äèõîòîìèè, à ïîòîì
ïîïîëàì êàæäóþ ïîëîâèíó, òàêæå ïî ìåòîäó äèõîòîìèè, òî åñòü ñå÷åíèåì
ïîïåðåê ñàìîãî äëèííîãî ðåáðà.

Òðåóãîëüíè÷åê, èìåþùèé 12 ñîñåäåé (òèïà 12) íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì.
À òðåóãîëüíè÷åê íå ÿâëÿþùèéñÿ âíóòðåííèì, íàçûâàåòñÿ âíåøíèì. Âíåø-
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íèå òðåóãîëüíè÷êè ïåðåñåêàþò ãðàíèöó èñõîäíîãî áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà,
îáðàçîâàííîãî ñîâîêóòíîñòüþ âñåõ òðåóãîëüíè÷êîâ.
Ëåììà 20. 64-ïèêñåëüíûé öèôðîâîé òðåóãîëüíèê ñîäåðæèò 25 âíóòðåí-
íèõ è 39 âíåøíèõ òðåóãîëüíè÷êîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Òðåóãîëüíè÷êè, ñîäåðæàùèå âåðøèíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà íàçûâà-
þòñÿ óãëîâûìè. Âñåãî èìååòñÿ òðè óãëîâûõ òðåóãîëüíè÷êà.

Ãðàíåâûå è öåíòðàëüíûå êóáèêè öèôðîâîãî êóáà áóäåì íàçûâàòü âíóò-
ðåííèìè, à ðåáåðíûå è óãëîâûå âíåøíèìè.
Ëåììà 21. Åñëè f ÿâëÿåòñÿ 26 : 12-íåïðåðûâíîé áèåêöèåé öèôðîâîãî òðå-
óãîëüíèêà íà öèôðîâîé êâàäðàò, f ïåðåâîäèò âíóòðåííèå òðåóãîëüíè÷êè
âî âíóòðåííèå êóáèêè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âíóòðåííèé òðåóãîëüíè÷åê èìååò 12 ñîñåäíèõ
òðåóãîëüíè÷êîâ, òî f -îáðàç ýòîãî òðåóãîëüíè÷êà èìååò ñîñåäÿìè 12 êóáè-
êîâ, ÿâëÿþùèõñÿ f -îáðàçàìè åãî ñîñåäåé. Íî âíåøíèå êóáèêè èìåþò ìåíüøå
12 ñîñåäåé.

Ëåììà 22. Âñÿêèé óãëîâîé êóáèê èìååò òðåõ âíåøíèõ êóáèêîâ â êà÷å-
ñòâå 26-ñîñåäåé à âñÿêèé âíåøíèé êóáèê èìååò íå áîëåå ÷åòûðåõ âíåøíèõ
êóáèêîâ â êà÷åñòâå 26-ñîñåäåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T0, T2, . . . Tn òðåóãîëüíè÷êîâ íàçûâàåòñÿ 3-íåïðåðûâíîé
öåïî÷êîé (äëèíû n), åñëè ïðè ëþáîì i òðåóãîëüíè÷êè Ti è Ti+1 ÿâëÿþòñÿ
3-ñîñåäíèìè. Íàçîâåì öåïíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òðåóãîëüíè÷êà-
ìè íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ äëèíó 3-íåïðåðûâíîé öåïî÷êè èõ ñîåäèíÿþùåé
(òî åñòü íà÷èíàþùåéñÿ ñ îäíîãî è çàêàí÷èâàþùåéñÿ äðóãèì).

Ìíîæåñòâî òðåóãîëüíè÷êîâ íàõîäÿùèõñÿ íà öåïíîì ðàññòîÿíèè ≤ 4 îò
äàííîãî óãëîâîãî òðåóãîëüíèêà ñîäåðæèò 9 òðåóãîëüíè÷êîâ, îáðàçóþùèõ
òðåóãîëüíèê, êîòîðûé ìû íàçûâàåì 9-óãîëîêîì.
Ëåììà 23. Åñëè f ÿâëÿåòñÿ 26 : 12-íåïðåðûâíîé áèåêöèåé öèôðîâîãî òðå-
óãîëüíèêà íà öèôðîâîé êóá, òî îáðàç âñÿêîãî 9-óãîëêà ñîäåðæèò íå ìåíåå
òðåõ âíóòðåííèõ êóáèêîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ 9-óãîëîê ñîäåðæèò îäèí âíóòðåííèé òðåóãîëü-
íè÷åê, îáîçíà÷àåìûé V , êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò âíóòðåííèé êóáèê â ñèëó
ëåììû 21. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T è T ′ ïàðó òðåóãîëüíè÷êîâ íàõîäÿùèõñÿ íà
öåïíîì ðàññòîÿíèè 2 îò óãëîâîãî. Òîãäà îáà ýòè òðåóãîëüíè÷êà èìåþò ïî
øåñòü ñîñåäåé â 9-óãîëêå íå ñ÷èòàÿ V . Åñëè îäèí èç íèõ, ñêàæåì f(T ) âíåø-
íèé, òî ñîãëàñíî ëåììå 22 îí èìååò íå áîëåå ÷åòûðåõ âíåøíèõ ñîñåäåé,
ïîýòîìó ïî-êðàéíåé ìåðå îáðàçû åùå ïàðû ñîñåäíèõ ñ T òðåóãîëüíè÷êîâ
ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè. Åñëè æå f(T ) è f(T ′) îáà âíóòðåííèå, òî ëåììà
òàêæå äîêàçàíà.

Ëåììà 24. Åñëè f ÿâëÿåòñÿ 26 : 12-íåïðåðûâíîé áèåêöèåé öèôðîâîãî òðå-
óãîëüíèêà íà öèôðîâîé êóá, òî íàéäåòñÿ 3-íåïðåðûâíàÿ öåïî÷êà äëèíû 4
èç âíåøíèõ òðåóãîëüíè÷êîâ, êîòîðóþ f ïåðåâîäèò â öåïî÷êó âíåøíèõ êó-
áèêîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âíåøíèå òðåóãîëüíè÷êè, ïåðåâîäèìûå îòîáðàæåíèåì f
âî âíóòðåííèå êóáèêè áóäåì íàçûâàòü èñêëþ÷èòåëüíûìè. Ïîñêîëüêó âñåì
âíóòðåííèì òðåóãîëüíè÷êàì, êîòîðûõ èìååòñÿ 25 øòóê, ñîîòâåòñòâóþò âíóò-
ðåííèå êóáèêè, êîòîðûõ èìååòñÿ 32 øòóêè, ïîñòîëüêó èìååòñÿ ðîâíî 7 èñ-
êëþ÷èòåëüíûõ òðåóãîëüíè÷êîâ. Â ñèëó ëåììû 23, â êàæäîì 9-óãîëêå èìååò-
ñÿ ïàðà èñêëþ÷èòåëüíûõ òðåóãîëüíè÷êîâ. Ïîýòîìó çà ïðåäåëàìè 9-óãîëêîâ
èìååòñÿ ìàêñèìóì îäèí èñêëþ÷èòåëüíûé òðåóãîëüíè÷åê. Ìíîæåñòâî âíåø-
íèõ òðåóãîëüíè÷êîâ íå ïðèíàäëåæàùèõ íè îäíîìó èç òðåõ 9-óãîëêîâ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå òðåõ 3-íåïðåðûâíûõ öåïî÷åê äëèíû 4. Ïîýòîìó
ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ýòèõ öåïî÷åê íå ñîäåðæèò èñêëþ÷èòåëüíîãî òðå-
óãîëüíè÷êà.

Ëåììà 25. Íå ñóùåñòâóåò 26 : 12-íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ 3-íåïðåðûâíîé
öåïî÷êè òðåóãîëüíè÷êîâ äëèíû 4 â ìíîæåñòâî âíåøíèõ êóáèêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T0, T1, T2, T3, T4 � 3-íåïðåðûâíàÿ öåïî÷êà òðåóãîëü-
íèêîâ. Òîãäà Ti ÿâëÿåòñÿ 12-ñîñåäîì äëÿ Ti+2 ïðè i = 0, 1, 2. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî èìååòñÿ 26-íåïðåðûâíàÿ öåïî÷êà C0, C1, C2, C3, C4 âíåøíèõ êóáèêîâ,
äëÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâèå Ti → Ci ÿâëÿåòñÿ 26:12-íåïðåðûâíûì. Òîãäà C2

ÿâëÿåòñÿ 26-ñîñåäîì äëÿ âñåõ Ci, òàê êàê T2 ÿâëÿåòñÿ 12-ñîñåäîì äëÿ âñåõ
Ti. Â öèôðîâîì êóáå ìíîæåñòâî èç âíåøíèõ ñîñåäåé ëþáîãî ðåáåðíîãî êó-
áèêà èçîìåòðè÷íî ñëåäóþùåé ÷åòâåðêå êóáèêîâ 111, 211, 121, 112, 113. Ïðè
ýòîé èçîìåòðèè T2 ñîîòâåòñòâóåò 112. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k, êóáèê, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïðè ýòîé èçîìåòðèè êóáèêó 113. Ó òðåóãîëüíè÷êà Tk èìååòñÿ
ñðåäè Ti ïî êðàéíåé ìåðå äâà ñîñåäà. Ïîýòîìó åñòü è ñîñåä Tm, îòëè÷íûé
îò T2. Íî, òîãäà Tm íåëüçÿ ñîïîñòàâèòü êóáèêà, íå íàðóøàÿ íåïðåðûâíîñòè
ñîîòâåòñòâèÿ, ïîñêîëüêó 112 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñîñåäîì 113 â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ÷åòâåðêå.

8 Íåðåøåííûå âîïðîñû.
Ñêàæåì, ÷òî êëåòêè (a, b) è (c, d) ÿâëÿþòñÿ 6-ñîñåäÿìè, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ
8-ñîñåäÿìè è äîïîëíèòåëüíî (a − c)(c − d) ≥ 0. Òèï ñîñåäñòâà 6 èìèòèðóåò
øåñòèóãîëüíóþ ñåòêó, â ýòîì ðåæèìå äèàãîíàëüíûå ñîñåäè ïî îäíîìó íà-
ïðàâëåíèþ ñîñåäÿìè ñ÷èòàþòñÿ, à ïî äðóãîìó íàïðàâëåíèþ íå ñ÷èòàþòñÿ.

Âîïðîñ 1. Ñóùåñòâóåò ëè 18 : 6-íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå 64-ïèêñåëüíîãî
öèôðîâîãî êâàäðàòà íà öèôðîâîé êóá?

Âîïðîñ 2. Ñóùåñòâóåò ëè 8 : 3-íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå 64-ïèêñåëüíîãî
öèôðîâîãî òðåóãîëüíèêà íà öèôðîâîé êâàäðàò.

Âîïðîñ 3. Ñóùåñòâóåò ëè 18 : 3-íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå 64-ïèêñåëüíîãî
öèôðîâîãî òðåóãîëüíèêà íà öèôðîâîé êóá?

Âîïðîñ 4. Ñóùåñòâóåò ëè 26 : 8-íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå äâóìåðíîãî
64-ïèêñåëüíîãî öèôðîâîãî òîðà íà òðåõìåðíûé?

Âîïðîñ 5. Ïîëó÷èòü íå àïïåëèðóþùåå ê êîìïüþòåðíûì âû÷èñëåíèÿì
äîêàçàòåëüñòâî íåñóùåñòâîâàíèÿ 18 : 8-íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ 64-
ïèêñåëüíîãî öèôðîâîãî êâàäðàòà íà êóá.
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Ñëåäóþùèì ÷èñëîì ïîñëå 64, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êóáîì è êâàäðàòîì îäíî-
âðåìåííî ÿâëÿåòñÿ 36 = 729. Ïîýòîìó âñå ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå âîïðîñû
ìîæíî îòíåñòè ê 729-ïèêñåëüíûì îáúåêòàì. Áîëåå òîãî â ýòîì ñëó÷àå íåèç-
âåñòåí òàêæå è îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Âîïðîñ 6. Âåðíà ëè òåîðåìà 1 äëÿ îòîáðàæåíèé 729-ïèêñåëüíîãî êâàäðà-
òà íà 729-ïèêñåëüíûé êóá?

Åñëè â îïèñàííîì âûøå àëãîðèòìå äèõîòîìèè çàìåíèòü äåëåíèå ïîïî-
ëàì äåëåíèåì íà òðè ðàâíûå ÷àñòè ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé äëÿ
øàãà 5 è ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé äëÿ øàãà 6, òî ïîëó÷èòñÿ àëãîðèòì
òðèõîòîìèè.

Âîïðîñ 7. Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êâàäðàòà íà
êóá àëãîðèòìîì òðèõîòîìèè?
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