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Æàäíàÿ ñóììà. Îïðåäåëèì ÷èñëîâîé ìàññèâ {ai}i∈I , êàê èíäåêñèðîâàí-
íîå ìíîæåñòâî (êîìïëåêñíûõ) ÷èñåë, ãäå â êà÷åñòâå èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà
I âûñòóïàåò ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. Íàïðèìåð, âñÿêèé ÷èñëîâîé
ðÿä, à òàêæå âñÿêèé äâîéíîé ðÿä ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûìè ìàññèâàìè.

Â ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ íîòàöèÿ Àéâåðñîíà (ñì. [6]) � çàêëþ÷åííîå â
êâàäðàòíûå ñêîáêè, óñëîâèå, îáîçíà÷àåò åäèíèöó, åñëè óñëîâèå â ñêîáêàõ
âûïîëíåíî è íîëü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìàññèâ {ai}i∈I íàçûâàåòñÿ æàäíî (greedy) ñóììèðóåìûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë limε→0

∑
i∈I ai[|ai| ≥ ε], íàçûâàåìûéæàäíîé ñóììîé ìàññèâà

è îáîçíà÷àåìûé
∑

i∈I ai.
Âñÿêèé ÷èñëîâîé ðÿä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñëîâîé ìàññèâ íàä

ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Æàäíóþ ñóììó ýòîãî ìàññèâà, åñëè îíà
ñóùåñòâóåò, ìû áóäåì íàçûâàòü æàäíîé ñóììîé ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ëþáîé
àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä æàäíî ñóììèðóåì ê ñâîåé îáû÷íîé
ñóììå, íî äëÿ óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ýòî ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ëèøü
òîãäà, êîãäà ÷ëåíû ðÿäà ìîíîòîííî óáûâàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.

Â ðàáîòàõ Ï.Ë.Óëüÿíîâà [3, 4] è Â.Í.Òåìëÿêîâà [5] ðàññìàòðèâàëñÿ ñïå-
öèàëüíûé òèï æàäíûõ ñóìì: òàê íàçûâàåìûå A-ñóììû, êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ íà ñêîðîñòü ðîñòà ÷ëåíîâ ðÿäà, îáåñïå÷è-
âàþùåìó äëÿ A-ñóìì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè:

∑

i∈I

ai +
∑

i∈I

bi =
∑

i∈I

(ai + bi) (1)

Æàäíàÿ ñóììà íå óäîâëåòâîðÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, óêàçàííîìó ñâîéñòâó ëè-
íåéíîñòè è â äàííîé ñòàòüå ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè íå ïðèìåíÿåòñÿ.

Æàäíîå ñóììèðîâàíèå àääèòèâíî ïî îòíîøåíèþ ê èíäåêñíûì ìíîæå-
ñòâàì, òî åñòü åñëè I ∩ J = ∅, òî

∑

i∈I

ai +
∑

i∈J

ai =
∑

i∈I∪J

ai (2)

Íåëèíåéíîñòü æàäíîãî ñóììèðîâàíèÿ âëå÷åò íàðóøåíèå àääèòèâíîñòè ïî
îòíîøåíèþ ê ðàçáèåíèÿì íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ, òî åñòü îòñóò-
ñòâèå ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè.

Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü. Îïðåäåëèì ïðÿìîå èëè äåêàðòîâî ïðîèçâåäå-
íèå ÷èñëîâûõ ìàññèâîâ {ai}i∈I è {bj}j∈J , êàê ÷èñëîâîé ìàññèâ {aibj}(i,j)∈I×J .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîñòàâëÿåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ñòàòüè.
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Òåîðåìà 1. Åñëè ìàññèâû {ai}i∈I è {bj}j∈J è èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
{aibj}(i,j)∈I×J æàäíî ñóììèðóåìû, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∑

(i,j)∈I×J

aibj =
∑

i∈I

ai

∑

j∈J

bj (3)

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìàññèâà Ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïëîñêîñòüþ
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà Re z > 0 è îáîçíà÷àåòñÿ
C+.
Ëåììà 1. Åñëè ÷èñëîâîé ìàññèâ {ai}i∈I æàäíî ñóììèðóåì, òî ïðè ëþáîì
z ∈ C+ æàäíî ñóììèðóåì ìàññèâ {ai|ai|z}i∈I .

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ëåììà ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ôàêòîì
òåîðèè îáîáùåííûõ ðÿäîâ Äèðèõëå. Ðÿäîì Äèðèõëå íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà

∞∑
n=1

cne−λnz, (4)

â êîòîðîì âñå λn � ïîêàçàòåëè ðÿäà Äèðèõëå � âåùåñòâåííû è ìîíîòîííî
âîçðàñòàþò ê áåñêîíå÷íîñòè, à cn � êîýôôèöèåíòû ðÿäà Äèðèõëå êîìïëåêñ-
íû è z = x + iy ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.

Äëÿ ÷èñëîâîãî ìàññèâà {ai}i∈I îïðåäåëèì àññîöèèðîâàííûé ðÿä Äèðèõ-
ëå

∑
cke−λkz ñëåäóþùèì îáðàçîì: −λk îïðåäåëÿåòñÿ êàê k-ûé ïî âåëè÷èíå

ýëåìåíò ìíîæåñòâà {ln |ai| | i ∈ I}. Â ÷àñòíîñòè −λ1 � ýòî íàèáîëüøèé ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà {ln |ai| | i ∈ I}. Êîýôôèöèåíò ck îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà∑

i∈I ai[ln |ai| = −λk].
Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî

∑
i∈I ai|ai|z ñîâ-

ïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ñóììû ðÿäà Äèðèõëå ìàññèâà {ai} â òî÷êå z, ïîýòîìó
ëåììà 1 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ôàêòà òåîðèè ðÿäîâ Äèðèõëå: äëÿ êàæ-
äîãî ðÿäà Äèðèõëå ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî λ, íàçûâàåìîå åãî
àáñöèññîé ñõîäèìîñòè, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ z, òàêèõ ÷òî Re z > c
è ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ z, äëÿ êîòîðûõ Re z < c.

Ëåììà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìóëà

A(z) =
∑

i∈I

ai|ai|z (5)

îïðåäåëÿåò â ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïëîñêîñòè ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî A(z), íàçûâàåìóþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ÷èñëîâîãî ìàññèâà, ñîâ-
ïàäàþùóþ ñ ôóíêöèåé, ïðåäñòàâëåííîé àññîöèèðîâàííûì ñ ýòèì ìàññèâîì
ðÿäîì Äèðèõëå. Òàê êàê ðÿä Äèðèõëå â îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòè ñõîäèìî-
ñòè ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòàõ, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ æàäíî
ñóììèðóåìîãî ìàññèâà àíàëèòè÷íà è ðåãóëÿðíà â ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïëîñ-
êîñòè.

Â ñèëó îáîáùåííîé ëåììû Àáåëÿ äëÿ ðÿäîâ Äèðèõëå ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðè lim

z→+0
A(z) ðàâíûé æàäíîé ñóììå ìàñ-

ñèâà.
Â ñèëó ëåììû 2 òåîðåìà 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåì-

ìû î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ:
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Ëåììà 3. Åñëè ìàññèâû {ai}, {bj} è èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå æàäíî ñóì-
ìèðóåìû, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïðîèçâå-
äåíèþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ýòèõ ìàññèâîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ëåììà 3 â ñâîþ î÷åðåäü âûòåêàåò èç òåîðåìû 1. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè ëþáîì z ìàññèâ, æàäíîé ñóììîé êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ çíà÷åíèå
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïðîèçâåäåíèÿ, ñîâïàäàåò ñ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
ìàññèâîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñîìíîæèòå-
ëåé, ââèäó ðàâåíñòâ

ai|ai|z · bj |bj |z = aibj |aibj |z (6)
Òàêèì îáðàçîì ÷èñëîâàÿ òåîðåìà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè (òåîðåìà 1) ðàâíî-
ñèëüíà ôóíêöèîíàëüíîé (ëåììà 3).

Ëåììà 4. Ïóñòü ðÿä Äèðèõëå
∞∑

n=1
an exp(−λnz) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(z)

â C+. Òîãäà f(z) exp ωz
z îãðàíè÷åíî â ïîëóïëîñêîñòè Re z ≥ 1 ïðè ëþáîì

ω < λ1

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(z) = f(z) exp(ωz). Òîãäà g(z) òàêæå ïðåäñòàâèìà
ðÿäîì Äèðèõëå. Ïîýòîìó g(z) = o(Im z) â ïîëóïëîñêîñòè Re z ≥ 1 (ñì. [1]
ãëàâà 2, ïàðàãðàô 1 ïóíêò 6) è, ñëåäîâàòåëüíî, g(z)

z áóäåò îãðàíè÷åíî â
äîïîëíåíèè ê íåêîòîðîé ïîëîñå |Im z| > C. Â ñàìîé æå ïîëîñå lim g(z) = 0
ïðè Re z → +∞ (ñì. [1] ãëàâà 2, ïàðàãðàô 1 ïóíêò 3). Ïîýòîìó â ýòîé
ïîëîñå g(z), à ,ñëåäîâàòåëüíî, è g(z)

z , áóäåò îãðàíè÷åíî. Ïîëó÷àåì, ÷òî g(z)
z

îãðàíè÷åíî âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè Re z ≥ 1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà
(ñì. íàïðèìåð, [2]). Íèæå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ïðåîá-
ðàçîâàíèè Ôóðüå.

Ëåììà 5. Ïóñòü f(z) àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ðåãóëÿðíàÿ â ïîëóïëîñêî-
ñòè Re z ≥ C, äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì ω â C+ îãðàíè÷åíî
ïðîèçâåäåíèå f(z) exp ωz. Òîãäà f(z) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæåì ïðåäïîëîæèòü,
÷òî C = 0. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë îò f(z) exp ωz

(z+1)2 ïî ãðàíèöå ïîëóêðóãà {z ∈
C+ : |z| ≤ R} áîëüøîãî ðàäèóñà R. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(z) exp ωz

(z+1)2 ðåãó-
ëÿðíà âíóòðè ïîëóêðóãà, èíòåãðàë ýòîò ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èí-

òåãðàë
+i∞∫
−i∞

f(z) exp ωz
(z+1)2 ïî ìîäóëþ ðàâåí ïðåäåëó èíòåãðàëîâ îò f(z) exp ωz

(z+1)2 ïî

ïîëóîêðóæíîñòÿì {z ∈ C+ : |z| = R}. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè f(z) exp ωz
èíòåãðàëû ïî ïîëóîêðóæíîñòÿì ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, êîãäà R ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì ω ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫ +i∞

−i∞

f(z) exp(ωz)
(z + 1)2

dz = 0 (7)

Çàìåíà z = it ïðåîáðàçóåò ýòîò èíòåãðàë â èíòåãðàë Ôóðüå
+∞∫

−∞
i
f(it) exp iωt

(1 + it)2
dt (8)
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(it)
(1+it)2 ðàâíî íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, è ñàìà ýòà ôóíêöèÿ íóëåâàÿ. Îòêóäà f(it) ðàâíî íóëþ ïðè
âåùåñòâåííîì t, è ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(z) ðàâíî
íóëþ ïðè ëþáîì z.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü A(z) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Äèðè-
õëå ðÿäà

∑
an, B(z) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Äèðèõëå ðÿäà

∑
bn è C(z)

� ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Äèðèõëå èõ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì f(z) = C(z) − A(z)B(z) è äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü f(z) exp ωz

z ïðè ëþ-
áîì âåùåñòâåííîì ω â ïîëóïëîñêîñòè Re z > 1. Ïóñòü m(ω) � íàèìåíü-
øåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî ω < log |an| è ω < log |bn|. Ïî-

ëîæèì Eω(z) =
m(ω)∑
n=1

an|an|z, Fω(z) =
m(ω)∑
n=1

bn|bn|z, Aω(z) = A(z) − Eω(z),
Bω(z) = B(z) − Fω(z) è Cω(z) = C(z) − Eω(z)Fω(z). Òîãäà f(z) = Cω(z) −
Fω(z)Bω(z) − Aω(z)Eω(z) − Aω(z)Bω(z). Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå f(z) exp ωz
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ôóíêöèé, ðàçëàãàþùèõñÿ â ðÿäû Äèðèõëå.
Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè ëåììû 4 ìû ñìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî îòíîøåíèå
f(z) exp ωz

z îãðàíè÷åíî â ïîëóïëîñêîñòè Re z > 1. Òåïåðü ìû ìîæåì, íà îñíî-
âàíèè ëåììû 5 çàêëþ÷èòü, ÷òî f(z) = 0 âñþäó.

Æàäíîå ñóììèðîâàíèå ìàòðèö Äîêàçàííàÿ âûøå òåîðåìà ìóëüòèïëè-
êàòèâíîñòè äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ìàòðèöû. Ïóñòü {At}t∈T ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåâûðîæäåííûé ìàòðè÷íûé ìàññèâ, òî åñòü èíäåêñèðîâàííîå ìíîæå-
ñòâî íåâûðîæäåííûõ (ò.å. èìåþùèõ íåíóëåâîé îïðåäåëèòåëü) êîìïëåêñíûõ
êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Äëÿ ìàòðèöû A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |A| ìîäóëü åå
îïðåäåëèòåëÿ. Òàêèì îáðàçîì äëÿ ëþáûõ ìàòðèö èìååò ìåñòî ìóëüòèïëè-
êàòèâíîñòü ìîäóëÿ

|AB| = |A||B| (9)
Äëÿ ëþáîãî ε > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Tε ⊂ T êàê ìíîæåñòâî òåõ t ∈ T ,

äëÿ êîòîðûõ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû At, áîëüøå èëè
ðàâíà ε. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 ìíîæåñòâî Tε êîíå÷íî. Îïðå-
äåëèì ε-æàäíóþ ñóììó ýòîãî ìàòðè÷íîãî ìàññèâà êàê

∑
t∈Tε

At è îïðåäåëèì

æàäíóþ ñóììó ìàòðè÷íîãî ìàññèâà
∑

t∈T At êàê ïðåäåë åãî ε-æàäíûõ ñóìì
ïðè ε ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî ìàòðè÷íîé òåîðåìû ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ñëåäóåò òîé
æå ñõåìå, ÷òî è ÷èñëîâîé.

Îïðåäåëèì ìàòðè÷íóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ìàòðè÷íîãî ìàññèâà
êàê æàäíóþ ñóììó A(z) =

∑
t∈T At|At|z. Åñëè ìàòðè÷íûé ìàññèâ At áûë

æàäíî ñóììèðóåì, òî ìàòðè÷íàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(z) îïðåäåëåíà
ïðè ëþáîì z ∈ C+. Äåéñòâèòåëüíî, ñõîäèìîñòü ìàòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åå êîìïîíåíò: ýëåìåí-
òîâ èç (i, j)-îé ïîçèöèè (i-ûé ñòîëáåö, j-àÿ ñòðîêà). Äëÿ ëþáîé êîìïîíåí-
òû çíà÷åíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè A[i, j](z) âûðàæàåòñÿ ðÿäîì Äèðèõëå
àññîöèèðîâàííûì c

∑
t∈T A[i, j]|At|z. Çàìåòèì, ÷òî â ðÿäàõ Äèðèõëå, àññî-

öèèðîâàííûõ ñ êîìïîíåíòàìè ìàòðèöû êîýôôèöèåíòû ïðè ýêñïîíåíòàõ íå
ðàñïîëîæåíû ìîíîòîííî ïî óáûâàíèþ ìîäóëÿ â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ÷èñëî-
âîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, íî ýòîãî òåîðèÿ ðÿäîâ Äèðèõëå è íå òðåáóåò.
Ïîýòîìó â ñèëó òåîðèè ðÿäîâ Äèðèõëå íà ëþáîé ïîçèöèè ìàòðèöû èìååò
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ìåñòî ñõîäèìîñòü ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè è ìàòðè÷-
íàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è àíàëèòè÷íà1 â ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóïëîñêîñòè â ñèëó îïðåäåëåííîñòè è àíàëèòè÷íîñòè åå êîìïîíåíò. Òà-
êèì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ìàòðè÷íûõ àíàëîãîâ ëåìì 1 è 2,
÷òî ïðèâîäèò ê äîêàçàòåëüñòâó ðàâíîñèëüíîñòè ìàòðè÷íîé òåîðåìû óìíî-
æåíèÿ è ïðèâåäåííîãî íèæå åå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëîãà:

Ëåììà 6. Åñëè ìàòðè÷íûå ìàññèâû {Ai}, {Bj} è èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèå æàäíî ñóììèðóåìû, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ýòèõ ìàññèâîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6 èäåò òåì æå ïóòåì, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî ëåììû
3, îñíîâûâàÿñü íà òåîðèè ìàòðè÷íûõ ðÿäîâ Äèðèõëå (ðÿäîâ

∑
An exp(−λnz),

ãäå êîýôôèöèåíòû An ñóòü ìàòðèöû, à ïîêàçàòåëè λn íåîòðèöàòåëüíû è
ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ê áåñêîíå÷íîñòè), êîòîðóþ ëåãêî âûâåñòè èç òåîðèè
îáû÷íûõ ðÿäîâ Äèðèõëå.

Îñíîâíûì ôàêòîì ìàòðè÷íîé òåîðèè ðÿäîâ Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà
î ðîñòå íà âåðòèêàëÿõ. À èìåííî, åñëè ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëåíà
ìàòðè÷íûì ðÿäîì Äèðèõëå ñõîäÿùèìñÿ â ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïëîñêîñòè,
òî ìàêñèìóì ìîäóëåé åå êîìïîíåíò èìååò òèï o(Im z). Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ ìàòðèö î÷åâèäíî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî âñå êîì-
ïîíåíòû ìàòðè÷íîãî ðÿäà Äèðèõëå â ýòîì ñëó÷àå èìåþò òèï o(Im z). Ýòî
çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò áåç èçìåíåíèé ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî
ìàòðè÷íîãî àíàëîãà ëåììû 4:

Ëåììà 7. Ïóñòü ìàòðè÷íûé ðÿä Äèðèõëå
∑

An exp(−λnz) ñõîäèòñÿ â
C+ ê ôóíêöèè F (z). Òîãäà F (z) exp ωz

z îãðàíè÷åíî â ïîëóïëîñêîñòè Re z ≥ 1
ïðè ëþáîì ω < λ1

À èç ýòîé ëåììû âûâåñòè èç íåãî ñëåäóþùèé ìàòðè÷íûé àíàëîã ëåììû
5:

Ëåììà 8. Ïóñòü F (z) ìàòðè÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ðåãóëÿðíàÿ
â ïîëóïëîñêîñòè Re z ≥ C, äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì ω â
C+ îãðàíè÷åíî ïðîèçâåäåíèå F (z) exp ωz. Òîãäà F (z) òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ.

Èç ëåììû 8 âûâîäèòñÿ ëåììà 6 òî÷íî ïî òîé æå ñõåìå, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî ïðè âûâîäå ëåììû 3.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ai, Bj � æàäíî ñóììèðóåìûå ñåìåéñòâà íåâûðîæäåí-
íûõ ìàòðèö. Òîãäà åñëè èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òàêæå æàäíî ñóììèðó-
åìî, òî æàäíàÿ ñóììà ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ æàäíûõ
ñóìì.

Òàê êàê êâàòåðíèîíû è îêòàâû Êýëè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè, òî
äîêàçàííàÿ âûøå ìàòðè÷íàÿ òåîðåìà óìíîæåíèÿ âëå÷åò çà ñîáîé ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òåîðåìû äëÿ ñóìì êâàòåðíèîíîâ è îêòàâ Êýëè, êîòîðûå ôîðìó-
ëèðóþòñÿ â òî÷íîñòè àíàëîãè÷íî êîìïëåêñíîé òåîðåìå óìíîæåíèÿ.

1Ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ íàçûâàåì àíàëèòè÷åñêîé, åñëè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ âñå åå êîì-
ïîíåíòû
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Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí Ñ. Â. Áî÷êàðåâó çà
èäåþ ïîèñêà âåêòîðíîãî àíàëîãà òåîðåìû óìíîæåíèÿ, êîòîðàÿ ñïîñîáñòâî-
âàëà íàõîæäåíèþ ìàòðè÷íîé òåîðåìû óìíîæåíèÿ. Åñëè â òåîðåìå óìíîæå-
íèÿ âìåñòî ÷èñåë ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû à óìíîæåíèå çàìåíèòü íà ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå, òî òåîðåìà ïåðåñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâîé. Ïðîèçâåäåíèå
íà âåêòîðàõ îáÿçàòåëüíî äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ: ìîäóëü ïðîèçâåäå-
íèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëåé. Ñ ýòèì óñëîâèåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
óìíîæåíèÿ ïðîõîäèò ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîò-
ðåííûì ñëó÷àåì, áåç ýòîãî óñëîâèÿ òåîðåìà óìíîæåíèÿ íåâåðíà.
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