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Введение 5

Введение
1. Алгебры Кричевера–Новикова и их место в теории

алгебр Ли, геометрии и топологии пространств модулей,
теории интегрируемых систем и конформной квантовой
теории поля. В 60-х – 80-х годах 20 столетия теория бесконеч-
номерных алгебр Ли пережила период бурного роста, связанный
с появлением аффинных алгебр Каца–Муди и алгебры Вирасоро,
сочетавших явную преемственность по отношению к классиче-
ской теории полупростых алгебр Ли с успешностью в приложе-
ниях.

В этот же период произошло становление двух важных дис-
циплин математической физики – теории интегрируемых систем
и конформной теории поля, характеризовавшееся глубоким про-
никновением методов теории римановых поверхностей в теорети-
ческую физику.

Открытие роли алгебр Каца–Муди и Вирасоро как алгебр
формальных калибровочных и конформных инфинитезимальных
симметрий этих теорий и важного инструмента интегрирования
нелинейных уравнений связало воедино оба предмета. Переход
от формальных к более геометрическим типам симметрий тре-
бовал рассмотрения алгебр токов и векторных полей на римано-
вых поверхностях. К концу 80-х возникло несколько таких работ,
главным образом связанных с эллиптическими кривыми, но не
только.

В 1987 году, в связи с исследованиями в теории солитонов и
конформной теории поля, И.М. Кричевер и С.П. Новиков ввели
центральные расширения алгебр токов и алгебр векторных полей
на римановых поверхностях (с комплексной структурой и отме-
ченными точками), которые впоследствии получили название ал-
гебр Кричевера–Новикова [26], [27], [28]. Эти алгебры естественно
обобщают аффинные (не скрученные) алгебры Каца–Муди и ал-
гебру Вирасоро соответственно. Среди других алгебр токов и век-
торных полей на римановых поверхностях алгебры Кричевера–
Новикова выделяются важным свойством – почти градуирован-
ной структурой, которое слабее градуировки, но сильнее филь-
трации, и ведет к многим важным последствиям, в частности,
позволяет рассматривать аналоги представлений старшего веса.
Применительно к центральным расширениям почти градуирован-
ность эквивалентна свойству локальности соответствующих ко-
циклов, которое в важнейших случаях определяет последние од-
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нозначно. Аффинные (не скрученные) алгебры Каца–Муди и ал-
гебра Вирасоро также являются алгебрами Кричевера–Новикова,
и с этой точки зрения соответствуют римановой сфере с двумя
отмеченными точками.

Алгебры Кричевера–Новикова имеют многочисленные связи
с фундаментальными проблемами геометрии, анализа и матема-
тической физики.

Будучи введены как алгебры рядов Фурье–Лорана на римано-
вой поверхности, они являются частью гармонического анализа.

Теория представлений алгебр Кричевера–Новикова тесно свя-
зана с теорией голоморфных расслоений на римановых поверх-
ностях. В частности, голоморфные расслоения играют основную
роль в параметризации представлений основного известного в на-
стоящее время (введенного автором в [56]) класса фермионных
представлений.

Конструкция фермионных представлений демонстрирует
и другую важную связь – с интегрируемыми системами:
в конструкции существенно используются объекты теории
коммутативных колец разностных операторов, построенной
в [31], [32], [33].

Имеется фундаментальная связь, основанная на теории Кода-
иры–Спенсера, между алгебрами векторных полей Кричевера–
Новикова и пространствами модулей римановых поверхностей с
отмеченными точками. Эту связь можно сформулировать следу-
ющим образом [50]: касательное пространство к пространству мо-
дулей римановых поверхностей с произвольным числом отмечен-
ных точек и произвольными порядками фиксированных струй ло-
кальных координат в них изоморфно прямой сумме некоторых од-
нородных подпространств алгебры векторных полей Кричевера–
Новикова. Этот факт находится в одном ряду с классическим опи-
санием касательного пространства к пространству модулей за-
мкнутых римановых поверхностей в терминах тензоров на рима-
новой поверхности (дифференциалов Бельтрами, квадратичных
дифференциалов), восходящим к Тейхмюллеру, Альфорсу, Бер-
су. Ситуация с одной отмеченной точкой впервые рассмотрена
Концевичем [22] с привлечением алгебры Вирасоро. Двухточеч-
ная ситуация рассматривалась в [26], [14] уже средствами алгебр
Кричевера–Новикова. Продвижение, связанное с этими алгебра-
ми, основано на том, что оказывается возможным указать базис
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касательного пространства к пространству модулей в терминах
базисов Кричевера–Новикова.

Связь между алгебрами Кричевера–Новикова и пространства-
ми модулей римановых поверхностей лежит в основе приложений
этих алгебр в двумерной конформной квантовой теории поля (2D
CFT) [49], [50]. Понимание двумерной конформной теории по-
ля как проективно плоской связности на пространстве модулей
римановых поверхностей, заданной тензором энергии-импульса,
восходит к работе А. Полякова [35] и отчетливо сформулировано
в работе Фридана и Шенкера [10].

Среди двумерных конформных теорий поля теории Весса–
Зумино–Новикова–Виттена (WZNW) выделяютcя наличием до-
полнительных первичных полей – токов, образующих представ-
ление аффинной алгебры Ли, и условием, что тензор энергии-
импульса связан с ними конструкцией Сугавары. В теориях этого
класса существенную роль играют a-периоды тока, которые фи-
зики называют нулевыми модами. Как подчеркивает в [2] один
из основателей теории Д. Бернар, “нулевые моды несут в се-
бе почти всю нетривиальную информацию, касающуюся модели
WZW”. Точнее, это означает, что через нулевые моды операторов
тока выражаются основные корреляционные функции, например,
среднее тензора энергии-импульса. В связи со сказанным возни-
кает важная проблема явного определения действия нулевых мод.
Трудность здесь в том, что в теориях, основанных на использова-
нии алгебр Каца–Муди, нулевые моды не являются элементами
алгебры калибровочных симметрий. Для решения этой проблемы
Д. Бернар [2], [3] ввел дополнительные параметры – наборы груп-
повых элементов (“твисты” в физической терминологии), и опре-
делил операторы нулевых мод как инфинитезимальные сдвиги
по ним, что является дополнительным соглашением, не преду-
смотренным основами теории. Впоследствии было понято, что
это соглашение эквивалентно дополнительным требованиям ин-
вариантности теории – инвариантности относительно выбора го-
ломорфного векторного расслоения на римановой поверхности.
Первый математически строгий подход к построению двумерных
конформных теорий поля [66] вообще игнорировал проблему ну-
левых мод.

Использование аффинных алгебр Кричевера–Новикова в ка-
честве алгебры токов решает проблему нулевых мод, поскольку
последние являются коэффициентами разложения тока по бази-
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су Кричевера–Новикова, то есть фурье-модами в точном смысле
слова. Если ток принимает значения в операторах представления
аффинной алгебры Кричевера–Новикова, то эти моды естествен-
но действуют в пространстве представления без всяких дополни-
тельных соглашений.

2. Основные задачи теории и приложений алгебр Кри-
чевера–Новикова. Основными задачами теории алгебр Ли яв-
ляется описание структуры алгебры, ее инвариантов и представ-
лений.

Из определения аффинных алгебр Кричевера–Новикова непо-
средственно вытекают свойства почти градуированности и, как
следствие, наличие треугольного разложения (аналог разложе-
ния Ивасавы полупростых алгебр Ли). Это делает структу-
ру аффинных алгебр Кричевера–Новикова похожей на струк-
туру аффинных алгебр Каца–Муди. В отличие от них, в ал-
гебрах Кричевера–Новикова кроме верхней и нижней треуголь-
ных подалгебр и картановской подалгебры имеется не являюще-
еся подалгеброй дополнительное подпространство. Перечислен-
ные факты – это все, что было известно о структуре алгебр
Кричевера–Новикова к началу настоящего исследования. Они
найдены для случая двух отмеченных точек Кричевером и Но-
виковым в [26], а для многих отмеченных точек Шлихенмайером
в [43] и последующих работах. Об аналогах более глубоких фак-
тов структурной теории алгебр Каца–Муди, таких как наличие
системы корней, корневого разложения и группы Вейля ничего
не известно и в настоящее время.

Основным методом в теории представлений алгебр Каца–
Муди является теория старшего веса. Ее главный вывод – непри-
водимые представления алгебры Каца–Муди находятся во вза-
имно однозначном соответствии с элементами неотрицательного
конуса двойственного пространства к картановской подалгебре –
старшими весами. Однако, картановская подалгебра у аффин-
ной алгебры Кричевера–Новикова – точно такая же как у алгеб-
ры Каца–Муди (с той же конечномерной алгеброй Ли). Поэтому и
пространство представлений старшего веса, построенное по клас-
сической схеме, точно такое же. Однако, ясно, что в отличие от
алгебр Каца–Муди, представления аффинных алгебр Кричевера–
Новикова должны зависеть от комплексной структуры на рима-
новой поверхности. Нет никаких оснований считать, что зависи-
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мость от этих дополнительных параметров должна принять фор-
му старшего веса.

В связи с этим была поставлена задача о разработке новой
конструкции представлений, в которой сохранялся бы имеющий
глубокие физические основы принцип порождения пространства
представления старшим вектором, но вес был бы заменен другим
объектом (зависящим от аналитической структуры поверхности).

Решение этой задачи привело к конструкции фермионных
представлений. Представления этого класса параметризуются
(“в существенном”) голоморфными векторными расслоениями на
римановой поверхности. Это приводит к выводу о том, что тео-
рия представлений аффинных алгебр Кричевера–Новикова дале-
ко выходит за рамки классической теории старшего веса, и в ней
весьма существенна роль алгебро-геометрических явлений.

Помимо нового ингредиента, которым является использование
голоморфных расслоений, в конструкции фермионного представ-
ления важную роль играет хорошо известное понятие полубеско-
нечных кососимметричеких форм, введенное Б.Л. Фейгиным и
Д. Б. Фуксом в [7]. К началу настоящего исследования уже суще-
ствовали примеры представлений алгебр Кричевера–Новикова,
построенные с использованием этих объектов [26], [27], [28], [43].

Один из центральных вопросов теории представлений ал-
гебр Ли – описание операторов Казимира (казимиров, лапласиа-
нов). Казимиры могут быть охарактеризованы как эндоморфиз-
мы представлений алгебры Ли, которые определенным образом
строятся по самим операторам представления. Казимиры – объ-
ект исключительной важности в теории и приложениях. Теория
специальных функций, конструкции гамильтонианов и исследо-
вание свойств квантовых систем, обладающих симметриями, тео-
рия вполне интегрируемых систем – далеко не полный список их
приложений. Наиболее важны казимиры второго порядка.

Для конечномерных полупростых алгебр Ли описание кази-
миров основано, главным образом, на теореме И. М. Гельфанда о
центре универсальной обертывающей алгебры [12]. Этот подход
не работает в бесконечномерном случае. Для алгебр Каца–Муди
определение казимира второго порядка использует либо корне-
вую структуру (как в [17]), либо наличие оператора градуировки
(выделенного векторного поля z ∂

∂z на римановой сфере) – как
в [18]. Для аффинных алгебр Кричевера–Новикова не известно
ни корневой структуры (как отмечалось выше), ни какого бы то
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ни было выделенного векторного поля, ни градуировки. Поэтому
определение казимира второго порядка требует какого-то нового
подхода. В настоящем исследовании мы ставим и решаем задачу
полного описания казимиров второго порядка аффинных алгебр
Кричевера–Новикова.

Перечисленные выше основные задачи теории представле-
ний применительно к аффинным алгебрам Кричевера–Новикова
впервые поставлены, и в той или иной степени решены, в ходе
настоящего исследования.

Параллельно с разработкой теории представлений алгебр
Кричевера–Новикова выяснялись ее возможные приложения.

В теории представлений алгебр Каца–Муди имеется спе-
цифическое и очень интересное явление, названное В. Кацем
в [17]”одним из самых мощных инструментов конформной тео-
рии поля” – конструкция Сугавары. Эта конструкция позволяет
при очень общих предположениях построить по представлению
аффинной алгебры представление центрального расширения со-
ответствующей алгебры векторных полей. Это последнее называ-
ется представлением Сугавары. Конструкция восходит к работе
Сугавары [64]. Общепринятое изложение для аффинных алгебр
Каца–Муди дано в [18]. Основы обобщения конструкции на рима-
новы поверхности положительного рода заложены в [27]. В этой
работе, впрочем, рассматривался случай алгебры токов со значе-
ниями в коммутативной (конечномерной) алгебре Ли (по-другому
это называется алгеброй типа Гейзенберга). Возникает естествен-
ная задача нахождения некоммутативного аналога конструк-
ции [27].

В настоящей работе представлен совместный результат авто-
ра и М. Шлихенмайера – обобщение конструкции Сугавары на
случай токов на римановой поверхности с произвольным чис-
лом отмеченных точек и со значениями в произвольной конеч-
номерной редуктивной алгебре Ли. Случай некоммутативных то-
ков на римановых поверхностях с двумя отмеченными точками
впервые рассмотрен в физической литературе [4]. В этой рабо-
те, в основном решающей задачу, имеются значительные матема-
тические пробелы (анализ которых дан в разделе 4.2). Совмест-
ная работа автора и М. Шлихенмайера [48] для случая токов со
значениями в полупростой алгебре Ли появилась независимо, но
позднее. В ней использованы другие методы доказательства, поз-
волившие устранить пробелы работы [4], а также рассмотрен слу-
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чай римановых поверхностей с многими отмеченными точками.
Несложное обобщение конструкции на редуктивный случай про-
делано автором [61]. В целом наши доказательства моделируют
доказательство для алгебр Каца–Муди [18], но они гораздо слож-
нее технически. Ввиду важности конструкции Сугавары хотелось
бы иметь более простое и прозрачное доказательство.

Отметим особо, что хорошо известно [18] использование кон-
струкции Сугавары в описании казимиров второго порядка аф-
финных алгебр Каца–Муди. Мы также используем полученные
нами результаты по конструкции Сугавары на римановых поверх-
ностях в упомянутом выше описании операторов Казимира.

Полученное нами обобщение конструкции Сугавары позволи-
ло перейти к дальнейшим приложениям теории представлений
алгебр Кричевера–Новикова в конформной теории поля.

В основе приложений аффинных алгебр Ли в конформной тео-
рии поля лежит тот факт, что действие Весса–Зумино–Новикова
инвариантно относительно группы токов на римановой поверх-
ности, и, следовательно, его квантование связано с представ-
лениями алгебры токов, то есть алгебры Кричевера–Новикова.
Ограничивая токи на римановой поверхности на малые конту-
ры вокруг отмеченных точек, можно получить вложение алгеб-
ры Кричевера–Новикова в прямую сумму алгебр Каца–Муди,
причем каждое представление второй задаст представление пер-
вой. Исторически был выбран именно этот путь [21], [66], при-
чем настоящая алгебра симметрий была забыта. Возникает есте-
ственная задача: построить двумерную конформную теорию по-
ля с аффинной алгеброй Кричевера–Новикова в качестве алгебры
токов. При этом увеличивается число параметров, от которых
зависит теория, и получает решение проблема нулевых мод, об-
суждавшаяся выше (раздел 1).

Результаты, полученные в направлении реализации этой про-
граммы, представлены в главе 5 диссертации (см. также сле-
дующий раздел). Это построение расслоения конформных бло-
ков и проективно плоской связности на нем, нахождение аналога
уравнений Книжника–Замолодчикова для положительного рода.
В целом эти результаты получены в соавторстве с М. Шлихен-
майером.

3. Структура и содержание работы. Работа состоит из
введения и шести глав. Нумерация всех утверждений и опреде-
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лений сквозная в пределах главы; каждый номер состоит из двух
частей – номер главы и номер утверждения (соотношения).

В главе 1 вводятся основные определения, относящиеся к ал-
гебрам Кричевера–Новикова, и дается обзор их основных свойств.
Введены алгебры токов, векторных полей и дифференциаль-
ных операторов Кричевера–Новикова, пространства тензоров
Кричевера–Новикова на римановых поверхностях. Определена
двойственность Кричевера–Новикова между тензорами допол-
нительных весов (валентностей). Введены базисы Кричевера–
Новикова и соответствующая почти градуированная структура,
играющие основную роль в дальнейшем изложении. Дано описа-
ние центральных расширений и 2-когомологий введенных алгебр.
Даны определения объектов, составляющих предмет настоящей
работы – аффинной алгебры Кричевера–Новикова и алгебры ти-
па Вирасоро.

В главе 2 дается описание пространства коприсоединенных ор-
бит аффинной алгебры Кричевера–Новикова.

Глава 3 главным образом посвящена конструкции фермион-
ных представлений аффинных алгебр Кричевера–Новикова. Сна-
чала, следуя [29], [32], [30], [33], мы даем описание голоморфных
расслоений на римановых поверхностях в терминах параметров
Тюрина и вводим базисы Кричевера–Новикова в сечениях голо-
морфных расслоений с полюсами в двух отмеченных точках. За-
тем мы даем аналогичное описание базисов для случая многих
отмеченных точек. Центральный результат главы – построение
класса представлений аффинных алгебр Кричевера–Новикова,
получивших название фермионных представлений. Мы даем опи-
сание классов эквивалентности этих представлений. В заключе-
ние мы даем более традиционную (но обладающую меньшей сте-
пенью общности для данного класса алгебр Ли) конструкцию мо-
дулей Верма в случае многих точек. Основные результаты главы
опубликованы в [56], [57], [58], [61].

Глава 4 посвящена представлениям алгебр типа Вирасоро.
Развивая результаты предыдущей главы, мы рассматриваем фер-
мионные представления этих алгебр. Вслед за этим мы переходим
к конструкции Сугавары, позволяющей по каждому допустимому
представлению аффинной алгебры построить в том же простран-
стве представление алгебры типа Вирасоро. Значительную часть
главы занимают подробные доказательства теорем о конструк-
ции Сугавары, которые весьма объемны и могут быть пропущены
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при первом чтении. Основные результаты главы опубликованы
в [48], [49], [50], [58], [61].

В главе 5 рассматриваются приложения алгебр Кричевера–
Новикова к геометрии пространств модулей и уравнениям
Книжника–Замолодчикова. Мы формулируем в терминах алгебр
типа Вирасоро и базисов Кричевера–Новикова в них описание
касательного пространства Кураниши к пространству модулей
римановых поверхностей с отмеченными точками и фиксирован-
ными до определенного порядка струями локальных координат
в этих точках. Пользуясь этим описанием, мы находим форму-
лы для деформаций функций и векторных полей Кричевера–
Новикова при деформации модулей. Далее мы определяем кон-
формные блоки как коинварианты регулярных подалгебр аффин-
ных алгебр Кричевера–Новикова, вводим расслоение конформ-
ных блоков, обобщенную связность Книжника–Замолодчикова
на нем и доказываем проективную плоскостность этой связно-
сти (используя при этом полученные выше результаты по дефор-
мациям). Мы определяем уравнения Книжника–Замолодчикова
на римановых поверхностях положительного рода с отмеченны-
ми точками как уравнения горизонтальных сечений этой связ-
ности; найденные уравнения явно записываем в терминах бази-
сов Кричевера–Новикова. В заключение главы мы показываем,
что для рода 0 наш подход дает обычные уравнения Книжника–
Замолодчикова, и получаем явный вид этих уравнений для ро-
да 1. Основные результаты главы опубликованы в [49], [50].

В главе 6 мы вводим и описываем операторы Казимира второ-
го порядка аффинных алгебр Кричевера–Новикова. Мы вводим,
также, более общие операторы, названные нами полуказимира-
ми, и устанавливаем их связь с касательными пространствами
к пространствам модулей римановых поверхностей, рассмотрен-
ными выше, а именно находим отображения касательных про-
странств к пространствам модулей в пространство операторов,
индуцированных полуказимирами на конформных блоках; иссле-
дованы условия корректной определенности этих отображений.
Основные результаты главы опубликованы в [58], [60], [61], [48].

Настоящая работа основана на материалах докторской дис-
сертации автора, имеющей то же название.
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1. АЛГЕБРЫ КРИЧЕВЕРА–НОВИКОВА:
ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
И СТРУКТУРНАЯ ТЕОРИЯ

Пусть Σ – компактная риманова поверхность рода g, или, в
терминах алгебраической геометрии, гладкая проективная кри-
вая над C. Пусть

I = (P1, . . . , PN ), N > 1,

– упорядоченный набор попарно различных отмеченных точек
на Σ, и P∞ – выделенная отмеченная точка, отличная от Pi для
любого i. Точки из I называются входящими, а точка P∞ – выхо-
дящей. Пусть A = I ∪ {P∞}. Для Σ \A мы будем часто использо-
вать обозначение Σ∗. В [42], [43] рассмотрен случай произвольно-
го конечного числа выходящих точек. Результаты этого раздела
остаются справедливыми в этом более общем случае.

1.1. Алгебры токов, векторных полей и другие алгеб-
ры Кричевера–Новикова. Пусть A := A(Σ, I, P∞) – ассоциа-
тивная алгебра мероморфных функций на Σ, регулярных везде за
исключением, быть может, точек P ∈ A. Пусть g – комплексная
конечномерная редуктивная алгебра Ли. Тогда

ḡ = g⊗C A (1.1)

называется алгеброй токов Кричевера–Новикова [26], [51], [53],
[55]. Скобка Ли на ḡ задается с помощью соотношений

[x⊗A, y ⊗B] = [x, y]⊗AB. (1.2)

Мы будем часто опускать в обозначениях символ ⊗.
Обозначим через L алгебру Ли мероморфных векторных по-

лей на Σ, которым разрешается иметь полюса только в точках
P ∈ A [26], [27], [28].

Для римановой сферы (g = 0) с квазиглобальной координа-
той z и множествами I = {0} и P∞ = ∞, алгебра A – это ал-
гебра полиномов Лорана, алгебра токов ḡ – это алгебра петель,
а алгебра векторных полей L – это алгебра Витта. Иногда, для
краткости, мы называем этот случай классическим.

Алгебра L действует на элементы алгебры A с помощью диф-
ференцирований. Это позволяет определить алгебру Ли D1 диф-
ференциальных операторов первого порядка как полупрямую
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сумму алгебр A и L. Как векторное пространство D1 = A ⊕ L.
Скобка Ли определяется с помощью соотношений

[(A, e), (B, f)] := (eB − fA, [e, f ]), A,B ∈ A, e, f ∈ L. (1.3)

Здесь eA обозначает производную функции h вдоль векторного
поля e. В локальных координатах имеем e = ẽ d

dz и eA = ẽ · dA
dz .

Рассмотрим, наконец, алгебру Ли D1
g дифференциальных опе-

раторов, связанную с ḡ (алгебру дифференциальных операторов
Кричевера–Новикова). Как линейное пространство D1

g = ḡ ⊕ L.
Скобка Ли задается соответствующими скобками на ḡ и L, и до-
полнительными требованиями

[e, x⊗A] := −[x⊗A, e] := x⊗ (eA). (1.4)

В качестве частного случая при g = gl(1) получаем D1
g = D1.

1.2. Мероморфные формы веса λ и двойственность
Кричевера–Новикова. Пусть K – каноническое линейное рас-
слоение. Ассоциированный пучок локальных сечений – это пучок
голоморфных дифференциалов. Следуя общепринятой практике,
мы обычно не будем делать различий между линейным расслое-
нием и ассоциированным обратимым пучком локальных сечений.
Для каждого λ ∈ Z рассмотрим расслоение Kλ := K⊗λ. Здесь
мы следуем обычному соглашению: K0 = O – тривиальное рас-
слоение, а K−1 = K∗ – голоморфное касательное (линейное) рас-
слоение. Разумеется, зафиксировав тэта-характеристики, то есть
расслоение S, для которого S⊗2 = K, мы могли бы рассматри-
вать λ ∈ 1

2Z. Обозначим через Fλ (бесконечномерное) векторное
пространство глобальных мероморфных сечений расслоения Kλ,
голоморфных на Σ \ A. Элементы пространства Fλ называются
(мероморфными) формами, или тензорами, веса λ.

Особый интерес представляют следующие случаи: функции
(λ = 0), векторные поля (λ = −1), 1-формы (λ = 1) и квадра-
тичные дифференциалы (λ = 2). Пространство функций выше
обозначено A, а пространство векторных полей – L.

Умножая сечения на функции, вновь получаем сечения.
Таким образом пространства Fλ наделяются структурой A-
модулей. Действие векторных полей на формы с помощью произ-
водной Ли превращает пространства Fλ в L-модули. В локальных
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кординатах производная Ли задается формулой

(e.g)| :=
(
ẽ(z)

d

dz

)
.(g̃(z) dzλ) :=

(
ẽ(z)

dg̃

dz
(z) + λ g̃(z)

dẽ

dz
(z)
)
dzλ.

(1.5)
С помощью канонического определения (g + e) .v = g · v + e.v
на векторных пространствах Fλ задается структура D1-модулей.
Здесь g ∈ A, e ∈ L и v ∈ Fλ. Универсальные конструкции поз-
воляют рассматривать и алгебры дифференциальных операторов
произвольного порядка [43], [45].

Пусть ρ – мероморфный дифференциал, голоморфный на
Σ \ A, имеющий полюса в точности первого порядка в точках
множества A, заданные положительные вычеты в I, заданные
отрицательные вычеты в точке P∞ (разумеется, удовлетворяю-
щие условию

∑
P∈I resP (ρ) + resP∞(ρ) = 0) и чисто мнимые пе-

риоды. Существует ровно один такой дифференциал [39, p.116].
Для фиксированной точки R ∈ Σ \A определена, и является гар-
монической, функция u(P ) = ℜ

∫ P

R
ρ. Семейство линий уровня

Cτ := {p ∈ M | u(P ) = τ}, τ ∈ R определяет на Σ \ A слоение.
Каждая линия Cτ отделяет точки множества I от точки P∞. Для
всех τ ≪ 0 (τ ≫ 0) линия уровня Cτ представляет собой несвяз-
ное объединение деформированных окружностей Ci вокруг то-
чек Pi, i = 1, . . . , N (деформированную окружность C∞ вокруг
точки P∞). Мы назовем любую такую линию уровня, или любой
цикл, гомологичный такой линии уровня, разделяющим циклом
и обозначим его CS .

Определение 1.1. Двойственность Кричевера–Новикова
задается спариванием пространств Fλ и F1−λ с помощью фор-
мы

Fλ ×F1−λ → C,

⟨f, g⟩ :=
1

2πi

∫
CS

fg =
∑
P∈I

resP (fg) = − resP∞(fg), (1.6)

где CS – произвольный разделяющий цикл.

Последнее равенство следует из теоремы о вычетах. Заметим, что
в (1.6) интеграл не зависит от выбора разделяющего цикла. Из су-
ществования дуальных базисов, построенных в следующем разде-
ле, следует, что форма (1.6) является невырожденной.
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1.3. Базисы Кричевера–Новикова. Кричевер и Новиков
ввели специальные базисы (базисы Кричевера–Новикова) в про-
странствах мероморфных тензоров на римановых поверхностях
с двумя отмеченными точками. При g = 0 базисы Кричевера–
Новикова совпадают с базисами Лорана. Многоточечное обобще-
ние этих базисов дано в [42], [43] (см. также [38] о некоторых
результатах в том же направлении). Следуя [26], [42], [43], мы
определяем здесь базисы Кричевера–Новикова для тензоров про-
извольного веса λ на римановой поверхности с N отмеченными
точками.

Зафиксируем λ и для любых n ∈ Z, p = 1, . . . , N , предъявим
базисный элемент fλ

n,p ∈ Fλ. Базисные элементы выбираются та-
ким образом, чтобы они удовлетворяли соотношениям двойствен-
ности

⟨fλ
n,p, f

1−λ
m,r ⟩ = δm

−n · δr
p (1.7)

по отношению к спариванию (1.6). В частности, отсюда вытекает,
что спаривание (1.6) невырожденно. Кроме того, базисные эле-
менты должны удовлетворять условию

ordPi(f
λ
n,p) = (n+ 1− λ)− δp

i , i = 1, . . . , N. (1.8)

Порядок в точке P∞ выбирается так чтобы с точностью до ска-
лярного множителя существовал единственный элемент, удовле-
творяющий (1.7). Для этого при g > 2, λ ̸= 0, 1 и A, состоящем из
точек общего положения (а также при g = 0 – без дополнитель-
ных ограничений), потребуем

ordP∞(fλ
n,p) = −N · (n+ 1− λ) + (2λ− 1)(g − 1). (1.9)

После выбора локальных координат zp в точках Pp скалярный
множитель фиксируется условием

fλ
n,p(zp) = zn−λ

p (1 +O(zp))(dzp)λ, p = 1, . . . , N. (1.10)

С использованием теоремы Римана–Роха в [40] показано, что
существует только один элемент, удовлетворяющий (1.8)-(1.10).
По поводу модификаций этих требований при остальных g и λ
см. [50], [42], [43].

Имеются точные описания базисных элементов fλ
n,p в терми-

нах рациональных функций при g = 0, σ-функции Вейерштрасса
при g = 1, прим-форм и тэта-функций при g > 1 [41]. Для g = 0
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и g = 1 такие описания можно найти и в [50, §§ 2, 7]. По пово-
ду описаний в терминах ℘-функции Вейерштрасса см. [37], [44].
В частности, из явных представлений видно что базисные элемен-
ты аналитически меняются при деформации комплексной струк-
туры римановой поверхности.

Для следующих случаев мы вводим специальные обозначения:

An,p := f0
n,p, en,p := f−1

n,p, ωn,p := f1
−n,p, Ωn,p := f2

−n,p.
(1.11)

Для g > 1 и N = 1 эти элементы с точностью до сдви-
га номера совпадают с введенными Кричевером и Новиковым
в [26], [27], [28].

1.4. Почти градуированная структура, треугольные
разложения. При g = 0 и N = 1 алгебры Ли, введенные в раз-
деле 1.1 являются градуированными. Градуировка – необходи-
мый инструмент их структурной теории и теории представлений
старшего веса. Для случая высших родов (и в многоточечной си-
туации при g = 0) градуировки нет. Фундаментальным наблю-
дением Кричевера и Новикова [26], [27], [28] является то, что бо-
лее слабое свойство, почти градуированность, уже достаточно для
развития структурной теории и теории представлений в этом бо-
лее общем случае.

Алгебра (ассоциативная или алгебра Ли) называется почти
градуированной если она допускает разложение в прямую сумму
векторных пространств V =

⊕
n∈Z Vn, где dimVn < ∞ и суще-

ствуют константы R и S такие, что

Vn · Vm ⊆
n+m+S⊕

h=n+m−R

Vh ∀n,m ∈ Z. (1.12)

Элементы пространства Vn называются однородными элемента-
ми степени n. Пусть V =

⊕
n∈Z Vn – почти градуированная ал-

гебра и M – некоторый V-модуль. Модуль M называется почти
градуированным если он допускает разложение в прямую сумму
векторных пространств M =

⊕
m∈Z Mm, где (1) dimMm < ∞ и

(2) имеются константы T и U такие, что

VnMm ⊆
n+m+U⊕

h=n+m−T

Mh ∀n,m ∈ Z. (1.13)
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Элементы пространства Mn называются однородными элемента-
ми степени n.

В случае пространства Fλ однородная компонента Fλ
n опреде-

ляется как подпространство, порожденное элементами fλ
n,p, p =

1, . . . , N . Тогда Fλ =
⊕

n∈Z F
λ
n .

Предложение 1.2 [42], [43]. По отношению к введенной
степени алгебра векторных полей L, алгебра функций A и ал-
гебра дифференциальных операторов D1 являются почти граду-
ированными, а Fλ является почти градуированным модулем над
ними. В частности, существуют постоянные K,L ∈ N, такие
что для всех n,m ∈ Z

An,p ·Am,r = δr
p An+m,p +

n+m+K∑
h=n+m+1

N∑
s=1

α
(h,s)
(n,p),(m,r)Ah,s,

[en,p, em,r] = δr
p (m− n) en+m,p +

n+m+L∑
h=n+m+1

N∑
s=1

γ
(h,s)
(n,p),(m,r)eh,s,

с подходящими коэффициентами α
(h,s)
(n,p),(m,r), γ

(h,s)
(n,p),(m,r) ∈ C.

Алгебру A как векторное пространство можно разложить сле-
дующим образом:

A = A+ ⊕A(0) ⊕A−, (1.14)

где
A+ := ⟨An,p | n > 1, (P1, P2, . . . , PN )⟩,
A− := ⟨An,p | n 6 −K − 1, (P1, P2, . . . , PN )⟩,
A(0) := ⟨An,p | −K 6 n 6 0, (P1, P2, . . . , PN )⟩,

(1.15)

а алгебру Ли L следующим образом:

L = L+ ⊕ L(0) ⊕ L−, (1.16)

где
L+ := ⟨en,p | n > 1, (P1, P2, . . . , PN )⟩,
L− := ⟨en,p | n 6 −L− 1, (P1, P2, . . . , PN )⟩,
L(0) := ⟨en,p | −L 6 n 6 0, (P1, P2, . . . , PN )⟩.

(1.17)

Мы называем (1.14), (1.17) треугольными разложениями. Ана-
логично получаем треугольное разложение алгебры D1.
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Вследствие почти градуированности подпространства A±
и L± являются подалгебрами, но подпространства A(0) и L(0) та-
ковыми, вообще говоря, не являются. Для них мы используем
название критическая полоса.

Заметим, что A+ и L+ могут быть охарактеризованы как ал-
гебра функций (соответственно, векторных полей), имеющих в
точках Pi, 1, . . . , N нули, как минимум, порядка один (соответ-
ственно, два). Эти алгебры могут быть расширены с помощью
добавления всех элементов, регулярных в точках Pi. Этого мож-
но достичь добавляя к ним множества {A0,p, (P1, P2, . . . , PN )} (со-
ответственно {e0,p, e−1,p, 1, . . . , N}) базисных элементов критиче-
ской полосы. Мы обозначаем расширенные алгебры A∗+ и L∗+ со-
ответственно.

Со своей стороны, A− и L− также могут быть расширены так,
чтобы они содержали все элементы, регулярные в P∞. Это по-
дробно объяснено в [50]. Получим A∗− и L∗− соответственно. Точ-
но так же для любого p ∈ N0 пусть L(p)

− – подалгебра векторных
полей, имеющих в точке P∞ нуль порядка > p + 1, а A(p)

− – по-
далгебра функций имеющих в P∞ нуль порядка > p. Получаем
разложения

L = L+ ⊕ L(p)
(0) ⊕ L

(p)
− для p > 0, (1.18)

для p > 1 и
A = A+ ⊕A(p)

(0) ⊕A
(p)
− (1.19)

для p > 1 с “критическими полосами” L(p)
(0) и A(p)

(0), которые облада-
ют лишь структурой подпространств. Особенный интерес для нас
представляет пространство L(1)

(0), которое мы называем редуциро-
ванной критической полосой. При g > 2 его размерность равна

dimL(1)
(0) = N +N + (3g − 3) + 1 + 1 = 2N + 3g − 1. (1.20)

Здесь первые два слагаемых соответствуют размерностям L0 и
L−1. Средний член идет от базисных векторных полей, имеющих
полюса и в Pi, 1, . . . , N , и в P∞. Сумма 1 + 1 соответствует ба-
зисным векторным полям, имеющим в P∞ порядки ровно ноль и
ровно один соответственно.

Несложно продолжить квазиградуировку на алгебру токов ḡ,
полагая deg(x ⊗ An,p) := n. Как и выше, имеется треугольное
разложение

ḡ = ḡ+ ⊕ ḡ(0) ⊕ ḡ−, где ḡβ = g⊗Aβ , β ∈ {−, (0),+}, (1.21)
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В частности, ḡ± являются подалгебрами. Соответствующим об-
разом возникают и расширенные подалгебры.

Конечномерная алгебра Ли g естественно вкладывается в ḡ в
качестве подалгебры. Она лежит в подпространстве ḡ0, что вы-
текает из следующей простой леммы.

Лемма 1.3 [49].

1 =
N∑

p=1

A0,p. (1.22)

Доказательство. Используя (1.7), можно написать

1 =
∑
n∈Z

N∑
p=1

⟨1, ωn,p⟩An,p.

Вычисляя порядки подинтегральных выражений, получим

⟨1, ωn,p⟩ =
1

2πi

∮
C

ωn,p = 0, для n ̸= 0, ⟨1, ω0,p⟩ = 1.

Последнее соотношение вводится для нормировки.

1.5. Центральные расширения и 2-когомологии. Ал-
гебры типа Вирасоро. Пусть V – алгебра Ли и γ – 2-коцикл
на ней в смысле когомологий алгебр Ли, то есть антисимметри-
ческая билинейная форма, удовлетворяющая соотношению

γ([f, g], h) + γ([g, h], f) + γ([h, f ], g) = 0 ∀f, g, h ∈ V. (1.23)

Можно определить структуру алгебры Ли на V̂ = C⊕V вводя для
элементов этого пространства обозначения f̂ := (0, f) и t := (1, 0),
и полагая

[f̂ , ĝ] := [̂f, g] + γ(f, g) · t, [t, V̂] = 0. (1.24)

Элемент t является центральным. С точностью до эквивалент-
ности центральные расширения классифицируются элементами
пространства H2(V,C) 2-когомологий алгебры Ли V со значения-
ми в тривиальном модуле C. В частности, два коцикла γ1, γ2 опре-
деляют эквивалентные центральные расширения в том, и только
в том случае когда существует линейная форма φ на V, такая что

γ1(f, g) = γ2(f, g) + φ([f, g]). (1.25)
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Определение 1.4. Пусть V =
⊕

n∈Z Vn – почти градуирован-
ная алгебра Ли. Коцикл γ на V называется локальным (по отно-
шению к почти градуировке) если существуют такие M1,M2 ∈ Z,
что

∀n,m ∈ Z : γ(Vn,Vm) ̸= 0 =⇒ M2 6 n+m 6 M1. (1.26)

Константы M1 и M2 называются соответственно верхней и ниж-
ней границами локального коцикла γ.

При условии deg(t) := 0 центральное расширение V̂ почти гра-
дуировано тогда, и только тогда, когда оно задано локальным
коциклом γ. В этом случае мы называем V̂ почти градуирован-
ным центральным расширением, или локальным центральным
расширением.

В дальнейшем мы рассматриваем коциклы геометрического
происхождения. Сначала мы делаем это для A, L и D1. Пол-
ное изложения для этих случаев дано в [46]. К этой работе мы
отсылаем за доказательствами нижеследующих утверждений и
дальнейшими разъяснениями.

Для коммутативной алгебры Ли A любая антисимметриче-
ская билинейная форма является коциклом. Пусть C – произ-
вольный (не обязательно связный) гладкий контур в Σ∗ (рима-
новой поверхности с выколотыми отмеченными точками), тогда
билинейная форма, определенная соотношениями

γ
(f)
C : A×A → C, γ

(f)
C (g, h) :=

1
2πi

∫
C

g dh (1.27)

антисимметрична, и следовательно является коциклом. Отметим,
что замена контура C любым гомологичным (гладким) контуром
приводит к тому же коциклу. Этот коцикл L-инвариантен, то
есть

γ
(f)
C (eg, h) = γ

(f)
C (eh, g) ∀e ∈ L, ∀g, h ∈ A. (1.28)

Для алгебры L векторных полей обобщим, следуя [26], на слу-
чай положительного рода коцикл Вирасоро–Гельфанда–Фукса.
Для этого сначала выберем проективную связность. Проектив-
ной связностью называется функция R точки и локальных коор-
динат на римановой поверхности, которая при замене координат
u = u(z) преобразуется следующим образом:

R(u)u2
z = R(z) +

uzzz

uz
− 3

2

(
uzz

uz

)2

.
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Пусть R – голоморфная проективная связность, C – произволь-
ный цикл. Паре (C,R) сопоставим коцикл с помощью соотноше-
ния

γ
(v)
C,R(e, f) :=

1
24πi

∫
C

(
1
2
(ẽ′′′f̃ − ẽf̃ ′′′)−R · (ẽ′f̃ − ẽf̃ ′)

)
dz. (1.29)

Здесь e = ẽ d
dz и f = f̃ d

dz , ẽ и f̃ – локальные мероморфные
функции. Благодаря закону преобразования R, подынтегральное
выражение оказывается 1-формой на римановой поверхности, то
есть интеграл корректно определен. Другой выбор проективной
связности (даже если выбирать среди мероморфных проективных
связностей с полюсами только в точках множества A) приведет
к когомологичному коциклу, и следовательно, к эквивалентному
центральному расширению.

Коциклы рассмотренных двух типов могут быть продолжены
на алгебру D1 если положить их равными нулю на подпростран-
стве, дополнительном к области их определения. Для коциклов
на алгебре векторных полей это не требует дополнительных усло-
вий, для алгебры функций необходимым и достаточным являет-
ся условие L-инвариантности (1.28). Однако, имеется еще один
тип коциклов, которые “смешивают” функции и векторные поля.
Для определения такого коцикла выберем мероморфную аффин-
ную связность T , которая голоморфна вне отмеченных точек. Аф-
финной связностью [43], [58], [46] называется функция T точки
и локальных координат на римановой поверхности, которая при
замене координат u = u(z) преобразуется следующим образом:

T (u)uz = T (z) +
uzz

uz
.

Тогда

γ
(m)
C,T (e, g) := −γ(m)

C,T (g, e) :=
1

2πi

∫
C

(
ẽ · g′′ + T · (ẽ · g′)

)
dz (1.30)

является корректно определенным 2-коциклом. Как и раньше,
класс когомологий не зависит от выбора аффинной связности.

Далее рассмотрим коциклы, полученные интегрированием по
разделяющему циклу CS . Такие коциклы мы называем геометри-
ческими, или стандартными. Вместо γCS

будем писать γS . Оче-
видно, эти коциклы можно выразить через вычеты в точках мно-
жества I, или, эквивалентно, в точке P∞.
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Предложение 1.5 [26], [43]. При интегрировании по раз-
деляющим циклам CS рассмотренные выше коциклы локальны.
Для каждого из них верхняя граница равна нулю.

Если заменить R или T другими мероморфными связностями,
имеющими полюса лишь в отмеченных точках, коциклы останут-
ся локальными.

Ввиду локальности геометрические коциклы дают почти гра-
дуированные центральные расширения Â, L̂ и D̂1. В частности, L̂
является обобщением алгебры Вирасоро на случай римановых по-
верхностей положительного рода с отмеченными точками (обыч-
ная алгебра Вирасоро получится, если взять риманову сферу с
отмеченными точками 0 и ∞).

Определение 1.6. Центральное расширение L̂ алгебры Ли
L, отвечающее коциклу вида (1.29), где интеграл берется по раз-
деляющему циклу, называется алгеброй типа Вирасоро.

Ввиду обращения в ноль геометрических коциклов (по край-
ней мере при голоморфной R) на подалгебрахA± и L±, последние
естественно отождествляются с подалгебрами Â± и L̂± в Â и L̂
соответственно.

Одним из главных результатов работы [46] является

Теорема 1.7. (a) Каждый локальный коцикл на A, удовле-
творяющий условию L-инвариантности, кратен (над C) коцик-
лу γ(f)

S . Коцикл γ(f)
S когомологически нетривиален.

(b) Каждый локальный коцикл на L когомологичен коцик-
лу, кратному γ

(v)
S,R . Класс когомологий коцикла γ

(v)
S,R нетривиа-

лен. Для каждого когомологически нетривиального локального
коцикла найдется мероморфная проективная связность R′ , го-
ломорфная вне A, такая что этот коцикл кратен γ

(v)
S,R′ .

(c) Каждый локальный коцикл на D1 с точностью до когра-
ницы является линейной комбинацией коциклов γ(f)

S , γ(v)
S,R и γ(m)

S,T ,
то есть

γ = r1γ
(f)
S + r2γ

(m)
S,T + r3γ

(v)
S,R + кограница, r1, r2, r3 ∈ C. (1.31)

Три указанных коцикла линейно независимы в пространстве ко-
гомологий. Если коэффициенты r2 и r3 линейной комбинации –
ненулевые, то мероморфные проективная связность R′ и аффин-
ная связность T ′ , голоморфные вне A, могут быть выбраны так,
что γ = r1γ

(f)
S + r2γ

(m)
S,T ′ + r3γ

(v)
S,R′ .
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1.6. Аффинные алгебры Кричевера–Новикова, в том
числе алгебры Каца–Муди. Пусть g – конечномерная редук-
тивная алгебра Ли. Выше мы ввели почти градуированную алгеб-
ру токов ḡ. В этом разделе мы изучим центральные расширения
алгебры ḡ. Важнейшими из них являются алгебры Кричевера–
Новикова аффинного типа.

Пусть α – инвариантная симметрическая билинейная форма,
где условие инвариантности означает, что α([x, y], z) = α(x, [y, z]).

Определение 1.8. Алгебра Кричевера–Новикова аффинного
типа – это векторное пространство вида ĝ = ḡ⊕Ct (t – формаль-
ная центральная образующая), на котором задана скобка Ли

[x⊗ f, y ⊗ g] = [x, y]⊗ (fg) + γ(x⊗ f, y ⊗ g) · t, [ t, ĝ] = 0, (1.32)

где

γ(x⊗ f, y ⊗ g) =
α(x, y)

2πi

∫
CS

f dg (1.33)

– коцикл на алгебре функций, полученный интегрированием по
разделяющему контуру CS .

Согласно данному определению ĝ – центральное расширение
алгебры Ли ḡ. В частном случае римановой сферы с выколотыми
точками 0 и ∞ и полупростой алгебры g определение 1.8 дает
аффинную алгебру Каца–Муди. Расширение ĝ зависит от выбора
формы α. Если мы хотим отразить этот факт в обозначениях, мы
используем обозначение ĝα,S .

Определяющий центральное расширение коцикл γS лока-
лен. Следовательно, мы можем продолжить нашу почти граду-
ировку на все центральное расширение, полагая deg t := 0 и
deg(x⊗An,p) := n. Как и прежде, мы получаем треугольное раз-
ложение

ĝα,S = ĝ+⊕ ĝ(0)⊕ ĝ−, где ĝ± ∼= ḡ± и ĝ(0) = ḡ(0)⊕C·t. (1.34)

Соответствующие разложения имеют место для расширенных по-
далгебр. Среди последних особый интерес представляет

ĝr := ĝ
(1)
− = ḡ

(1)
− = g⊗A(1)

− , ĝ∗,ext
+ = ḡ∗+ ⊕ C t = (g⊗A∗+)⊕ C t.

Вместо интегрирования в (1.33) по разделяющему контуру, мы
могли бы интегрировать по любому другому циклу C, и получить
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другое, вообще говоря неэквивалентное, и даже не изоморфное,
центральное расширение ĝα,C . К тому же, a priori нет никаких
причин для того, чтобы произвольно взятый коцикл, задающий
центральное расширение алгебры ḡ, принадлежал этому типу, то
есть получался бы в результате выбора некоторой инвариантной
симметрической билинейной формы α и интегрирования 1-формы
f dg по циклу.

Прежде чем сформулировать относящиеся сюда результаты,
расширим определение (1.28) L-инвариантности так, чтобы оно
годилось для коциклов на ḡ.

Определение 1.9. Коцикл γ на ḡ называется L-инвариант-
ным, если

γ(x(eg), yh)) + γ(xg, y(eh)) = 0 (1.35)

для всех x, y ∈ g, e ∈ L, g, h ∈ A.

Введенные выше коциклы, очевидно, L-инвариантны.

Теорема 1.10 [47, теорема 3.13, следствие 3.14]. (a)
Пусть g – конечномерная простая алгебра Ли, тогда каждый
локальный коцикл на алгебре токов ḡ = g⊗A когомологичен ко-
циклу, задаваемому соотношением

γ(x⊗ f, y ⊗ g) = r · β(x, y)
2πi

∫
CS

f dg, (1.36)

где r ∈ C, а β – форма Картана–Киллинга алгебры Ли g. В част-
ности, γ локален и L-инвариантен.

(b) Каждый локальный L-инвариантный коцикл совпадает с
коциклом вида (1.36) при подходящем выборе r ∈ C.

(c) Если g проста, то с точностью до эквивалентности
и умножения центрального элемента на скаляр существует
только одно нетривиальное почти градуированное центральное
расширение ĝ соответствующей многоточечной алгебры токов
высшего рода ḡ. Оно задается коциклом (1.36).

Далее, пусть g – произвольная комплексная редуктивная ко-
нечномерная алгебра Ли, и

g = g0 ⊕ g1 ⊕ · · · ⊕ gM (1.37)

– ее разложение на абелев идеал g0 и простые идеалы g1, · · · , gM .
Для соответствующей алгебры токов имеем ḡ = ḡ0⊕ ḡ1⊕· · ·⊕ ḡM .
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Теорема 1.11 [47, теорема 3.20]. (a) Пусть g – конечно-
мерная редуктивная алгебра Ли. Если дан локальный коцикл γ
на ḡ, ограничение которого на ḡ0 является L-инвариантным, то
существует симметрическая инвариантная билинейная фор-
ма α на g, такая что γ когомологичен коциклу

γ′α,S(x⊗ f, y ⊗ g) =
α(x, y)

2πi

∫
CS

f dg. (1.38)

Обратно: каждая такая форма α определяет локальный коцикл.
(b) Если коцикл γ локален и L-инвариантен на всей алгебре ḡ,

то он имеет вид (1.38).
(c)

dim H2
loc,L(ḡ,C) =

n(n+ 1)
2

+M. (1.39)

Здесь H2
loc,L(ḡ,C) обозначает подпространство когомологиче-

ских классов, представленных локальными L-инвариантными ко-
циклами.

1.7. Центральные расширения алгебры D1
g. Напомним,

что D1
g = ḡ⊕L с дополнительным соотношением [e, xA] = x(e.A),

см. (1.4). Имеется короткая точная последовательность алгебр Ли

0 −−−−→ ḡ
i1−−−−→ D1

g
p2−−−−→ L −−−−→ 0. (1.40)

Вначале еще раз отметим, что ввиду почти градуированности L
и ḡ и того, что A – почти градуированный L-модуль, алгебра D1

g

является почти градуированной. Для этой алгебры, как и для
рассмотренных выше, локальные коциклы и центральные расши-
рения изучены в [47] (отсутствие смешивающих коциклов в по-
лупростом случае замечено в работе автора [58]). Ограничивая
локальный коцикл алгебры D1

g на подалгебру ḡ получим локаль-
ный коцикл на последней. В полупростом случае имеет место

Теорема 1.12. (a) Пусть g – полупростая алгебра Ли и γ –
локальный коцикл на D1

g . Тогда на g существует симметриче-
ская инвариантная билинейная форма α такая, что коцикл γ ко-
гомологичен линейной комбинации локального коцикла γα,S , за-
данного соотношением (1.38) и локального коцикла γ

(v)
S,R (1.29)

(где C = CS ) алгебры векторных полей L.
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(b) Если g – простая алгебра Ли, то коцикл γα,S кратен стан-
дартному коциклу (1.36) на ḡ.

(c) dim H2
loc(D1

g,C) = M + 1, где M – число простых идеалов
в g.

В редуктивном случае оказывается, что ограничение коцикла
алгебры D1

g на абелев идеал ḡ0 является L-инвариантным. В обоб-
щение смешивающего коцикла для D1 мы получаем для каждой
линейной формы φ ∈ g∗, обращающейся в ноль на g′ := [g, g] =
g1 ⊕ · · · ⊕ gM , локальный коцикл

γφ,S(e, x(g)) :=
φ(x)
2πi

∫
CS

(
ẽ · g′′ + T · (ẽ · g′)

)
dz. (1.41)

Здесь, как и выше, T – мероморфная аффинная связность, име-
ющая полюсы только в точках множества A.

Теорема 1.13 [47, теорема 4.11]. (a) Пусть g – конечно-
мерная редуктивная алгебра Ли. Для каждого локального коцик-
ла γ на D1

g существуют симметрическая инвариантная били-
нейная форма α на g, линейная форма φ на g, которая обраща-
ется в ноль на g′ , и r ∈ C, такие что γ когомологичен

γ′ = γα,S + γφ,S + rγ
(v)
S,R, (1.42)

коцикл γα,S на алгебре токов дается формулой (1.38), смешива-
ющий коцикл γφ,S – формулой (1.41) и коцикл γ

(v)
S,R на алгебре

векторных полей – формулой (1.29). Обратно: любые такие α,
φ, r ∈ C определяют локальный коцикл.

(b) Размерность пространства классов локальных коциклов
H2

loc(D1
g,C) равна n(n+1)

2 + n+M + 1.

1.8. Локальные коциклы для sl(n) и gl(n). Рассмотрим
sl(n) – алгебру Ли бесследовых комплексных матриц n × n.
Единственной инвариантной симметрической билинейной фор-
мой на ней, с точностью до умножения на скаляр, является форма
Картана–Киллинга β(x, y) = tr(xy). Из теорем 1.10 и 1.12 следует

Предложение 1.14. (a) Каждый локальный коцикл на ал-
гебре токов sl(n) когомологичен коциклу

γ(xg, yh) = r · tr(xy)
2πi

∫
CS

g dh, r ∈ C. (1.43)
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(b) Каждый L-инвариантный локальный коцикл совпадает
с (1.43) при подходящем выборе r .

(c) Каждый локальный коцикл на алгебре дифференциальных
операторов D1

sl(n) когомологичен линейной комбинации (1.43) и

стандартного локального коцикла γ
(v)
S,R алгебры векторных по-

лей. В частности, отсутствуют смешивающие коциклы.

Займемся далее алгеброй Ли gl(n) всех комплексных матриц
n×n. Она раскладывается (ср. (1.37)) в прямую сумму 1-мерного
центра s(n) и простого идеала sl(n): gl(n) = s(n)⊕sl(n) ∼= C⊕sl(n),
где s(n) состоит из скалярных матриц n× n.

Пространство симметрических инвариантных билинейных
форм на gl(n) 2-мерно. Базис составляют формы

α1(x, y) = tr(xy) и α2(x, y) = tr(x) tr(y). (1.44)

Форма α1 является продолжением на gl(n) формы Картана–
Киллинга алгебры sl(n) и инвариантна относительно gl(n). Из
теорем 1.11 и 1.13 следует

Предложение 1.15. (a) Коцикл γ на gl(n) локален и обла-
дает L-инвариантным ограничением на s(n) тогда, и только
тогда, когда он когомологичен линейной комбинации следующих
двух коциклов

γ1(x(g), y(h)) =
tr(xy)
2πi

∫
CS

g dh,

γ2(x(g), y(h)) =
tr(x) tr(y)

2πi

∫
CS

g dh.

(1.45)

(b) Если локальный коцикл γ на gl(n) L-инвариантен, то γ
является линейной комбинацией коциклов (1.45).

Предложение 1.16. (a) Каждый локальный коцикл γ на
D1

gl(n) когомологичен линейной комбинации коциклов γ1 и γ2 ,
определенных соотношениями (1.45), смешивающего коцикла

γ3,T (e, x(g)) =
tr(x)
2πi

∫
CS

(
ẽg′′ + T ẽg′

)
dz, (1.46)

и стандартного локального коцикла γ(v)
S,R алгебры векторных по-

лей, то есть

γ = r1γ1 + r2γ2 + r3γ3,T + r4γ
(v)
S,R + кограница (1.47)
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для подходящих r1, r2, r3, r4 ∈ C.
(b) Если коцикл γ локален и его ограничение на gl(n) L-

инвариантно, а r3, r4 ̸= 0, то существуют аффинная связность
T и проективная связность R, голоморфные вне A, при которых
коцикл γ представим в виде (1.47) с нулевой кограницей.

(c) dim H2
loc(D1

gl(n),C) = 4.

Оказывается, ограничения коциклов алгебры дифференци-
альных операторов на gl(n) когомологичны L-инвариантным
коциклам. Более того, ограничения на s(n) являются L-
инвариантными [47, предл. 4.10].
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2. КОПРИСОЕДИНЕННОЕ
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АФФИННОЙ

АЛГЕБРЫ КРИЧЕВЕРА–НОВИКОВА
Коприсоединенное представление играет особую роль в тео-

рии инвариантов и представлений алгебр Ли. Согласно методу
орбит А. А. Кириллова [20] орбиты коприсоединенного представ-
ления в подходящем смысле параметризуют пространство всех
представлений и несут много важной информации об их свой-
ствах. Для алгебр Кричевера–Новикова, когда теория старшего
веса не дает ответа на вопрос, каковы представления алгебры (см.
раздел 2), принцип А.А. Кириллова остается единственным об-
щим методом, способным пролить на это свет. В связи с этим
большое значение приобретает задача классификации коприсо-
единенных орбит данной алгебры Ли. Ниже мы излагаем полу-
ченные в этом направлении результаты для аффинных алгебр
Кричевера–Новикова [51], [53].

Коприсоединенное представление алгебры Ли и соответству-
ющей группы определяется как представление в двойственном
к этой алгебре Ли пространстве. В ниже мы даем описание это-
го пространства для аффинных алгебр Кричевера–Новикова. Мы
делаем это в два приема – построение двойственного простран-
ства к алгебре токов и его расширение 1-мерным пространством,
двойственным к центру.

2.1. Двойственное пространство и коприсоединенное
действие.

Двойственное пространство к алгебре токов. Пусть ḡ =
g ⊗C A – алгебра токов, введенная в разделе 1.1. Двойственное
к ней пространство можно представить в виде

ḡ∗ = g∗ ⊗C Ω1(Σ), (2.1)

где Ω1(Σ) – пространство 1-форм Кричевера–Новикова. Предпо-
ложим, что на g задана невырожденная инвариантная билиней-
ная форма (x, y) (x ∈ g, y ∈ g∗). Отождествим g и g∗ в силу этой
формы. Тогда спаривание ḡ и ḡ∗ задается формулой

(xA, yω) = (x, y)⟨A,ω⟩,

где ⟨A,ω⟩ – спаривание функций и 1-форм по Кричеверу–
Новикову (1.6), A ∈ A и ω ∈ Ω1(Σ) произвольны.
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Пример 1. Для g = gl(n)

(xA, yω) =
tr(xy)
2πi

∮
CS

Aω.

Коприсоединенное действие, которое канонически определя-
ется как ad∗X = −(adX)∗ (где ∗ в правой части означает со-
пряженный оператор), при наших предположениях определится
соотношением

(ad∗ xA)(yω) = [xA, yω], (2.2)

где [xA, yω] = [x, y]Aω.

Лемма 2.1. Билинейная форма ( · , · ) является ḡ-инвари-
антной.

Доказательство. Требуется доказать, что ([xA, yB], zω) =
(xA, [yB, zω]) для любых x, y, z ∈ g, A,B ∈ A, ω ∈ Ω1(Σ).

Действительно, ([xA, yB], zω) = ([x, y], z)⟨AB,ω⟩. В силу ин-
вариантности формы ( · , · ) на g имеем ([x, y], z) = (x, [y, z]), а
из (1.6) имеем ⟨AB,ω⟩ = ⟨A,Bω⟩, откуда и следует утверждение
леммы.

Пространство ĝ∗ и коприсоединенное представление
аффинной алгебры. Двойственное пространство ĝ∗ к аф-
финной алгебре Ли ĝ мы определим как

ĝ∗ = ḡ∗ ⊕ Cd̃, (2.3)

где d̃ – формально добавляемый базисный вектор, удовлетворя-
ющий следующим требованиям:

(ḡ, d̃) = 0, (c, d̃) = 1, (2.4)

где c ∈ ĝ – образующая центра. Тем самым определено спарива-
ние между ĝ и ĝ∗, и элемент d̃ является двойственным к c.

Лемма 2.2. Имеют место соотношения

([X,Y ], d̃) = (X, dY ) = γ(X,Y ),

где X,Y ∈ ḡ, dY – дифференциал Y , γ – коцикл, отвечающий
алгебре ĝ.
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Доказательство. Раскрывая коммутатор в алгебре ĝ, име-
ем: [X,Y ] = [X,Y ] + γ(X,Y )c, где [X,Y ] – коммутатор элементов
X и Y в алгебре Ли ḡ. Ввиду (2.4) теперь имеем ([X,Y ], d̃) =
γ(X,Y ). Остается заметить, что в силу определения (1.32), с точ-
ностью до обозначений, имеем γ(X,Y ) = (X, dY ).

Лемма 2.3. Форма ( · , · ) ĝ-инвариантна тогда, и только
тогда, когда

(ad∗X)d̃ = dX, (ad∗ c)d̃ = 0. (2.5)

Доказательство. Эта лемма непосредственно следует из
предыдущей и определения действия (2.2), (2.5). Проверим, на-
пример, необходимость первого из условий (2.5). Из требования
инвариантности формы имеем для произвольных X, Y

((adX)Y, d̃) = −(Y, (ad∗X)d̃).

Но согласно лемме 2.2 ((adX)Y, d̃) = (X, dY ) = −(Y, dX). Таким
образом, при данном X для любого Y имеем

(Y, (ad∗X)d̃) = (Y, dX),

и в силу невырожденности формы (ad∗X)d̃ = dX.

Группа токов и ее коприсоединенное действие. Пусть
G – группа Ли с алгеброй Ли g. Групповым током со значениями
в G называется голоморфное отображение (проколотой) римано-
вой поверхности Σ∗ в G. Групповые токи образуют группу токов
(которую мы обозначим G) по операции поточечного умножения.

Коприсоединенное действие группы токов определим как дей-
ствие на элементы пространства ĝ∗, ограничение которого на под-
пространство ḡ∗ задается формулой ω 7→ gωg−1 (ω ∈ ḡ∗, g ∈ G),
и которое оставляет форму ( · , · ) инвариантной.

Коприсоединенное действие не является групповым действи-
ем, так как gωg−1 – вообще говоря не мероморфная форма. Тем
не менее эта форма голоморфна вне отмеченных точек, следова-
тельно ее спаривание (1.6) с любым элементом из ĝ корректно
определяет линейный функционал на ĝ (тривиальный на c).

Покажем, что в полупростом случае ограничение действия на
подпространство ḡ∗ и условие инвариантности однозначно опре-
деляют действие на элемент d̃. Результат действия группового
тока g на элемент d̃ обозначим g d̃g−1.
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Лемма 2.4. Если g полупроста, то форма ( · , · ) G-инвари-
антна тогда, и только тогда, когда g d̃g−1 = d̃ + dg · g−1 . Если
g редуктивна, то последнее условие является достаточным для
G-инвариантности формы.

Доказательство. Если форма G-инвариантна, то для про-
извольных X,Y ∈ ḡ имеем

([X,Y ], g d̃g−1) = (g−1[X,Y ]g, d̃) = ([g−1Xg, g−1Y g], d̃). (2.6)

По лемме 2.2

([g−1Xg, g−1Y g], d̃) = (g−1Xg, d(g−1Y g)). (2.7)

Производя дифференцирование в правой части, находим

(g−1Xg, d(g−1Y g)) =

= (g−1Xg,−g−1dg · g−1Y g + g−1dY · g + g−1Y dg)

= (X,−dg · g−1Y + dY + Y dg · g−1)

(в последнем переходе вновь использована инвариантность). Да-
лее,

(X,−dg · g−1Y + dY + Y dg · g−1) = (X, dY + [Y, dg · g−1])

= (X, dY ) + (X, [Y, dg · g−1]).

По лемме 2.2 (X, dY ) = ([X,Y ], d̃), а силу инвариантности формы
( · , · ) относительно действия алгебры Ли ḡ получаем
(X, [Y, dg · g−1]) = ([X,Y ], dg · g−1]). Таким образом

(X, dY ) + (X, [Y, dg · g−1]) = ([X,Y ], d̃) + ([X,Y ], dg · g−1])

= ([X,Y ], d̃+ dg · g−1).

Окончательно, для любых X,Y ∈ ḡ, g ∈ G имеем

([X,Y ], g d̃g−1) = ([X,Y ], d̃+ dg · g−1). (2.8)

Если алгебра Ли g полупроста, то [g, g] = g, и следовательно
[ḡ, ḡ] = ĝ. В силу невырожденности формы ( · , · ) заключаем, что

g d̃g−1 = d̃+ dg · g−1. (2.9)
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Чтобы доказать достаточность этого соотношения для инва-
риантности формы ( · , · ), заметим, что предположение об инва-
риантности спаривания элемента d̃ с элементами пространства ĝ
использовалось нами только один раз: в самом первом равенстве
соотношения (2.6). В остальных преобразованиях используется
инвариантность спаривания между ḡ и ḡ∗, которая эквивалентна
инвариантности на g, которая, в свою очередь, дана по условию.
Поэтому равенство выражения в средней части соотношения (2.6)
и выражения в правой части соотношения (2.9) имеет место неза-
висимо от этого предположения:

([X,Y ], d̃+ dg · g−1) = (g−1[X,Y ]g, d̃).

При условии (2.9) это можно записать в виде

([X,Y ], g d̃g−1) = (g−1[X,Y ]g, d̃).

Таким образом, из соотношения (2.9) вытекает инвариантность
спаривания элемента d̃ с элементами коммутатора [ḡ, ḡ], который,
как мы отмечали выше, в полупростом случае совпадает со всем
пространством ĝ.

Нам остается доказать достаточность условия (2.9) для ин-
вариантности спаривания в случае редуктивной алгебры g. В
этом случае ĝ = [ḡ, ḡ] ⊕ (Z ⊗ A), где Z – центр алгебры g. Та-
ким образом, нам осталось лишь доказать инвариантность спа-
ривания элемента d̃ с элементами пространства Z ⊗ A. Возь-
мем произвольный элемент этого пространства вида zA. Тогда
(zA, g d̃g−1) = (zA, d̃+dg ·g−1) = (zA, d̃), так как (zA, dg ·g−1) = 0
ввиду вырождения формы ( · , · ) на Z. С другой стороны и
(g−1zAg, d̃) = (zA, d̃) потому что g коммутирует с zA. Таким об-
разом (zA, g d̃g−1) = (g−1zAg, d̃), что и требовалось.

Соотношение (2.9) показывает, что при трансформировании
групповым элементом d̃ преобразуется как −d, где d – дифферен-
циал. На этом основании (и в этом смысле) мы отождествим d̃
и −d:

d̃ = −d. (2.10)

Это вполне согласуется с леммой 2.3.

2.2. Коприсоединенные орбиты и проблема Римана–
Гильберта. Ввиду соотношения (2.10) определение (2.3) копри-
соединенного пространства будем с этого момента записывать в
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виде
ĝ∗ = ḡ∗ ⊕ Cd, (2.11)

считая d обычным дифференциалом. Элементами этого про-
странства являются операторы вида bd + ω (b ∈ C, ω ∈
Ω1

KN (Σ∗, g)), действующие на сечения главного голоморфного G-
расслоения на Σ∗ и переводящие их в сечения расслоения, ассо-
циированного с данным с помощью коприсоединенного представ-
ления группы G. Проще говоря, пусть u – сечение главного G-
расслоения. Тогда при каждом P ∈ Σ∗ (bd+ω)u|P = b du|P +ωu|P
– корректно определенный элемент кокасательного пространства
к G. Действительно, как du|P , так и ωu|P – элементы кокасатель-
ного пространства к G в точке u(P ).

Орбиты коприсоединенного действия. Как вытекает из
результатов предыдущего раздела, коприсоединенное действие
группы G на ĝ∗ может быть задано соотношением

g(bd+ ω)g−1 = bd+ gωg−1 − b · dg · g−1, (2.12)

или, эквивалентно

b 7→ b, ω 7→ gωg−1 − b · dg · g−1. (2.13)

Как отмечалось выше, коприсоединенное действие не является
групповым действием, так как 1-форма gωg−1 вообще говоря не
является формой Кричевера–Новикова. Тем не менее, вопрос о
том, когда два элемента вида bd+ω, где ω – 1-форма Кричевера–
Новикова, сопряжены относительно коприсоединенного действия,
является корректно поставленным.

Определение 2.5. Множество элементов вида bd+ω, где ω –
1-форма Кричевера–Новикова, сопряженных относительно ко-
присоединенного действия группы G, называется коприсоединен-
ной орбитой.

Из (2.13) следует, что b является инвариантом коприсоединен-
ного действия. Следующая очевидная лемма сводит задачу клас-
сификации орбит при произвольном b ̸= 0 к задаче при b = 1.

Лемма 2.6. Две 1-формы ω′ и ω′′ сопряжены относительно
преобразования (2.13) тогда, и только тогда, когда ω′/b и ω′′/b
сопряжены относительно преобразования

ω 7→ gωg−1 − dg · g−1.
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Доказательство сводится к делению на b обеих частей соотно-
шения

ω′′ = gω′g−1 − b · dg · g−1.

В дальнейшем мы ограничиваемся классификацией орбит при
b = 1. В этом случае задача сводится к задаче классификации
связностей на римановой поверхности (с полюсами в точках P±) c
точностью до калибровочных преобразований. Мы пользуемся хо-
рошо известным в дифференциальной геометрии описанием клас-
сов калибровочной эквивалентности связностей в терминах групп
голономии. К классификации орбит аффинных алгебр Каца–
Муди такой подход впервые применен И. Френкелем и Г. Сига-
лом [9], а для алгебр Кричевера–Новикова – автором [51], [53].

Представление монодромии. С элементом двойственного
пространства d+ ω свяжем уравнение монодромии

(d+ ω)u = 0, (2.14)

где u – многозначная аналитическая функция на Σ∗ со значе-
ниями в G (эквивалентно: сечение главного голоморфного G-
расслоения на Σ∗).

Рассмотрим решение уравнения (2.14) с начальным условием

u(P0) = 1.

Продолжим его вдоль любого замкнутого пути γ: γ(0) = γ(1) =
P0. Пусть Mγ = u(γ(1)). Для аналитического продолжения усло-
вие (d + ω)u = 0 будет продолжать выполняться (теорема един-
ственности для аналитических функций), то есть продолжение
вдоль пути γ в окрестность точки P0 приведет к решению того
же уравнения с начальным условием Mγ . Обозначим это реше-
ние uγ . Очевидно,

uγ = uMγ .

Матрица Mγ называется матрицей монодромии уравнения (2.14)
вдоль пути γ, а соответствующий оператор в пространстве реше-
ний – оператором монодромии.

Если условиться, что произведение γ1γ2 означает, что путь γ2

проходится первым, а γ1 – вторым, то имеем

uγ1γ2 = (uγ2)γ1 = (uMγ2)γ1 = uγ1Mγ2 = uMγ1Mγ2 ,
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то есть γ 7→ Mγ является гомоморфизмом группы петель, при-
крепленных в точке P0, в группу G.

Наконец, аналитическое продолжение зависит не от самого
контура, а от его гомотопического класса. Поэтому нами дока-
зано

Предложение 2.7. Соответствие γ 7→ Mγ является гомо-
морфизмом π1(Σ∗, P0) 7→ G.

Этот гомоморфизм называется представлением монодро-
мии, соответствующим элементу d + ω ∈ ĝ∗. Для простран-
ства таких гомоморфизмов имеется стандартное обозначение
Hom(π1(Σ∗, P0), G).

Два гомоморфизма µ1, µ2 ∈ Hom(π1(Σ∗, P0), G) назовем экви-
валентными, если они отличаются на внутренний автоморфизм
группы G, то есть существует элемент g ∈ G, такой что

µ1(γ) = gµ2(γ)g−1 для всех γ ∈ π1(Σ∗).

Пространство классов эквивалентных гомоморфизмов π1(Σ∗) 7→
G получается как фактор-пространство Hom(π1(Σ∗, P0), G) по
действию µ 7→ gµg−1 и обозначается Hom(π1(Σ∗, P0), G)/G.

Заметим, что другой выбор точки P0 приводит к эквивалент-
ному гомоморфизму. Поэтому, во-первых, мы пропускаем указа-
ние на P0 в обозначении фундаментальной группы, а во-вторых
получаем

Следствие 2.8. Соответствие γ 7→ Mγ задает элемент
пространства Hom(π1(Σ∗, P0), G)/G, то есть класс эквивалент-
ности представлений монодромии.

Теорема 2.9. Две связности калибровочно эквивалентны
тогда, и только тогда, когда эквивалентны соответствующие
представления монодромии.

Доказательство. 1) Предположим, связности калибровоч-
но эквивалентны, то есть d+ω1 = g(d+ω2)g−1. Тогда любые два
решения уравнений монодромии

(d+ ω1)u = 0 и (d+ ω2)u = 0

связаны соотношением u2 = g−1u1C, где C ∈ G – постоян-
ный элемент (свой для каждой пары решений). Имеем: (u2)γ =
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g−1(u1)γC, то есть u2M
2
γ = g−1u1M

1
γC. Сокращая слева на u2 =

g−1u1C, получаем
M2

γ = C−1M1
γC,

то есть эквивалентность представлений монодромии M1 и M2.
2) Пусть представления монодромии эквивалентны, то есть

существует C ∈ G, такое что для любого γ ∈ π1(Σ∗)

M2
γ = C−1M1

γC. (2.15)

Обозначим через u1, u2 фундаментальные решения соответству-
ющих уравнений:

(d+ ω1)u1 = 0, (d+ ω2)u2 = 0, u1(P0) = u2(P0) = E,

где E – единичный оператор.
Положим g = u2C

−1u−1
1 . Тогда g – однозначная функция. Дей-

ствительно, обозначим через gγ результат продолжения функции
g вдоль контура γ. Тогда

gγ = (u2)γC
−1(u1)−1

γ = u2M
2
γC

−1(M1
γ )−1u−1

1 = u2C
−1u1 = g.

Покажем, что

ω2 = gω1g
−1 − dg · g−1. (2.16)

Для этого просто подсчитаем правую часть. Из уравнений моно-
дромии имеем ω1 = −du1 · u−1

1 , ω1 = −du2 · u−1
2 . Тогда

gω1g
−1 − dg · g−1 =

= g(−du1 · u−1
1 )g−1 − dg · g−1 =

= −u2C
−1u−1

1 (−du1 · u−1
1 )u1Cu

−1
2 − d(u2C

−1u−1
1 )u1Cu

−1
2 =

= −u2C
−1u−1

1 du1 · Cu−1
2 − du2 · u−1

2 + u2C
−1u−1

1 du1 · Cu−1
2 =

= −du2 · u−1
2 = ω2.

Соотношение (2.16) доказано, что завершает доказательство тео-
ремы.

Теорема 2.9 задает вложение

O −→ Hom(π1(Σ∗), G)/G, (2.17)

где O обозначает пространство орбит на уровне b = 1.
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Завершение классификации коприсоединенных орбит требует
ответа на вопрос каким представлениям монодромии отвечают
мероморфные связности на римановой поверхности, голоморф-
ные вне отмеченных точек. Этот вопрос является версией про-
блемы Римана–Гильберта. Насколько известно автору, ответа на
него не существует. В частности, это связано с тем, что решение
проблемы Римана–Гильберта на римановой поверхности положи-
тельного рода приводит к связностям с дополнительными полю-
сами, монодромии в которых тривиальны.

В заключение заметим, что доказательство теоремы 2.9 не из-
менится, если ограничиться связностями с регулярными особыми
точками, и мероморфными калибровочными преобразованиями.
Единственное, чем надо дополнить доказательство в этом слу-
чае – это замечанием, что во второй части доказательства теоре-
мы 2.9 функция g оказывается мероморфной.
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3. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ АФФИННЫХ АЛГЕБР
КРИЧЕВЕРА–НОВИКОВА

Аффинные алгебры Кричевера–Новикова относятся к ново-
му классу почти градуированных алгебр Ли (см. определение в
разделе 1.4), структура и представления которых к настоящему
моменту находятся в начальной стадии изучения. В то же время
почти градуированность является важным понятием, позволяю-
щим обобщить многие свойства хорошо изученного класса граду-
ированных алгебр, важнейшим их которых является конструкция
представлений, порожденых вакуумным вектором. Первые кон-
струкции представлений аффинных алгебр Кричевера–Новикова
(модулей Верма и неприводимых модулей) были предложены ав-
тором в [52], [54], [55], а для случая нескольких отмеченных то-
чек – в [49] (эта конструкция представлена в разделе 3.6 настоя-
щей главы). Эти конструкции носят абстрактно-алгебраический
характер. Оставалась открытой задача нахождения таких геомет-
рических объектов, на которых рассматриваемые алгебры дей-
ствуют естественным образом. В работе автора [56] такой объ-
ект предъявлен: это тензорное произведение пространства сече-
ний Кричевера–Новикова голоморфного векторного расслоения
общего положения (см. ниже) на соответствующей римановой по-
верхности на пространство конечномерного представления алгеб-
ры Ли g.

Отправляясь от этих пространств, мы строим представле-
ния, порожденные старшими векторами, с помощью известной
конструкции бесконечного фермионного представления (клин-
представления) [19], [7], [26], [27], [42], см. также, [18], [17]. Для
этого нам необходим базис в пространстве сечений голоморфного
векторного расслоения. Такие базисы были построены И. М. Кри-
чевером и С.П. Новиковым в [32] на основе более ранних ра-
бот [30], [29] и результатов А. Н. Тюрина [65]. В разделе 3.2 мы
излагаем конструкцию этих базисов, немного расширяя изложе-
ние работы [32].

Конструкция фермионных представлений является централь-
ным результатом настоящей главы.

Появление расслоений в теории представлений алгебр
Кричевера–Новикова является далеко не случайным фактом.
В главе 2 показано, что орбита коприсоединенного представления
аффинной алгебры задается классом эквивалентности неприво-
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димых представлений фундаментальной группы проколотой ри-
мановой поверхности. Связь этих данных с голоморфными рас-
слоениями на (компактных) римановых поверхностях хорошо из-
вестна и возникала в классификации Нарасимхана–Сешадри мо-
дулей стабильных расслоений на римановых поверхностях, у Де-
линя в контексте связи голоморфных расслоений и локальных
систем, и в работах многих других авторов.

К идее о возможности конструкции представлений по ал-
гебраическим кривым, исходя из других соображений, пришли
И. М. Кричевер и С. П. Новиков в работе [32]. Квазиградуирован-
ная структура на алгебрах Кричевера–Новикова и их модулях
позволяет рассматривать теорию представлений этих алгебр как
раздел теории разностных операторов, где существенную роль иг-
рает теория коммутирующих разностных операторов, развитая
в работах этих авторов [32], [31], [23] и непосредственно приводя-
щая к голоморфным расслоениям на кривых. Фактически, связь
с теорией солитонов имелась ими ввиду еще при написании работ
[26], [27], [28]. Заметим, что глубокая связь между теорией пред-
ставлений аффинных алгебр Кричевера–Новикова и теорией ком-
мутативных колец разностных операторов проявляется, в частно-
сти, в доказательстве теоремы 3.10 настоящей главы.

3.1. Описание голоморфных расслоений в терминах
параметров Тюрина. В первых разделах этой главы мы иссле-
дуем фермионные представления. Каждое фермионное представ-
ление аффинной алгебры Кричевера–Новикова связано с голо-
морфным векторным расслоением на римановой поверхности Σ.
Поэтому начнем с рассмотрения голоморфного расслоения F ран-
га r и степени gr на Σ. По теореме Римана–Роха расслоение F
имеет r голоморфных сечений Ψ1, . . . ,Ψr, которые образуют ба-
зис в слое над каждой точкой за исключением gr из них. В слу-
чае общего положения (который только и рассматривается здесь)
эти точки являются попарно различными. Мы называем их точ-
ками вырождения и обозначаем γ1, . . . , γgr. Следуя терминоло-
гии [29], [30], назовем множество введенных сечений оснащением,
а расслоение с заданным оснащением – оснащенным.

Задавшись локальной тривиализацией F , можно рассматри-
вать сечения Ψ1, . . . ,Ψr как векторнозначные функции (скажем,
столбцы). Из этих функций можно составить матрицу Ψ. Полу-
ченная матрица обратима везде, кроме точек γi, i = 1, . . . , gr, в ко-
торых det Ψ имеет простые полюсы: det Ψ(γi) = 0, (det Ψ)′(γi) ̸= 0.



Представления аффинных алгебр Кричевера–Новикова 43

Мы называем D = γ1 + · · ·+γgr дивизором Тюрина расслоения F .
Наложим еще одно условие общности положения: rank Ψ(γi) =
r − 1, i = 1, . . . , gr. Тогда для каждого i = 1, . . . , gr существует
единственное с точностью до пропорциональности нетривиаль-
ное решение системы линейных уравнений Ψ(γi)αi = 0. Введем
обозначение αi = (αij)j=1,...,r (i = 1, . . . , gr). Дивизор Тюрина
расслоения и числа (αij)

j=1,...,r
i=1,...,gr называются параметрами Тю-

рина расслоения F [29], [30]. Оснащение определено однозначно
с точностью до действия группы GL(r) на Ψ правым умножени-
ем, в противоположность функциям склейки, действующим ле-
вым умножением. Мы видим, что указанное действие GL(r) пе-
рестановочно с действием функций склейки; таким образом, оно
переводит сечения в сечения. Благодаря этому параметры Тюри-
на определены однозначно с точностью до пропорциональности и
левого действия GL(r). Подчеркнем, что эквивалентные оснащен-
ные расслоения имеют одно и то же множество γ1, . . . , γgr, в то
время как для неоснащенных расслоений инвариантом является
лишь класс дивизора. Согласно [65] параметры Тюрина опреде-
ляют расслоение однозначно с точностью до эквивалентности.

В [29], [30] предлагается следующее описание пространства
мероморфных сечений расслоения F в терминах его параметров
Тюрина (рассматриваются только те мероморфные сечения, ко-
торые голоморфны вне точек P±). В слое над произвольной точ-
кой P вне носителя дивизора D элементы Ψj(P ) (j = 1, . . . , r)
образуют базис. Следовательно, для каждого мероморфного се-
чения S его значение S(P ) можно выразить в терминах этого
базиса. Таким образом, каждому сечению S можно сопоставить
вектор-функцию f = (f1, . . . , fr)T на римановой поверхности Σ
так, что вне носителя D

S(P ) =
r∑

j=1

Ψj(P )fj(P ). (3.1)

По формуле Крамера

fj = det(Ψ1, . . . ,Ψj−1, S,Ψj+1, . . . ,Ψr) (detΨ)−1.

Отсюда видно, что функции fj можно продолжить в точки ди-
визора D. Там они будут иметь не более чем простые полюса,
так как Ψ1, . . . ,Ψr голоморфны в точках дивизора D а det Ψ
имеет там простые нули. Ввиду (3.1) в локальных координатах
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в окрестности точки γi имеем S(z) = Ψ(γi)(resγi f)z−1 + O(1).
Левая часть последнего соотношения голоморфна. Следователь-
но, вычеты функций fj , j = 1, . . . , r в точке γi удовлетворяют
системе линейных уравнений Ψ(γi)(resγi

f) = 0. Это в точности
система, определяющая параметры Тюрина в точке γi. Согласно
предположению, ранг матрицы Ψ(γi) равен r−1. Следовательно,
вектора resγi f и αi пропорциональны.

Предложение 3.1 [29], [30]. Пространство мероморфных
сечений расслоения F , голоморфных вне отмеченных точек P± ,
изоморфно пространству мероморфных векторнозначных функ-
ций f = (f1, . . . , fr)T (на той же римановой поверхности), го-
ломорфных вне точек P± и дивизора D , имеющих не более чем
простые полюса в точках D и удовлетворяющих условиям

(resγi
fj)αik = (resγi

fk)αij , i = 1, . . . , gr, j = 1, . . . , r.

Обозначим введенное только что пространство функций FKN .

3.2. Базисы Кричевера–Новикова в сечениях голо-
морфных расслоений. Введем базис в FKN , имея ввиду его
использование при построении полубесконечных мономов на этом
пространстве. Для каждой пары целых чисел n, j (0 6 j < r)
построим вектор-функцию ψn,j ∈ FKN . Число n называется сте-
пенью ψn,j . Функция ψn,j определяется заданием ее асимптоти-
ческого поведения в точках P±. Рассмотрим ψn,j как столбец и
составим из этих столбцов матрицу Ψn. Потребуем

Ψn(z+) = zn
+

∞∑
s=0

ξ+n,sz
s
+, ξ+n,0 =


1 ∗ . . . ∗
0 1 . . . ∗
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 , (3.2)

и

Ψn(z−) = z−n
−

∞∑
s=0

ξ−n,sz
s
−, ξ−n,0 =


∗ 0 . . . 0
∗ ∗ . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
∗ ∗ . . . ∗

 , (3.3)

где z± – локальная координата в точке P± и звездочки обознача-
ют произвольные комплексные числа.

Так заданная матрица Ψn имеет нуль порядка n в одной из
точек P± и полюс порядка n в другой. Ее детерминант имеет gr
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простых полюсов в точках дивизора D и дополнительный (зара-
нее не фиксированный) дивизор нулей вне вне точек P±. Назовем
{ψn,j} базисом Кричевера–Новикова в FKN .

Случай r = 1 является исключительным и требует специаль-
ного определения базиса Кричевера–Новикова.

Пример 2. Для случая алгебры A(Σ, P±) (состоящей из сече-
ний одномерного тривиального расслоения) требования к базису
Кричевера–Новикова, сформулированные в [26], таковы:

Am = α±mz
±m+ε±
± (1 +O(z±)), α±m ∈ C, α+

m = 1, (3.4)

где ε+ = 0 для любого m ∈ Z, ε− = −g для m > 0 или m <
−g, и ε− = −g − 1 для −g 6 m 6 0. Для m > 0 и m < −g
сумма порядков в отмеченных точках равна (−g) (напомним, что
в нашем случае r = 1). Следовательно, существует в точности g
нулей (и не существует полюсов) вне P±.

Предложение 3.2 [56].
1◦. Существует единственная матричнозначная функ-

ция Ψn , которая удовлетворяет условиям (3.2), (3.3).
2◦. Размерность пространства, порожденного вектор-функ-

циями ψn,j (при фиксированном n) равна r .

Алгебра A(Σ, P±) имеет естественное действие в простран-
стве FKN , заключающееся в умножении элементов последнего на
функции. Введем структурные константы этого действия посред-
ством соотношений [56, Предложение 2.3]:

Amψn,j =
m+n+ḡ∑
k=m+n

r−1∑
j′=0

Ck,j′

m,n,jψk,j′ , (3.5)

где ḡ = g + 1 при −g 6 m 6 0 и ḡ = g в остальных случаях.
Это соотношение выражает тот факт, что A(Σ, P±)-модуль FKN

является почти градуированным, то есть k в (3.5) удовлетворяет
ограничениям |m+ n− k| < const , где const не зависит от m, n.

Пусть τ – представление алгебры g в линейном простран-
стве Cl. Пусть τ(x) = (xi

i′), где x ∈ g, (xi
i′) ∈ gl(l) – матрица, пред-

ставляющая элемент x, а индексы i, i′ пробегают {1, . . . , l}. Каж-
дому базисному элементу ψn,j (n ∈ Z, j = 0, . . . , r − 1) сопоста-
вим набор базисных элементов {ψi

n,j : i = 1, . . . , l} пространства
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F τ
KN = FKN ⊗ Cl. Определим действие алгебры Ли g⊗A(Σ, P±)

на F τ
KN :

(xAm)ψi
n,j =

m+n+ḡ∑
k=m+n

r−1∑
j′=0

l∑
i′=1

Ck,j′

m,n,jx
i
i′ψ

i′

k,j′ . (3.6)

Действие g не меняет индексов n, j; и при данных индексах n, j,
роль старшего вектора играет ψl

n,j . Из определений следует, что
это действие почти градуировано.

3.3. Базисы в случае многих точек. В предыдущем
разделе был построен базис в пространстве вектор-функций
Кричевера–Новикова для случая двух отмеченных точек. Здесь
мы обобщаем эту конструкцию на случай многих отмеченных то-
чек. Этот результат получен в [61].

Для любой тройки целых чисел n ∈ Z, j = 0, 1, . . . , r − 1 и
p = 1, . . . , N , пусть ψn,j,p = (ψi

n,j,p) – вектор-функция из FKN

(i = 0, 1, . . . , r−1). Эта функция однозначно определяется асимп-
тотическим поведением в точках множества A:

ψi
n,j,p(zq) = zn+1−δp,q

q (ξi
npqj +O(zq)) (3.7)

где zq – локальная координата в точке Pq, q ∈ {1, . . . , N}, δp,q –
символ Кронекера, ξnpqj – комплексные числа, такие что ξi

nppi =
1, ξi

nppj = 0, i > j;

ψi
n,j,p(z∞) = z−nN−N+1

∞ (ξi
np∞j +O(z∞)) (3.8)

где ξi
np∞j = 0, i < j.

Для данного n пространство, натянутое на векторнозначные
функции ψn,j,p, называется пространством функций степени n.

Предложение 3.3. 1. Вектор-функция ψn,j,p , удовлетворя-
ющая условиям (3.7) и (3.8), существует и единственна.

2. Для данного n размерность пространства, натянутого на
вектор-функции ψn,j,p , равна rN .

Доказательство. Расмотрим дивизор Dn,p = D + nPp +
Σq ̸=p(n + 1)Pq + (−nN − N + 1)P∞, для которого degDn,p =
degD = −rg. Пусть (Dn,p) пространство (скалярных) меро-
морфных функций с дивизором, не меньшим чем Dn,p, тогда
dim(Dn,p) = rg−g+1. Для аналогичного пространства функций,
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но со значениями в r-мерном векторном пространстве (обозначим
это пространство функций через (Dn,p)r), имеем dim (Dn,p)r =
r(rg − g + 1). Такие функции в FKN удовлетворяют (r − 1)gr
соотношениям Тюрина. Следовательно, dim

(
(Dn,p)r ∩ FKN

)
=

r(gr − g + 1)− (r − 1)gr = r.
Заметим, что ψn,j,p ∈ (Dn,p)r ∩ FKN для любого j. Для дан-

ного j эта функция выделяется в (Dn,p)r в точности r условиями
нормализации на матрицы ξ. Таким образом, ψn,j,p определена
однозначно и утверждение 1 доказано.

Далее, заметим, что, для данного n, пространство всех функ-
ций степени n в FKN в точности равно прямой сумме своих прод-
пространств (Dn,p)r ∩FKN , p = 1, . . . , N . Следовательно, его раз-
мерность равна rN .

3.4. Конструкция фермионных представлений. Для
простоты мы будем вести изложение для случая двух отмечен-
ных точек, то есть в обозначениях раздела 3.2. Занумеруем эле-
менты ψi

n,j в порядке лексикографического возрастания троек
(n, j, i). Пусть N = N(n, j, i) – номер тройки (n, j, i). Здесь n –
произвольное целое, j = 0, . . . , r − 1, i = 0, . . . , l − 1, следователь-
но

N = nrl + jl + i. (3.9)
Введем следующее обозначение: ψN = ψi

n,j . В случае несколь-
ких отмеченных точек, когда мы имеем базисные векторы ψi

n,j,p,
можно считать, что ψN имеет дополнительный индекс p. Во всех
случаях, когда надо упорядочивать по N , вместо этого следу-
ет лексикографически упорядочивать по (N, p), считая, что N
старше, чем p. При этом соглашении дополнительный индекс не
окажет влияния на дальнейшее изложение в пределах настоящей
главы.

Введем фермионное представление, соответствующее F , τ ,
следующим образом. Пространство VF представления порожде-
но над C формальными выражениями (полубесконечными моно-
мами) вида ψN0 ∧ ψN1 ∧ . . . , где N0 < N1 < . . . и знак монома
меняется при перестановке ψN и ψN ′ . Мы требуем, также, чтобы
Nk = k+m для достаточно больших k. Следуя [18], мы называем
m зарядом монома.

Для монома ψ заряда m степень ψ определятся как

degψ =
∞∑

k=0

(Nk − k −m). (3.10)
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Заметим, что в нумерации элементов ψi
n,j при фиксированном n

имеется произвол; степень монома от этого произвола не зависит.
Введем представление π

F,τ
алгебры Ли g в пространстве VF .

Согласно (3.6) каждый элемент алгебры ĝ действует на элемен-
ты ψN линейными подстановками почти градуированным обра-
зом (считаем, что t действует как скалярный оператор). Кроме
того, число элементов ψN фиксированной степени не зависит от
этой степени. Это в точности означает, что если элементы ψN рас-
сматривать как формальный базис бесконечномерного линейного
пространства, то действие элемента алгебры ĝ может быть зада-
но в этом базисе бесконечной матрицей с лишь конечным числом
ненулевых диагоналей. Следуя [17], мы обозначаем алгебру таких
матриц a∞.

Замечание. Другими словами, a∞ – алгебра разностных
операторов в 1-мерной решетке. Это замечание устанавливает
связь с результатами работы [32].

Таким образом, выбор расслоения F определяет вложение ал-
гебры g ⊗A в a∞. Так как a∞ обладает стандартным действием
в VF , мы получаем представление g⊗A в VF . Напомним [18], [56],
что действие базисных элементов EIJ ∈ a∞ на полубесконечные
мономы ψ = ψI0 ∧ ψI1 ∧ . . . определяется правилом Лейбница:

r(EIJ)ψ = (EIJψI0)∧ψI1 ∧ . . .+ψI0 ∧ (EIJψI1)∧ . . .+ · · · . (3.11)

Очевидно, действие a∞ сохраняет заряд монома, так как бес-
конечные “хвосты” мономов в правой и левой частях соотно-
шения (3.11) одинаковы. Следовательно, фермионное простран-
ство можно разложить в прямую сумму ĝ-инвариантных под-
пространств, отвечающих всевозможным значениям заряда. Для
g = gl(l) подпространство заряда m порождено мономом |0⟩ =
ψm ∧ψm+1 ∧ · · · под действием универсальной обертывающей ал-
гебры U(ĝ). Этот моном называется вакуумным мономом, или
просто вакуумом, заряда m. Каждый вакуумный моном облада-
ет следующим свойством: π

F,τ
(xA) |0⟩ = 0 для A ∈ A+, а также

для A = 1 и любой строго верхнетреугольной матрицы x ∈ g.
Ввиду условия Ik = k + m (при достаточно больших k) дей-

ствие (3.11) корректно определено для I ̸= J . Для I = J , правая
часть (3.11) содержит бесконечно много членов. В этом случае
применяется стандартная регуляризация [18], [56] : мы полагаем
r̂(EIJ) = r(EIJ) − Id при I = J > 0 и r̂(EIJ) = r(EIJ) во всех
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остальных случаях. Коммутационные соотношения между опе-
раторами r̂(EIJ) – те же, что и между соответствующими r(EIJ)
с точностью до возникновения дополнительных скалярных опера-
торов в правых частях, то есть регуляризация приводит к проек-
тивному представлению π

F,τ
алгебры a∞, и следовательно алгеб-

ры g ⊗ A. Для последней это почти градуированное представле-
ние, как следует из почти градуированности действия (3.6) в про-
странстве FKN . Для дальнейшего нам понадобится следующая
лемма.

Лемма 3.4 В. Кац [18]. Коцикл фермионного представле-
ния алгебры a∞ удовлетворяет следующим соотношениям:

γ̂(EIJ , EJI) = −γ̂(EJI , EIJ) = 1, если I 6 0, J > 0,
γ̂(EIJ , EMN ) = 0 во всех остальных случаях.

(3.12)

Обратимся к вопросу о том, является ли фермионное пред-
ставление π

F,τ
представлением аффинной алгебры Ли ĝ. Пусть

γ̂ – коцикл представления π
F,τ

. В терминах γ̂ поставленный во-
прос – это вопрос о том, имеет ли данный коцикл форму (1.33)
(с точностью до пропорциональности).

Теорема 3.5. Если алгебра Ли g проста, то коцикл ферми-
онного представления пропорционален коциклу (1.33).

В этом разделе мы докажем лишь следующую лемму, оставляя
завершение доказательства теоремы до раздела 4.1.

Лемма 3.6. Коцикл фермионного представления имеет вид

γ̂(xA, yB) = α(x, y) γ(A,B), (3.13)

где γ – коцикл на алгебре Ли A, α – симметрическая инвари-
антная билинейная форма на g. В частности, при g = gl(l)
α(x, y) = tr(xy).

Доказательство. Пусть eij ∈ gl(l) – матрица с единицей на
(i, j)-ом месте и остальными нулями, EIJ – аналогичный элемент
в a∞. Ввиду громоздкости нижеследующих выражений нам будет
удобнее обозначать его EI

J , где I – индекс строки. Через eij(Am)
будем обозначать оператор представления элемента eijAm.

Из (3.6) следует, что

eij(Am)ψj
n,k =

m+n+ḡ∑
n′=m+n

r−1∑
k′=0

Cn′,k′

m,n,kψ
i
n′,k′ , (3.14)
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и eij(Am) аннулирует ψj′

n,k с j ̸= j′.
Переходя от трехиндексной нумерации ψ к одноиндексной

(3.9), запишем это в виде

eij(Am)ψnrl+kl+j =
m+n+ḡ∑
n′=m+n

r−1∑
k′=0

Cn′,k′

m,n,kψn′rl+k′l+i. (3.15)

Последнее соотношение показывает, что Cn′,k′

m,n,k является мат-
ричным элементом оператора eij(Am), соответствующим строке
n′rl+k′l+i и столбцу nrl+kl+j. Поэтому это соотношение можно
переписать в виде

eij(Am) =
∑
n∈Z

r−1∑
k=0

m+n+ḡ∑
n′=m+n

r−1∑
k′=0

Cn′,k′

m,n,kE
n′rl+k′l+i
nrl+kl+j . (3.16)

Для произвольной шестерки индексов i, ī, j, j̄, m, m имеем

γ̂(eijAm, eīj̄Am) =

=
∑

n,n̄∈Z

r−1∑
k,k̄=0

m+n+ḡ∑
n′=m+n

m+n̄+ḡ∑
n̄′=m+n̄

r−1∑
k′,k̄′=0

Cn′,k′

m,n,kC
n̄′,k̄′

m,n̄,k̄
×

× γ̂(E n′rl+k′l+i
nrl+kl+j , E n̄′rl+k̄′l+ī

n̄rl+k̄l+j̄
). (3.17)

Согласно лемме 3.4 значение коцикла в последней строчке со-
отношения (3.17) равно единице при совпадении верхнего индекса
первого оператора с нижним индексом второго, и нижнего индек-
са первого оператора с верхним индексом второго (либо нулю).
Поэтому

γ̂(E n′rl+k′l+i
nrl+kl+j , E n̄′rl+k̄′l+ī

n̄rl+k̄l+j̄
) = δij̄δjīδn′n̄δnn̄′δk′k̄δkk̄′ . (3.18)

Подставляя найденное значение коцикла в соотношение (3.17)
(и обозначая кратное сумирование в (3.17) одним символом

∑
),

получим

γ̂(eijAm, eīj̄Am) = δij̄δjī

∑
Cn′,k′

m,n,kC
n̄′,k̄′

m,n̄,k̄
δn′n̄δnn̄′δk′k̄δkk̄′ (3.19)

(суммирование по всем повторяющимся индексам).
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Заметим, что сумма в (3.19) зависит только от Am и Am. Обо-
значим эту сумму через γ(Am, Am). Множитель перед суммой ра-
вен tr(eijeīj̄). Таким образом

γ̂(eijAm, eīj̄Am) = tr(eijeīj̄)γ(Am, Am).

В силу билинейности для произвольных x, y ∈ gl(l) получаем
окончательно

γ̂(xAm, yAm) = tr(xy)γ(Am, Am), (3.20)

что доказывает утверждение для g = gl(l).
Если g – произвольная редуктивная алгебра, и τ – ее представ-

ление в gl(l), то фермионное представление строится как компози-
ция τ и фермионного представления ĝl(l). Поэтому коцикл равен

γ̂(τ(x)Am, τ(y)Am) = tr(τ(x)τ(y))γ(Am, Am),

что совпадает с (3.13) при α(x, y) = tr(τ(x)τ(y)).

3.5. Классы эквивалентности фермионных представ-
лений.

Определение 3.7. Два фермионных представления называ-
ются сильно эквивалентными (сильно изоморфными), если су-
ществует их изоморфизм как линейных пространств, коммути-
рующий с действием алгебры ĝ, квазиоднородный, то есть пере-
водящий однородные компоненты первого модуля в однородные
компоненты второго, и такой, что образ любого старшего монома
снова является старшим мономом того же заряда.

Теорема 3.8. Пусть g – полупростая алгебра Ли, ее ферми-
онное представление π задается оснащенным голоморфным рас-
слоением F и неприводимым представлением τ алгебры g, а фер-
мионное представление π′ – оснащенным голоморфным расслое-
нием F ′ и неприводимым представлением τ ′ . Представления π
и π′ сильно эквивалентны тогда, и только тогда, когда экви-
валентны соответствующие оснащенные расслоения F и F ′ , а
представления τ , τ ′ алгебры g равны.

Из данного ниже (стр. 52) доказательства теоремы 3.8 бу-
дет видно, что сильный изоморфизм фермионных представле-
ний всегда индуцируется отображением вида i ⊗ ε пространства
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Cl⊗F τ
KN на себя, где i – тождественный автоморфизм представ-

ления τ , а ε – автоморфизм оснащенного расслоения. Тождествен-
ность i, фактически, обусловлена выбором базиса в простран-
стве представления τ при построении фермионного представле-
ния (стр. 45). Мы хотим избавиться от этого произвола. Введем
более общее понятие эквивалентности фермионных представле-
ний, нежели то, которое задано определением 3.7.

Определение 3.9. Два фермионных представления называ-
ются эквивалентными (изоморфными), если между простран-
ствами представлений существует изоморфизм, индуцированный
отображением вида α⊗ ε пространства Cl⊗F τ

KN на себя, где α –
произвольный автоморфизм представления τ , а ε – автоморфизм
оснащенного расслоения.

Из этого определения и теоремы 3.8 немедленно получаем сле-
дующую теорему.

Теорема 3.10. Два фермионных представления, первое из
которых задается оснащенным голоморфным расслоением F и
неприводимым представлением τ (алгебры g), а второе – осна-
щенным голоморфным расслоением F ′ и неприводимым пред-
ставлением τ ′ эквивалентны тогда, и только тогда, когда F
эквивалентно F ′ , а τ эквивалентно τ ′ .

Доказательство теоремы 3.8. Пусть расслоения F и F ′

эквивалентны и эквивалентность осуществляется отображением
C : F → F ′. Очевидно, C индуцирует следующие изоморфизмы:

1) пространств глобальных голоморфных сечений, H0(Σ, F ) ∼=
H0(Σ, F ′). При этом матрицы Ψ и Ψ′, составленные из базисных
голоморфных сечений, переходят друг в друга: Ψ′ = CΨ;

2) пространств мероморфных вектор-функций Кричевера–
Новикова, рассматриваемых как A(Σ, P±)-модули: FKN

∼= F ′KN ,
равно как и связанных с ними пространств F τ

KN , F ′τKN .
Ввиду равенства представлений τ и τ ′ пространства F τ

KN и
F ′τKN изоморфны и как g-модули. Следовательно, соответствую-
щие представления алгебры ĝ в пространствах полубесконечных
форм над F τ

KN и F ′τKN сильно эквивалентны.
Перейдем к доказательству второй части теоремы. Рассмот-

рим два сильно эквивалентных фермионных представления π и
π′ алгебры ĝ, порожденные оснащенными расслоениями F и F ′, и
неприводимыми представлениями τ и τ ′ соответственно в смысле



Представления аффинных алгебр Кричевера–Новикова 53

приведенной выше конструкции. Пусть C – их сильный изомор-
физм: π′ = CπC−1.

Пусть v – какой-либо старший моном в пространстве представ-
ления π и v′ = Cv. Тогда в силу определения 3.7 v′ – тоже старший
моном. Наша ближайшая цель – доказательство эквивалентности
представлений τ и τ ′. С этой целью рассмотрим структуру стар-
ших мономов v и v′.

Пусть v = ψ̃M . Тройка индексов (n, j, i), такая, что M =
N(n, j, i), определяется однозначно (см. выше). Введем для нее
обозначения n = n(M), j = j(M), i = i(M). Выберем v так, что
i = l. Как отмечено в конце предыдущего параграфа, это равно-
сильно тому, что ψM – старший вектор подпредставления, экви-
валентного τ , действующего в пространстве F τ

KN . Пусть v′ = ψ̃′M ′

и, соответственно, n′ = n(M ′), j′ = j(M ′), i′ = i(M ′). По опреде-
лению квазиоднородный изоморфизм сохраняет заряд, поэтому
M = M ′. Следовательно, i = i′ = l, то есть ψ′M ′ – старший вектор
подпредставления, эквивалентного τ ′.

Итак, ψM и ψ′M ′ – соответственно старшие векторы представ-
лений τ , τ ′. Структура монома v = ψ̃M , следовательно, такова: на
первом месте стоит старший вектор ψM представления τ , а спра-
ва от него – бесконечное внешнее произведение элементов ψN ,
которое может быть разбито на последовательно стоящие груп-
пы (назовем их пакетами), каждая из которых есть внешнее про-
изведение (всех) базисных элементов представления τ . Из этого
немедленно следует, что для произвольного x ∈ g

π(x)v =
(
τ(x)ψM

)
∧ ψM+1 ∧ . . . . (3.21)

Действительно, если τ(x) – нильпотентный элемент, то остальные
члены (возникающие при действии π(x) на v по формуле Лейбни-
ца) равны 0. Если же τ(x) – диагональный элемент, то их сумма
аннулируется для каждого пакета ввиду того, что сумма весов (с
учетом их кратности) конечномерного представления полупро-
стой алгебры Ли равна 0 (для неприводимых представлений sl(2)
это очевидно, а все остальные случаи сводятся к этому путем раз-
ложения на неприводимые представления простых трехмерных
подалгебр, отвечающих простым корням. В случае редуктивных
алгебр эта аргументация не прошла бы для центрального элемен-
та). Аналогичное рассмотрение показывает, что

π′(x)v′ =
(
τ ′(x)ψ′M ′

)
∧ ψ′M ′+1 ∧ . . . . (3.22)
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Пусть x = h – картановский элемент, ατ , ατ ′ – старшие веса пред-
ставлений τ, τ ′ соответственно. Тогда из (3.21), (3.22) следует, что
π(h)v = ατ (h)v, а π′(h)v′ = ατ ′(h)v′. Ввиду эквивалентности π и
π′ имеем ατ = ατ ′ . Следовательно, τ и τ ′ эквивалентны.

В пространствах F τ
KN и VF действует алгебра g, и, следо-

вательно, ее универсальная обертывающая алгебра U(g). Там
действует, также, ассоциативная алгебра A(Σ, P±) и тензорное
произведение U(g) ⊗ A(Σ, P±). При этом представление алгеб-
ры U(g) ⊗ A(Σ, P±) по построению распадается в произведение
представлений алгебр U(g) и A(Σ, P±): если u ⊗ A ∈ U(g) ⊗
A(Σ, P±), то π(u ⊗ A) = τ(u)π(A). Мы хотим показать, что из
эквивалентности представлений алгебры ĝ следует эквивалент-
ность соответствующих представлений алгебры A(Σ, P±). Пусть
u = ui1...inei1 . . . ein

∈ U(g) (по верхним и нижним индексам
предполагается суммирование). Рассмотрим, также, элемент u′ =
ui1...inei1 . . . (ein

A), где в каждом мономе функция A отнесена
к последнему сомножителю. Тогда π(u′) = τ(u)π(A). Для эквива-
лентного представления π′ алгебры ĝ имеем π′ = CπC−1, где C –
сплетающий оператор, и, следовательно,

τ ′(u)π′(A) = C(τ(u)π(A))C−1. (3.23)

Пусть Z(g) – центр кольца U(g). Тогда в силу неприводимо-
сти представлений τ , τ ′ кольцо Z(g) действует на F τ

KN и F ′τKN

скалярными операторами. Для u ∈ Z(g) пусть τ(u) = λu ◦ id,
τ ′(u) = λ′u ◦ id. При этом так как τ ∼= τ ′, то λu = λ′u. Теперь
из (3.23), сокращая на λu (что можно сделать хотя бы при одном
u), получим π′(A) = Cπ(A)C−1, что и требовалось.

Покажем, что эквивалентны представления кольца A(Σ, P±) в
пространствах FKN и F ′KN . Для этого рассмотрим действие эле-
мента An ∈ A(Σ, P±) на мономы вида ψN,M = ψN∧ψM+1ψM+2 . . ..
Если M −N велико по сравнению с n, то среди структурных кон-
стант действия An на ψN,M содержатся структурные константы
действия An на ψN . Таким образом по первому действию второе
восстанавливается. Пусть, как обычно, N = N(n, j, i). Структур-
ные константы действия Am на ψi

n,j не зависят от i и совпадают
со структурными константами действия Am на ψn,j , что видно
из сравнения 3.5 и (3.6). Таким образом мы получили требуемую
эквивалентность FKN и F ′KN как A(Σ, P±)-модулей. В работе [32]
показано, что в этом случае оснащенные расслоения F и F ′ экви-
валентны.
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Вернемся к представлениям τ , τ ′. Выше показано, что они
эквивалентны, то есть существует элемент γ ∈ GL(l), такой, что
τ ′ = γτγ−1. Если матрица γ не была бы скалярной, она “смешива-
ла” бы однородные компоненты ψ′ in,j по индексу i. Таким образом
изоморфизм C не был бы квазиоднородным, что противоречит
предположению. Следовательно γ принадлежит центру GL(l) и
поэтому τ = τ ′. Это завершает доказательство.

3.6. Модули Верма аффинных алгебр. Фермионные
представления – не единственный построенный к настояще-
му времени класс представлений аффинных алгебр Кричевера–
Новикова. Здесь мы дадим конструкцию еще одного класса пред-
ставлений, введенного нами в [49], зависящего от меньшего числа
параметров, чем фермионные представления, но также нашед-
шего свое применение в конформной теории поля [49]. В случае
двух отмеченных точек эти представления сводятся к обычным
модулям Верма.

Пусть g – простая конечномерная алгебра Ли. Пусть ḡ0 ⊂ ĝ –
линейное подпространство элементов степени 0, то есть ḡ0 =⊕N

p=1 g ⊗ A0,p. Пусть ĝ+ = ḡ+ ⊂ ḡ – подалгебра Ли элементов
положительной степени, Z – одномерное подпространство в ĝ, по-
рожденное центральным элементом t. Степень t была положена
равной 0, следовательно, ĝ0 = ḡ0⊕Z. Напомним, что из леммы 1.3
вытекает, что g ⊂ ĝ0 (как подалгебра Ли).

Лемма 3.11. Прямая сумма ĝ′+ := ĝ0 ⊕ ĝ+ является подал-
геброй Ли алгебры ĝ.

Доказательство. Напомним (см. предложение 1.2), что
A0 ⊕ A+ – (ассоциативная) подалгебра функций, регулярных во
всех точках Pi, 1, . . . , N . Отсюда и следует утверждение.

Выберем и зафиксируем картановскую подалгебру h ⊂ g, со-
ответствующую борелевскую подалгебру b ⊂ g и соответству-
ющую верхнюю нильпотентную подалгебру n ⊂ g. Пусть b0 =⊕N

p=1 b⊗A0,p ⊆ ḡ0. Из доказательства леммы 3.12 (см. ниже) сле-
дует, что b̂ = b0 ⊕ Z ⊕ ĝ+ – подалгебра Ли алгебры ĝ. Рассмотим
ее как аналог борелевской подалгебры в ĝ и, как в стандартной
конструкции модулей Верма, определим ее одномерное представ-
ление. Пусть V = Cv – одномерное пространство с базисным
элементом v, λ = {λ1, . . . , λN} – набор весов (линейных функци-
оналов на h) и δ ∈ C. Определим отображение τλ,δ : b̂ → End(V )
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следующими соотношениями. Положим

τλ,δ|ĝ+ = 0, τλ,δ(t) = δ · Id . (3.24)

Для h ∈ h, n ∈ n и произвольного p = 1, . . . , N положим

(hA0,p)v = λp(h)v, (nA0,p)v = 0. (3.25)

Лемма 3.12. Отображение τλ,δ является представлением
алгебры Ли b̂.

Доказательство. Следующие соотношения являются част-
ными случаями соотношений предложения 1.2:

A0,pA0,p = A0,p +Bp, Bp ∈ A+,

A0,pA0,q = Bp,q, Bp,q ∈ A+, q ̸= p.
(3.26)

Коцикл, определяющий центральное расширение, обращается
в ноль на A0 ⊕ A+. Отсюда вытекает, в частности, что b̂ яв-
ляется подалгеброй Ли, и [b̂, b̂] ⊆ ĝ+. Поэтому согласно (3.24)
τλ,δ([b̂, b̂]) = 0. В то же время ввиду одномерности V все операто-
ры представления b̂ в нем коммутируют.

Определение 3.13. Линейное пространство

V̂λ,δ := U(ĝ)⊗U(b̂) V (3.27)

с естественной структурой ĝ-модуля называется модулем Верма
алгебры Ли ĝ, соответствующим набору данных (λ, δ). Как всегда
U(·) обозначает универсальную обертывающую алгебру соответ-
ствующей алгебры Ли. U(b̂) действует на V с помощью пред-
ставления τλ,δ. Набор λ называется весом, комплексное число δ –
уровнем, а вектор vλ,δ = v1 ⊗ · · · ⊗ vN – вектором старшего веса
модуля Vλ,δ.

Как и в обычной теории, модуль Верма определяется своими
старшим весом и уровнем однозначно с точностью до эквивалент-
ности.
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4. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ АЛГЕБР ТИПА
ВИРАСОРО

4.1. Фермионные представления. В этом разделе в про-
странстве фермионов, построенном в предыдущей главе, мы опре-
делим проективное представление алгебры Ли L, и даже более
того – алгебры Ли D1

g [56], [58], [61].
Как и в предыдущей главе, рассмотрим риманову поверх-

ность Σ, и на ней голоморфное расслоение F ранга r и степени
g · r (g – род римановой поверхности Σ). Пусть Γ(F ) обозначает
пространство мероморфных сечений расслоения F , голоморфных
вне точек P1, . . . , PN , P∞. Пусть τ – конечномерное представление
алгебры Ли g в пространстве Vτ . Положим ΓF,τ := Γ(F )⊗ Vτ .

В этих обозначениях ḡ-действие на ΓF,τ , заданное форму-
лой (3.6), выглядит следующим образом:

(x⊗A)(s⊗ v) = (A · s)⊗ τ(x)v (4.1)

для всех x ∈ g, A ∈ A, s ∈ Γ(F ), v ∈ Vτ .
Чтобы определить на Γ(F ) действие L выберем на F меро-

морфную (следовательно, плоскую) связность ∇, имеющую лога-
рифмические особенности в P1, . . . , PN и P∞. Ввиду плоскостно-
сти имеем ∇[e,f ] = [∇e,∇f ] для любых e, f ∈ L. Следовательно,
∇ определяет представление алгебры L в Γ(F ).

По определению связности, для любых s ∈ Γ(F ), e ∈ L и A ∈ A
имеем ∇e(As) = (eA)s + A∇es, где eA обозначает производную
функции A вдоль векторного поля e. Следовательно, [∇e, A] =
eA, то есть отображение e + A → ∇e + A дает представление
алгебры D1 в пространстве Γ(F ).

Определим соответствующее действие алгебры L на ΓF,τ :

e(s⊗v) = ∇es⊗v для любых e ∈ L, s ∈ Γ(F ), v ∈ Vτ . (4.2)

Можно непосредственно проверить, что (4.1) и (4.2) задают пред-
ставление алгебры D1

g в пространстве ΓF,τ .

Лемма 4.1 [61]. По отношению к индексу M модуль ΓF,τ яв-
ляется почти градуированным D1

g-модулем.

Доказательство. Мы действуем в обозначениях разде-
ла 3.4. Воспользуемся определением базисных векторных полей
(раздел 1.3). Для n ̸= 0 порядок emψn,j равен n + m в P+ и
−n−m−3g в P−; для n = 0 эти порядки равны n+m и −n−m−3g
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соответственно. Следовательно, для некоторых констант Dk,j′

m,n,j

выполняются следующие условия:

emψ
i
n,j =

m+n+3g+ε∑
k=m+n+ε

l−1∑
j′=0

Dk,j′

m,n,jψ
i
k,j′ , (4.3)

где ε = 0 при n ̸= 0 и ε = 1 при n = 0.

Ввиду почти градуированности построение действия вектор-
ных полей в пространстве фермионного представления ничем не
отличается от построения действия функций (раздел 3.4), поэто-
му нет необходимости повторять его здесь.

Отметим следующее технически полезное утверждение. Пусть
L(2)

+ ⊂ L – подалгебра, состоящая из элементов, обращающихся
в ноль в точке P+ как минимум со вторым порядком.

Лемма 4.2. Элементы подалгебры L(2)
+ аннулируют вакуум-

ные векторы фермионных представлений.

Доказательство. По определению (см. раздел 1.3) em ∈
L(2)

+ тогда, и только тогда, когда m > 1. В этом случае, согласно
(4.3), действие векторного поля e увеличивает значение индек-
са n: k > n для всех ψi

k,j′ , которые встречаются в правой части
соотношения (4.3). Но так как вакуумный моном содержит ψi

n,j ,
он также содержит справа от него все ψi

k,j′ , k > n. Поэтому em

аннулирует вакуум.

Пусть V – пространство фермионного представления. Сов-
местное действие L и ḡ превращает его в проективный модуль
над алгеброй D1

g – полупрямой суммой алгебр L и D1
g. Коцикл

этого проективного модуля локален по тем же очевидным причи-
нам, что и в разделе 3.4.

Мы возвращаемся сейчас к доказательству теоремы 3.5. На-
помним, она утверждает, что если g проста, то коцикл ферми-
онного представления алгебры ḡ имеет вид

γ̂(xA, yB) = λ · (x, y) resP+ AdB, (4.4)

где (x, y) – форма Киллинга, λ ∈ C.

Доказательство теоремы 3.5. Согласно лемме 3.6

γ̂(xA, yB) = α(x, y) γ(A,B), (4.5)
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где α – симметрическая инвариантная билинейная форма на g,
γ – коцикл на A. Поскольку g проста, сразу получаем α(x, y) =
λ1 · (x, y), где λ1 ∈ C, λ1 ̸= 0.

Поскольку действие алгебры Ли ḡ в пространстве V является
ограничением действия алгебры D1

g, коцикл γ̂ является ограни-
чением некоторого коцикла на D1

g. За последним мы сохраним то
же самое обозначение γ̂.

Запишем определение коцикла для тройки элементов e,
xA, yB:

γ̂(e, [xA, yB]) + γ̂(yB, [e, xA]) + γ̂(xA, [yB, e]) = 0. (4.6)

Пусть x, y принадлежат одной и той же картановской подалгебре,
то есть коммутируют, и (x, y) ̸= 0. Тогда [xA, yB] = 0 (коммутатор
берется в ḡ), и (4.6) совместно с (4.5) дают

(y, x)γ(B, eA)− (x, y)γ(A, eB) = 0. (4.7)

Сокращая на (x, y), получаем

γ(B, eA) = γ(A, eB), (4.8)

то есть L – инвариантность коцикла γ (ср. с (1.28)). По теоре-
ме 1.7(a) γ(A,B) = λ2 resP+ AdB, λ2 ∈ C.

4.2. Представление Сугавары. Пусть g – конечномерная
редуктивная алгебра Ли. Зафиксируем невырожденную инвари-
антную симметрическую билинейную форму α на g. Пусть ĝ – со-
ответствующая аффинная алгебра Ли (зависящая от билинейной
формы α), введенная в разделе 1.6 (соотношения (1.32) и (1.33)).

Представление алгебры ĝ называется допустимым, если лю-
бой элемент пространства представления аннулируются всеми
элементами алгебры достаточно большой степени.

Если алгебра Ли g – коммутативная или простая, то для каж-
дого допустимого представления алгебры ĝ не критического уров-
ня (то есть уровня, отличного от числа, противоположного ду-
альному числу Коксетера в простом случае, или отличного от
нуля в коммутативном случае) конструкция Сугавары дает про-
ективное представление алгебры L векторных полей Кричевера–
Новикова. Это представление называется представлением Суга-
вары. Для двухточечного случая коммутативная версия данной
конструкции предложена в [27]. Некоммутативный случай впер-
вые рассмотрен в физической литературе [4] и, независимо, хотя
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и позднее, в нашей работе [48]. В [48] была также дана много-
точечная версия конструкции. Следует отметить, что работа [4]
содержит неполные и даже неверные доказательства. Например,
вывод формулы (37) работы [4] опирается на гипотезу (даже не
на утверждение!) о единственности локального коцикла, но в рас-
сматриваемом в этом месте случае коммутативной алгебры, как
показано в [46], [47], эта гипотеза неверна. Можно отметить, что
работа [4] не содержит ссылок на процедуру усечения В. Каца
(см. ниже стр. 70), что стало возможным только потому, что боль-
шие куски доказательств в ней опущены вовсе. Наша работа [48]
использует другие методы доказательства, что позволило избе-
жать подобных ошибок.

В случае произвольной комплексной редуктивной алгебры Ли
g представление Сугавары определяется как некоторая линейная
комбинация представлений Сугавары, соответствующих ее про-
стым идеалам (теорема 4.8).

Переходя к изложению конструкции Сугавары, предположим,
что V – произвольное допустимое представление алгебры ĝ уров-
ня c. Для любых u ∈ g, A ∈ A обозначим через u(A) оператор в V ,
соответствующий элементу u⊗A. Мы, также, обозначаем элемент
вида u(An,p) через u(n, p). Выберем базис ui, i = 1, . . . ,dim g, ал-
гебры g и двойственный к нему базис ui, i = 1, . . . ,dim g, по от-
ношению к форме α. Элемент Казимира Ω0 =

∑dim g
i=1 uiu

i уни-
версальной обертывающей алгебры U(g) не зависит от выбора
базиса. Чтобы упростить обозначения, мы пишем u(n, p)u(m, q)
вместо

∑
i ui(n, p)ui(m, q).

Введем оператор Сугавары, также называемый тензором
энергии-импульса:

T (P ) :=
1
2

∑
n,m

∑
p,s

:u(n, p)u(m, s):ωn,p(P )ωm,s(P ). (4.9)

С помощью : : мы обозначаем некоторое нормальное упорядоче-
ние. В этом разделе индексы суммирования n, m пробегают Z,
а p, s – множество {1, . . . , N}. Точная форма нормального упоря-
дочения здесь не важна. Как пример, мы можем взять следующее
“стандартное нормальное упорядочение” (x, y ∈ g)

:x(n, p)y(m, r): =

{
x(n, p)y(m, r), n 6 m,

y(m, r)x(n, p), n > m.
(4.10)
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Выражение T = T (P ) можно рассматривать как формальный
ряд квадратичных дифференциалов с операторнозначными ко-
эффициентами. Раскладывая его по базису Ωk,r квадратичных
дифференциалов, получим

T =
∑

k

∑
r

Lk,r · Ωk,r, (4.11)

где

Lk,r =
1

2πi

∫
CS

T · ek,r =
1
2

∑
n,m

∑
p,s

:u(n, p)u(m, s): l(n,p)(m,s)
(k,r) ,

l
(n,p)(m,s)
(k,r) =

1
2πi

∫
CS

ωn,pωm,sek,r.

(4.12)
Формально операторы Lk,r являются бесконечными двойными
суммами. Однако, для данных k и m коэффициент l(n,p)(m,s)

(k,r) ока-
зывается ненулевым только для конечного множества значений n.
Это можно проверить с помощью рассмотрения вычетов подын-
тегральных выражений. После применения остающейся бесконеч-
ной суммы к некоторому фиксированному элементу v ∈ V ввиду
нормального упорядочения и допустимости представления полу-
чаем лишь конечное число операторов, нетривиально действую-
щих на данный элемент.

Центральным результатом в конструкции Сугавары являются
две нижеследующие теоремы.

Теорема 4.3 [48]. Пусть g – конечномерная коммутатив-
ная или простая алгебра Ли, 2κ – собственное значение ее опера-
тора Казимира в присоединенном представлении, V – допусти-
мый почти градуированный ĝ-модуль уровня c. Если c + κ ̸= 0,
то нормализованные “моды”

L∗k,r =
−1

2(c+ κ)

∑
n,m

∑
p,s

:u(n, p)u(m, s): l(n,p)(m,s)
(k,r) , (4.13)

оператора Сугавары являются коректно определенными опера-
торами на V и определяют допустимое проективное представ-
ление алгебры L с коциклом

χ(e, f) =
c · dim g

c+ κ
· 1
24πi

∫
CS

(
1
2
(e′′′f − ef ′′′)−R · (e′f − ef ′)

)
dz,

(4.14)
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где R – подходящая мероморфная проективная связность с по-
люсами лишь в точках P± , причем ordP+ R > −1, ordP− R > −2.

Замечание. И уровень c, и собственное значение k казими-
ра зависят от нормировки билинейной формы α (первый обратно
пропорционально, а второе – обратно пропорционально квадрат-
ному корню). Применяют стандартную нормировку, при которой
длинные корни имеют квадрат нормы 2 ([18, замечание 10.2]).
При этом k называется дуальным числом Коксетера. Для нас
нормировка α не имеет значения.

Теорема 4.4 [48]. Имеют место следующие коммутацион-
ные соотношения:

[Lk,r, x(m, s)] = −(c+ κ)x(ek,rAm,s),

где eA – производная функции A в направлении векторного по-
ля e.

Доказательству теорем 4.3, 4.4 посвящен нижеследующий раз-
дел 4.3. Здесь мы продолжим установление основных свойств опе-
раторов Сугавары.

Предложение 4.5. Операторы Сугавары действуют на V
почти градуированным образом.

Доказательство. Мы должны показать, что существуют
постоянные M1, M2 такие, что для каждого фиксированного од-
нородного элемента ψs ∈ V степени s и каждого k имеем

k + s+M1 6 deg(L∗k,rψs) 6 k + s+M2. (4.15)

Рассмотрим коэффициенты l
(n,p)(m,s)
(k,r) в (4.13), заданные интегра-

лами (4.12). Интеграл может быть ненулевым только если подын-
тегральное выражение имеет полюсы в точках множества I и
в точке P∞. Воспользовавшись явными формулами (1.8) и (1.9)
для порядков в этих точках, получим

k 6 n+m 6 k + C(g,N), (4.16)

с рациональной константой C(g,N) > 0, зависящей от рода g
и числа отмеченных точек N . Ввиду почти градуированности
V как ĝ-модуля, существуют константы c1 и c2, такие что для
всех m, r, s

m+ s+ c1 6 deg(u(m, r)ψs) 6 m+ s+ c2, (4.17)
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если u(m, r)ψs ̸= 0. Следовательно,

n+m+ s+2c1 6 deg( :u(n, p)u(m, r):ψs) 6 n+m+ s+2c2, (4.18)

если :u(n, p)u(m, r):ψs ̸= 0. Используя (4.16), мы получим соот-
ношение (4.15), если положим M1 = 2c1 и M2 = 2c2 + C(g,N).

Для e =
∑

n,p an,pen,p ∈ L (an,p ∈ C) положим T (e) =∑
n,p an,pL

∗
n,p. Тогда T (e) ∈ EndV . Ввиду двойственности

Кричевера–Новикова оператор Сугавары T (e), соответствующий
векторному полю e ∈ L, может быть эквивалентно определен как

T (e) =
−1
c+ κ

· 1
2πi

∫
CS

T (P )e(P ). (4.19)

Суммируя утверждения теорем 4.3, 4.4 и предложения 4.5, по-
лучаем следующее утверждение.

Теорема 4.6. Пусть g – коммутативная или простая ал-
гебра Ли. Отображение алгебры Ли D1

g в End(V ), задаваемое
формулами e → T (e), uA → u(A), является почти градуирован-
ным проективным представлением алгебры D1

g с нулевым сме-
шивающим коциклом. В частности, выполняются соотношения

(i) [T (e), T (f)] = T ([e, f ])+χ(e, f), где χ – коцикл на L, задан-
ный соотношением (4.14);

(ii) [T (e), u(A)]=u(eA).

Проективное представление T алгебры L называется пред-
ставлением Сугавары, соответствующим данному допустимому
представлению u алгебры ĝ.

Теорема 4.6 обобщается на случай редуктивных алгебр Ли.
Пусть g – редуктивная алгебра Ли, имеющая разложение (1.37).
Элементы x ∈ g можно представить в виде x =

∑n
i=0 xi, где

xi ∈ gi.

Лемма 4.7 ([47], лемма 3.11). Для произвольного коцик-
ла γ на ḡ и любых A,B ∈ A, x, y ∈ g

γ(xiA, yjB) = 0 для i ̸= j

(для y предполагается такое же разложение как выше для x).

Доказательство. По определению коцикла имеем для лю-
бых x, z ∈ gi, y ∈ gj

γ([xA, yB], z) + γ([z, xA], yB) + γ([yB, z], xA) = 0.
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Ввиду соотношения [gi, gj ] = 0 первое и третье слагаемые обраща-
ются в ноль. Соотношение, таким образом, дает γ([z, x]A, yB) = 0.
Ввиду простоты алгебры Ли gi имеем [gi, gi] = gi. Поэтому для
любых xi ∈ gi, yj ∈ gj можно взять [z, x] = xj , y = yj , что и
доказывает наше утверждение.

Из леммы 4.7 следует

γ(xA, yB) =
M∑
i=0

γ(xiA, yiB). (4.20)

Если дано допустимое представление алгебры ĝ в пространстве V ,
получим представления ее идеалов ĝi в том же пространстве. Для
них мы можем определить (нормированные) операторы Сугавары
Ti(e), i = 0, 1, . . . ,M . Мы полагаем по определению

T (e) =
M∑
i=0

Ti(e). (4.21)

Теорема 4.8. Утверждения теоремы 4.6 остаются в силе,
если g – редуктивная алгебра Ли. При этом коцикл представле-
ния T равен сумме коциклов представлений Ti , i = 0, 1, . . . ,M .

Доказательство. Для x, y ∈ g обозначим через xi и yj их
компоненты, как и выше. Тогда [xi(A), yj(B)] = [xi, yj ](AB) +
γ(xiA, yjB) · id. При i ̸= j элементы xi и yj коммутируют, а ко-
цикл обращается в ноль. Следовательно, элементы xi(A), yj(B)
коммутируют в ĝ. Пусть Tk – представление Сугавары, соответ-
ствующее представлению ĝk в V . Так как операторы представле-
ния Ti выражены через операторы xi(A), а операторы Tj – через
xj(A), представления Ti и Tj при i ̸= j коммутируют. Следова-
тельно [ M∑

i=0

Ti(e),
M∑

j=0

Tj(f)
]

=
M∑
i=0

[Ti(e), Ti(f)] .

Отсюда следует как утверждение о том, что T – проективное
представление, так и утверждение теоремы насчет коцикла.

Докажем, теперь для редуктивной алгебры утверждение (ii)
теоремы 4.6. Для xi ∈ gi, A ∈ A, e ∈ L, как и выше, имеем
[Tj(e), xi(A)] = 0. По теореме 4.6

[Tk(e), xk(A)] = xk(eA), k = 0, 1, . . . ,M.
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Отсюда имеем

[T (e), x(A)] =
[ M∑

k=0

Tk(e),
M∑
i=0

xi(A)
]

=
M∑
i=0

xi(eA) = x(eA).

В частном случае, когда представление V алгебры Ли ĝ по-
рождено вакуумным вектором, нам будет полезно следующее
утверждение. Мы формулируем его в случае двух отмеченных
точек, то есть индекс p входящей точки в обозначении базисных
элементов и соответствующих операторов Сугавары отсутствует.
Рассмотрим случай двух отмеченных точек. Пусть L(2)

+ ⊂ L – по-
далгебра Ли векторных полей, обращающихся в ноль в точке P+

с порядком не менее двух.

Лемма 4.9. Операторы Сугавары элементов подалгебры L(2)
+

аннулируют вакуумный вектор представления алгебры ĝ, по ко-
торому они построены.

Доказательство. По определению ek ∈ L(2)
+ тогда и толь-

ко тогда, когда k > 1. Рассмотрим операторы Сугавары Lk для
k > 1. Мы хотим показать, что если lmn

k ̸= 0, то либо m > 1, ли-
бо n > 1. Если это верно, то принимая во внимание нормальное
упорядочение, на втором месте в произведении :u(m)u(n): сто-
ит оператор представления подалгебры ĝ+. Следовательно, это
произведение аннулирует вакуум.

Рассмотрим выражение lmn
k в (4.12). Согласно разделу 1.3

ordP+ ω
m = −m− 1, ordP+ ω

n = −n− 1, ordP+ ek = k + 1.

Таким образом, ordP+ ω
mωnek = −m − n + k − 1. Чтобы вычет

1-формы ωmωnek в точке P+ был ненулевым, эта 1-форма обязана
по крайней мере иметь полюс в P+. Следовательно, −m − n +
k − 1 6 −1. Отсюда следует, что m+ n > k > 1 и, следовательно,
либо m > 0, либо n > 0. При этом оператор :u(n)u(m): , стоящий
при lmn

k в первом из соотношений (4.12), аннулирует вакуум.

4.3. Доказательство основных теорем о конструкции
Сугавары. Для упрощения обозначений мы даем доказатель-
ства для случая двух отмеченных точек на римановой поверх-
ности. При этом исчезает индекс отмеченной точки. Добавление
этого индекса ничего не меняет в ходе доказательств.
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Основные теоремы в форме соотношений со структур-
ными константами. Следующее предложение является пере-
формулировкрй теоремы 4.4 через структурные константы, и яв-
ляется ключевым в конструкции.

Предложение 4.10. Пусть g – простая или коммутатив-
ная алгебра Ли. Тогда

[Lk, x(r)] = −(c+ κ)
∑

v

Kv
r,kx(v), (4.22)

где

Kv
r,k :=

1
2πi

∮
C

ωv(Q)ek(Q)dAr(Q) =
∑
m

lvm
k γmr, (4.23)

γmr := γ(Am, Ar) :=
1

2πi

∮
C

Am(Q)dAr(Q). (4.24)

Результат не зависит от нормального упорядочения.

Заметим, что все имеющиеся здесь суммы на самом деле яв-
ляются конечными и потому имеют смысл. Последнее предло-
жение в классическом случае сводится к тому, что [Lk, x(r)] =
−(c+ κ)r x(r+ k) (см. [18, предложение 10.1]). Мы отложим пол-
ное доказательство до следующего параграфа. Здесь мы хотим
показать соотношение (4.23). Введем дельта-распределение [26]

∆(Q′, Q) =
∞∑

m=−∞
Am(Q′)ωm(Q).

Это формальный ряд, однако его свертка (в смысле интегриро-
вания по разделяющему контуру) с любым базисным элементом
Кричевера–Новикова подходящего тензорного веса имеет смысл,
причем∫

Cτ

∆(Q′, Q)Am(Q) = Am(Q′),
∫

Cτ

∆(Q′, Q)ωn(Q′) = ωn(Q).

Доказательство соотношения (4.23). Применяя дельта-
распределение, мы получим∑

m

lvm
k γmr =

∑
m

1
2πi

∮
C

ωv(Q)ωm(Q)ek(Q)×

× 1
2πi

∫
Cτ′

Am(Q′)dAr(Q′) =
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=
1

(2πi)2

∫∫
Cτ Cτ′

ωv(Q)ek(Q)dAr(Q′)∆(Q′, Q) =

=
1

2πi

∫
Cτ′

ωv(Q′)ek(Q′)dAr(Q′) = Kv
r,k.

Предложение 4.11. [Lk, x(r)] = −(c+ κ)x(∇ek
Ar).

Доказательство. В локальных координатах мы можем за-
писать ∇ek

Ar как ek(z)dAr(z)
dz , следовательно

(∇ek
Ar)(Q) = ek(Q)dAr(Q) =

∑
v

βv
r,kAv(Q).

В силу дуальности для коэффициентов βv
r,k имеем

βv
r,k =

1
2πi

∮
C

ek(Q)dAr(Q)ωv(Q) = Kv
r,k.

Следовательно утверждение вытекает из предложения 4.10.

Предложение 4.12. Операторы Lk ∈ gl(V ) и id ∈ gl(V ) об-
разуют подалгебру Ли в gl(V ) с коммутационным соотношени-
ем

[Lk, Ll] = −(c+ κ)
∑

n

Cn
klLn −

1
2
c(c+ κ) dim g · χkl · id, (4.25)

где Cn
kl – структурные константы алгебры векторных полей L и

χkl = ψkl + χ̂kl, ψkl =
∑
s,v

v+1∑
n=0

Cs
kll

nv
s γnv =

∑
v

v+1∑
n=0

Env
kl γnv,

(4.26)

Env
kl =

1
2πi

∮
C

[ek, el] · ωnωv, χ̂kl =

(∑
n>0
v60

−
∑
n60
v>0

)
Kn

v,kK
v
n,l.

(4.27)

Величины χkl могут быть отличными от нуля только при
−6g 6 k + l 6 0. Другое нормальное упорядочение изменило бы
область суммирования n и v в определении ψkl и, следовательно,
изменило бы χkl . На верхнем пределе мы получим

χk,−k = −1
6
(k3 − k). (4.28)
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Доказательство этого предложения мы также откладываем до
раздела 4.3, а здесь выведем из него теорему 4.3. Для этого нам
понадобится еще следующая простая лемма.

Лемма 4.13 ([27], соотношение (3.14)). Пусть χR – ко-
цикл вида (1.29), R – мероморфная проективная связность с по-
люсами в точках P± .

(a) условие χR(ek, el) = 0 для k + l > 0 и k + l < −6g эквива-
лентно тому, что полюсы R имеют порядок не более двух.

(b) Пусть R(z+) = α+z
−2
+ (1 +O(z+)) – локальный вид проек-

тивной связности в точке P+ , тогда

χR(ek, e−k) =
1
12

(k3 − k − 2α+k).

Доказательство сводится к подсчету вычетов.

Доказательство теоремы 4.3. Если c+κ ̸= 0, можно взять
нормированные элементы L∗k = −1

c+κLk и получить

[L∗k, L
∗
l ] =

∑
n

Cn
klL

∗
n −

c

2(c+ κ)
dim g · χkl · id . (4.29)

Из тождества Якоби в gl(V ) вытекает, что χkl определяет 2-
коцикл χ для алгебры Ли L. Следовательно мы получили про-
ективное представление алгебры L. Согласно предложению 4.12
коцикл χkl локален. Покажем, что он, также, когомологически
нетривиален (отличен от кограницы).

Всякая 2-кограница по определению имеет вид Φ([e, f ]), где
e, f ∈ L, а Φ – линейная функция на L. Ввиду соотношений
двойственности (1.7) и обозначений (1.11) базисные квадратич-
ные дифференциалы Ωn образуют двойственный базис для базиса
векторных полей em (для простоты обозначений мы рассматрива-
ем двухточечный случай), следовательно любая линейная функ-
ция является их линейной комбинацией, то есть задается с по-
мощью некоторого квадратичного дифференциала Ω (возможно,
имеющего бесконечное разложение по базису) по формуле

Φ(e) = resP+ Ωe. (4.30)

Предположим, что коцикл χkl имеет такую форму. Тогда для
пары векторных полей ek, e−k получаем

χk,−k = resP+ w(E′kE−k − EkE
′
−k), (4.31)
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где Ω = wdz2, ek = Ek∂z, e−k = E−k∂z – выражения соответстую-
щих объектов в локальных координатах в окрестности точки P+.
Поскольку Ek = zk+1∂z, E−k = z−k+1∂z и E′kE−k −EkE

′
−k = 2kz.

Это означало бы, что вычет в (4.31) линейно зависит от k, что
противоречит соотношению (4.28) предложения 4.12, где зависи-
мость кубическая.

По теореме 1.7 все локальные когомологически нетривиаль-
ные коциклы кратны геометрическим коциклам (1.29) с подхо-
дящими проективными связностями R. Из предложения 4.12 и
леммы 4.13 заключаем, что для коцикла χ связность R имеет
полюса не выше второго порядка в отмеченных точках. Сопо-
ставление (4.28) и утверждения (b) леммы 4.13 позволяет найти
нормировочную константу (равную −2).

Сопоставляя все сказанное, получаем теорему 4.3.

Замечание. Выражения ψkl в (4.26) определяют кограницу
в смысле когомологий алгебр Ли. Определим линейную функцию
Φ: L → C, полагая Φ(es) :=

∑
v

∑v+1
n=0 l

nv
s γnv (эта сумма конечна),

тогда

ψkl = Φ
(∑

s

Cs
k,les

)
= Φ([ek, el]).

И здесь другое нормальное упорядочение привело бы к другой
области суммирования в вышеприведенном определении Φ. Этим
мы снова показали, не опираясь на классификацию локальных ко-
циклов, что разные нормальные упорядочения не меняют класса
когомологий центрального расширения.

Завершение доказательства основных теорем. Прежде
всего докажем следующую лемму (суммирование по повторяю-
щимся индексам не предполагается).

Лемма 4.14. Пусть, как и выше, {ui} и {ui} – пара двой-
ственных базисов в g, Ω0 = uiu

i – элемент Казимира. Тогда
(1) [ Ω0, g] = 0;
(2)

∑
i[ui, u

i] = 0;
(3)

∑
i[uiAn, u

iAm] = −dim g · γ(An, Am) · t;
(4) Если g – коммутативная или простая алгебра Ли, то

существует константа κ, такая, что
∑

i adui
◦ adui = 2κ.
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Доказательство. (1), (2) и (4) – стандартные факты [18].
Чтобы показать (3), берем определение коммутатора в централь-
ном расширении

[uiAn, u
iAm] = [ui, u

i](AnAm)− γ(An, Am) · (ui|ui) · t.

После суммирования по i первое слагаемое пропадет в силу (2) и
мы получим требуемый результат.

Теперь введем еще одно техническое средство. В определении
операторов Lk содержатся формальные бесконечные суммы опе-
раторов. Для того, чтобы придать им смысл мы, как это сделано
в книге Каца и Райна [18], используем процедуру усечения. Пусть
ψ – функция на R заданная следующим образом:

ψ(x) = 1, если |x| 6 1, и ψ(x) = 0, если |x| > 1. (4.32)

Для ϵ ∈ R определим

Lk(ϵ) =
1
2

∑
n,m

∑
i

:ui(n)ui(m): lnm
k ψ(ϵn). (4.33)

Зафиксируем k. Для любого n имеется только конечное число
значений m таких, что lnm

k ̸= 0. Следовательно для ϵ > 0 сум-
ма состоит лишь из конечного числа слагаемых. Если v ∈ V , то
благодаря нормальному упорядочению лишь конечное число опе-
раторов lnm

k :ui(n)ui(m): будет действовать на v нетривиально.
Значит, если мы выберем ϵ > 0 достаточно малым, то получим
Lk(ϵ)v = Lkv. Именно это мы будем иметь ввиду, когда пишем
limϵ→0 Lk(ϵ) = Lk.

Если мы отбросим в (4.33) символ нормального упорядоче-
ния, то получим выражение L̃k(ϵ), которое корректно определено,
коль скоро ϵ ̸= 0. Для любой пары (n,m), которая не находится
в нормальном порядке, рассмотрим коммутатор

∑
i[ui(n), ui(m)],

который является скаляром по лемме 4.14 (3), следовательно
Lk(ϵ) = L̃k(ϵ) + α · t, где α является скаляром коль скоро ϵ ̸= 0.
В частности, если мы вычисляем коммутаторы, мы можем забыть
о нормальном упорядочении, пока ϵ ̸= 0.

Доказательство предложения 4.10. По определению

Rϵ := 2 [L̃k(ϵ), x(r) ] =
∑
n,m

∑
i

[ui(n)ui(m), x(r)] lnm
k ψ(ϵn) =
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=
∑
n,m

∑
i

(
ui(n)[ui(m), x(r)] + [ui(n), x(r)]ui(m)

)
lnm
k ψ(ϵn),

что получается после раскрытия коммутаторов и переупорядо-
чивания членов. Затем каждый коммутатор может быть записан
в виде

[ui(m), x(r)] = [ui, x](AmAr)− (ui|x)γmr · c

(заметим, что t.v = c · v). Следовательно, мы получаем Rϵ =
Aϵ +Bϵ − (Cϵ +Dϵ), где

Aϵ =
∑
n,m

∑
i

ui(n)[ui, x](AmAr)lnm
k ψ(ϵn),

Bϵ =
∑
n,m

∑
i

[ui, x](AnAr)ui(m)lnm
k ψ(ϵn),

Cϵ =
∑
n,m

∑
i

ui(n)(ui|x)γmrl
nm
k cψ(ϵn),

Dϵ =
∑
n,m

∑
i

(ui|x)ui(m)γnrl
nm
k cψ(ϵn).

Теперь, используя соотношение∑
i

ui ⊗An(ui|x) =
(∑

i

(ui|x)ui

)
⊗An = x⊗An = x(n),

приходим к Cϵ =
∑

n,m x(n)γmrl
nm
k cψ(ϵn), и Dϵ =

∑
n,m x(m)×

γnrl
nm
k cψ(ϵn). Встречается только конечное число членов с фик-

сированными r и k. Следовательно, в пределе получаем

lim
ϵ→0

(Cϵ +Dϵ) = 2 c ·
∑

n

(∑
m

lnm
k γmr

)
x(n) = 2 c

∑
n

Kn
r,kx(n).

(4.34)
Здесь мы воспользовались (4.23). Суммы Aϵ и Bϵ для ϵ → 0 по
отдельности не имеют смысла. Мы можем придать им смысл, пе-
рейдя к нормальному упорядочению. Для этого нужно подста-
вить AmAr =

∑
s α

s
mrAs с αs

mr = 1
2πi

∮
C
AmArω

s. Мы получим

Aϵ =
∑

n,m,s

∑
i

ui(n)[ui, x](s)αs
mrl

nm
k ψ(ϵn),

Bϵ =
∑

n,m,s

∑
i

[ui, x](s)ui(m)αs
nrl

nm
k ψ(ϵn).
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Для элементов, которые не находятся в нормальном порядке, мы
должны ввести коммутатор. Мы пишем Aϵ = A

(1)
ϵ + A

(2)
ϵ и Bϵ =

B
(1)
ϵ + B

(2)
ϵ , где A(1)

ϵ соответственно. B(1)
ϵ – те же выражения, но

со значками нормального упорядочения. Мы можем переписать
коммутатор

[ui(n), [ui, x](s)] = [ui, [ui, x]](AnAs)− γns(ui|[ui, x])c.

Если просуммировать по i, второй член пропадет, так как
(ui|[ui, x]) = ([ui, u

i]|x), и по лемме 4.14 (2). Лемма 4.14 (4) да-
ет для первого члена 2κ · x(AnAs) = 2κ

∑
v α

v
nsx(v). Применяя те

же рассуждения к B(2)
ϵ , получаем

A(2)
ϵ +B(2)

ϵ = 2κ
∑

v

(∑
s,m

∑
n>s

αv
nsα

s
mrl

nm
k ψ(ϵn)−

−
∑
n,m

∑
s>m

αv
smα

s
nrl

nm
k ψ(ϵn)

)
x(v). (4.35)

Заметим, что ни одна из сумм не имела бы смысла сама по себе
при ϵ = 0. Прежде чем продолжать рассмотрение (4.35), пока-
жем, что A(1)

0 +B(1)
0 равно нулю. Для начала заменим переменные

в сумме для B(1)
ϵ следующим образом: s→ n→ m→ s. Благодаря

нормальному упорядочению A
(1)
0 и B

(1)
0 – корректно определен-

ные операторы в том смысле, что будучи применены к определен-
ному v ∈ V , дадут в результате только конечное число ненулевых
членов. Следовательно, мы можем забыть о множителе ψ.

Введем константы

F sn
r,k :=

∑
m

αs
mrl

nm
k =

1
2πi

∮
C

Ar(Q)ωs(Q)ωn(Q)ek(Q).

Лемма 4.15. Константы F sn
r,k симметричны по верхним ин-

дексам: F sn
r,k = Fns

r,k .

Доказательство. Имеем

F sn
r,k =

∑
m

1
(2πi)2

∫∫
Cτ Cτ′

Am(Q)Ar(Q)ωs(Q)ωn(Q′)ωm(Q′)ek(Q′) =

=
1

(2πi)2

∫∫
Cτ Cτ′

Ar(Q)ωs(Q)ωn(Q′)ek(Q′)∆(Q,Q′) =
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=
1

2πi

∮
C

Ar(Q)ωs(Q)ωn(Q)ek(Q).

Последнее выражение очевидным образом симметрично по n и s.

Далее

A
(1)
0 +B

(1)
0 =

∑
n,s

∑
i

(
:ui(n)[ui, x](s) + [ui, x](n)ui(s):

)
F sn

r,k.

Лемма 4.16.
∑

i

(
:ui(n)[ui, x](s) + [ui, x](n)ui(s):

)
= 0.

Доказательство. Просто вычислим∑
i

ui(n)[ui, x](s) =
∑

i

ui(n)
∑

j

([ui, x]|uj)uj(s) =

= −
∑
i,j

ui(n)(ui|[uj , x])uj(s) =

= −
∑

j

[uj , x](n)uj(s).

Следовательно A(1)
0 +B

(1)
0 = 0. Вернемся снова к (4.35).

Предложение 4.17. Слагаемые суммы по v в пределе ϵ→ 0
совпадают с величинами

E(N)
ϵ :=

∑
m,s

∑
n>N

αv
nsα

s
mrl

nm
k ψ(ϵn)−

∑
n,m

∑
s>N

αv
smα

s
nr, l

nm
k ψ(ϵn),

(4.36)
взятыми в том же пределе, где N – произвольное целое число.

Доказательство. Если вычислить разность, получим1

∑
m,s

N∑
n=s+1

αv
nsα

s
mrl

nm
k ψ(ϵn)−

∑
n,m

N∑
s=m+1

αv
smα

s
nrl

nm
k ψ(ϵn). (4.37)

Заметим, что благодаря почти–градуировке в каждой сумме для
фиксированных v, k, r встречается лишь конечное число членов.
Следовательно, мы можем забыть о ψ(ϵn) и сделать во второй
сумме замену переменных (s → n → m → s). Применяя лем-
му 4.15, мы убеждаемся, что разность равна нулю.

1Если верхняя граница меньше нижней, мы предполагаем, что меняется
порядок суммирования и знаки входящих в него выражений. Это соглашение
распространяется на все суммирования, которые могут встретиться ниже.
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Это доказательство, также, показывает, что наш результат не
зависит от выбора нормального упорядочения. Разность снова бу-
дет состоять из конечного числа членов, которые сократятся.

Изучим выражение

E(0)
ϵ =

∑
s

∑
n>0

αv
nsF

sn
r,kψ(ϵn)−

∑
n

∑
s>0

αs
nrF

vn
s,kψ(ϵn). (4.38)

Заменим порядок во второй сумме следующим образом:
(n, s > 0) = (s, n > 0) + (n > 0, s 6 0) − (s > 0, n 6 0), полу-
чим

E(0)
ϵ =

∑
n>0

∑
s

(
αv

nsF
sn
r,k − αs

nrF
vn
s,k

)
ψ(ϵn) +

+
(∑

n>0
s60

−
∑
s>0
s60

)
αs

nrF
vn
s,kψ(ϵn). (4.39)

После суммирования по s в первой сумме и использования дельта-
распределения, мы увидим, что она обращается в ноль. Используя
интегральные представления для F vn

s,k (стр. 72), и для αs
nr (стр. 71)

вторую сумму можно переписать в виде

1
(2πi)2

∫∫
Cτ Cτ′

Ar(Q′)ek(Q)ωv(Q)×

×
(∑

n>0
s60

An(Q′)As(Q)ωs(Q′)ωn(Q)ψ(ϵn)−

−
∑
s>0
n60

An(Q′)As(Q)ωs(Q′)ωn(Q)ψ(ϵn)
)
. (4.40)

Теперь мы воспользуемся следующей леммой.

Лемма 4.18 [4]. Для любого N справедливо соотношение( ∑
n>N

∑
s6N

−
∑
s>N

∑
n6N

)
An(Q′)As(Q)ωs(Q′)ωn(Q) = d′∆(Q′, Q).

(4.41)
Здесь d′ обозначает дифференцирование по переменной Q′ .
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Для полноты мы приведем ниже доказательство этой леммы.
Пока же, применяя ее, имеем

E
(0)
0 =

1
(2πi)2

∫∫
Cτ Cτ′

Ar(Q′)ek(Q)ωv(Q)d′∆(Q′, Q) =

= − 1
(2πi)2

∫∫
Cτ Cτ′

d′Ar(Q′)ek(Q)ωv(Q)∆(Q′, Q) =

= − 1
2πi

∮
C

dAr(Q)ek(Q)ωv(Q) = −Kv
r,k.

Если собрать все не обращающиеся в ноль члены, мы в точности
получим утверждение предложения 4.10.

Доказательство леммы 4.18. Сначала докажем следую-
щее соотношение.

Лемма 4.19. Выполнено равенство

γrk =
(∑

n>0

∑
s60

−
∑
s>0

∑
n60

)
αs

rnα
n
ks. (4.42)

Доказательство. В [4] выдвинута идея использования для
доказательства представлений в полубесконечных формах. Мы
берем здесь полубесконечные формы на пространстве A. Возьмем
вакуумный вектор Φ = A1 ∧ A2 ∧ · · · . Элемент Ai ∈ A действует
по правилу Лейбница следующим образом

AiΦ = (Ai ·A1) ∧A2 ∧ · · ·+A1 ∧ (Ai ·A2) ∧A3 · · ·+ · · · . (4.43)

Если |i| достаточно велико, это имеет смысл. Для некоторой кри-
тической полосы индексов (в том числе и для A0 = 1) дей-
ствие должно быть регуляризовано, и мы получаем представ-
ление центрального расширения Â′, где определяющий коцикл
локален (глава 3). Поскольку A является коммутативной алгеб-
рой Ли, два различных коцикла никогда не когомологичны. Как
показано на стр. 58, коцикл фермионного представления алгеб-
ры Ли A всегда L-инвариантен, поэтому по теореме 1.7 он кра-
тен стандартному коциклу γ(A,B) = resP+ AdB. Следовательно,
[Ar, Ak]Φ = d · γ(Ar, Ak)Φ = d · γrkΦ, где d ∈ C. Если r и k на-
ходятся вне критической полосы индексов, действие Ar (соответ-
ственно Ak) задается соотношением (4.43). Внутри критической
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полосы необходимо рассмотреть каким образом элемент As, вхо-
дящий в Φ, воспроизводит себя. Во-первых, Ak · As =

∑
n α

n
ksAn.

Эта комбинация встретится только если s > 1, при этом только
члены с n < 1 не будут аннигилировать с окружающими элемен-
тами. Действуя далее элементом Ar и рассматривая проекцию на
исходный элемент As, мы получаем

∑
s>0

∑
n60 α

s
rnα

n
ks. Рассмат-

ривая так же −Ak ·Ar и заменяя переменные, получаем

[Ar, Ak]Φ = −
(∑

n>0

∑
s60

−
∑
s>0

∑
n60

)
αs

rnα
n
ksΦ = d · γrkΦ. (4.44)

Для определения константы вычислим это это выражение для
r = i и k = −i при i ≫ 0. Заметим, что AiΦ = 0, следовательно,
[Ai, A−i]Φ = Ai(A−iΦ), и что Ak ·As = Ak+s+

∑
j>k+s CjAj . Таким

образом, мы нашли для каждого s множитель 1, если s − i 6 0.
Пусть теперь s > 1, и мы имеем [Ai, A−i]Φ = i ·Φ = d ·γ(Ai, A−i)Φ.
Путем подсчета вычетов получаем γ(Ai, A−i) = −i, что доказы-
вает утверждение.

Заметим, что в [4] дано доказательство с помощью прямых
вычислений.

Далее

dAk(Q) =
∑

r

βkrω
r(Q), βkr =

1
2πi

∮
C

dAk(Q)Ar(Q) = γrk,

(4.45)
и, следовательно, по лемме 4.19

d′∆(Q′, Q) =
∑

k

d′Ak(Q′)ωk(Q) =

=
∑
k,r

(∑
n>0
s60

−
∑
s>0
n60

)
αs

rnα
n
ksω

k(Q)ωr(Q′). (4.46)

Теперь, пользуясь тем, что Aiω
j =

∑
r α

j
irω

r, мы получим ре-
зультат для N = 0. Чтобы сделать это для произвольного N ,
достаточно лишь сравнить область суммирования с таковой при
N = 0. Мы получим в качестве разницы( N∑

s=1

∑
n

−
N∑

n=1

∑
s

)
αs

rnα
n
ksω

k(Q)ωr(Q′).
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Каждая из двух двойных сумм содержит лишь конечное число
слагаемых. Следовательно, мы можем рассматривать их по от-
дельности. Проделывая это для суммирования по n в первой сум-
ме, и по s во второй, мы получим (после представления коэффи-
циентов через интегралы и использования дельта-распределения)
одни и те же величины, которые сокращаются.

Доказательство предложения 4.12. Снова пишем для
ϵ ̸= 0

[Lk(ϵ), Ll] =
1
2

∑
n,m

∑
i

lnm
k [ :ui(n)ui(m): , Ll]ψ(ϵn). (4.47)

Как объясняется в начале этого параграфа, мы можем игнори-
ровать нормальное упорядочение внутри данного коммутатора и
переписать (4.47) в виде

1
2

∑
n,m

∑
i

lnm
k

(
ui(n)[ui(m), Ll] + [ui(n), Ll]ui(m)

)
ψ(ϵn). (4.48)

Воспользуемся предложением 4.10 для преобразования коммута-
тора и получим

1
2
(c+ κ)

∑
n,m,v

∑
i

lnm
k

(
Kv

m,lui(n)ui(v) +Kv
n,lui(v)ui(m)

)
ψ(ϵn).

(4.49)
Чтобы придать выражениям смысл по отдельности при ϵ = 0, мы
должны переписать их снова с применением нормального упоря-
дочения и выписать коммутаторы для индексов, которые не яв-
ляются нормально упорядоченными. После преобразования этих
коммутаторов с использованием леммы 4.14 (3) мы можем запи-
сать результат в виде суммы Aϵ + Bϵ + Cϵ + Dϵ, где слагаемые
определены соотношениями

Aϵ =
1
2
(c+ κ)

∑
n,m,v

∑
i

lnm
k Kv

m,l :ui(n)ui(v):ψ(ϵn),

Bϵ =
1
2
(c+ κ)

∑
n,m,v

∑
i

lnm
k Kv

n,l :ui(v)ui(m):ψ(ϵn),

Cϵ = −1
2
c(c+ κ) dim g

∑
v,m

∑
n>v

lnm
k Kv

m,lγnvψ(ϵn),

Dϵ = −1
2
c(c+ κ) dim g

∑
n,m

∑
v>m

lnm
k Kv

n,lγvmψ(ϵn).

(4.50)
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Рассматривая область, в которой могут быть ненулевыми коэф-
фициенты lnm

k и Kv
m,l, и принимая во внимание нормальное упо-

рядочение, мы видим, что A0 и B0 снова являются корректно
определенными операторами, что позволяет игнорировать мно-
житель ψ(ϵn). Переобозначая переменные в B0 по схеме (v →
n→ m→ v), мы получаем

A0+B0 =
1
2
(c+κ)

∑
n,m,v

∑
i

(lnm
k Kv

m,l+l
mv
k Kn

m,l) :ui(n)ui(v): . (4.51)

Структурные константы алгебры векторных полей L можно вы-
числить по формуле

Cs
kl =

1
2πi

∮
C

([ek, el]) · Ωs. (4.52)

Лемма 4.20. Имеем∑
m

(lnm
k Kv

m,l + lmv
k Kn

m,l) = − 1
2πi

∮
C

[ek, el] · ωnωv = −
∑

s

Cs
kll

nv
s .

(4.53)

Доказательство. Мы можем записать правую часть в виде

−
∑

s

1
(2πi)2

∫∫
Cτ Cτ′

[ek, el](Q) · Ωs(Q)ωn(Q′)ωv(Q′)es(Q′).

После суммирования по s мы приходим к “дельта-распределению”
тензорного веса (−1, 2), интегрируем по Q′ и получаем

− 1
2πi

∮
C

[ek, el](Q)ωn(Q)ωv(Q),

то есть среднее выражение в формуле (4.53). В левой части для
первой суммы имеем∑

m

lnm
k Kv

m,l =

=
∑
m

1
(2πi)2

∫∫
Cτ Cτ′

ωn(Q)ωm(Q)ek(Q)d′Am(Q′)el(Q′)ωv(Q′).

Применяя соотношение
∑

m d′Am(Q′)ωm(Q) = d′∆(Q′, Q), после
интегрирования поQ′ получим− 1

2πi

∮
C
ωn(Q)ek(Q)d(el(Q)ωv(Q)).
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Для второй суммы имеем − 1
2πi

∮
C
ωv(Q)ek(Q)d(el(Q)ωn(Q)) =

1
2πi

∮
C
d(ωv(Q)ek(Q))el(Q)ωn(Q). Собирая все вместе, получаем

− 1
2πi

∮
C

(
ωn(Q)ek(Q)d

(
el(Q)ωv(Q)

)
−ωn(Q)el(Q)d

(
ek(Q)ωv(Q)

))
.

Если перейти от форм к представляющим их локально функциям,
для подынтегрального выражения можно получить

ωn(z)ωv(z)
(
ek(z)

del

dz
(z)− el(z)

dek

dz
(z)
)

= ωn(z)ωv(z)[ek, el](z).

Утверждение доказано.

Далее

A0 +B0 = −1
2
(c+ κ)

∑
s

∑
n,v

∑
i

Cs
kll

nv
s :ui(n)ui(v):

= −(c+ κ)
∑

s

Cs
klLs.

Остается только изучить α(k, l) := limϵ→0(Cϵ +Dϵ). Поскольку Lk

и Ll – корректно определенные операторы в gl(V ) скаляр α(k, l)
также определен. Используя тождество Якоби в gl(V ) и тот факт,
что Cs

kl также удовлетворяют тождеству Якоби (в том смысле,
что они являются структурными константами алгебры L), мы
заключаем, что этот скаляр определяет 2-коцикл. Изучая поряд-
ки форм, участвующих в определении констант lnm

k , Kv
m,l и γnv

в точках P+ и P−, и подсчитывая вычеты для вычисления инте-
грала, мы видим, что вообще говоря для произвольных n, m, v

Kv
m,l ̸= 0 =⇒ −3g 6 −v + l +m 6 0,

lnm
k ̸= 0 =⇒ −g 6 k − (n+m) 6 0,
γnv ̸= 0 =⇒ −2g 6 n+ v 6 0.

С учетом этого мы получаем α(k, l) ̸= 0 =⇒ −6g 6 k + l 6 0.
Для g ̸= 0, n = −g и v = −g − 1 (или наоборот) γ−g,−g−1 будет
ненулевым. Но в этом случае другие коэффициенты создадут те
же ограничения. В частности, коцикл оказывается локальным.
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Он может быть задан формулой

α(k, l) = −1
2
c(c+ κ) dim g

∑
n

(∑
m,s

∑
v<n

lnm
k lvs

l γsmγnv +

+
∑
m,s

∑
v>m

lnm
k lvs

l γsnγvm

)
.

В оставшейся части раздела мы даем доказательство утвер-
ждений о коцикле, сделанных в предложении 4.12.

Доказательство соотношений (4.26)–(4.28). Рассмотрим
снова величины (4.50), причем без нормировочного множителя
(−1/2)c(c+κ) dim g, который пока будем держать в уме. ПустьN –
фиксированное целое число. Начнем снова с Cϵ и Dϵ. Положим

Eϵ =
∑
v,m

∑
n>N

lnm
k Kv

m,lγnvψ(ϵn), Fϵ :=
∑
n,m

∑
v>N

lnm
k Kv

n,lγvmψ(ϵn).

В Cϵ − Eϵ и Dϵ − Fϵ встретится только конечное число членов.
Следовательно, можно положить ϵ = 0 и забыть о ψ(ϵn). Если
переименовать переменные в Dϵ − Fϵ по схеме (v → n→ m→ v),
то, применяя лемму 4.20, получим следующее выражение

lim
ϵ→0

((Cϵ − Eϵ) + (Dϵ − Fϵ)) =

=
∑

v

N∑
n=v+1

(∑
m

lnm
k Kv

m,l + lmv
k Kn

ml

)
γnv =

= −
∑

v

N∑
n=v+1

∑
s

Cs
kll

nv
s γnv. (4.54)

Мы видим, что в противоположность случаю, рассмотренному
при доказательстве предложения 4.10, это выражение не обраща-
ется в ноль. В частности это одна из причин того, что величина
коцикла зависит от выбора нормального упорядочения.

Теперь рассмотрим Eϵ + Fϵ. Представим область суммирова-
ния для Fϵ как (n, v > N) = (v, n > N) + (v > N, n 6 N) −
(n > N, v 6 N) и обозначим первую сумму F

(1)
ϵ , а две дру-

гих вместе F (2)
ϵ . Прежде всего, используя γvm = −γmv и Kn

v,k =∑
m lnm

k γmv, получаем

Eϵ + F (1)
ϵ =

∑
v

∑
n>N

((∑
m

lnm
k Kv

m,l

)
γnv −Kv

n,lK
n
v,k

)
ψ(ϵn).
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Поскольку F
(2)
ϵ корректно определено при ϵ = 0 (см. ниже) мы

можем игнорировать здесь ψ(ϵn) если не разбивать эту сумму на
две частные суммы. Воспользовавшись интегральным представ-
лением коэффициентов и выполнив суммирование по m, получа-
ем дельта-распределение (как мы это уже несколько раз делали)
и далее(∑

m

lnm
k Kv

m,l

)
γnv =

= − 1
(2πi)2

∫∫
Cτ Cτ′

wv(Q)d′An(Q′)el(Q)d
(
ek(Q)ωn(Q)

)
Av(Q′),

Kv
n,lK

n
v,k =

=
1

(2πi)2

∫∫
Cτ Cτ′

wv(Q′)d′An(Q′)el(Q′)d(ek(Q)ωn(Q))Av(Q).

Суммирование по v и интегрирование по Q′ показывают, что

Eϵ + F (1)
ϵ = 0.

Остается рассмотреть

F (2)
ϵ =

( ∑
n>N

∑
v6N

−
∑
n6N

∑
v>N

)
Kn

v,kK
v
n,l ψ(ϵn). (4.55)

Рассмотрение структурных констант показывает, что каждая ча-
стичная сумма состоит только из конечного множества членов,
следовательно, мы снова можем положить ϵ = 0. Для N = 0 со-
бираем соответствующие члены (4.54) и (4.55) и приходим к ре-
зультату о структуре коцикла (4.26), сформулированному в пред-
ложении 4.12. Если бы мы выбрали другое нормальное упорядо-
чение, мы получили бы другое правило суммирования в (4.54).
Выражение (4.55) осталось бы прежним. Остается вывести фор-
мулу (4.28) для значения коцикла для специально выбранных
базисных элементов. Прежде всего взглянем на χ̂k,−k. Здесь из
Kn

v,k ̸= 0 следует k 6 n − v и из Kv
n,−k ̸= 0 следует −k 6 v − n;

следовательно, v = n − k. То есть мы получим в этом случае ве-
личину n−k (соответственно, n). Предположим, что k > 0, тогда
уцелеет только первая сумма. Это будет конечная сумма

k∑
n=1

(n− k)n = −1
6
(k3 − k).
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В выражении для ψk,−k мы находим, что Cs
k,−kl

nv
s γnv ̸= 0 только

если s > 0, s 6 n+ v и n+ v 6 0. Это означает, что мы получаем
ненулевые члены только для s = 0 и n = −v. Но если мы по-
смотрим на суммирование по области

∑
v

∑v+1
n=0, мы увидим, что

n = −v означает, что либо v = 0 (с нулевым коэффициентом),
либо область суммирования пуста. Следовательно ψk,−k = 0. Со-
бирая все вместе, получаем (4.28).

Для дальнейшего отметим

Следствие 4.21. Пусть дано допустимое представление
в пространстве V , E ∈ End(V ) – такой оператор, что суще-
ствует базисный элемент el ∈ L, удовлетворяющий соотноше-
нию

[E, x(r)] = −(c+ κ)x(∇el
Ar), (4.56)

для каждого x ∈ g и каждого r . Тогда для любого k

[Lk, E] = [Lk, Ll],

где последний коммутатор задан соотношением (4.25).

Доказательство. В доказательстве предложения 4.12 мы
пользовались соотношением [Ll, x(r)] = −(c+κ)x⊗ (∇el

Ar) пред-
ложения 4.11. Поскольку с оператором E можно обращаться по
тем же правилам, мы получим [Lk(ϵ), E] = [Lk(ϵ), Ll] и, следова-
тельно, в пределе ϵ→ 0 [Lk, E] = [Lk, Ll].



Проективно плоские связности на пространстве модулей 83

5. ПРОЕКТИВНО ПЛОСКИЕ СВЯЗНОСТИ
НА ПРОСТРАНСТВЕ МОДУЛЕЙ
РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

И УРАВНЕНИЯ
КНИЖНИКА–ЗАМОЛОДЧИКОВА

Настоящая глава посвящена приложениям алгебр Кричевера–
Новикова и их представлений к геометрии пространств моду-
лей римановых поверхностей и двумерной конформной квантовой
теории поля.

Основу этих приложений составляет предложение 5.3 и его
следствия, которые в сумме дают описание касательных про-
странств к пространствам модулей римановых поверхностей
в терминах алгебр векторных полей Кричевера–Новикова и их ба-
зисов. Касательное пространство к пространству модулей связа-
но с алгеброй векторных полей отображением Кодаиры–Спенсера
и обратным к нему отображением, восходящим к Шифферу–
Спенсеру.

Как указано во введении, начиная с работы Фридана и Шен-
кера [10], двумерная конформная теория поля отождествляется
с проективно плоской связностью на пространстве модулей, за-
данной тензором энергии-импульса. Мы даем здесь общее выра-
жение (5.30) для этой связности через фундаментальные объек-
ты – тензор энергии-импульса и отображение Кодаиры–Спенсера.
Несмотря на то, что ингредиенты этой формулы в разных ком-
бинациях и в разной степени общности возникали в ряде публи-
каций, в такой простоте и общности указанную формулу автору
в математической литературе встречать не приходилось.

Далее, мы переходим к модели Весса–Зумино–Новикова–
Виттена. Исходя из сформулированных во введении задач, мы
строим расслоение конформных блоков на пространстве модулей
средствами теории представлений аффинных алгебр Кричевера–
Новикова и задаем тензор энергии-импульса с помощью кон-
струкции Сугавары. Перед нами встают две задачи: доказатель-
ство корректной определенности связности на конформных бло-
ках и ее проективной плоскостности. Решение обеих задач опи-
рается на важное техническое средство – формулы деформаций
регулярных функций и векторных полей Кричевера–Новикова
(предложения 5.8, 5.9).
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В заключение мы явно выводим уравнения горизонтальных
сечений полученной связности для родов 0 и 1 и показыва-
ем, что для рода 0 они совпадают с уравнениями Книжника–
Замолодчикова.

Еще раз подчеркнем, что после работ Бернара [2], [3] про-
изошло первое разветвление процесса обобщения уравнений
Книжника–Замолодчикова на положительный род. Бернар ввел
дополнительные параметры и соглашения, не предусмотренные
основами теории (см. введение). Выведенные им уравнения кор-
реляционных функций получили название уравнений Книжника–
Замолодчикова–Бернара (KZB). К этому направлению относятся
работы Д. Иванова, Дж. Фельдера и многих других. Мы сле-
дуем другому направлению, заданному работой Цучия, Уено и
Ямады [66], работая, в отличие от последних, с настоящей ал-
геброй симметрий функционала действия – аффинной алгеброй
Кричевера–Новикова.

Другим аналогом уравнений Книжника–Замолодчикова явля-
ются уравнения Н. Хитчина [16], которые имеют отличную от
наших уравнений область применимости: они выведены для про-
странства модулей римановых поверхностей без отмеченных то-
чек.

5.1. Алгебры типа Вирасоро и пространства модулей
римановых поверхностей. Предметом настоящей главы яв-
ляются связности на пространстве модулей римановых поверх-
ностей с отмеченными точками. Введем пространства модулей,
нужные нам в этой и следующей главах.

В [49], [50] мы описали пространства модулей кривых, обычно
встречающиеся в 2-мерных конформных теориях поля. Обозна-
чим через M(k,p)

g,N+1 пространство модулей римановых поверхно-
стей рода g с N + 1 различными упорядоченными отмеченны-
ми точками, фиксированными k-струями локальных координат
в первых N точках и фиксированной p-струей локальной коорди-
наты в последней точке. Элементы пространства M(k,p)

g,N+1 зада-
ются наборами вида

b̃(k,p) =
[
Σ, P1, . . . , PN , P∞, z

(k)
1 . . . , z

(k)
N , z(p)

∞
]
, (5.1)

где Σ – гладкая проективная кривая рода g, Pi (i = 1, . . . , N,∞) –
различные точки на Σ, zi – координата в точке Pi (где zi(Pi) = 0),
и z

(l)
i – l-струя локальной координаты zi (l ∈ N ∪ {0}). Здесь
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[. . .] обозначает класс эквивалентности таких наборов в следую-
щем смысле. Два набора, представляющие b̃(k,p) и b̃(k,p)′ эквива-
лентны, если существует алгебраический изоморфизм φ : Σ → Σ′

с φ(Pi) = P ′i для i = 1, . . . , N,∞, такой, что после отождествления
с помощью φ мы имеем

z′i = zi +O(zk+1
i ), 1, . . . , N и z′∞ = z∞ +O(zp+1

∞ ). (5.2)

Для двух специальных случаев мы введем те же обозначения, что
и в [50]:Mg,N+1 = M(0,0)

g,N+1, иM(1)
g,N+1 = M(1,0)

g,N+1. “Забывая” коор-
динаты, или струи высших порядков, мы получаем естественные
проекции

M(1,p)
g,N+1 →Mg,N+1, M(k,p)

g,N+1 →M(k′,p′)
g,N+1 (5.3)

для любых k′ 6 k и p′ 6 p. Мы имеем дело только с локальной си-
туацией, в окрестности точки пространства модулей, отвечающей
кривой и отмеченным точкам общего положения.

В точках общего положения пространство M(k,p)
g,N+1 является

гладким. Мы приступаем к описанию касательных пространств
к M(k,p)

g,N+1 в точках гладкости. Согласно теории Кодаиры–
Спенсера (см., например, [34]) касательное пространство в такой
точке можно отождествить с пространством когомологий с коэф-
фициентами в пучке:

Tb̃(k,p)M(k,p)
g,N+1

∼= H1(Σ, TΣ(−(k + 1)S − (p+ 1)P∞)), (5.4)

где S =
∑N

i=1 Pi – дивизор на Σ. Для произвольного дивизора
D =

∑
P∈Σ nPP (nP ∈ Z, причем nP ̸= 0 лишь для конечно-

го числа точек) TΣ(D) обозначает пучок (локальных) мероморф-
ных векторных полей e, удовлетворяющих условию ordP e > −nP

для всех P ∈ Σ (что, в частности, означает голоморфность e вне
носителя дивизора). Изоморфизм (5.4) называют изоморфизмом
Кодаиры–Спенсера, а группу когомологий в правой части соот-
ношения (5.4) – касательным пространством Кураниши. Име-
ются естественные отображения алгебры Ли L векторных полей
Кричевера–Новикова на оба пространства, участвующих в соот-
ношении (5.4). Определим сначала отображение

Θ: L → H1
(
Σ, TΣ(−(k + 1)S − (p+ 1)P∞)

)
, (5.5)

введенное в [49].
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Пусть U∞ – координатная окрестность точки P∞, не содер-
жащая точек P1, . . . , PN . Пусть U0 = Σ \ {P∞}, U = U∞ ∩ U0 =
U∞ \ {P∞}.

Для любого e ∈ L положим по определению

θ(e) = e|U , (5.6)

то есть θ – это просто отображение ограничения векторного поля
на проколотую окрестность точки P∞. Рассмотрим θ(e) как 1-
коцикл в смысле когомологий Чеха. Пусть

Θ(e) = [θ(e)], (5.7)

– соответствующий класс когомологий.

Лемма 5.1. Отображение Θ является сюръективным. Для
его ядра справедливо соотношение

ker Θ = L(k+1) ⊕ Lreg, (5.8)

где L(k+1) = Lk ⊕ Lk+1 ⊕ . . ., а Lreg – подпространство в L, со-
стоящее из векторных полей, регулярных в точке P∞ и обраща-
ющихся в нуль в этой точке не менее чем с порядком p+ 1; оба
этих подпространства являются подалгебрами Ли в L.

Доказательство. Пусть векторное поле e принадлежит яд-
ру отображения Θ. Тогда оно задает кограницу, и, следовательно,
в области U представимо в виде e = e∞ − e0, где e∞ определено
и голоморфно в U∞ и имеет порядок не ниже p+ 1 в точке P∞, а
e0 определено и голоморфно в U0 и имеет порядок не ниже k + 1
во всех точках P1, . . . , PN .

Поскольку e0 = e − e∞, где e – глобально мероморфное век-
торное поле, а e∞ голоморфно в точке P∞, то e0 имеет в P∞
особенность того же типа, что и e. Поэтому e0 – тоже глобально
определенное мероморфное векторное поле. В силу тех же сооб-
ражений и e∞ – глобальное векторное поле. То, что мы знаем о
порядках e0 и e∞ в отмеченных точках, позволяет заключить, что

e0 ∈ L(k+1), e∞ ∈ Lreg. (5.9)

Мы показали, что ker Θ ⊆ L(k+1)⊕Lreg. Из определения кого-
мологий немедленно следует и обратное включение. Таким обра-
зом, соотношение (5.8) доказано.
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Вычислим размерность факторпространства L/ ker Θ. Двой-
ственное к нему канонически изоморфно аннулятору подпро-
странства ker Θ. Аннулятор ker Θ при двойственности Кричевера–
Новикова (см. раздел 1.2) состоит из квадратичных дифференци-
алов, имеющих порядки не ниже −(k+1) в точках P1, . . . , PN и не
ниже −(p+ 1) в точке P∞. Иначе говоря, он состоит из тех квад-
ратичных дифференциалов Ω, для которых (Ω) > −((k + 1)S +
(p+ 1)P∞). Степень расслоения K2 (сечениями которого являют-
ся квадратичные дифференциалы) равна 2(2g − 2). По теореме
Римана–Роха находим

dim{Ω ∈ Γ(K2)|(Ω) > −((k + 1)S + (p+ 1)P∞)} =
= 2(2g − 2) + (k + 1)N + (p+ 1)− (g − 1) =
= 3g − 2 + (k + 1)N + p.

Это совпадает с размерностью пространства M(k,p)
g,N+1 в точке

общего положения. Действительно, общая точка пространства
M(k,p)

g,N+1 задается 3g− 3 модулями римановой поверхности, N + 1
точкой на ней, k параметрами вN из них и p параметрами в остав-
шейся одной, итого 3g − 3 + (N + 1) + kN + p параметров. Итак,

dim(L/ ker Θ) = dim Tb̃(k,p)M(k,p)
g,N+1. (5.10)

Ввиду (5.4) имеем

dim(L/ ker Θ) = dim H1
(
Σ, TΣ(−(k + 1)S − (p+ 1)P∞)

)
. (5.11)

Этим сюръективность отображения Θ доказана.

Лемма 5.1 для случая “фиксированной” точки P∞ (это озна-
чает, что P∞ аналитически зависит от остальных точек, данных
в них и модулей непроколотой римановой поверхности) сформу-
лирована и доказана в [49, предложение 4.4]. В полном объеме
лемма сформулирована в [50]. Утверждение леммы восходит к ра-
боте [26], где связь между алгеброй Ли L и пространствами мо-
дулей указана в случае двух отмеченных точек.

Теперь определим отображение

γ : L → Tb̃(k,p)M(k,p)
g,N+1, (5.12)

введенное в [14] для алгебры Вирасоро и восходящее к работам
Шиффера и Спенсера.
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На римановой поверхности Σ, отвечающей точке b̃(k,p) ∈
M(k,p)

g,N+1, выберем локальную координату w в окрестности точки
P∞. Будем предполагать, что w пробегает диск радиуса 2 с цен-
тром в точке w = 0. Пусть U∞ ⊂ C – единичный диск с коор-
динатой z. При z = w (тождественная функция перехода) мы
можем представлять себе U∞ как подмножество координатной
карты в точке P∞. Каждому элементу e ∈ L сопоставим однопа-
раметрическое семейство функций перехода w = dt(z) (t > 0) по
формуле dt(z) = (exp te)(z). Здесь exp te – локальный поток, соот-
ветствующий векторному полю e. Функция перехода dt определе-
на в некотором кольце Ut с центром в точке z = 0. Таким образом
мы получим однопараметрическое семейство конформных струк-
тур, то есть кривую в пространстве M(k,p)

g,N+1. Введем локальные
координаты (модули, модулярные параметры) τ = (τ1, . . . , τm)
в окрестности точки b̃(k,p) ∈M(k,p)

g,N+1, где m = 3g−2+(k+1)N+p
(координаты самой точки b̃(k,p) обозначим через τ0). С их помо-
щью запишем построенную кривую в M(k,p)

g,N+1 в виде τ = τe(t).

Определение 5.2. Отображение γ сопоставляет векторному
полю e касательный вектор к кривой τe(t) при t = 0.

В терминах дифференцирований

γ(e) =
m∑

i=1

Xi
∂

∂τi

∣∣∣∣
τ0

, где Xi =
dτe

i (t)
dt

∣∣∣∣
t=0

. (5.13)

В конце этого раздела мы покажем, что таким образом может
быть получен любой касательный вектор к пространству моду-
лей M(k,p)

g,N+1 в точках общего положения. В частности, отсюда бу-
дет следовать, что с помощью этой процедуры мы получаем все
близкие к данной конформные структуры. Для этого нам пона-
добится более подробная информация об изоморфизме Кодаиры–
Спенсера (5.4).

Введем для отображения, осуществляющего изоморфизм
Кодаиры–Спенсера, обозначение ρ:

ρ : Tb̃(k,p)M(k,p)
g,N+1 → H1

(
Σ, TΣ(−(k + 1)S − (p+ 1)P∞)

)
. (5.14)
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Пусть X ∈ Tb̃(k,p)M(k,p)
g,N+1. Как и выше, пусть τ0 – набор локаль-

ных координат точки b̃(k,p). Рассмотрим семейство функций пере-
хода w = dτ (z), где τ пробегает диск с центром в точке τ0 в про-
странстве модулярных параметров, а z пробегает кольцо в U∞
с центром в точке 0. Ширина этого кольца зависит от τ .

Определение отображения ρ, вообще говоря, требует привле-
чения развитого аппарата теории когомологий. Однако, в точ-
ках гладкости пространства модулей его можно определить чисто
аналитически. А именно, возьмем кривую τX(t) в пространстве
M(k,p)

g,N+1, выходящую из точки b̃(k,p) в направлении X, и выбе-
рем соответствующие функции перехода dt = dτX(t). Положим по
определению

ρ(X) = d−1
τ · ∂Xdτ . (5.15)

Мы рассматриваем ρ(X) как локальное векторное поле на рима-
новой поверхности Σ (отвечающей точке b̃(k,p) пространства мо-
дулей, то есть модулярным параметрам τ0). Поясним это двумя
способами. Первое объяснение заключается в том, что каждую из
функций перехода dτ можно рассматривать как локальный ана-
литический диффеоморфизм с кольцевой областью определения.
Такие диффеоморфизмы образуют группу, если отождествлять
два диффеоморфизма, совпадающие в некоторой области. Стан-
дартным образом ρ(X) является касательным вектором в едини-
це этой группы, то есть локальным векторным полем. Соотноше-
ние (5.15) является инвариантным определением этого векторно-
го поля. Дадим определение с привлечением локальных коорди-
нат, заодно уточняющее смысл, который мы придаем выражению
∂Xdτ . Введем обозначение d(z, τ) = dτ (z). Мы полагаем

∂Xdτ (z) =
∑

i

Xi
∂d(z, τ)
∂τi

∣∣∣∣
τ0

. (5.16)

Тогда ∂Xdτ – локальное отображение 1-мерного z-пространства
в w-пространство. Оно задает касательный вектор к группе ло-
кальных диффеоморфизмов в точке dτ . Этот касательный вектор
получен следующим образом: мы вложили семейство локальных
диффеоморфизмов dτ в пространство локальных функций и взя-
ли касательный вектор к нему в этом объемлющем пространстве.

Теперь положим

ρz(X) = d−1
τ (∂Xdτ (z)) и ρ(X) = ρz(X)

∂

∂z
. (5.17)
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Здесь ρz(X) –локальная функция, а ρ(X) – локальное векторное
поле, записанное в координате z.

Локальное векторное поле, определенное в кольце вокруг точ-
ки P∞, задает класс 1-когомологий по Чеху римановой поверхно-
сти Σ с коэффициентами в касательном пучке. Когомологический
класс, представляемый векторным полем ρ(X), называется клас-
сом когомологий Кодаиры–Спенсера 1-параметрического семей-
ства τX деформаций структуры комплексной римановой поверх-
ности с отмеченными точками. В такой форме класс Кодаиры–
Спенсера применялся, например, в [67, лемма 1.3.8]. Допус-
кая вольность обозначений, для класса когомологий Кодаиры–
Спенсера мы сохраняем то же самое обозначение ρ(X).

Предложение 5.3. Имеет место коммутативная диа-
грамма

L Θ //

γ

))SSSSSSSSSSSSSSSSS H1(Σ, TΣ(−(k + 1)S − (p+ 1)P∞))

Tb̃(k,p)M(k,p)
g,N+1

ρ

OO
(5.18)

Доказательство. Пусть e ∈ L, X = γ(e). Тогда соглас-
но (5.13) X определяется как касательный вектор в начальной
точке кривой τe(t), которая отвечает однопараметрическому се-
мейству функций перехода dt(z) = (exp te)(z). Поскольку ∂Xdτ (z)
в (5.16) может быть вычислено как производная по t вдоль кри-
вой, то ∂Xdτ (z) = d

dt (exp te)
∣∣
t=0

= e, где e рассматривается в ло-
кальной координате z. Поскольку d0(z) – тождественная подста-
новка, имеем ρ(X) = e|U . Согласно (5.6) ρ(X) = θ(e). Переходя
к классам когомологий Чеха, задаваемым обеими частями этого
равенства, имеем в силу (5.7) ρ(X) = Θ(e). Это завершает дока-
зательство коммутативности диаграммы (5.18).

Следствие 5.4. Отображение γ является сюръективным.

Утверждение вытекает из леммы 5.1 и того, что ρ – изомор-
физм.

Следствие 5.5. Пусть L(0) – произвольное дополнение
к ker Θ в пространстве L. Тогда

Tb̃(k,p)M(k,p)
g,N+1

∼= L(0). (5.19)
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При любом выборе дополнения L(0) для любого X ∈ Tb̃(k,p)M(k,p)
g,N+1

найдется e ∈ L(0) , такое, что ρ(X) = Θ(e).

Доказательство соотношения (5.19) очевидно. Второе утвер-
ждение в формулировке следствия непосредственно вытекает из
коммутативности диаграммы (5.18).

Замечание. Ниже мы всегда предполагаем, что коцикл
ρ(X) представлен (глобальным) векторным полем Кричевера–
Новикова в смысле настоящего следствия, и записываем это в ви-
де

ρ(X) ∈ L.

В конкретных ситуациях пространства L(0) легко описывают-
ся в терминах базиса Кричевера–Новикова в векторных полях.
Например, для родов 0 и 1 это сделано в разделе 5.5 при постро-
ении явного вида уравнений Книжника–Замолодчикова.

5.2. Пучок конформных блоков и другие пучки на
пространстве модулейM(1,0)

g,N+1. Рассмотрим пространство мо-

дулей M(1,0)
g,N+1. Пусть b̃ ∈ M(1,0)

g,N+1 – точка общего положения, а
W̃ – ее окрестность. Аналогично (5.1) запишем b̃ в виде

b̃ = [Σ, P1, . . . , PN , P∞, z
(1)
1 . . . , z

(1)
N ]. (5.20)

Напомним, что задание отмеченных точек и 1-струй локаль-
ных координат в них (за исключением P∞) – это те данные,
которые позволяют построить на римановой поверхности алгеб-
ры Кричевера–Новикова (глава 1) и определить их фермионные
представления (глава 3).

Алгебры Кричевера–Новикова, соответствующие точке b̃, бу-
дем обозначать

Ab̃, Lb̃, L̂b̃, ḡb̃, ĝb̃. (5.21)

Рассмотрим над множеством W̃ пучки соответствующих объ-
ектов, которые мы обозначим

A
W̃
, L

W̃
, L̂

W̃
, ḡ

W̃
, ĝ

W̃
. (5.22)

Выше, в разделе 5.1 уже вводилась регулярная подалгебра
Lreg алгебры Ли L. Для p = 0 (случай, который мы рассмат-
риваем в этом разделе) это подалгебра векторных полей, обра-
щающихся в ноль в точке P∞. Введем аналогичную подалгебру
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для алгебры функций A: пусть Areg это подалгебра, состоящая
из элементов, обращающихся в ноль в точке P∞. Подалгебра Areg

называется регулярной подалгеброй в A. Положим по определе-
нию greg = g⊗Areg. Для любых двух элементов пространства greg

центральная составляющая их коммутатора равна нулю, так как
подынтегральное выражение в (1.33) регулярно. Поэтому greg –
подалгебра Ли как алгебры ḡ, так и ĝ. Назовем ее регулярной по-
далгеброй в ĝ. Обозначим через greg

W̃
, Lreg

W̃
соответствующие пучки

регулярных подалгебр.
Пусть V – неприводимый почти градуированный модуль над

алгеброй Ли ĝ, порожденный вакуумом, то есть элементом, ко-
торый аннулируется всеми элементами алгебры Ли ḡ, регуляр-
ными (как мероморфные функции) в точках P1, . . . , PN , кроме
постоянных матриц, и постоянными матрицами, принадлежащи-
ми верхней нильпотентной подалгебре в g. Подчеркнем, что V ,
вообще говоря, зависит от модулярных параметров, как и сама
алгебра. Мы будем предполагать, что модули V образуют локаль-
но свободный пучок над открытым подмножеством пространства
модулей M(1,0)

g,N+1. Этот пучок мы обозначим V
W̃

.

Определение 5.6. Пучок конформных блоков, ассоцииро-
ванный с пучком V

W̃
, определяется как фактор-пучок

C
W̃

= V
W̃
/greg

W̃
V

W̃
. (5.23)

Слои пучка C
W̃

называются коинвариантами соответствующих
регулярных подалгебр.

В настоящей главе в качестве V
W̃

рассматриваются пучки
фермионных модулей и подрученных модулей Верма, однако, во-
обще говоря, это не является обязательным. Все сказанное ни-
же справедливо и в более широких предположениях, Достаточно,
чтобы выполнялась сформулированная ниже лемма 5.11.

В нашем описании базисные фермионы не зависят от модулей,
и только действие алгебр Ли зависит от них через свои структур-
ные константы. Мы тривиализуем пучок V

W̃
, пользуясь этими ба-

зисами, и получаем соответствующее тривиальное векторное рас-
слоение V × W̃ , где V – стандартное фермионное пространство
(раздел 3.4). Над точкой общего положения пространства моду-
лей пространство greg

W̃
V также не зависит от модулей (зависимость



Проективно плоские связности на пространстве модулей 93

от структурных констант исчезает при переходе к линейной обо-
лочке образов базисных фермионов под действием greg). Следова-
тельно, пучок конформных блоков является локально свободным
и определяет векторное расслоение. Относительно g можно было
бы предполагать, что это – произвольная редуктивная алгебра
Ли. Для простоты мы возьмем g = gl(n), и ее стандартное пред-
ставление в n-мерном пространстве в качестве τ (стр. 45). При
этом имеет место конечномерность коинвариантов, то есть век-
торное расслоение конформных блоков имеет конечный ранг.

Замечание. Определение конформных блоков на простран-
стве W̃ (k,p) точек общего положения в M(k,p)

g,N+1 можно дать сле-

дующим образом. Имеется естественная проекция M(k,p)
g,N+1 →

M(1,0)
g,N+1, заключающаяся в “забывании лишней информации” о

струях: составляющих порядка выше 1 в точках P1, . . . , PN , и
всей струи в точке P∞. В силу этой проекции поднимем пучок V
с пространства W̃ на W̃ (k,p). Полученный пучок обозначим V(k,p).
Регулярная подалгебра g(k,p) ⊂ ĝ теперь зависит от k и p. Ее опи-
сание в полной общности нам не потребуется. Теперь аналогич-
но (5.23) полагаем по определению

C
W̃ (k,p) = V(k,p)/g(k,p)V(k,p). (5.24)

5.3. Дифференцирование объектов Кричевера–Нови-
кова по модулярным переменным. Задача этого разде-
ла – определить дифференцирование сечений пучков функ-
ций и векторных полей Кричевера–Новикова, а также опера-
торов представления от них, по модулярным параметрам. За-
метим, что это нетривиальная задача, допускающая несколько
неэквивалентных подходов. Наш подход согласован с описани-
ем Кодаиры–Спенсера касательного пространства к простран-
ству модулей, данным в терминах алгебры векторных полей
Кричевера–Новикова (предложение 5.3 и его следствия).

Как и в предыдущем разделе 5.2, мы рассматриваем множе-
ство W̃ точек общего положения пространства модулей M(1,0)

g,N+1.
Каждая такая точка представлена набором геометрических дан-
ных (см. (5.20))

b̃ = [Σ, P1, . . . , PN , P∞, z
(1)
1 . . . , z

(1)
N ],
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все компоненты которого зависят от набора модулярных пара-
метров τ (краткая запись: b̃ = b̃(τ)). Как мы это делали в разде-
ле 5.1, cопоставим набору τ функцию склейки w = dτ (z), зада-
ющую конформную структуру на римановой поверхности Σ(τ).
Введем необходимые обозначения.

Выберем точку в W̃ с модулярными параметрами τ0. Дадим
определение дифференцирования сечений пучка функций Кри-
чевера–Новикова в окрестности точки τ0. Результат такого диф-
ференцирования является сечением другого пучка – пучка функ-
ций на U , то есть локальных функций.

Объектом дифференцирования являются сечения пучков A
W̃

,
L

W̃
(см. (5.22)). Так как база W̃ на протяжении этого раздела

фиксирована, мы опустим указание на нее в обозначении пучков.
Итак, пусть в этом разделе A обозначает пучок алгебр функ-
ций Кричевера–Новикова на W̃ (а также соответствующее беско-
нечномерное векторное расслоение), L – пучок алгебр векторных
полей Кричевера–Новикова. Каждая индивидуальная алгебра –
слой над точкой τ ∈ W̃ – обозначается с этого момента через Aτ

или Lτ соответственно. Пусть Areg, Lreg, greg обозначают пучки
соответствующих регулярных алгебр.

Если A – сечение пучка A, его значение в точке τ мы будем
записывать как A(τ) = Aτ , где Aτ ∈ Aτ . Таким образом, Aτ –
функция Кричевера–Новикова. Ограничим ее на U . Полученную
локальную функцию можно рассматривать как в локальной коор-
динате w, так и в локальной координате z. В первом случае будем
записывать результат в виде Aτ (w) (допуская при этом вольность
в обозначениях), а во втором – в виде Ãτ (z). Мы имеем, таким
образом Ãτ (z) = Aτ (dτ (z)). Пусть Ã – пучок функций на U (рас-
сматриваемых в z-координате). Соответствие Aτ → Ãτ задает
вложение A в Ã. Обозначим через Ãreg подпучок сечений пуч-
ка Ã, аналитически продолжимых в P∞ и обращающихся в ноль
в этой точке. Пусть L̃reg обозначает то же самое для алгебры L.

Определение 5.7. Для данного локального векторного поля
X в окрестности точки τ0 ∈ W̃ под (∂XAτ )(z), мы понимаем пол-
ную производную функции Ãτ (d−1

τ (w)) при постоянном w вдоль
векторного поля X, где после дифференцирования произведена
подстановка w = dτ (z):

∂XAτ (z) = ∂X

(
Ãτ (d−1

τ (w))
)∣∣

w=dτ (z)
.
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Таким образом ∂XAτ – это локальная функция перемен-
ной z. По существу мы дифференцируем по модулярным пара-
метрам локальную функцию, полученную ограничением функ-
ции Кричевера–Новикова на проколотую окрестность точки P∞,
рассматриваемую как функция переменной z, с учетом как непо-
средственной зависимости от параметра τ , так и зависимости от
τ функции перехода между локальной координатой z и фиксиро-
ванной локальной координатой w. После подстановки w = dτ (z)
мы рассматриваем ∂XAτ как сечение пучка Ã. Таким образом,
мы определили дифференцирование по модулям сечений не толь-
ко пучка функций Кричевера–Новикова, но и пучка локальных
функций.

При фиксированном τ ограничение Aτ |U∞ можно рассматри-
вать как локальную аналитическую функцию в с единственной
особенностью в точке P∞. Поставим вопрос о том как диффе-
ренцирование вдоль X меняет характер этой особенности. Ответ
на этот вопрос мы даем в терминах коцикла Кодаиры–Спенсера
ρ(X), определенного в разделе 5.1. При этом ниже мы предпо-
лагаем, что ρ(X) ∈ L в смысле замечания к следствию 5.5; как
показывает следствие 5.5, мы действительно можем это предпола-
гать без ограничения общности. Более того, следствие 5.5 утвер-
ждает, что векторное поле ρ(X), представляющее класс когомо-
логий Кодаиры–Спенсера, может быть выбрано в любом наперед
заданном дополнении L(0) к ядру отображения Θ. Как показыва-
ет анализ доказательства предложения 5.3, эта свобода связана
с возможностью выбора подходящего семейства функций перехо-
да dτ . Коль скоро мы зафиксируем L(0) каким-либо образом, вся-
кая неоднозначность в задании ρ(X) исчезнет, и оно будет полно-
стью определяться векторным полемX. Заметим, что и определе-
ние ∂XAτ зависит от выбора функций перехода. Здесь и ниже мы
придерживаемся соглашения, что для определения ρ(X) и ∂XAτ

выбрано одно и то же семейство функций перехода.

Предложение 5.8. Для любого сечения A пучка A, и любого
локального векторного поля X определим AX соотношением

∂XA = −ρ(X)A+AX , (5.25)

где AX ∈ Ã. Тогда если A ∈ Areg , то AX ∈ Ãreg . Утверждение
остается справедливым, если A – сечение пучка Ãreg .
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Доказательство. Действуя согласно определению 5.7, вы-
числим сначала полную производную вдоль X от функции
(Ãτ · d−1

τ )(w) при постоянном w. Здесь символ (·) означает ком-
позицию отображений.

По формуле дифференцирования композиции отображений
(сложной функции)

∂X(Ãτ · d−1
τ ) = ∂̃XÃτ + ∂zÃτ · ∂Xd

−1
τ , (5.26)

где ∂̃XÃτ – производная вдольX в предположении независимости
локальной координаты z от τ , ∂zÃτ – дифференциал Ãτ (вычис-
ленный в переменной z). Далее, ∂Xd

−1
τ = −d−1

τ · ∂Xdτ · d−1
τ , сле-

довательно ∂zÃτ · ∂Xd
−1
τ = ∂zÃτ · (−d−1

τ · ∂Xdτ ) · d−1
τ . Выражение

в скобках по определению равно −ρ(X). Поскольку дифференци-
ал, примененный к векторному полю, дает дифференциальный
оператор первого порядка, соответствующий этому векторному
полю, имеем

∂zÃτ · (−d−1
τ · ∂Xdτ ) · d−1

τ =
(
−ρz(X)

∂

∂z

)
· d−1

τ

(так как дифференциал брался в переменной z, то и дифферен-
циальный оператор получился в этой переменной).

В этом выражении, согласно определению, надо сделать под-
становку w = dτ (z), то есть зачеркнуть d−1

τ справа (первое слага-
емое в (5.26) и так вычислено в переменной z). В итоге имеем

∂XAτ (z) = ∂̃XÃτ (z)− ρz(X)
∂

∂z
Ãτ (z),

что в бескоординатной форме в области U можно записать в виде

∂XAτ = −ρ(X)Aτ + ∂̃XÃτ . (5.27)

Предположим, что Aτ ∈ Areg для любого τ , то есть
Aτ (P∞) = 0 для P∞ ∈ Σ(τ). Так как z(P∞) = 0, то из Aτ (P∞) = 0
вытекает, что Ãτ (0) = 0 для всех τ , и, следовательно ∂̃XÃτ (0) = 0.
Положим AX

τ = ∂̃XÃτ . Тогда соотношение (5.27) даст требуе-
мое соотношение (5.25), причем AX

τ (0) = 0 для всех τ , то есть
AX ∈ Ãreg, что завершает доказательство.

Последнее утверждение предложения 5.8 очевидно.
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Теперь рассмотрим пучок L алгебр векторных полей
Кричевера–Новикова. Пусть e – его мероморфное сечение. Мы
могли бы определить ∂Xe, повторяя весь ход рассуждения с функ-
циями, однако мы выбираем здесь более короткий путь – опреде-
ление с помощью правила Лейбница. Для любых сечений e ∈ L,
A ∈ A под eA мы понимаем сечение, полученное действием век-
торного поля на функцию над каждой точкой рассматриваемой
области пространства модулей, и полагаем по определению

(∂Xe)A = ∂X(eA)− e∂XA.

Предложение 5.9. Для каждого сечения e пучка L, и каж-
дого локального векторного поля X определим eX соотношением

∂Xe = −[ρ(X), e] + eX , (5.28)

где eX ∈ L̃. Тогда если eX ∈ L̃reg , то e ∈ Lreg .

Доказательство. Ввиду предложения 5.8 имеем

∂X(eA) = −ρ(X)(eA) + (eA)X ,

где (eA)X = ∂̃X(ẽA). Последнее следует из доказательства пред-
ложения 5.8. Аналогично e(∂XA) = e(−ρ(X)A+ ∂̃XÃ). Все вместе
дает

(∂Xe)A = −[ρ(X), e]A+ ∂̃X(ẽA)− e∂̃XÃ. (5.29)

Напомним, что ∂̃X здесь – это дифференцирование без учета за-
висимости локальной координаты z от τ . Иными словами это
дифференцирование сечений свободных пучков (прямых произ-
ведений), слои которых – пространства либо локальных функций,
либо локальных векторных полей.

Так как объекты e и A глобальны, имеем ẽA = ẽÃ. Снова при-
меняя правило Лейбница, мы получаем ∂̃X(ẽA)−e∂̃XÃ = (∂̃X ẽ)Ã.
Следовательно, из (5.29) вытекает (5.28), где eX = ∂̃X ẽ.

Пусть e – сечение пучка Lreg. Тогда ∂̃X ẽ(0) = 0 по той же при-
чине, по которой ∂̃XÃ(0) = 0 в доказательстве предложения 5.8.
Следовательно eX ∈ L̃reg, что завершает доказательство.

Нам остается придать смысл обозначению ∂XB, где B – ло-
кальное сечение пучка операторов, действующих на сечениях
пучка V. Мы полагаем по определению ∂XB = [∂X , B], где в пра-
вой части ∂X – оператор дифференцирования сечений свободного
пучка (прямого произведения) V, который в определении не нуж-
дается.
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5.4. Проективно плоская связность и обобщенные
уравнения Книжника–Замолодчикова. В этом разделе мы
введем связность в пучке конформных блоков (5.23), докажем
ее проективную плоскостность и сформулируем наше обобщение
уравнений Книжника–Замолодчикова на пространства модулей
римановых поверхностей положительного рода (с отмеченными
точками).

Для локального векторного поля X на W̃ мы вводим следую-
щий дифференциальный оператор первого порядка на сечениях
свободного пучка V:

∇X = ∂X + T (ρ(X)), (5.30)

где ∂X =
∑

iXi(τ) ∂
∂τi

– дифференцирование сечений свободного
пучка V, T – представление Сугавары, ρ(X) – коцикл Кодаиры–
Спенсера, соответствующий векторному полю X, причем, как и
выше, ρ(X) ∈ L. Ниже, переходя к фактор-оператору ∇X , мы
определим аналог связности Книжника–Замолодчикова на про-
странстве M(1,0)

g,N+1.

Замечание. Представление Сугавары T в связи с уравнени-
ем Книжника–Замолодчикова возникло в их работе [21], хотя пол-
ностью связность там не выписывалась. В [66] (см. также [67]) да-
но максимально общее выражение для связности в терминах ал-
гебры Вирасоро. Если это выражение адаптировать к рациональ-
ному случаю, когда роль пространства M(1,0)

g,N+1 играет прямое
произведение N римановых сфер, получим ∇ ∂

∂zi

= ∂
∂zi

+ T ( ∂
∂zi

),
где zi – координата на i-й сфере (см. [8, введение]). В этом слу-
чае ∂

∂zi
является касательным вектором к произведению сфер,

но одновременно ∂
∂zi

является элементом алгебры Вирасоро, и
как для такового, для него определено представление Сугавары.
Для произвольного рода уже нет канонического способа сопоста-
вить векторному полю X элемент алгебры Вирасоро. В этом слу-
чае в [66] берется некоторый элемент e алгебры Вирасоро, та-
кой что X = γ(e) (отображение γ определено в разделе 5.1), и
связность определяется как ∇X = ∂X + T

(⊕N
i=1 ei

)
, где ei – ряд

Лорана векторного поля e в точке Pi. Это уже близко к нашей
формуле (5.30), но последний шаг – замена

⊕N
i=1 ei на ρ(X) –
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не сделан, и причина этого в том, что векторные поля ei – фор-
мальные, а векторное поле ρ(X) – локальное, то есть это раз-
ные объекты. Для определения представления Сугавары локаль-
ного векторного поля авторы [66] должны переходить к алгеб-
ре Вирасоро, то есть к формальным векторным полям. Бази-
сы Кричевера–Новикова дают новую возможность. Согласно [27,
теоремы 1.2, 1.3] каждое локальное голоморфное векторное поле
раскладывается в ряд по базису Кричевера–Новикова. Поэтому
имеет смысл его представление Сугавары. Это позволяет считать
ρ(X) аргументом в представлении Сугавары и записать ∇ в ви-
де (5.30). Более того, из следствия 5.5 вытекает, что ρ(X) можно
вообще считать элементом алгебры Кричевера–Новикова.

Разумеется, продолжение по линейности операторов пред-
ставления на локальные объекты, будь то функции или вектор-
ные поля, не вызывает затруднений. Вопрос возникает при рас-
смотрении различного рода мультипликативных структур, вклю-
чая умножение функций, коммутатор векторных полей, действие
векторных полей на функции и соответствующих операторов
на элементы пространства представления. Поскольку мы рас-
сматриваем только почти градуированные операции, этот во-
прос легко разрешим. Рассмотрим, например, выражение eA,
где e – локальное векторное поле, A – локальная функция. Ес-
ли один из этих объектов принадлежит соответствующей алгеб-
ре Кричевера–Новикова, то есть раскладывается по конечному
числу базисных векторов, или оба они бесконечны только в од-
ну сторону (положительную или отрицательную по отношению
к почти градуировке), то и результат действия корректно опре-
делен как бесконечный ряд по базисным функциям, поскольку
только конечное число членов разложения как e, так и A дает
вклад в компоненту заданной степени результата.

Предложение 5.10. ∇X корректно определено на конформ-
ных блоках.

Предварительно докажем следующую лемму.

Лемма 5.11. Если u – фермионное представление, то

∂Xu(A) = u(∂XA) (5.31)

Доказательство. Для каждых u ∈ g, A ∈ A и каждого ба-
зисного фермиона Ψ = ψi1 ∧ ψi2 . . . имеем u(A)Ψ = (uA)ψi1 ∧
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ψi2 · · · + ψi1 ∧ (uA)ψi2 · · · + λ1 · Ψ, где последний член возникает
ввиду регуляризации (стр. 48), и по той же причине в каждом из
выражений (uA)ψik

член с ψik
(если таковой имеется) игнориру-

ется. По определению ∂Xu(A) = ∂X · u(A) − u(A)∂X . Поскольку
базисные фермионы не зависят от модулей, то есть ∂XΨ = 0,
имеем

(∂Xu(A))Ψ = ∂X(u(A)Ψ) =
= (u∂XA)ψi1 ∧ ψi2 . . .+ ψi1 ∧ (u∂XA)ψi2 . . .+ (∂Xλ1) ·Ψ =
= u(∂XA)Ψ + (∂Xλ1) ·Ψ− λ2 ·Ψ,

где λ2·Ψ появляется ввиду регуляризации u(∂XA). Если необходи-
мости в регуляризации не возникает, соотношение (5.31) получа-
ется немедленно. Регуляризация просто вычисляется в терминах
матрицы оператора uA в пространстве сечений того голоморфно-
го расслоения, с которым связано наше фермионное представле-
ние. Пусть uA =

∑∞
i,j=−∞ aijEij , где {Eij |i, j ∈ Z} – естественный

базис в пространстве матриц. Согласно процедуре регуляризации

λ1 =
∑

i∈N−

aii −
∑

i∈N+

aii,

где N+ – множество не занятых позиций, или дырок, положи-
тельной степени монома Ψ, то есть N+ = N \ {i1, i2, . . . }, а N− –
множество занятых позиций отрицательной или нулевой степени.
Аналогично, λ2 =

∑
i∈N−

∂Xaii −
∑

i∈N+
∂Xaii. Следовательно,

∂Xλ1 − λ2 = 0, и утверждение справедливо и в этом случае.

При рассмотрении других классов представлений мы рассмат-
риваем соотношение (5.31) как дополнительное требование.

Доказательство предложения 5.10. Пусть A – сечение
пучка Ã. Используя леммы 5.11 и 4.8, находим

[∇X , u(A)] = [∂X + T (ρ(X)), u(A)] =
= [∂X , u(A)] + [T (ρ(X)), u(A)] =
= u(∂XA) + u(ρ(X)A).

Здесь над каждой точкой пространства модулей A – локальная
функция, но ρ(X) – векторное поле Кричевера–Новикова, поэто-
му согласно замечанию на странице 99 все коммутаторы в этой
цепочке равенств корректно определены.
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Предположим, что A ∈ Ãreg. Тогда согласно предложению 5.8
мы имеем

u(∂XA) = −u(ρ(X)A) + u(AX),

где AX ∈ Ãreg. Следовательно, [∇X , u(A)] = u(AX) и

[∇X , u(A)] ∈ u(Ãreg),

откуда
[∇X , u(Ãreg)] ⊆ u(Ãreg). (5.32)

Согласно (5.23) конформные блоки определялись как C =
V/gregV. Пусть Ṽ – пучок пополненных модулей, в том смысле
что разрешаются бесконечные влево комбинации базисных фер-
мионов. Понятно, что V/gregV = Ṽ/g̃regṼ (и g̃reg, и Ṽ состоят из
рядов, бесконечных в одну и ту же сторону, так что действие кор-
ректно).

Соотношение (5.32) показывает, что gregV является ∇X -
инвариантным подпространством и следовательно ∇X корректно
определено на Ṽ/gregṼ.

Лемма 5.12. Пусть u – фермионное или неприводимое пред-
ставление. Тогда для любого локального векторного поля X на
пространстве модулей и сечения e пучка L мы имеем

∂XT (e) = T (∂Xe) + λ · id,

где λ = λ(X, e) ∈ C.

Доказательство. Ввиду фундаментального соотношения
леммы 4.8 для любых e ∈ L, u ∈ g, A ∈ A

[T (e), u(A)] = u(eA). (5.33)

Возьмем производную обеих частей соотношения (5.33) вдоль
векторного поля X. По лемме 5.11 получаем

[∂XT (e), u(A)] + [T (e), ∂Xu(A)] = u((∂Xe)A) + u(e(∂XA)). (5.34)

Вновь по формуле (5.33) и лемме 5.11 вторые члены в обеих ча-
стях соотношения (5.34) равны. Следовательно,

[∂XT (e), u(A)] = u((∂Xe)A).
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Применяя (5.33) еще раз, заменим правую часть последнего соот-
ношения выражением [T (∂Xe), u(A)] (см. замечание ниже). Сле-
довательно,

[∂XT (e)− T (∂Xe), u(A)] = 0 (5.35)

для всех X ∈ TW̃ , u ∈ g, A ∈ A.
Для перечисленных в условии леммы типов представления u

из коммутативности оператора со всеми операторами представле-
ния вытекает скалярность оператора. Для неприводимого пред-
ставления это лемма Шура, для фермионного это вытекает из
единственности вакуумного вектора (разумеется, между этими
классами представлений имеется пересечение).

Замечание. ∂Xe является локальным векторным полем, точ-
нее, сечением пучка L̃. Следовательно, для доказательства (5.35)
нам нужно соотношение (5.33) для локальных векторных по-
лей. По определению, данному после формулировки предложе-
ния 5.10, представления T (e) и u(A) корректно определены так-
же на локальных векторных полях и функциях соответственно,
с сохранением соотношения (5.33). Действительно, для A ∈ A,
однородного элемента v ∈ V и произвольного n существует ча-
стичная сумма ẽ разложения векторного поля ∂Xe, такая что
(u((∂Xe)A)v)n = (u(ẽA)v)n и ([T (∂Xe), u(A)]v)n = ([T (ẽ), u(A)]v)n

где (·)n обозначает проекцию на компоненту степени n в Ṽ . Вви-
ду (5.33) правые части двух последних соотношений равны, сле-
довательно, их левые части также равны. Отсюда следует соот-
ношение (5.33) с ∂Xe вместо e.

Цель оставшейся части раздела – доказать проективную плос-
костность связности (5.30) и ввести соответствующий аналог
уравнений Книжника–Замолодчикова.

Теорема 5.13. ∇X является проективно плоской связно-
стью в расслоении конформных блоков.

Доказательство. Имеем

[∇X ,∇Y ] = [∂X + T (ρ(X)), ∂Y + T (ρ(Y ))] =
= [∂X , ∂Y ] + [∂X , T (ρ(Y ))]− [∂Y , T (ρ(X))] +

+ [T (ρ(X)), T (ρ(Y ))]. (5.36)

Так как T – проективное представление алгебры L и ввиду соот-
ношений [∂X , T (ρ(Y ))] = ∂XT (ρ(Y )), [∂Y , T (ρ(X))] = ∂Y T (ρ(X)),
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мы можем переписать (5.36) в следующей форме:

[∇X ,∇Y ] = ∂[X,Y ] + T (∂Xρ(Y )− ∂Y ρ(X) + [ρ(X), ρ(Y )]) + λ · id .
(5.37)

Здесь мы пользовались также леммой 5.12. Согласно [66, лемма
1.3.8]

∂Xρ(Y )− ∂Y ρ(X) + [ρ(X), ρ(Y )] = ρ([X,Y ]). (5.38)

Из этого следует, что

[∇X ,∇Y ] = ∂[X,Y ] + T (ρ([X,Y ])) + λ · id =
= ∇[X,Y ] + λ · id . (5.39)

Следующие уравнения горизонтальных сечений связности
∇X мы рассматриваем как обобщение уравнений Книжника–
Замолодчикова:

∇XΨ = 0, X ∈ H0
(
W̃ ,TM(1)

g,N+1

)
(5.40)

где Ψ – сечение пучка конформных блоков. Эти уравнения пред-
ложены в [50], где, в частности, оператор ∇X был явно вычислен
для g = 0, g = 1 и несколько другого выбора представлений аф-
финной алгебры (вычисление сохраняет силу и в рассматривае-
мом здесь случае).

Для того чтобы получить здесь конечное число уравнений,
возьмем в качествеX образы базисных векторов подпространства
L(0), введенного в следствии 5.5.

5.5. Явный вид уравнений Книжника–Замолодчикова
для родов 0 и 1. Применяя (4.12) и полагая

l
(n,p)(m,s)
k =

1
2πi

∫
Cτ

ω(n,p)ω(m,s)vk,

где {vk} – базис в L(0) (см. конец предыдущего раздела), уравне-
ния (5.40) можно переписать как(

∂k −
1

c+ κ

∑
n,m,p,s

l
(n,p)(m,s)
k :u(n, p)u(m, s):

)
Φ = 0. (5.41)
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Явный вид уравнений для g = 0. Покажем, как получить
из (5.41) оригинальные уравнения Книжника–Замолодчикова [21,
уравнение (3.21)]:(

ν
∂

∂zi
−
∑
j ̸=i

tai t
a
j

zi − zj

)
Φ = 0, i = 1, . . . , N, (5.42)

где ν ∈ C.
Пусть zi (i = 1, . . . , N) – N отмеченных точек на римановой

сфере; зафиксируем контрольную точку z∞ в ∞. Мы полагаем
α(i) :=

∏N
l=1
l ̸=i

(zi−zl)−1 для i = 1, . . . , N . Для каждой точки zi (i =

1, . . . , N) элементы базиса Кричевера–Новикова степени (−1) для
квадратичных дифференциалов и для векторных полей, даются
соответственно формулами

Ωi(z) := Ω−1,i =
dz2

z − zi
, ei(z) := e−1,i =

(
α(i)

∏
j ̸=i

(z − zj)
)
∂

∂z
.

(5.43)
Векторное поле ei равно ∂

∂z в точке zi и обращается в 0 во всех
других точках zj , j ̸= i. Следовательно, ei соответствует базис-
ному направлению ∂i на конфигурационном пространстве, отве-
чающему за сдвиг точки zi. С другой стороны, ei – в точности
дуальное по Кричеверу–Новикову векторное поле к квадратич-
ному дифференциалу Ωi. Это вытекает из подсчета вычетов.

Коэффициенты l
(m,i)(n,j)
k даются формулой

l
(m,i)(n,j)
k =

1
2πi

∮
C

ω(m,i)ω(n,j)ek. (5.44)

В рациональном случае выражение базисных тензоров очевидно:

fλ
n,p(z) = (z−zp)n−λ

(
N∏

i=1
i̸=p

(z−zi)

)n−λ+1( N∏
i=1i ̸=p

(zp−zi)

)−n+λ−1

dzλ.

(5.45)
Из (5.45)

ω(m,i) =
α(i)−m

dz

(z − zi)
∏N

s=1(z − zs)m
. (5.46)

Следовательно, подынтегральное выражение в (5.44) равно

α(i)−m
α(j)−n

α(k) dz

(z − zi)(z − zj)(z − zk)
∏N

s=1(z − zs)m+n−1
. (5.47)
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Коэффициенты (5.44) могут быть получены суммированием вы-
четов в точках z1, . . . , zN (или путем взятия вычета в точке
z∞ с обратным знаком). Заметим, что если m + n 6 −2, или
m + n = −1, но неверно, что i = j = k, то все вычеты в точках
z1, . . . , zN равны нулю. Если m+ n > 0, вычет обращается в ноль
в z∞. Здесь мы рассматриваем только случай когда Φ в (5.41) –
это вектор, который аннулируется подалгеброй ĝ+; заметим, что
оригинальные уравнения KZ были получены при том же предпо-
ложениив [21]. Но тогда еслиm+n = 0 иm,n ̸= 0, то либоm, либо
n положительно, и следовательно :u(m, i)u(n, j): Φ = 0, так как
благодаря нормальному упорядочению элементы положительной
степени окажутся справа. Ненулевые коэффициенты в (5.41) для
данного i, k = 1, . . . , N , i ̸= k, таковы:

l
(0,i)(0,i)
k =

α(i)−1
α(k)

zi − zk
, l

(0,i)(0,k)
k = l

(0,k)(0,i)
k =

1
zk − zi

,

l
(0,k)(0,k)
k =

∑
i̸=k

1
zk − zi

, l
(−1,k)(0,k)
k = l

(0,k)(−1,k)
k = α(k)2.

(5.48)
В оставшейся части этого раздела мы покажем, что модифицируя
базисные векторные поля ek с помощью добавления вертикаль-
ных векторных полей (то есть векторных полей, имеющих нули
во всех точках zi и, следовательно, не сдвигающих точек), приме-
няя некоторый процесс факторизации, и вычисляя структурные
постоянные по отношению к этому базису, можно обратить в ноль
все коэффициенты, кроме тех, для которых m = n = 0, а верхние
индексы различны. Следовательно, уравнения (5.41) (выписан-
ные уже в модифицированном базисе) будут иметь следующий
вид:(

∂i −
1

c+ k

∑
j ̸=i

:u(0, i)u(0, j): + :u(0, j)u(0, i):
zi − zj

)
Φ = 0, (5.49)

где i = 1, . . . , N .
Заметим, что коэффициенты l

(0,i)(0,j)
k (i ̸= j) могут быть также

получены из разложения

ω0,i(z)ω0,j(z) =
dz2

(z − zi)(z − zj)
=

1
zi − zj

(
dz2

z − zi
− dz2

z − zj

)
=

1
zi − zj

(Ωi − Ωj) (i ̸= j),
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откуда следует

l
(0,i)(0,j)
k =


0, k ̸= i и k ̸= j,

1
zk−zj

, k = i,

− 1
zi−zk

, k = j.

(5.50)

Изменим векторные поля ek, k = 1, . . . , N так, чтобы обратить
в ноль вклад членов с i = j, m = n = 0 (не меняя при этом
коэффициентов с i ̸= j). Положим Ω̃i := ω0,iω0,i = dz2

(z−zi)2
.

Обозначим форму (1.6), задающую двойственность Кричевера–
Новикова между 2-дифференциалами и векторными полями, уг-
ловыми скобками ⟨ · , · ⟩. Тогда

⟨Ω̃i, ek⟩ =
1

zk − zi

∏
s̸=i,k

zi − zs

zk − zs
при k ̸= i (5.51)

и
⟨Ω̃k, ek⟩ =

∑
s̸=k

1
zk − zs

. (5.52)

Перейдем от набора векторных полей {ek | k = 1, . . . , N} к набору
векторных полей {e′k | k = 1, . . . , N}, где

e′k := ek +
N∑

i=1

λkiEi, λki ∈ C, (5.53)

и {Es | s = 1, . . . , N} – базисные элементы Кричевера–Новикова
нулевой степени для векторных полей, то есть

Ei := e0,i = (z − zi)
∏
s̸=i

(z − zs)2

(zi − zs)2
∂

∂z
. (5.54)

Лемма 5.14. (a) Ei – вертикальное векторное поле (i =
1, . . . , N ).

(b) ⟨Ω̃i, Ej⟩ = δij (i, j = 1, . . . , N ).
(c) ⟨Ωi, Ej⟩ = 0 (i, j = 1, . . . , N )

Доказательство. (a) следует из того, что векторные поля
Ek имеют нули во всех точках {zs | s = 1, . . . , N}.

(b) По определению

⟨Ω̃i, Ej⟩ =
N∑

p=1

reszp

(z − zj)
(z − zi)2

∏
s̸=j

(z − zs)2

(zj − zs)2
dz.
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Если i ̸= j, то 1-форма в правой части последнего соотношения
голоморфна и все ее вычеты равны нулю. Если i = j, то все
вычеты равны нулю, кроме вычета в точке zi, где он равен 1.

(c) Все 1-формы ΩiEj , i, j = 1, . . . , N , голоморфны, что дока-
зывает утверждение, см. также (1.7).

По лемме 5.14 (a) векторные поля {e′k | k = 1, . . . , N}, так же
как и векторные поля {ek | k = 1, . . . , N}, соответствуют базисным
инфинитезимальным деформациям ∂i. По лемме 5.14 (c) коэффи-
циенты l

(m,i)(n,j)
k (i ̸= j) не меняются при замене векторных полей

{ek | k = 1, . . . , N} полями {e′k | k = 1, . . . , N}.
Теперь найдем коэффициенты λki в (5.53) так что

⟨e′k, Ω̃i⟩ = 0, i, k = 1, . . . , N. (5.55)

Это означает, что l
(0,i)(0,i)
k = 0 (i = 1, . . . , N), если эти коэффи-

циенты вычислены по отношению к векторным полям {e′k | k =
1, . . . , N}. Напомним, что Ω̃i = ω0,iω0,i.

Уравнение (5.55) означает

⟨ek +
N∑

s=1

λksEs, Ω̃i⟩ = 0, i, k = 1, . . . , N. (5.56)

По лемме 5.14 (b) это эквивалентно ⟨ek, Ω̃i⟩ + λki = 0. Следо-
вательно, (5.55) выполняется тогда, и только тогда, когда λki =
−⟨ek, Ω̃i⟩.

С учетом (5.51), (5.52), это дает нам явные выражения для e′k:

e′k = ek +
∑
i̸=k

∏N
s=1(z − zs)2

zk − zi
· α(k)

(
α(i)
z − zi

− α(k)
z − zk

)
∂

∂z
,

где i, k = 1, . . . , N . Заметим, что теперь могут встретиться ненуле-
вые коэффициенты с m+n = 1. Но используя снова предположе-
ние, что ĝ+ аннулирует Φ, и нормальное упорядочение, получим,
что соответствующие операторные члены не войдут в окончатель-
ное уравнение.

Наконец, член l
(0,k)(−1,k)
k ( :u(0, k)u(−1, k): + :u(−1, k)u(0, k): )

уравнения (5.41) может быть устранен либо оставлением в ре-
зультирующем уравнении только элементов нулевой степени, ли-
бо переходом к фактор-пучку V/gregV конформных блоков (в ра-
циональном случае greg начинается со степени −1). Для этого
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надо предположить, что :u(0, k)u(−1, k): = :u(−1, k)u(0, k): =
u(−1, k)u(0, k). Стандартное нормальное упорядочение (4.10) об-
ладает этим свойством.

Окончательно, пусть V – модуль Верма (3.27). Возьмем Φ из
g-модуля Vλ = Vλ1 ⊗ · · · ⊗ VλN

(см. раздел 3.6). Если предполо-
жить, что ua – автодуальный базис алгебры g, взять стандартное
нормальное упорядочение и положить ua(0, i)Φ = tai Φ, то

ua(0, j)ua(0, i)Φ = taj t
a
i Φ = tai t

a
j Φ для j ̸= i

(tai и taj коммутируют при i ̸= j, так как они действуют в
разных компонентах тензорного произведения). Следовательно,
(5.49) приобретает вид (5.42) с ν = (c+ κ)/2.

Явный вид уравнений для g = 1. Цель этого разде-
ла – получить явные выражения для коэффициентов уравне-
ний Книжника–Замолодчикова через σ-функцию Вейерштрасса.
Необходимые для этого выражения базисных элементов Кричеве-
ра–Новикова в эллиптическом случае собраны в нижеследующем
разделе 5.5.

1. Возьмем следующее множество векторных полей, соответ-
ствующих движениям точек z1, . . . , zN : ek(z) = A0,k(z) ∂

∂z , k =
1, . . . , N , (см. раздел 5.5), или, явно,

ek(z) =
∏
s̸=k

σ(z − zs)
σ(zk − zs)

· σ(zk − z0)N

σ(z − z0)N
·
σ(z +

∑
s̸=k zs −Nz0)

σ
(∑N

s=1 zs −Nz0
) ∂

∂z
.

(5.57)
Здесь z0 – фиксированная контрольная точка. Наша пер-
вая цель – найти вклад в уравнения членов вида l

(m,i)(n,j)
k ×

:u(m, i)u(n, j): . Заметим, что в силу соотношений двойственно-
сти ωm,i = A−m−1,i dz. Рассмотрим несколько случаев. Как и для
рода ноль, пусть Φ – элемент пространства представления, анну-
лируемый подалгеброй ĝ+.

1.1. m ̸= 0, n ̸= 0. Определим ω̃m,i, ω̃n,j , ẽk соотношениями
ωm,i = σ(z− zi)−1ω̃m,i, ωn,j = σ(z− zj)−1ω̃n,j , ek = σ(z− zk)−1ẽk.
Тогда ordzs

ω̃m,i = −m, ordzs
ω̃n,j = −n, ordzs

ẽk = 1 (s =
1, . . . , N), ordz0 ω̃

m,i = Nm, ordz0 ω̃
n,j = Nn, ordz0 ẽk = −N . По-

ложим ω̃
(m,i)(n,j)
k := ω̃m,iω̃n,j ẽk. Следовательно,

ωm,iωn,jek =
ω̃

(m,i)(n,j)
k

σ(z − zi)σ(z − zj)σ(z − zk)
. (5.58)
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и ordzs
ω̃

(m,i)(n,j)
k = −m−n+1 для всех s = 1, . . . , N . Если m+n >

1, то (5.58) голоморфно в точке z0. Если m + n = 0, то либо
m > 0, либо n > 0. В обоих случаях :u(m, i)u(n, j): Φ = 0. По
той же причине в случае m + n = −1 имеем m = 0, n = −1 (или
наоборот). Но в этом разделе мы предполагаем m ̸= 0, n ̸= 0,
таким образом, этот случай не возникает. Остается m + n 6 −2.
Тогда для порядка числителя в (5.58) имеем ordzs ω̃

(m,i)(n,j)
k =

−m−n+1 > 3 (s = 1, . . . , N), следовательно, 1-форма голоморфна
во всех отмеченных точках, даже если некоторые, или все точки
zi, zj , zk совпадают.

Следовательно, рассматриваемый случай не дает вклада
в уравнения Книжника–Замолодчикова.

1.2. m = 0, n ̸= 0 (или наоборот). Пусть ω0,i = ω̂0,i −∑N
s=1 γi,sω

−1,s где ω̂0,i = A′−1,idz, A′−1,i определены соотношени-
ями (5.72), а γi,s – соотношениями (5.73). Порядок суммы в пра-
вой части последнего соотношения в любой из движущихся точек
определен порядком его первого слагаемого (другие члены имеют
большие порядки). Если n > 0, то :u(0, i)u(n, j): Φ = 0. Исполь-
зуя определение ek и соотношения ωm,i = A−m−1,i dz получаем
ω̂0,iωn,jek = A′−1,iA−1−n,jA0,k dz. Из выражений (5.57), (5.75)–
(5.77) получается следующее: если n 6 −2, то −n + 1 > 3 и
ω̂0,iωn,jek голоморфно в любой отмеченной точке. Так как n ̸= 0,
остается только рассмотреть случай n = −1. В этом случае
ω̂0,iωn,jek имеет в отмеченных точках полюсы порядка не более 1.
Так будет, только если i = j = k. В частности, члены с γ голо-
морфны и не дают вклада в результат. Простое вычисление вы-
четов дает

l
(0,k)(−1,k)
k = 1 (k = 1, . . . , N). (5.59)

Тем же путем мы получаем симметричное выражение
l
(−1,k)(0,k)
k = 1.

1.3. m = n = 0. Чтобы найти l
(0,i)(0,j)
k , нужно рассмот-

реть 1-формы ω0,iω0,jek, где ω0,i = ω̂0,i −
∑N

s=1 γisω
−1,s, ω0,j =

ω̂0,j −
∑N

r=1 γjrω
−1,r. Члены ω−1,sω−1,rek голоморфны, так как

таковы все их множители. Член вида ω−1,sω̂0,jek может иметь
полюс (причем обязательно порядка 1) только если s = j = k (и
голоморфен в остальных случаях). Таким образом

l
(0,i)(0,j)
k = ⟨ω̂0,iω̂0,j , ek⟩ − (γjkδ

k
i + γikδ

k
j )⟨ω−1,kω̂0,k, ek⟩.
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Второе скалярное произведение уже было найдено и равно
l
(0,k)(−1,k)
k , что есть просто 1. Для первого члена ω̂0,iω̂0,jek =
A′−1,iA

′
−1,jA0,k dz. В случае i ̸= j эта 1-форма имеет вычет в точ-

ке zi, если i = k, и в точке zj если j = k (если i, j, k попарно
различны, то 1-форма голоморфна). Для i = k ̸= j имеем

l
(0,k)(0,j)
k =

1
σ(zk − zj)

σ(zk − w1)σ(zk − w2)σ(zj − z0)
σ(zj − w1)σ(zj − w2)σ(zk − z0)

− γjk (5.60)

и аналогичное выражение для i ̸= k = j. В (5.60) w1 + w2 =
zi + z0 и w1 то же самое, что и в (5.77). Заметим, что в слу-
чае i = k ̸= j этот коэффициент стоит при операторнозначном
множителе :u(0, k)u(0, j): , а в случае i ̸= k = j при множителе
:u(0, i)u(0, k): .

Точно так же, как в случае g = 0, добавляя к ek определенные
векторные поля степени 0, мы можем обратить в ноль вклад от
ω0,iω0,i. Таким образом мы приходим к следующей форме урав-
нений Книжника–Замолодчикова, соответствующих движущим-
ся точкам (k = 1, . . . , N):

∂kΦ− 1
c+ k

∑
i ̸=k

l
(0,k)(0,i)
k

(
:u(0, k)u(0, i): + :u(0, i)u(0, k):

)
Φ−

− 1
c+ k

N∑
i=1

(
:u(0, i)u(−1, i): + :u(−1, i)u(0, i):

)
Φ = 0.

(5.61)

2. Теперь рассмотрим уравнения, соответствующие деформа-
циям комплексной структуры (то есть изменению модулярных
параметров). Рассмотрим следующее векторное поле:

e0 = σ(z − E)N+1σ(z − z0)−1
N∏

s=1

σ(z − zs)−1 ∂

∂z
,

где E = (N + 1)−1(z0 + z1 + · · ·+ zN ).
Векторное поле e0 имеет простые полюсы во всех точках

z1, . . . , zN , z0. Из следующей леммы вытекает, что соответству-
ющий касательный вектор на пространстве модулей нетривиален
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и что он не зависит от касательных векторов, порожденных век-
торными полями e1, . . . , eN . Следовательно, он соответствует де-
формации комплексной структуры. В лемме вертикальные век-
торные поля рассматриваются по отношению к пространству мо-
дулей Mg,N .

Лемма 5.15. Для точек z1, . . . , zn, z0 в общем положении
векторное поле e0 не может быть представлено как линейная
комбинация векторных полей e1, . . . , eN и вертикальных вектор-
ных полей.

Доказательство. Так как векторные поля e1, . . . , eN регу-
лярны в точках z1, . . . , zN , их вычеты в точке z0 – нулевые (на
эллиптической кривой можно говорить о вычетах векторных по-
лей). Все вертикальные векторные поля также имеют нулевой вы-
чет в z0. Это очевидно для тех из них, которые регулярны в точке
z0. Но те, которые имеют нули в точках z1, . . . , zN , также имеют
нулевой вычет в точке z0, поскольку сумма всех их вычетов обра-
щается в ноль. Напротив, векторное поле e0 имеет простой полюс
в точке z0 с ненулевым вычетом в общей точке рассматриваемого
пространства модулей. Этим лемма доказана.

Рассмотрим несколько случаев, как и раньше.
2.1. m,n ̸= 0. Определим ω̃

(m,i)(n,j)
0 из соотношения

ωm,iωn,je0 =
ω̃

(m,i)(n,j)
0

σ(z − zi)σ(z − zj)
, (5.62)

Тогда ordzs
ω̃

(m,i)(n,j)
0 = −m − n − 1 (s = 1, . . . , N). Так как

порядок знаменателя в (5.62) может равняться самое большее
двум, 1-форма (5.62) голоморфна в точках z1, . . . , zN , если толь-
ко −m − n − 1 > 2, то есть если m + n 6 −3. Если m > 0 или
n > 0, то :u(m, i)u(n, j): Φ = 0. Таким образом, либо m+ n = −1,
либо m + n = −2. Так как m,n ̸= 0, первый случай отпадает, а
во втором случае остается только m = n = −1. В этом случае
также i = j, поскольку в противном случае (5.62) голоморфно.
Используя явные формулы, получим

l
(−1,i)(−1,i)
0 = σ(zi − E)N+1σ(zi − z0)−1

∏
s̸=i

σ(zi − zs)−1 (5.63)

для i = 1, . . . , N .
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2.2. m = 0, n ̸= 0 (или наоборот). В этом случае в (5.62) следу-
ет положитьm = 0. Тогда ordzs

ω̃(0,i)(n,j) = −(n+1) (s = 1, . . . , N).
Если n > 0, то :u(0, i)u(n, j): Φ = 0. Если −(n + 1) > 2, то есть
n 6 −3, 1-форма (5.62) голоморфна. Следовательно, остается
только рассмотреть случаи n = −1 и n = −2.

Если n = −1, то

ω0,iω−1,je0 = ω̂0,iω−1,je0 −
N∑

s=1

γi,sω
−1,sω−1,je0.

Если s ̸= j, то 1-формы ω−1,sω−1,je0 голоморфны во всех движу-
щихся точках (см. выше). Если s = j, то вклад от этих 1-форм
равен l(−1,j)(−1,j)

0 (см. пункт 2.1). Более того,

ω̂0,iω−1,je0 =
F (z)

σ(z − zi)σ(z − zj)
dz,

где

F (z) := A′−1,i(z)A0,j(z)×

× σ(z − z0)−1σ(z − E)N+1σ(z − zi)
∏
s̸=j

σ(z − zs)−1,

и A′−1,i(z), A0,j(z) введены на стр. 115. Как следует из раздела 5.5,
F (z) имеет порядок 0 в точках z1, . . . , zN . Если i ̸= j, то имеется
два вычета: в точке zi и в точке zj . Таким образом, мы получаем

l
(0,i)(−1,j)
0 =

F (zi)− F (zj)
σ(zi − zj)

− γij l
(−1,j)(−1,j)
0 для i ̸= j. (5.64)

Этот вычет входит в уравнения с операторнозначным коэффи-
циентом :u(0, i)u(−1, j): . Более того, l(−1,i)(0,j)

0 = l
(0,j)(−1,i)
0 , но

он входит с операторнозначным коэффициентом :u(−1, i)u(0, j): .
В случае i = j возникают полюса второго порядка и

l
(0,i)(−1,i)
0 =

d

dz

(
(z − zi)2F (z)

)∣∣∣∣
z=zi

− γiil
(−1,i)(−1,i)
0 .

Рассмотрим теперь случай n = −2. Тогда порядок числителя
в (5.62) равен 1 во всех отмеченных точках. Таким образом вычет
может быть ненулевым только если i = j. Дополнительные члены
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γisω
−1,sω−2,ie0 голоморфны и не дадут вклада в уравнение. Из

явных формул имеем

l
(0,i)(−2,i)
0 = σ(zi − E)N+1σ(zi − z0)−1

∏
s̸=i

σ(zi − zs)−1. (5.65)

2.3. m = n = 0. Тогда

ω0,iω0,je0 = ω̂0,iω̂0,je0 −
N∑

s=1

γisω
−1,sω̂0,je0 −

N∑
r=1

γjrω
−1,rω̂0,ie0 +

+
N∑

s,r=1

γisγjrω
−1,sω−1,re0.

Вклады членов с γ могут быть выражены через коэффициенты,
вычисленные в пунктах 2.1 и 2.2. Для первого члена рассматри-
ваемой суммы имеем ω̂0,iω̂0,je0 = Fij(z) dz, где

Fij(z) = C−1
−1,iC

−1
−1,j

σ(z − w1)2σ(z − w2)2

σ(z − zi)σ(z − zj)
×

×
N∏

s=1

σ(z − zs)−1σ(z − E)N+1σ(z − z0)−3 (5.66)

и коэффициенты даются соотношениями (5.77). Он имеет полюсы
второго порядка а если i = j, то даже третьего порядка, в точках
zi, zj . Соответствующие коэффициенты выглядят так:

l
(0,i)(0,j)
0 = ⟨ω̂0,iω̂0,j , e0⟩−

−
N∑

s=1

(
γisl

(0,j)(−1,s)
0 + γjsl

(0,i)(−1,s)
0 + γisγjsl

(−1,s)(−1,s)
0

)
,

(5.67)

где ⟨ω̂0,iω̂0,j , e0⟩ = d
dz

(
(z−zi)2Fij(z)

)∣∣
z=zi

+ d
dz

(
(z−zj)2Fij(z)

)∣∣
z=zj

(i ̸= j), ⟨ω̂0,iω̂0,i, e0⟩ = 1
2

d2

dz2

(
(z − zi)3Fij(z)

)∣∣
z=zi

. Все члены урав-
нений, которые содержат u(n, j), n < −1, могут быть уничтоже-
ны при помощи факторизации по greg, как в разделе 5.5, и мы
получим уравнения, соответствующие деформации комплексной
структуры, в следующем виде:

∂0Φ−
1

c+ k

N∑
i,j=1

l
(0,i)(0,j)
0 :u(0, i)u(0, j): Φ−
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− 1
c+ k

N∑
i,j=1

l
(0,i)(−1,j)
0 ( :u(0, i)u(−1, j): + :u(−1, j)u(0, i): )Φ−

− 1
c+ k

N∑
i=1

l
(−1,i)(−1,i)
0 :u(−1, i)u(−1, i): Φ = 0. (5.68)

Дополнение: Базис Кричевера–Новикова для эллип-
тического случая. В эллиптическом случае (то есть при g = 1)
каноническое расслоение K, и, следовательно, все его степени,
тривиальны. Из этого следует, что для всех весов λ здесь необхо-
димы другие условия на часть базисных элементов. В этом допол-
нении приведены измененные условия. Более того, для базисных
элементов даны явные выражения в терминах σ-функции Вейер-
штрасса.

Из тривиальности канонического расслоения мы имеем сле-
дующее соотношение между базисными элементами простран-
ства Fλ:

fλ
n,p = An−λ,p dz

λ. (5.69)

В частности, фиксация базиса в F0 дает базис в Fλ. Стандартное
условие в ситуации (N, 1) с входящими точками {P1, P2, . . . , PN}
и выходящей точкой {P∞} таково:

ordPp
(An,p) = n, ordPi

(An,p) = n+ 1 для i ̸= p,

ordP∞(An,p) = −N(n+ 1).

Для ситуации (1, 1) положим, как и выше, A0 = 1 и A′−1 dz = ρ =
(ω0)′. Чтобы выполнялись соотношения двойственности, следует
модифицировать эти элементы. Положив

A−1 := A′−1 −
c

2
A0, (5.70)

где

c =
1

2πi

∮
C

A′−1
2
dz (5.71)

получим требуемые соотношения, именно, ⟨A−1, ω
0⟩ = 0. Заме-

тим, что ω0 = A−1 dz теперь не обязательно имеет чисто мнимые
периоды.
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В ситуации (N, 1) с N > 1 мы накладываем стандартные усло-
вия на A0,p и, следовательно, на ω−1,p, и следующие модифици-
рованные условия при n = −1

ordPp
(A′−1,p) = −1, ordPi

(A′−1,p) = 0 для i ̸= p,

ordP∞(A′−1,p) = −1.
(5.72)

Добавляя к A′−1,p определенные линейные комбинации функций
A0,s, мы снова получаем базис, удовлетворяющий условиям ду-
альности. Более подробно, положим

γr,p :=
1
2

1
2πi

∮
C

A′−1,rA
′
−1,p dz. (5.73)

Модифицированные базисные элементы даются формулой

A−1,r := A′−1,r −
N∑

s=1

γr,sA0,s. (5.74)

Явные представления базисных элементов для g = 1 в терми-
нах σ-функции Вейерштрасса таковы [41]:

пусть тор задан как T = C mod L с нормализованной решет-
кой L = ⟨1, τ⟩Z. Пусть zi ∈ C, i = 1, . . . , N , – фиксированные
подъемы точек Pi ∈ T в C, то есть zi mod L = Pi, а z0 – фикси-
рованный подъем точки P∞ ∈ T . Пусть n ∈ Z фиксировано. Для
p = 1, . . . , N положим

bn,p := bn,p(z1, . . . , zN , z0) := −(n+ 1)
N∑

i=1

zi + zp +N(n+ 1)z0.

Если n ̸= −1 и N > 1 или n ̸= 0,−1 и N = 1, то для точек
zi и z0 в общем положении bn,p не сравнимо с ними modL даже
при малом шевелении последних. Однако, заметим, что точки bn,p

меняются при изменении точек zi и z0. В точках Pi в качестве
координаты мы выберем zi = (z − zi), i = 0, 1, . . . , N .

Предложение 5.16 [43, стр. 53]. Пусть точки Pi , i =
1, . . . , N , и P∞ – общего положения. Тогда базисные элементы
An,p при n ̸= 0,−1 и N = 1, и при n ̸= −1 и N > 1 задаются
формулой:

An,p(z) = C−1
n,p

( N∏
i=1

σ(z − zi)
)n+1

×

× σ(z − zp)−1σ(z − z0)−N(n+1)σ(z − bn,p), (5.75)
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где

Cn,p :=
(∏

i ̸=p

σ(zp − zi)
)n+1

σ(zp − z0)−N(n+1)σ(zp − bn,p).

В частности, это корректно определенные функции на торе.

Точка bn,p mod L – дополнительный нуль базисного элемен-
та An,p. Заметим, что постоянные Cn,p также зависят от точек
z0, . . . , zN .

Для исключительных степеней результаты таковы.
Для n = 0: Если N = 1 полагаем A0 := 1. Для N > 1 выше-

приведенная формула остается справедливой. Она превращается
в

A0,p = C−1
0,p

(∏
i ̸=p

σ(z − zi)
)
σ(z − z0)−Nσ(z +

∑
i̸=p

zi −Nz0), (5.76)

где

C0,p :=
(∏

i ̸=p

σ(zp − zi)
)
σ(zp − z0)−Nσ(zp +

∑
i̸=p

zi −Nz0).

Для n = −1: В этом случае порядок в точке P∞ равен −1.
Нужно найти элементы w1, w2 ∈ C, такие что w1 +w2 = zp +z0 но
w1, w2 ̸= zi mod L, i = 0, . . . , N . Можно выбрать w1 произвольно
и этим зафиксировать w2.

Предложение 5.17 [43]. Для общего выбора точек

A−1,p = C−1
−1,pσ(z− zp)−1σ(z− z0)−1σ(z−w1)σ(z− (zp + z0 − ω1)),

(5.77)
где

C−1,p := σ(zp − z0)−1σ(zp − w1)σ(ω1 − z0).

Произвольность выбора w1 происходит из того, что функция
определяется своими порядками в Pi и P∞ с точностью до добав-
ления произвольной постоянной.

Теперь (ω0,p)′ = A′−1,p dz и ω−1,p = A0,p dz. Однако, заметим,
что соотношения двойственности еще не выполнены. В частности,
не выполняется условие ⟨ω0,p, A′−1,s⟩ = 0. Чтобы выполнить это
условие, следует добавить к A′−1,s комбинацию элементов A0,r,
такую же, как в (5.73), (5.74).
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6. КАЗИМИРЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Описание операторов Казимира (казимиров, лапласианов) –
один из центральных вопросов теории представлений алгебр Ли.
Трудно перечислить все приложения казимиров. Теория специ-
альных функций, конструкции гамильтонианов и исследование
свойств квантовых систем, обладающих симметриями, теория
вполне интегрируемых систем – далеко не полный список их при-
ложений.

Во всех этих вопросах особый интерес представляют казими-
ры второго порядка. Ниже под словом “казимир” мы всегда имеем
ввиду казимир второго порядка.

В самом общем виде казимиры алгебры Ли g могут быть оха-
рактеризованы как операторы, которые

1. коммутируют с операторами ρ(X) для всех (в некотором
разумном смысле) представлений ρ алгебры g и X ∈ g,

2. могут быть определенным и универсальным образом выра-
жены через операторы ρ(X).

Казимиры принадлежат более широкому классу сплетающих
операторов, который получится, если опустить второе требова-
ние (то есть сохранить только требование коммутативности).

Для конечномерных полупростых алгебр Ли описание кази-
миров основано, главным образом, на теореме И. М. Гельфанда
о центре универсальной обертывающей алгебры [12]. В бесконеч-
номерном случае элементы этого “центра” принадлежат не самой
универсальной обертывающей алгебре, а ее пополнению, состо-
ящему из бесконечных сумм. Построение оператора в простран-
стве представления по такой сумме требует дополнительных мер,
обеспечивающих сходимость. Поэтому в теории бесконечномер-
ных алгебр Ли постановка задачи о казимирах видоизменяется:
о казимирах имеет смысл говорить главным образом в заданном
представлении алгебры.

С развитием теории алгебр Каца–Муди возник новый подход к
построению казимиров [17], [18]. Он тесно связан с конструкцией
Сугавары. Обозначим через D1 сумму Vir и ĝ, центры которых
отождествлены. В допустимом представлении алгебры D1

g каж-
дый элемент e алгебры Vir действует, во-первых, в силу этого
представления, а во-вторых – в силу представления Сугавары.
Для полупростой алгебры g и ее алгебры петель ĝ, разность ∆e

этих двух действий всегда дает сплетающий оператор. Один из



118 Казимиры второго порядка

них называется казимиром, именно, тот, который соответствует
векторному полю нулевой степени (мы не рассматриваем здесь
вырожденный случай так называемого критического уровня, ко-
гда имеется бесконечное число казимиров).

Настоящая глава посвящена описанию казимиров второго
порядка (и некоторых их обобщений) для аффинных алгебр
Кричевера–Новикова.

Мы ограничиваемся алгебрами Кричевера–Новикова, которые
соответствуют алгебрам g = sl(l) и g = gl(l), представляющим
простой и редуктивный случаи соответственно. В этих случаях
для ĝ мы используем более подробные обозначения: ŝlg,2 для пер-
вой из них, и ĝlg,2 для второй. Здесь g обозначает род римановой
поверхности, а индекс 2 отвечает числу отмеченных точек.

Наше описание казимиров основано на упомянутой выше кон-
струкции операторов ∆e, где Vir и аффинная алгебра Каца–Муди
заменены соответствующими алгебрами Кричевера–Новикова L̂
и ĝ. Немедленно возникают следующие вопросы: сколько суще-
ствует независимых казимиров? Почему только один сплетающий
оператор из описанных выше рассматривается как казимир алгеб-
ры Кричевера–Новикова? Обычное объяснение состоит в том, что
один из элементов алгебры Vir является выделенным, поскольку
задает градуировку на аффинной алгебре. Это объяснение не ра-
ботает в случае алгебр Кричевера–Новикова, поскольку там нет
выделенных векторных полей (в частности, алгебры Кричевера–
Новикова не являются градуированными). Ниже мы исследуем
вопрос о числе независимых казимиров в заданном представле-
нии алгебры Ли D1. Мы связываем этот вопрос с некоторым ко-
циклом γ на D1. Оказывается, что только один элемент e ∈ L
задает казимир, а именно тот, для которого γ(e,A) = 0 при всех
A ∈ A.

В заключение мы рассматриваем более слабые условия по
сравнению с теми, которые определяют казимиры, а именно ком-
мутирование не со всеми A ∈ A, а только с элементами регуляр-
ной подалгебры в A (введенной в разделе 5.2). Операторы вида
∆e, обладающие этим свойством, мы называем полуказимирами.
Мы даем описание полуказимиров и устанавливаем следующую
связь между ними и пространствами модулей римановых поверх-
ностей. Пусть M(p)

g,2 – пространство модулей римановых поверх-
ностей рода g с 2 отмеченными точками P± и фиксированными
струями локальных координат (порядка 1 в P+ и порядка p в P−).
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Для Σ ∈ M(p)
g,2 пусть TΣM(p)

g,2 обозначает касательное простран-
ство к этому пространству модулей в точке Σ. Рассмотрим, также,
пространство коинвариантов (или конформных блоков) регуляр-
ной подалгебры greg (определение дано в разделе 5.2) в некотором
представлении алгебры ĝ, где g = gl(l). Оказывается, полукази-
миры корректно опрелены на конформных блоках и (по теоре-
ме 6.18) для некоторого p существует естественное отображе-
ние пространства TΣM(p)

g,2 на пространство операторов, инду-
цированных полуказимирами на конформных блоках над Σ.

6.1. Описание казимиров второго порядка. В этом раз-
деле мы даем описание казимиров второго порядка для алгебры
Ли ĝ. Пусть C2 обозначает образованное ими пространство.

Для любой аффинной алгебры Каца–Муди существует толь-
ко один казимир второго порядка – разность некоторого элемента
алгебры Вирасоро и его оператора Сугавары [18]. Основное свой-
ство этого оператора состоит в том, что он коммутирует со всеми
операторами представления рассматриваемой аффинной алгеб-
ры.

Основываясь на этой идее, мы будем строить казимиры второ-
го порядка для ĝ как операторы вида ∆e = ê−T (e), где e ∈ L, ê –
оператор представления векторного поля e, а T (e) – его оператор
Сугавары. Слова “второго порядка” означают, что рассматрива-
емые операторы квадратично зависят от операторов представле-
ния алгебры Ли ĝ.

Рассмотрим на римановой поверхности Σ алгебру Ли D1
g диф-

ференциальных операторов вида e + X, e ∈ L, X ∈ ḡ (то есть
алгебру дифференциальных операторов Кричевера–Новикова по-
рядка не выше 1). Как линейное пространство D1

g = L⊕ ḡ. В част-
ности, для g = gl(1) имеем D1

g = D1. Коммутационные соотноше-
ния между векторными полями и токами в D1

g хорошо известны
(ср. (1.4)):

[e, x⊗A] = x⊗ (eA),

где x ∈ g, A ∈ A(Σ, P±). Ниже мы будем рассматривать проек-
тивные представления D1

g (проективные D1
g-модули). Такое пред-

ставление определяется как представление некоторого централь-
ного расширения D̂1

g алгебры D1
g. Предполагая, что действие цен-

трального элемента дается тождественным оператором, назовем
коцикл этого центрального расширения коциклом проективно-
го D1

g-модуля (представления). Как установлено в разделе 3.4,
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коцикл фермионного представления, будучи ограничен на ḡ, ста-
новится кратным коциклу (1.38). Мы называем проективный D1

g-
модуль, обладающий этим свойством, нормализованным, так же
как и его коцикл. Мы называем проективное представление ал-
гебры D1

g допустимым если его ограничения на ḡ и L допустимы.

Лемма 6.1. Для полупростой алгебры g и допустимого нор-
мализованного проективного D1

g-модуля V имеем
1◦ . [ê, x(A)] = x(eA) для всех A ∈ A, e ∈ L.
2◦ . [∆e, x(A)] = 0 для всех A ∈ A.

Доказательство. 1◦. Из (1.4) и определения D1
g-модуля вы-

текает, что
[ê, x(A)] = x(eA) + γ(e, xA) ◦ id, (6.1)

где γ – коцикл на D1
g.

Для полупростой алгебры g каждый коцикл на D1
g удовлетво-

ряет условию

γ(e, xA) = 0 для всех e ∈ L, A ∈ A, x ∈ g. (6.2)

Действительно, по определению коцикла

γ(e, [xA, yB]) + γ(yB, [e, xA]]) + γ(xA, [yB, e]) = 0

для всех e ∈ L, A,B ∈ A, x, y ∈ g. Последнее эквивалентно соот-
ношению

γ(e, [x, y]AB) + γ(yB, x(eA)]) + γ(xA,−y(eB)) = 0. (6.3)

Возьмем в последнем равенстве B ≡ 1. Тогда

γ(yB, x(eA)]) = γ(y, x(eA)]) = 0,

так как по условию леммы γ кратно коциклу (1.38), а послед-
ний равен нулю, если один из аргументов равен константе. Да-
лее, eB ≡ 0, следовательно γ(xA,−y(eB)) = 0. Первое слагаемое
в (6.3) равно γ(e, [x, y]A). Следовательно, γ(e, [x, y]A) = 0 для всех
e ∈ L, A ∈ A, x, y ∈ g. Если g полупроста, она совпадает со своим
коммутатором. Следовательно, (6.2) следует из последнего равен-
ства.

Соотношения (6.1) и (6.2) доказывают пункт 1◦ леммы.
Пункт 2◦ немедленно следует из пункта 1◦ и теоремы 4.6 (ii).
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Теперь рассмотрим на примере g = gl(l), что происходит в слу-
чае редуктивной алгебры.

Лемма 6.2. Для g = gl(l) и таких же V , e, как в лемме 6.1,
выполняются следующие коммутационные соотношения:

[ê, x(A)] = x(eA) + λ(x)γ(e,A) ◦ id, (6.4)

где γ – коцикл на D1 и λ(x) = l−1 trx.

Доказательство. Вновь пользуемся соотношением (6.1).
Произвольное x ∈ g можно представить в виде x = x0 + λ(x)1l,
где x0 ∈ sl(l), λ ∈ g∗, а 1l означает единичную матрицу ран-
га l. Очевидно, λ(x) = l−1 trx. Как и в доказательстве леммы 6.1,
γ(e, x0A) = 0. Следовательно, γ(e, xA) = λ(x)γ(e, 1lA). Очевидно,
соответствие e+A 7→ e+1lA является гомоморфизмом алгебр Ли:
D1 → D1

g. Следовательно, γ(e, 1lA) определяет коцикл на D1, для
которого мы сохраним то же обозначение γ. С этим последним
коциклом и выполняется соотношение (6.4).

Лемма 6.3. Пусть g = gl(l) и выполнены условия леммы 6.2.
Тогда для произвольных e ∈ L, x ∈ g, A ∈ A

[∆e, xA] = λ(x)γ(e,A) ◦ id,

где γ – коцикл на D1 , а λ(x) = l−1 trx.

Доказательство. По теореме 4.6 имеем [T (e), x(A)] =
x(eA). Теперь лемма следует из сравнения последнего соотноше-
ния с леммой 6.2.

В дальнейшем мы предполагаем, что V является D1
gl(l)-

модулем.

Определение 6.4. Те из операторов ∆e, которые коммути-
руют со всеми операторами представления алгебры ĝlg,2 в V на-
зываются казимирами (второго порядка) алгебры Ли ĝ в пред-
ставлении V (как для ĝ = ĝlg,2, так и для ĝ = ŝlg,2).

Замечание. Для ĝ = ŝlg,2 требование перестановочности ∆e

с ĝlg,2 имеет следующий смысл. Рассмотрим фермионные пред-
ставления как типичный пример. Пространство мономов данного
заряда вообще говоря неприводимо относительно ĝlg,2 (см. [18]
для случая рода 0), но приводимо относительно ŝlg,2. Элементы



122 Казимиры второго порядка

подалгебры A, вложенные в ĝlg,2 как скалярные матрицы, комму-
тируют со всеми операторами подалгебры ŝlg,2 и следовательно,
приводят фермионное представление последней. В этом случае
требование перестановочности оператора ∆e с A означает, что
∆e корректно определен на ŝlg,2-подмодулях фермионного пред-
ставления.

Следующая лемма представляет собой простое следствие
определения 6.4 и леммы 6.3.

Лемма 6.5. ∆e является казимиром для ĝ (в некотором
представлении) тогда, и только тогда, когда γ(e,A) = 0 для
всех A ∈ A, где γ – коцикл на D1 , соответствующий рассмат-
риваемому представлению в силу леммы 6.3.

Замечание. Следующее утверждение показывает, что усло-
вия, налагаемые на казимиры, весьма ограничительны: при за-
данном коцикле γ на D1 векторные поля, удовлетворяющие усло-
вию леммы 6.5, образуют подалгебру Ли в L. Чтобы доказать
это, предположим, что e1, e2 ∈ L – такие векторные поля, что
γ(e1, A) = γ(e2, A) = 0 для всех A ∈ A. По определению коцикла
γ([e1, e2], A) + γ(e2, [e1, A])− γ(e1, [e2, A]) = 0 для любых двух та-
ких векторных полей и произвольного A. Два члена последнего
соотношения равны 0, так как [e1, A], [e2, A] – функции. Следова-
тельно, γ([e1, e2], A) = 0.

6.2. Казимиры в фермионных представлениях. В раз-
деле 3.4 показано, что фермионное представление является нор-
мализованным допустимым проективным модулем над D1 и D1

g

(теорема 3.5). Как таковое, оно удовлетворяет условиям лем-
мы 6.1, следовательно для него справедливо описание казимиров
в терминах коциклов на D1, данное в предыдущем разделе.

Рассмотрим подробнее коциклы на D1, возникающие из фер-
мионных представлений. Возьмем вакуум в виде |0⟩ = ψM ∧
ψM+1 ∧ . . . . Пусть ∇ – логарифмическая связность, имеющая
в точке P+ вид

∇ = ∂ + ω
dz

z
+O(1) dz, (6.5)

где ω – постоянная матрица. Для произвольного N ∈ Z пусть
n(N) и j(N) обозначают первые две компоненты тройки (n, j, i),
такие чтоN = N(n, j, i) (раздел 3.4). Пусть ωj – j-й диагональный
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элемент матрицы ω. Наше главное наблюдение здесь – следующая
лемма:

Лемма 6.6. Предположим, что мы имеем фермионное пред-
ставление алгебры D1

g , такое, что M < 0, ∇ – логарифми-
ческая связность с локальным поведением (6.5) в точке P+ и∑−1

N=M ωj(N) /∈ Z. Тогда коцикл γ этого представления обладает
следующими свойствами:

1◦ . γ(A−k, ek) ̸= 0, для всех k ∈ Z, κ ̸= 0;
2◦ . γ(A−k, em) = 0, для всех m > k ;
3◦ . γ(A0, em) = 0, для всех m ∈ Z.

Доказательство. γ(A−k, em) = A−k ◦ ∇em
− ∇em

◦ A−k −
emA−k. Поскольку γ – скаляр, достаточно вычислить это выра-
жение на вауумном векторе представления.

1◦. Для m = k ̸= 0 одно из слагаемых A−k ◦ ∇ek
или ∇ek

◦
A−k аннулирует вакуум. Например, для k > 0 это будет первое
слагаемое. В предположениях леммы −∇ek

◦A−k−ekA−k отлично
от нуля на вакуумном векторе. Покажем это с помощью прямых
вычислений с формальными рядами, например, в точке P+.

Локально A−k = z−k(1 + O(z)), ek = zk+1(1 + O(z)) ∂
∂z .

Подействуем этими объектами на вектор-функцию Кричевера–
Новикова ψN степени n. Рассматривая порядки в точке P±, мож-
но забыть для простоты о сопряжении матрицей Ψ. Ввиду (6.5)
имеем

∇ek
◦A−kψN =

(
zk+1 ∂

∂z
+ zkω−1

)
(z−kzn(1 +O(z)) =

= (n− k + ω−1)zn(1 +O(z)).

Для другого члена имеем ekA−k = (−k)(1+O(z)). Следовательно,

(−∇ek
◦A−k − ekA−k)ψN = (2k − n+ ωj)ψN + · · · ,

где n = n(N), j = j(N), а многоточие обозначает члены высшей
степени. Ввиду регуляризации

(−∇ek
◦A−k − ekA−k) |0⟩ =

( −1∑
N=M

(2k − n(N)) + ωj(N)

)
|0⟩. (6.6)
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Для k < 0 в игру вместо ∇ek
◦A−k вступает член A−k ◦ ∇ek

. Это
приводит к соотношению

(A−k ◦ ∇ek
− ekA−k) |0⟩ =

( −1∑
N=M

(k + n(N)) + ωj(N)

)
|0⟩. (6.7)

Если
∑−1

N=M ωj(N) /∈ Z, то и правая, и левая части (6.6), (6.7)
отличны от нуля для любого k ∈ Z. Таким образом, пункт 1◦

доказан.
Доказательство пунктов 2◦, 3◦ аналогично.

По определению 6.4 и лемме 6.5 ∆(e) является казимиром то-
гда, и только тогда, когда

γ(Ak, e) = 0, для всех k ∈ Z. (6.8)

Несложно видеть, что соотношения (6.8) образуют (бесконечную)
систему линейных уравнений на векторное поле e, и мы немед-
ленно дадим явный вид этой системы уравнений. Для этого будем
искать решения (6.8) в виде

e =
∑

m>m0

amem, (6.9)

где m0 ∈ Z.

Лемма 6.7. Для каждого фермионного представления, удо-
влетворяющего условиям леммы 6.6, система уравнений (6.8)
имеет 1-мерное пространство решений вида (6.9). Для образу-
ющей этого пространства имеем m0 = 0.

Доказательство. Для векторных полей вида (6.9) соотно-
шения (6.8) выглядят следующим образом∑

m>m0

amγ(A−k, em) = 0, для всех k ∈ Z, k ̸= 0. (6.10)

Это бесконечная система линейных уравнений на неизвестные am.
По лемме 6.6(1◦, 2◦) она имеет треугольную матрицу, следова-
тельно для каждого k ̸= 0 из k-го уравнения ak можно выразить
через значения am с m < k. Для k = 0, напротив, γ(A0, em) = 0
для всех m ∈ Z – по лемме 6.6.3◦. Таким образом, a0 – незави-
симая константа. Для m < 0 am = 0 поскольку последнее спра-
ведливо для достаточно больших по модулю отрицательных зна-
чений m (в соотношении (6.9) m > m0). Для m > 0 значения am

можно выразить через a0. Этим предложение доказано.
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Объединяя леммы 6.5, 6.7, получим следующую теорему.

Теорема 6.8. Для любого фермионного представления и
связности ∇, удовлетворяющих условиям леммы 6.6, существу-
ет ровно один, с точностью до пропорциональности, казимир.
Соответствующее векторное поле имеет простой ноль в P+ .

Нормализуем казимир, существование которого утверждается
в теореме 1.7, условием a0 = 1. Тогда его собственное значение
совпадает с собственным значением оператора ∆(e0), поскольку
по леммам 4.2, 4.9 ∆(L(2)

+ ) аннулирует вакуум.

6.3. Теорема единственности в терминах аффинной
связности. В предыдущих разделах описание казимиров дано
в терминах коциклов на D1. Коциклы, в свою очередь, могут за-
даваться с помощью аффинной и проективной связностей, как
это описано в разделах 1.5–1.8 настоящей книги. В этом разделе
мы ставим задачу получить описание казимиров в терминах этих
связностей (существенной оказывается только аффинная связ-
ность). В частности, это дает новое доказательство теоремы един-
ственности предыдущего раздела.

Суммируем описание коциклов алгебры D1, данное в разделах
1.5–1.8 (мы имеем ввиду главным образом теорему 1.7) в виде
следующей леммы:

Лемма 6.9. 1◦ . Каждый локальный коцикл на D1 когомоло-
гичен коциклу вида

γ(f1∂ + g1, f2∂ + g2) =

= resP+

(
a1[(f1f ′′′2 − f ′′′1 f2) +R(f1f ′2 − f ′1f2)] +

+ a2[(f1g′′2 − f2g
′′
1 ) + T (f1g′2 − f2g

′
1)] + a3g1dg2]

)
, (6.11)

где f1∂ , f2∂ – элементы алгебры Ли L, записанные в локальных
координатах в окрестности точки P+ , g1, g2 ∈ A, R и T – про-
ективная и аффинная связности соответственно, a1, a2, a3 ∈ C
(∂ – сокращенное обозначение для ∂

∂z ).
2◦ . Если коцикл γ когомологичен коциклу вида (6.11)

с a1, a2 ̸= 0, то он равен коциклу такого вида (при, возможно,
других R и T ).

Для нулевого рода лемма доказана в [1] (упоминание аффин-
ных и проективных связностей в этом случае излишне), а для
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положительного – в [46], [47] (см. также формулировку в [50, тео-
рема 2.5]).

Лемма 6.10. Для коцикла γ , заданного соотношением (6.11),
при любых e = f∂ ∈ L, A ∈ A выполняется следующее соотно-
шение:

γ(e,A) = resP+ a(fA
′′ + TfA′),

где a = a2 (см. (6.11)), а T – аффинная связность, то есть пове-
дение T при замене локальных координат может быть описано
одним из трех следующих соотношений:

1◦ . T (u) = T (z)u−1
z + uzzu

−2
z ;

2◦ . T (u) du = T (z) dz + d lnuz ;
3◦ . существует v , такое что T (z) = a ∂

∂z ln v(z),
где u, z – локальные параметры, uz = u′(z), v∂ ∈ L – локальное
представление векторного поля.

Доказательство. Выражение для γ получается немедлен-
но, если в лемме 6.9 положить f1 = f , g1 = 0, f2 = 0, g2 = A.

Теперь найдем закон преобразования, которому должно удо-
влетворять T чтобы выражение fA′′+TfA′ было корректно опре-
деленной 1-формой. Это, очевидно, эквивалентно требованию,
чтобы ΩT (A) := A′′ + TA′ было квадратичным дифференциалом
для каждого A ∈ A. Находя с помощью простого дифференциро-
вания закон преобразования величины A′: Au = Azuz, и величины
A′′: Auu = Azzu

−2
z − Azu

−3
z uzz, легко показать, что искомый за-

кон преобразования для T может быть записан в трех вышепри-
веденных эквивалентных формах (эквивалентных определению
аффинной связности, данному на стр. 23). Наметим, например,
как из 2◦ вывести 3◦. Путем интегрирования обеих частей равен-
ства 2◦ от какой-то фиксированной точки до текущей точки P по-
лучаем

∫ P
T (u) du =

∫ P
T (z) dz+lnuz. После экспоненцирования

последнее равенство дает exp
( ∫ P

T (u) du
)

= exp
( ∫ P

T (z) dz
)
uz.

Теперь несложно заметить, что

v(z) = exp
(∫ P

T (z) dz
)

преобразуется как векторное поле.
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Замечание. Утверждение 3◦ леммы 6.10 обеспечивает су-
ществование величины T с требуемым законом преобразования.
Можно взять произвольное векторное поле из L и построить T
как предписано соотношением леммы 6.10 3◦.

Используя лемму 6.10, можно следующим образом уточнить
лемму 6.3.

Лемма 6.11. Пусть g = gl(l) и представление соответ-
ствующей алгебры ĝ допустимо. Тогда для произвольных e ∈ L,
x ∈ g, A ∈ A имеем

[∆e, xA] = aλ(x)γ(e,A) ◦ id,

где a ∈ C, в локальных координатах для e = f∂ выполняется
следующее соотношение: γ(e,A) = resP+(fA′′ + TfA′) и T удо-
влетворяет условиям леммы 6.10.

Из лемм 6.9, 6.11 можно видеть, что только коциклы вида

γ
T
(f1∂+g1, f2∂+g2) = resP+ [(f1g′′2−f2g′′1 )+T (f1g′2−f2g′1)], a ∈ C×

ответственны за перестановочность операторов ∆e и x(A).
Лемма 6.11 и лемма 6.5 позволяют дать описание казими-

ров в терминах квадатичных дифференциалов на римановой по-
верхности. Пусть γ, T , a отвечают представлению V и γ(e,A) =
resP+(fA′′+TfA′). ТогдаA′′+TA′ – квадратичный дифференциал
для каждого A ∈ A. Пусть ΩV обозначает линейное пространство
всех квадратичных дифференциалов этого вида для данного T .
Введем, также, обозначение Ω(2) для пространства всех квадра-
тичных дифференциалов Кричевера–Новикова и ⟨ · , · ⟩ для спа-
ривания между векторными полями и квадратичными диффе-
ренциалами по Кричеверу–Новикову: ⟨e,Ω⟩ := resP+(eΩ) (e ∈ L,
Ω ∈ Ω(2)).

Лемма 6.12. ∆e является казимиром алгебры Ли ĝ в пред-
ставлении V тогда, и только тогда, когда ⟨e,Ω⟩ = 0 для каждого
Ω ∈ ΩV .

Доказательство. По определению формы ⟨ · , · ⟩ лемму 6.11
можно записать в виде

[∆e, xA] = λ(x)⟨e,Ω⟩ ◦ id,
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где Ω = a(A′′ + TA′). Поскольку λ(x) = l−1 trx, то λ(1l) = 1, и
следовательно

[∆e, A] = ⟨e,Ω⟩ ◦ id .

Это соотношение означает, что ∆e коммутирует со всеми эле-
ментами вида A и xA (x ∈ g, A ∈ A) тогда и только тогда, когда
⟨e,Ω⟩ = 0 для всех Ω = a(A′′+TA′). Если A пробегает алгебру A,
то Ω пробегает пространство ΩV . Этим лемма доказана.

Пусть Ω⊥V := {e ∈ L : ⟨e,Ω⟩ = 0 ∀Ω ∈ ΩV }. Мы показали,
что векторные поля, принадлежащие пространству Ω⊥V , порож-
дают казимиры. Следует учесть, что те из этих векторных полей,
которые лежат в подалгебре L(2)

+ , порождают тривиальные ка-
зимиры, так как для них, как отмечалось в конце предыдущего
раздела ∆(e)|0⟩ = 0, где |0⟩ – вакуум. Поскольку (по крайней мере
в неприводимых представлениях) операторы вида ê−T (e) скаляр-
ны, то для e ∈ L+ они попросту нулевые. Поэтому на самом деле
казимиры отвечают элементам пространства Ω⊥V /(Ω

⊥
V ∩ L

(2)
+ ).

В локальных координатах z на Σ векторное поле e можно
представить в виде e = E∂, где E = E(z) – локальная функция,
∂ = ∂

∂z .
По лемме 6.12 условие того, что ∆e является казимиром, та-

ково: ∮
c0

E(A′′ + TA′)dz = 0 для всех A ∈ A. (6.12)

Интегрируя по частям и принимая во внимание тот факт, что A
произвольно, получаем дифференциальное уравнение

E′′ − (ET )′ = 0. (6.13)

Мы ищем его решения вида

E =
∑
n>N

anEn, (6.14)

где en = En
∂
∂z в окрестности точки P+.

Лемма 6.13. Для аффинной связности T общего положе-
ния, такой, что T (z) = O(z−1) в точке P+ , уравнение (6.13)
имеет одномерное пространство решений вида (6.14), соответ-
ствующее векторному полю с поведением e(z) = z(1 + O(z)) ∂

∂z
в окрестности этой точки.
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Доказательство. Доказательство сводится к решению
уравнения (6.13) в формальных степенных рядах в окрестности
точки P+. Предположим сначала для простоты что ordP+ e = −1.
По предположению E = ϵ−1z

−1 + ϵ0 + ϵ1z+ · · · , T = τ−1z
−1 + τ0 +

τ1z+· · · . Следовательно, для степенных рядов соотношение (6.13)
выглядит так:

−2ϵ−1(1 + τ−1) = 0,
ϵ0τ−1 + ϵ−1τ0 = 0,

ϵ1τ0 − (2− τ−1)ϵ2 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(6.15)

Для аффинной связности T общего положения имеем 1+τ−1 ̸= 0,
следовательно, первое соотношение дает ϵ−1 = 0. Аналогично
ϵ0 = 0. Из третьего соотношения мы получаем ϵ2 = τ0

2−τ−1
ϵ1.

Таким образом, мы имеем ровно одну независимую константу
ϵ1. Остальные соотношения позволяют выразить константы ϵk’s
(k > 1) через ϵ с меньшими номерами. Это остается верным и ес-
ли ordP+ e < −1, просто возникающие в этом случае соотношения
сразу обратят в ноль коэффициенты ϵ−k с k > 1.

Замечание. Если ordP+ T ̸= −1, пространство решений оста-
ется одномерным, причем для порядка решения имеем

e(z) = z−k(1 +O(z))
∂

∂z
,

где k = ordP+ T . Это проверяется точно такими же вычисления-
ми, что и при доказательстве леммы.

Заметим, также, что неотрицательный порядок T не имеет
смысла, так как по лемме 6.10 при преобразовании координат до-
бавляется логарифмическая производная, имеющая, вообще го-
воря, полюс первого порядка.

Теорема 6.14. Для аффинной связности T общего положе-
ния, такой, что T (z) = O(z−k), k > 0 в точке P+ , пространство
казимиров второго порядка одномерно при k = 1 и нульмерно при
k > 1.

Доказательство. Доказательство непосредственно вытека-
ет из леммы 6.13 и последующего замечания. Следует пояснить
нульмерность пространства казимиров при k > 1. В этом случае,
согласно замечанию, ordP+ e > 1, и следовательно e ∈ L+. Но,
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как отмечалось на стр. 128, казимиры, соответствующие подал-
гебре L+, тривиальны.

Из результатов предыдущего раздела вытекает, что простран-
ство казимиров фермионных представлений в общем положении
одномерно. Отсюда мы делаем вывод, что соответствующие аф-
финные связности имеют простые полюсы в точке P+.

6.4. Описание полуказимиров. Из предыдущих разделов
можно заключить, что перестановочность ∆e со всеми элемента-
ми алгебры A накладывает очень сильные ограничения на век-
торное поле e. Здесь мы рассмотрим более слабые условия.

Определение 6.15. Назовем оператор вида ∆e полуказими-
ром, если [∆e, A] = 0 для любого A ∈ Areg.

Здесь Areg – регулярная подалгебра, введенная в разделе 5.2,
ее базисные элементы – Ak, k < −g.

Как и для казимиров, мы дадим два описания полуказими-
ров: в терминах коцикла и в терминах задающей его аффинной
связности. Начнем с описания в терминах коцикла.

Для векторного поля e, определяющего полуказимир, выпол-
нена только часть условий (6.8):

γ(A−k, e) = 0 для всех k ∈ Z, k > g. (6.16)

Эти условия приводят к системе уравнений, аналогичной (6.10),
но лишь для k > g. Таким образом, коэффициенты am с m 6 g
оказываются независимыми, а все остальные выражаются через
них. Пусть L̃− ⊂ L – подпространство, порожденное {ek : k 6 g}.
Введем отображение Γ: L̃− 7→ L следующим образом: возьмем
e ∈ L̃− и представим его в виде (6.9). Затем подставим соот-
ветствующие значения am (m 6 g) в (6.10) и вычислим am,
m > g. Обозначим через Γ(e) векторное поле, которое соответ-
ствует всему множеству коэффициентов am. Под ∆ будем пони-
мать отображение, сопоставляющее векторному полю e оператор
∆e = ê− T (e). Из определений немедленно следует

Лемма 6.16. Пространство полуказимиров совпадает
с ∆(Γ(L̃−)). Оно порождено элементами ∆(Γ(ek)), где k 6 g .

Теперь дадим описание полуказимиров в терминах аффиной
связности. По аналогии с леммой 6.12 и соотношением (6.16) для
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векторного поля, определяющего полуказимир, имеем

resP+(E′′ − (ET )′)Adz = 0 для всех A ∈ Areg. (6.17)

Мы работаем здесь только с локальными разложениями в точке
P+. Возьмем

E′′ − (ET )′ =
∑

βiz
i (6.18)

в точке P+ (сумма конечна слева). Для элемента A−g−1 =
α−g−1z

−g−1 + α−gz
−g + · · · , имеющего старшую степень в Areg,

соотношение (6.16) дает α−g−1βg + α−gβg−1 + · · · = 0, что поз-
воляет выразить βg через βi с меньшими номерами. Аналогич-
но, для следующего базисного элемента A−g−2 ∈ Areg соотноше-
ние (6.16) выражает βg+1 через коэффициенты βi с меньшими
номерами. Таким образом, коэффициенты βi, i < g, независимы,
а все остальные можно выразить через них.

Соотношение (6.18) устанавливает связь между коэффици-
ентами ϵi разложения (6.14) и коэффициентами βk разложе-
ния (6.18):

i(i+ 1)ϵi+1 − i
∑

k+l=i

ϵkτl = βi−1. (6.19)

Из этих соотношений ϵi+1 можно выразить через ϵk с k 6 i, и
через βl с l 6 i − 1. В конечном счете ϵi+1 зависит от βl с l 6
i− 1. Поскольку, как показано выше, βl являются независимыми
параметрами при l 6 g − 1, то ϵi независимы при i 6 g + 1.
Порядок g + 1 в точке P+ имеет векторное поле eg. Из этого мы
делаем вывод, что в разложении (6.9) независимыми являются
коэффициенты при . . . , eg−1, eg. Отсюда снова следует лемма 6.16.

В качестве примера выпишем соотношения (6.19) для i, близ-
ких к 0, чтобы увидеть их аналогию с соотношениями (6.15) для
казимиров:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−2ϵ−1(1 + τ−1) = −β−3,

ϵ0τ−1 + ϵ−1τ0 = −β−2,

ϵ−1τ2 + ϵ0τ1 + ϵ1τ0 + ϵ2(τ−1 − 2) = −β0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(6.20)
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6.5. Полуказимиры и пространства модулей M(p)
g,2.

Пусть M(p)
g,2 – пространство модулей кривых рода g с двумя от-

меченными точками P±, фиксированной 1-струей локальной ко-
ординаты в P+ и фиксированной p-струей локальной координаты
в P−.

Из определения 6.15 следует, что полуказимиры коммутируют
с действием элементов вида λA, где A ∈ Areg, λ – скалярная мат-
рица. По лемме 6.3 полуказимиры, также, коммутируют с эле-
ментами вида xA, где trx = 0, а A ∈ A произвольно. Из этого
следует, что полуказимиры коммутируют со всеми элементами
регулярной подалгебры greg = g ⊗ Areg алгебры Ли ĝ. Из это-
го мы делаем вывод, что полуказимиры корректно определены
на пространствах коинвариантов регулярной подалгебры, то есть
конформных блоков (определение которых дано в разделе 5.2).

Для e ∈ L̃− пусть ∆(e) – оператор, индуцированный ∆(Γ(e))
на коинвариантах. Отображение ∆ определено на L̃− и по лем-
ме 6.16 его образ – это пространство Cs

2 полуказимиров, рассмат-
риваемых как операторы на коинвариантах.

Цель этого раздела – показать, что только конечное число ба-
зисных полуказимиров задает нетривиальные операторы на ко-
инвариантах и для подходящего натурального p установить соот-
ветствие между касательным пространством к M(p)

g,2 и простран-
ством полуказимиров, рассматриваемых на коинвариантах.

Напомним, что L(p)
− , p ∈ Z+, обозначает подалгебру Ли век-

торных полей в L, имеющих в точке P− ноль порядка не менее p.

Лемма 6.17. Для фермионного представления V существу-
ет такое p ∈ Z+ , что L(p)

− ⊆ ker ∆.

Идея нижеследующего доказательства в том, что ввиду по-
чти градуированности всех рассматриваемых действий при до-
статочно больших по модулю отрицательных k оператор ∆(ek)
во-первых отображает все пространство V в образ регулярной
подалгебры (факторизацией по которому получаются коинвари-
анты), а во вторых совпадает с полуказимиром, отвечающим век-
торному полю ek.

Доказательство. Для фермионного представления опреде-
ленного заряда пространство коинвариантов алгебры greg конеч-
номерно. Это – известный факт для аффинных алгебр Каца–
Муди. Несложно свести доказательство утверждения в рассмат-
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риваемом почти-градуированном случае к известному, рассмат-
ривая ассоциированные градуированные объекты.

Рассмотрим разложение

V =
⊕
n60

Vn,

определяющее структуру почти градуированного D1
g-модуля

на V . Ввиду конечномерности коинвариантов существует такое
s, что ⊕

n<s

Vn ⊆ U(greg)V,

где U обозначает универсальную обертывающую алгебру. Так как
V – почти градуированный L-модуль, существует такое ν ∈ Z+,
что для всех k, n имеем êkVn ⊆

⊕
m6k+n+ν Vm. Если взять k < s−

ν, то k+n+ν < s для всех n 6 0. Следовательно, êkV ⊆ U(greg)V
для всех k < s− ν.

Найдем такое k′ ∈ Z, что T (ek)V ⊆ U(greg)V для всех k < k′.
Так как V – почти градуированный (g ⊗ A)-модуль, существует
такое ν′ ∈ Z+, что u(i)Vn ⊆

⊕
m6i+n+ν′ Vm для всех u ∈ g, i ∈ Z.

Следовательно, uµ(i)uµ(j)Vn ⊆
⊕

m6i+j+n+2ν′ Vm. Ряд для T (ek)
содержит член :uµ(i)uµ(j): если lijk ̸= 0. Последнее выполняется
для

i+ j 6 k + g. (6.21)

Чтобы получить это, заметим, что в предположении g > 1 име-
ем для базисных элементов Am (в алгебре функций), ωm (в про-
странстве 1-форм), em (в алгебре векторных полей) следующее
поведение в точке P−: Am = O(z−m−g), ωm = O(zm+g−1) dz,
em = O(z−m−3g+1) ∂

∂z . Эти соотношения выполняются, также, для
g = 1 если положить ωm = A1−m dz, em = Am+1

∂
∂z , а также

для g = 0. Ввиду (4.12) lijk = − resP− ekω
iωj . В точке P− имеем

ekω
iωj = O(z−k+i+j−g−1) dz. Если lijk ̸= 0, то −k+i+j−g−1 6 −1,

откуда следует (6.21). Следовательно,

T (ek)Vn ⊆
⊕

m6n+k+g+2ν′

Vm.

Возьмем k′ = s− g − 2ν′. Тогда при k < k′ из последнего соотно-
шения вытекает

T (ek)Vn ⊆
⊕
m<s

Vm,
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то есть T (ek)Vn ⊆ U(greg)V .
Ясно, что для p 6 max(ν − s, |k′|) и e ∈ L(p)

− имеем

∆(e)V ⊆ U(greg)V. (6.22)

Но ввиду локальности коцикла γ существует такое K < 0, что

∆(Γ(e)) = ∆(e) при k < −K (6.23)

(то есть ∆(e) является полуказимиром). Действительно, из
локальности следует существование такого K ′ > 0, что
γ(A−k, em) = 0 при k > m + K ′. Это означает, что матрица си-
стемы (6.16) имеет вид полосы ширины K, расположенной над
главной диагональю. Поэтому если K = g − K ′ и k < K, то все
am при m > k – нулевые, то есть Γ(e) = e.

Следовательно, если мы возьмем p = min{max(ν − s, |k′|),K},
то выполняется и соотношение (6.22), и соотношение (6.23), таким
образом, e ∈ ker ∆.

Пусть, как и выше, M(p)
g,2 – пространство модулей кривых

рода g с двумя отмеченными точками P±, фиксированной 1-
струей локальной координаты в P+ и фиксированной p-струей
локальной координаты в P−. Имеется каноническое отображение
γ : L 7→ TΣM(p)

g,2, подробно рассмотренное в разделе 5.1. Пусть γ−
обозначает ограничение отображения γ на подпространство L−
(порожденное элементами ek с k < 0). Пусть V – фермионное
представление алгебры D1

g, Cs
2 = Cs

2(V ) – пространство полука-
зимиров алгебры Ли ĝ в пространстве V , а Cs

2 – пространство их
фактор-операторов, действующих на коинвариантах представле-
ния V .

Теорема 6.18. 1◦ . Для фермионных представлений V , удо-
влетворяющих условиям леммы 6.6, отображение ∆: L̃− 7→ Cs

2

сюръективно.
2◦ . Возьмем p как в лемме 6.17. Тогда корректно определено

отображение
∆ ◦ γ−1

− : TΣM(p−1)
g,2 → Cs

2 . (6.24)

Доказательство. 1◦. По лемме 6.16 имеем (∆ ◦ Γ)(L̃−) =
Cs

2(V ). Факторизуя обе части по U(greg)V , получим ∆(L̃−) = Cs
2 .

2◦. Согласно предложению 5.3 и лемме 5.1 отображение
γ : L 7→ TΣM(p−1)

g,2 сюръективно и ker γ = L(2)
+ ⊕ L(p)

− . Из этого,
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а также из определения отображения γ− следует, что γ− : L̃− →
TΣM(p−1)

g,2 сюръективно и ker γ− = L(p)
− .

При том выборе p, который сделан в условии теоремы, L(p)
− ⊆

ker ∆. Поэтому отображение ∆ ◦ γ−1
− корректно определено.

Отображение (6.24) в следующем смысле не зависит от вы-
бора p такого, что L(p)

− ⊆ ker ∆. Возьмем минимальное положи-
тельное p, обладающее указанным свойством, и пусть p′ > p. Так
как L(p′)

− ⊂ L(p)
− , отображение (6.24) определено и для p′, и рав-

но композиции отображения для p и касательного отображения
к естественной проекции M(p′−1)

g,2 → M(p−1)
g,2 (заключающейся в

“забывании” p′ − p струй старших порядков в точке P+).
Каждому фермионному представлению отвечает, таким обра-

зом, определенное число p. Это число, как вытекает из доказа-
тельства леммы 6.17, зависит от степени размытости почти гра-
дуировки представления и границ его локального коцикла. Для
соответствующего пространства модулей M(p−1)

g,2 теорема 6.18.2◦
устанавливает соответствие между касательными векторами это-
го пространства и операторами в пространстве коинвариантов –
полуказимирами.
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