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λ-èñ÷èñëåíèå



λ-èñ÷èñëåíèå



¾Ïàðàäîêñ¿

Èçâåñòíî, ÷òî (x2)′ = 2x . Ïîäñòàâèì x = 1; ïîëó÷èì:
(12)′ = 2 · 1 = 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (12)′ = 1′ = 0.
Ïðîòèâîðå÷èå.

×òîáû èçáåæàòü ïîäîáíîé îøèáêè, íóæíî (êàê è â

ïðîãðàììèðîâàíèè!) âíèìàòåëüíî ñëåäèòü çà òèïàìè îáúåêòîâ.

Â äàííîì ñëó÷àå ñíà÷àëà x2 ïîíèìàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ èç R â R
(îáúåêò òèïà R → R), à ïîòîì � ïðè ïîäñòàíîâêå x = 1 �

ïðîñòî êàê äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî (îáúåêò òèïà R).
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Òèïû è òåðìû

Îáû÷íî ìàòåìàòèêè èñïîëüçóþò çàïèñü x2 è äëÿ ñàìîé

ôóíêöèè sq : x 7→ x2, è äëÿ å¼ çíà÷åíèÿ â òî÷êå x , â
çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, îäíàêî àêêóðàòíåå áóäåò

èñïîëüçîâàòü áîëåå òî÷íóþ çàïèñü.

Çàïèñè âèäà x2, 2x , 3x3 − 4y îñòàâèì äëÿ òåðìîâ òèïà

¾äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî¿ (çäåñü x , y , . . . � ñâîáîäíûå

ïåðåìåííûå), à ôóíêöèþ sq áóäåì îáîçíà÷àòü òàê: λx .x2.

Îïåðàòîð ¾λ¿, êàê è êâàíòîðû, ñâÿçûâàåò ïåðåìåííóþ: òåðì

λx .x2 óæå çàìêíóòûé, ò.å. íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ

è îáîçíà÷àåò îäèí âïîëíå êîíêðåòíûé îáúåêò.
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Òèïû è òåðìû

Ïðèìåíÿòü îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (¾′¿) ê òåðìó x2

íåëüçÿ (äèôôåðåíöèðîâàòü ìîæíî ôóíêöèþ, à íå ÷èñëî), çàòî

ìîæíî ïðèìåíèòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð � îáîçíà÷èì

åãî D � ê òåðìó λx .x2: D(λx .x2) = λx .2x . Ïîñêîëüêó â ýòîì
ðàâåíñòâå ïåðåìåííàÿ x ñâÿçàíà, ïîäñòàíîâêà âìåñòî íå¼

êîíñòàíòû çàïðåùåíà, è ïàðàäîêñ ñíèìàåòñÿ.

Âîïðîñ íà ïîíèìàíèå: êàêîãî òèïà ñàì äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð D?

Îòâåò: D : (R → R) → (R → R).

Èòàê, òèïû ñòðîÿòñÿ èç íåêîòîðîãî íàáîðà áàçîâûõ òèïîâ (â

íàøåì ñëó÷àå ýòî áûë òèï R) ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ¾→¿.
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Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå

Òèïû:

1. Áàçîâûå òèïû.

2. Åñëè A è B � òèïû, òî (A → B) � òèï.

Îòìåòèì àíàëîãèþ ñ îïðåäåëåíèåì ôîðìóë ëîãèêè

âûñêàçûâàíèé � ýòî íåñïðîñòà.

Òåðìû: êàæäûé òåðì èìååò òèï. Òîò ôàêò, ÷òî òåðì t èìååò

òèï A, îáîçíà÷èì t : A.

1. Êîíñòàíòû: äëÿ êàæäîãî òèïà A èìååòñÿ ñ÷¼òíîå

ìíîæåñòâî êîíñòàíò äàííîãî òèïà cA
1 , cA

2 , . . .

2. Ïåðåìåííûå: äëÿ êàæäîãî òèïà A èìååòñÿ ñ÷¼òíîå

ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ äàííîãî òèïà xA
1 , xA

2 , . . .

3. Ïðîèçâåäåíèå (ïðèìåíåíèå ôóíêöèè): åñëè t : A → B è

s : A, òî (t · s) � òåðì òèïà B (åñëè æå òèïû òåðìîâ t è s
íå ñîãëàñîâàíû, òî âûðàæåíèå (t · s) íå ÿâëÿåòñÿ òåðìîì).

4. λ-àáñòðàêöèÿ: åñëè t : B, òî λxA.t � òåðì òèïà A → B.
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Ñîîòâåòñòâèå Êàððè � Ãîâàðäà

Theorem

Åñëè A � òèï è ñóùåñòâóåò òàêîé çàìêíóòûé λ-òåðì u, ÷òî
u : A. Òîãäà A, åñëè ðàññìîòðåòü åãî êàê ôîðìóëó ëîãèêè

âûñêàçûâàíèé, áóäåò èíòóèöèîíèñòñêîé òàâòîëîãèåé.



Int→ (ñèñòåìà ¾åñòåñòâåííîãî âûâîäà¿)

Γ,A ` A

Γ,A ` B

Γ ` (A → B)

x : A, u : B  λx .u : (A → B)

Γ ` A Γ ` (A → B)

Γ ` B

u : (A → B), v : A (uv) : B



Int→ (ñèñòåìà ¾åñòåñòâåííîãî âûâîäà¿)

Γ,A ` A

Γ,A ` B

Γ ` (A → B)
x : A, u : B  λx .u : (A → B)

Γ ` A Γ ` (A → B)

Γ ` B
u : (A → B), v : A (uv) : B



Ñîîòâåòñòâèå Êàððè � Ãîâàðäà

x1 : A1, . . . , xn : An ` u(x1, . . . , xn) : A

Òåðì u êîäèðóåò âûâîä â Int→.

Çàêîí Ïèðñà. Íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîãî λ-òåðìà òèïà
((p → q) → p) → p.
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�Propositions as Types� (ëîãèêà 1-ãî ïîðÿäêà è çàâèñèìîå
ïðîèçâåäåíèå)

Òèï Âûñêàçûâàíèå

A → B íàñåëåí ôóíêöèÿìè f ,
êîòîðûå ïðè ïðè êàæäîì x :A
îïðåäåëåíû è ïðèíèìàþò çíà-

÷åíèå f (x) :B.

A → B âåðíî, åñëè èìååò-

ñÿ êîíñòðóêöèÿ f , êîòîðàÿ

êàæäîå äîêàçàòåëüñòâî x
âûñêàçûâàíèÿ A ïðåîáðàçóåò

â äîêàçàòåëüñòâî f (x) âûñêà-

çûâàíèÿ B.

Πx :TB(x) íàñåëåí ôóíêöèÿìè
f , êîòîðûå ïðè ïðè êàæäîì

x : T îïðåäåëåíû è ïðèíèìà-

þò çíà÷åíèå f (x) :B(x).

∀x : T , B(x) âåðíî, åñëè

èìååòñÿ êîíñòðóêöèÿ f , êîòî-
ðàÿ êàæäîå çíà÷åíèå x òèïà

T ïðåîáðàçóåò â äîêàçàòåëü-

ñòâî f (x) âûñêàçûâàíèÿ B(x).



Çàâèñèìîå ïðîèçâåäåíèå òèïîâ

a

b

c

. . .

. . .

f(a)

f(b)

f(c)

B(a)

B(b)

B(c)

A



�Propositions as Types�

Òèï Âûñêàçûâàíèå

A× B A ∧ B

A⊕ B A ∨ B∑
x :T B(x) ∃x : T ,B(x)

void ⊥
void → void >

Äîêàçàòåëüñòâà � λ-òåðìû ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ.



�Propositions as Types�

Òèï Âûñêàçûâàíèå

A× B A ∧ B

A⊕ B A ∨ B∑
x :T B(x) ∃x : T ,B(x)
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void → void >

Äîêàçàòåëüñòâà � λ-òåðìû ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ.



Ñåêâåíöèè

x1 :A1, x2 :A2(x1), . . . , xn :An(x1, . . . , xn−1) ` t(x1, . . . , xn) :B(x1, . . . , xn)



Ñåêâåíöèè

x1 :A1, x2 :A2(x1), . . . , xn :An(x1, . . . , xn−1) ` (???) :B(x1, . . . , xn)



Òàêòèêà assumption

Γ
H : A
A

7−→ Proof completed



Òàêòèêà intro

Γ

forall x:T, A(x)
7−→

Γ
x : T

A(x)

Γ

A -> B
7−→

Γ
H : A

B

Èñêîìûé òåðì t ïîëó÷àåòñÿ èç òåðìà t1 äëÿ ïîäöåëè ñ

ïîìîùüþ λ-àáñòðàêöèè: t = λx:T . t1 è t = λH:A. t1
ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèíòàêñèñå ñèñòåìû Coq îíè çàïèñûâàþòñÿ

òàê: t = (fun x : T =>t1) è t = (fun H : T =>t1).



Òàêòèêà intro

Γ

forall x:T, A(x)
7−→

Γ
x : T

A(x)

Γ

A -> B
7−→

Γ
H : A

B

Èñêîìûé òåðì t ïîëó÷àåòñÿ èç òåðìà t1 äëÿ ïîäöåëè ñ

ïîìîùüþ λ-àáñòðàêöèè: t = λx:T . t1 è t = λH:A. t1
ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèíòàêñèñå ñèñòåìû Coq îíè çàïèñûâàþòñÿ

òàê: t = (fun x : T =>t1) è t = (fun H : T =>t1).



Òàêòèêà intro

Γ

forall x:T, A(x)
7−→

Γ
x : T

A(x)

Γ

A -> B
7−→

Γ
H : A

B

Èñêîìûé òåðì t ïîëó÷àåòñÿ èç òåðìà t1 äëÿ ïîäöåëè ñ

ïîìîùüþ λ-àáñòðàêöèè: t = λx:T . t1 è t = λH:A. t1
ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèíòàêñèñå ñèñòåìû Coq îíè çàïèñûâàþòñÿ

òàê: t = (fun x : T =>t1) è t = (fun H : T =>t1).



Òàêòèêà intro: ñîîòâåòñòâóþùåå ëîãè÷åñêîå ïðàâèëî

Γ, x : T ` u(x) : A(x)

Γ ` (λxT .u(x)) : ∀xT A(x)



Òàêòèêà apply

Γ
H : A−> B
B

7−→
Γ
H : A−> B
A

Γ
H : A−> B−> C
C

7−→
Γ
H : A−> B−> C
A

,

Γ
H : A−> B−> C
B



Òàêòèêà apply

Γ
H : A−> B
B

7−→
Γ
H : A−> B
A

Γ
H : A−> B−> C
C

7−→
Γ
H : A−> B−> C
A

,

Γ
H : A−> B−> C
B



Èìïëèêàöèÿ

(A−> B) = (forall x : A, B), x 6∈ FV (B).



Êîíúþíêöèÿ

Inductive and (A B : Prop) : Prop :=

conj : A -> B -> A ∧ B .

Òàêòèêà split (apply conj):

Γ

A ∧ B
7−→ Γ

A
,

Γ

B
.

Òàêòèêà elim.

Γ
H : A ∧ B
C

7−→
Γ
H : A ∧ B
A−> B−> C

.



Êîíúþíêöèÿ

Inductive and (A B : Prop) : Prop :=

conj : A -> B -> A ∧ B .

Òàêòèêà split (apply conj):

Γ

A ∧ B
7−→ Γ

A
,

Γ

B
.

Òàêòèêà elim.

Γ
H : A ∧ B
C

7−→
Γ
H : A ∧ B
A−> B−> C

.



Êîíúþíêöèÿ

Inductive and (A B : Prop) : Prop :=

conj : A -> B -> A ∧ B .

Òàêòèêà split (apply conj):

Γ

A ∧ B
7−→ Γ

A
,

Γ

B
.

Òàêòèêà elim.

Γ
H : A ∧ B
C

7−→
Γ
H : A ∧ B
A−> B−> C

.



Äèçúþíêöèÿ

Inductive or (A B : Prop) : Prop :=

or_introl : A -> A ∨ B

| or_intror : B -> A ∨ B .

Òàêòèêè left è right:

Γ

A ∨ B
7−→ Γ

A
è

Γ

A ∨ B
7−→ Γ

B

Òàêòèêà elim:

Γ
H : A ∨ B
C

7−→
Γ
H : A ∨ B
A−> C

,

Γ
H : A ∨ B
B−> C



Êîíñòàíòû True è False, îòðèöàíèå

Inductive False : Prop := .

Inductive True : Prop := I : True .

not = fun A : Prop => A -> False : Prop -> Prop

Ðàñêðûòèå îòðèöàíèÿ � òàêòèêà red (ïðåîáðàçîâàíèå ïî

îïðåäåëåíèþ â èìïëèêàöèþ êî ëæè).



Êîíñòàíòû True è False, îòðèöàíèå

Inductive False : Prop := .

Inductive True : Prop := I : True .

not = fun A : Prop => A -> False : Prop -> Prop

Ðàñêðûòèå îòðèöàíèÿ � òàêòèêà red (ïðåîáðàçîâàíèå ïî

îïðåäåëåíèþ â èìïëèêàöèþ êî ëæè).



Êîíñòàíòû True è False, îòðèöàíèå

Inductive False : Prop := .

Inductive True : Prop := I : True .

not = fun A : Prop => A -> False : Prop -> Prop

Ðàñêðûòèå îòðèöàíèÿ � òàêòèêà red (ïðåîáðàçîâàíèå ïî

îïðåäåëåíèþ â èìïëèêàöèþ êî ëæè).



Êîíñòàíòû True è False, îòðèöàíèå

Inductive False : Prop := .

Inductive True : Prop := I : True .

not = fun A : Prop => A -> False : Prop -> Prop

Ðàñêðûòèå îòðèöàíèÿ � òàêòèêà red (ïðåîáðàçîâàíèå ïî

îïðåäåëåíèþ â èìïëèêàöèþ êî ëæè).



Òàêòèêà contradict

Γ
H : ∼ A
B

7−→ Γ

A

Γ
H : A
B

7−→ Γ

∼ A

Γ
H : ∼ A
∼ B

7−→
Γ
H : B
A

Γ
H : A
∼ B

7−→
Γ
H : B
∼ A



Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà

Çàêîí èñêëþ÷¼ííîãî òðåòüåãî:

Axiom classic: forall P : Prop, P \/ ∼P.

Theorem NNPP: forall p : Prop, ∼∼p -> p.

Theorem proof_irrelevance: forall (P : Prop)(p1 p2 :

P), p1 = p2.

Ìîäóëü: Require Import Classical.



Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà

Çàêîí èñêëþ÷¼ííîãî òðåòüåãî:

Axiom classic: forall P : Prop, P \/ ∼P.

Theorem NNPP: forall p : Prop, ∼∼p -> p.

Theorem proof_irrelevance: forall (P : Prop)(p1 p2 :

P), p1 = p2.

Ìîäóëü: Require Import Classical.



Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà

Çàêîí èñêëþ÷¼ííîãî òðåòüåãî:

Axiom classic: forall P : Prop, P \/ ∼P.

Theorem NNPP: forall p : Prop, ∼∼p -> p.

Theorem proof_irrelevance: forall (P : Prop)(p1 p2 :

P), p1 = p2.

Ìîäóëü: Require Import Classical.



(Èíòóèöèîíèñòñêèé) êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ

Inductive ex (A : Type) (P : A -> Prop) : Prop :=

ex_intro : forall x : A, P x -> ex P.

Êîìàíäà �exists a.�

Γ

exists x : A, P x
7−→ Γ

P a

Êîìàíäà �elim H.�

Γ
H : exists x : A, P x
B

7−→
Γ
H : exists x : A, P x
forall x : A, P x −> B



(Èíòóèöèîíèñòñêèé) êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ

Inductive ex (A : Type) (P : A -> Prop) : Prop :=

ex_intro : forall x : A, P x -> ex P.

Êîìàíäà �exists a.�

Γ

exists x : A, P x
7−→ Γ

P a

Êîìàíäà �elim H.�

Γ
H : exists x : A, P x
B

7−→
Γ
H : exists x : A, P x
forall x : A, P x −> B



(Èíòóèöèîíèñòñêèé) êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ

Inductive ex (A : Type) (P : A -> Prop) : Prop :=

ex_intro : forall x : A, P x -> ex P.

Êîìàíäà �exists a.�

Γ

exists x : A, P x
7−→ Γ

P a

Êîìàíäà �elim H.�

Γ
H : exists x : A, P x
B

7−→
Γ
H : exists x : A, P x
forall x : A, P x −> B



Ñå÷åíèå

Ïðàâèëî ñå÷åíèÿ
Γ ` A Γ,A ` B

Γ ` B

ðåàëèçîâàíî â âèäå òàêòèêè assert, êîòîðîé â êà÷åñòâå

ïàðàìåòðà íàäî ïåðåäàâàòü âûñåêàåìóþ ôîðìóëó (êîìàíäà

�assert A.�).

Γ

B
7−→ Γ

A
,

Γ
H : A
B

.

Áëèçêèé ýôôåêò äîñòèãàåòñÿ òàêæå êîìàíäîé �cut A.�,

ðåàëèçóþùåé ïðàâèëî Modus Ponens:

Γ

B
7−→ Γ

A −> B
,

Γ

A
.



Ñå÷åíèå

Ïðàâèëî ñå÷åíèÿ
Γ ` A Γ,A ` B

Γ ` B

ðåàëèçîâàíî â âèäå òàêòèêè assert, êîòîðîé â êà÷åñòâå

ïàðàìåòðà íàäî ïåðåäàâàòü âûñåêàåìóþ ôîðìóëó (êîìàíäà

�assert A.�).

Γ

B
7−→ Γ

A
,

Γ
H : A
B

.

Áëèçêèé ýôôåêò äîñòèãàåòñÿ òàêæå êîìàíäîé �cut A.�,

ðåàëèçóþùåé ïðàâèëî Modus Ponens:

Γ

B
7−→ Γ

A −> B
,

Γ

A
.


	 

