
Àëãîðèòì Ýðëè.

Àëåêñåé Ñîðîêèí

1 Ââåäåíèå.

Àëãîðèòì Ýðëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íèñõîäÿùèé àëãîðèòì ñèíòàêñè÷åñêîãî ðàçáî-
ðà, òî åñòü ïîñòðîåíèå äåðåâà ðàçáîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñâåðõó âíèç. Õîòÿ, êàê è â
àëãîðèòìå Êîêà-ßíãåðà-Êàñàìè, âåðõíÿÿ îöåíêà íà âðåìåííóþ ñëîæíîñòü àëãîðèò-
ìà ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêîé ïî äëèíå ñëîâà, íà ïðàêòèêå êîíñòàíòà â àëãîðèòìå Ýðëè
çíà÷èòåëüíî íèæå. Êðîìå òîãî, äëÿ îäíîçíà÷íûõ ãðàììàòèê äîêàçàíà êâàäðàòè÷íàÿ
âåðõíÿÿ îöåíêà íà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, à äëÿ ìíîãèõ ãðàììàòèê â ðåàëüíîñòè
ñëîæíîñòü îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé. Â ñèëó îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòû àëãîðèòìà ýòî
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åãî â îòäåëüíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ (õîòÿ â öåëîì
LR- è GLR-àëãîðèòìû ðàçáîðà ÿâëÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ïîïóëÿðíûìè).

2 Êðàòêîå îïèñàíèå àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì Ýðëè ïîëó÷àåò íà âõîä êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêóG = 〈Σ, N, P, S〉
è ïðîâåðÿåò âûâîäèìîñòü ñëîâà w â ãðàììàòèêå G. Äëÿ êîäèðîâàíèÿ âûâîäîâ â
äàííîé ãðàììàòèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ñèòóàöèè, èìåþùèå âèä (A →
α · β, i), ãäå (A→ αβ) ∈ P , · � âñïîìîãàòåëüíûé ñèìâîë, íå ïðèíàäëåæàùèé Σ ∪N ,
i ∈ 0, |w|. Ñèòóàöèè õðàíÿòñÿ â ìíîæåñòâàõ D0, . . . , D|w|, ïðè÷¼ì íàëè÷èå ñèòóàöèè
(A→ α·β, i) â ìíîæåñòâåDj ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ óñëîâèé (÷åðåç wkl

îáîçíà÷åíî ïîäñëîâî ñëîâà w ñ k-îé ïî l-óþ ïîçèöèþ, ïðè÷¼ì ïîçèöèè íóìåðóþòñÿ
ñ 0):

∃γ ∈ (Σ ∪N)∗((S ` w0iAγ) ∧ A ` wij)

Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ëåâîñòîðîííèå âûâîäû â
ãðàììàòèêå G. Äëÿ óäîáñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàììàòèêà G ñîäåðæèò ïðàâèëî
S → S1, ïðè÷¼ì S íå âõîäèò â äðóãèå ïðàâèëà ãðàììàòèêè. Òîãäà âûâîäèìîñòü w â
ãðàììàòèêå G ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ (S → S1·, 0) ∈ D|w|. Àëãîðèòì Ýðëè ðåêóðñèâíî
ñòðîèò ìíîæåñòâà D0, . . . , D|w|, ïîääåðæèâàÿ ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå èíâàðèàíò.

3 Ïñåâäîêîä.
Èñõîäíûå ïàðàìåòðû: Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà G, ñëîâî w ∈ Σ∗.
Ðåçóëüòàò: True, åñëè w ∈ L(G), False, èíà÷å.
Ïðèìåíèòü àëãîðèòì 2 ê âõîäíûì äàííûì.
if (S → S1·, 0) ∈ D|w| then

return True

else
return False

end

Àëãîðèòì 1: Ïðîâåðêà âûâîäèìîñòè ñëîâà w â ãðàììàòèêå G.
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Èñõîäíûå ïàðàìåòðû: Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà G, ñëîâî w ∈ Σ∗.
Ðåçóëüòàò: Ìíîæåñòâà ñèòóàöèé D0, . . . , D|w|.
Èíèöèàëèçàöèÿ:
D0 ← {(S → ·S1, 0)}
for i = 1, . . . , |w| do

Di ← ∅;
end

Øàã ðàáîòû:
for j = 0, . . . , |w| do

Scan(D, j);
while Dj èçìåíÿåòñÿ do

Complete(D, j);
Predict(D, j);

end

end

Function Scan(D, j)
if j = 0 then

return

end

for (A→ α · aβ, i) ∈ Dj−1 do

if a = w[(j − 1)] then
Dj.add ((A→ αa · β, i))

end

end

end

Function Predict(D,j)
for (A→ α ·Bβ, i) ∈ Dj do

for (B → γ) ∈ P do
Dj.add (B → ·γ, j)

end

end

end

Function Complete(D,j)
for (B → γ·, i) ∈ Dj do

for (A→ α ·Bβ, k) ∈ Di do
Dj.add (A→ αB · β, k)

end

end

end

Àëãîðèòì 2: Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ D0, . . . , D|w|.
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4 Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè.

Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì 2 ïðàâèëüíî ñòðîèò ìíîæåñòâà D0, . . . , D|w|, òî åñòü
÷òî îí ïîääåðæèâàåò èíâàðèàíò

(A→ α · β, i) ∈ Dj ↔ ∃δ ∈ (Σ ∪N)∗((S ` w0iAδ) ∧ A ` wij).

Äîêàæåì èìïëèêàöèþ ñëåâà íàïðàâî èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâ Dj. Äëÿ
ýòîãî íóæíî ðàçîáðàòü, â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êàêîé èç èíñòðóêöèé àëãîðèòìà
ñèòóàöèÿ (A → α · β, i) ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî Dj. Áàçà èíäóêöèè, ñèòóàöèÿ (S →
S1, 0) ∈ D0, î÷åâèäíûì îáðàçîì óäîâëåòâîðÿåò èíâàðèàíòó. Äîêàæåì øàã èíäóêöèè.

Ïóñòü ñèòóàöèÿ (A → α · β, i) ïîïàëà â Dj â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà
Scan. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì α = α′a, a = w[j − 1] è (A → α′ · aβ, i) ∈ Dj−1. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì S ` w0iAδ, ÷òî íàì è áûëî íóæíî, è α′ ` wi(j−1),
òîãäà â ñèëó a = w[j−1] ïîëó÷àåì α = α′a ` wi(j−1)w[j−1] = wij, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåïåðü ïóñòü ñèòóàöèÿ (A→ α·β, i) ïîïàëà âDj â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà
Predict. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî α = ε, i = j, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè âëå÷¼ò âòîðîé
ïóíêò óòâåðæäåíèÿ. Êðîìå òîãî, íàéäóòñÿ i′ 6 i è ñèòóàöèÿ (A′ → α′ · Aδ′, i′) ∈ Di,
îòêóäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì S ` w0i′A

′δ′′, α′ ` wi′i. Ïîëó÷àåì S `
w0i′A

′δ′′ `1 w0i′α
′Aδ′δ′′ ` w0i′wi′iAδ

′δ′′ = w0iAδ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà ñèòóàöèÿ (A→ α·β, i) ïîïàëà âDj â ðåçóëüòàòå

ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Complete. Ïî ïîñòðîåíèþ α = α′A′ è íàéäóòñÿ i′ è δ, òàêèå ÷òî
(A → α′ · A′β, i) ∈ Di′ è (A′ → γ·, i′) ∈ Dj. Ñëåäîâàòåëüíî, α = α′A′ ` wii′wi′j =
wij, ÷òî è áûëî íóæíî. Êðîìå òîãî, S ` w0iAδ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â îäíó ñòîðîíó ðàâíîñèëüíîñòü äîêàçàíà, äîêàæåì â ïðîòèâîïîëîæíóþ. Äîêàçà-
òåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî ñóììàðíîé äëèíå âûâîäà w0iAδ èç S è wij èç α, ïî-
ñëå ÷åãî ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî äëèíå âûâîäà wij èç α. Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ
â çàâèñèìîñòè îò ïîñëåäíåãî ñèìâîëà α. Åñëè α = α′a, òîãäà a = w[j−1], α′ ` wi(j−1).
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîëó÷àåì (A → α′ · aβ, i) ∈ Dj−1. Òîãäà ïî ïðàâèëó
Scan ïîëó÷àåì (A→ α′a · β, i) ∈ Dj, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Åñëè α = α′B, òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò i′, òàêîé ÷òî α′ ` wii′ , B ` wi′j. Òî-
ãäà èìååì (A→ α′ ·Bβ) ∈ Di′ . Êðîìå òîãî, ìîæíî çàïèñàòü S ` w0iAδ ` w0iwii′Bβδ, à
òàêæå B `1 γ ` wi′j. Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ ïî âòîðîìó ïàðàìåòðó, èìååì (B → γ·, i′) ∈
Dj, îòêóäà ïî ïðàâèëó Complete ïîëó÷àåì (A→ α′B · β) ∈ Dj, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïóñòü òåïåðü α = ε, òîãäà i = j. Òîãäà ëèáî i = 0, A = S1, δ = ε, ÷òî äîêàçûâàåò
áàçó èíäóêöèè, ëèáî âûâîä ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå S ` w0i′A

′δ′′ `1 w0i′wi′iAδ
′δ′′ =

w0iAδ äëÿ íåêîòîðîãî ïðàâèëà (A′ → wi′iAδ
′) ∈ P . Îòñþäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-

öèè ñëåäóåò, ÷òî (A′ → ·wi′iAδ
′, i′) ∈ Di′ , ÷òî ïîñëå íåñêîëüêèõ ïðèìåíåíèé ïðàâèëà

Scan ïðèâîäèò ê (A′ → wi′i ·Aδ′, i′) ∈ Di, ïîñëå ÷åãî ïî ïðàâèëó Predict ìû ïîëó÷àåì
(A→ ·β, i) ∈ Di, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Êîððåêòíîñòü äîêàçàíà.

5 Àíàëèç ñëîæíîñòè àëãîðèòìà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç |G| ñóììàðíóþ äëèíó âñåõ ïðàâèë èç ìíîæåñòâà P (î÷åâèäíî, ÷òî
ïðè ôèêñèðîâàííîì ñòàðòîâîì íåòåðìèíàëå ïðàâèë äîñòàòî÷íî äëÿ çàäàíèÿ ãðàì-
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ìàòèêè). Äëÿ õðàíåíèÿ âñåõ ñèòóàöèé èç êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Dj òîãäà òðåáóåò-
ñÿ íå áîëüøå ÷åì O(|G||w|) ïàìÿòè, ÷òî â ñóììå äà¼ò ïðîñòðàíñòâåííóþ ñëîæíîñòü
O(||G||w|2). Äëÿ îïòèìèçàöèè âðåìåííûõ çàòðàò äëÿ êàæäîé ñèòóàöèè (A→ α·β, i) ∈
Dj íóæíî õðàíèòü ññûëêó íà ñèòóàöèè âèäà (A′ → α′ · Aβ′) ∈ Di, ñ êîòîðûìè äàí-
íàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò ¾âçàèìîäåéñòâîâàòü¿ ïðè ïðèìåíåíèè èíñòðóêöèè Complete.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ëèáî ïîääåðæèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàòíûå ññûëêè ïðè
ïîÿâëåíèè íîâûõ ñèòóàöèé, ëèáî ïðîñòî îáåñïå÷èòü áûñòðûé äîñòóï êî âñåì ñèòóà-
öèÿì ñî âòîðûì èíäåêñîì i â ìíîæåñòâå Dj. Âòîðîå ëåãêî äîñòèãàåòñÿ ïðè õðàíåíèè
ìíîæåñòâà Dj ñ ïîìîùüþ áóëåâà ìàññèâà èëè ìàññèâà ìíîæåñòâ, èíäåêñèðîâàííîãî
âîçìîæíûìè âòîðûìè èíäåêñàìè.

Ðàññìîòðèì âðåìåííóþ ñëîæíîñòü ïðè õðàíåíèè Dj â âèäå áóëåâà ìàññèâà. Òîãäà
íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà íà ïðîöåäóðó Scan òðàòèòñÿ O(|Dj−1|), à íà ïðîöå-
äóðó Predict � O(|Dj|) âðåìåíè, ÷òî äà¼ò çàòðàòû O(|G||w|) íà êàæäîé èòåðàöèè.
Ïðè îïåðàöèè Complete ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çàòðà÷åííîå âðåìÿ íà êàæäóþ ñè-
òóàöèþ (A → α · β, i) ∈ Dj ðàâíî O(|Di|), ÷òî â ñóììå ïðèâîäèò ê ìàêñèìàëüíûì
çàòðàòàì íà èòåðàöèè íà ïðîöåäóðó Complete, ðàâíûì O(|G|2|w|2). Ñóììàðíûå çà-
òðàòû âðåìåíè, òàêèì îáðàçîì, ðàâíû O(|G|2|w|2) íà îäíó èòåðàöèþ è O(|G|2|w|3)
íà âåñü àëãîðèòì.

Äàííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî îãðóáë¼ííîé, ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
ìíîæåñòâà Dj îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå. Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ ãðàììàòè-
êè óäà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ïîÿâëåíèé êàæäîé ñèòóàöèè îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì
÷èñëîì C, òî ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü ïðè ïðàâèëüíîé ðåàëèçàöèè íå ïðåâûñèò C íà
÷èñëî ñèòóàöèé, òî åñòü áóäåò êâàäðàòè÷íîé.
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