
Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ

Çàäà÷à 1. Çàäàéòå ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñëîâ:
à) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, òàêèå ÷òî íà òðåòüåì ìåñòå îò íà÷àëà ñëîâà ñòîèò áóêâà a, à íà ïÿòîì ìåñòå îò êîíöà
� áóêâà b;
á) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, â êîòîðûõ ÷èñëî áóêâ a ÷¼òíî;
â) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, íå ñîäåðæàùèå ïîäñòðîêè ab;
ã) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, íå ñîäåðæàùèå ïîäñòðîêè abb;
ä) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, â êîòîðûõ íåò äâóõ ñîñåäíèõ áóêâ b;
å) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, ñîäåðæàùèå ïîäñëîâî âèäà bxa, ãäå x � ïðîèçâîëüíàÿ áóêâà àëôàâèòà;
¼) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, â êîòîðûõ çà áóêâîé a îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò áóêâà c;
æ) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, â êîòîðûõ çà áóêâîé a íå ìîæåò èäòè áóêâà b;
ç) êîíñòàíòû òèïà double ÿçûêà Ñè (íàïðèìåð, 1, 9.86, .6, 6.2e-23).

Çàäà÷à 2. Íàïèøèòå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, çàäàþùèå ñëåäóþùèå ÿçûêè íàä àëôàâèòîì {a, b}: à) {w |
| |w| 6 3}; á) {w | |w| > 4}; â) {w | |w|b > 2}; ã) {w | |w| = 2 èëè |w|a = 3}; ä) {w | |w| = 3 èëè |w|a > 5}.

Çàäà÷à 3. Îïèøèòå ìíîæåñòâà ñëîâ, çàäàâàåìûå ñëåäóþùèìè ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè: à) (a + c)∗;
á) (a+ b)∗a; â) b(b+ c)∗; ã) a(a+ b)∗a; ä) a∗ba∗ba∗ba∗; å) (a+ b)∗b(a+ b)(a+ b); ¼) b∗(a+ (ab+)∗).

Çàäà÷à 4. ßâëÿåòñÿ ëè ÿçûê {an | ñóùåñòâóåò òàêîå p > n, ÷òî p ïðîñòîå è p+ 2 ïðîñòîå} ðåãóëÿðíûì?
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: à) (1 + e + ee + . . . + en−1)(en)∗ = e∗ äëÿ ëþáîãî n > 1;

á) (e∗f)∗e∗ = (e+ f)∗; â) 1 + e(fe)∗f = (ef)∗.

Çàäà÷à 6. Óïðîñòèòå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ: à) (a+ b+ ab)∗; á) (a∗b)∗ + (b∗a)∗; â) (abbaab+ abbaaba)∗;
ã) (a+ b)∗ab(a+ b)∗ + (a+ b)∗a+ b∗; ä) 1 + aa∗ + bb∗; å) (a+ b)∗(ab+ ba)(a+ b)∗ + a∗ + b∗.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ e, f è g òàêîâû, ÷òî e = ef + g è ε /∈ L(f), òî e = gf∗.

Çàäà÷à 8. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ÿçûê L, ÷òî L∗ 6= {xn | x ∈ L, n > 0}?
Çàäà÷à 9. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ÿçûêîâ L1 è L2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (L1 · L2)

R = LR
2 · LR

1

(ÿçûê LR ñîñòîèò èç ñëîâ ÿçûêà L, íàïèñàííûõ çàäîì íàïåð¼ä). á) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ÿçûê L, ÷òî
(LR)∗ 6= (L∗)R?

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÿçûê L çàäàåòñÿ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì, òî è ÿçûê LR òîæå çàäàåòñÿ
ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì.



Íåäåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ÍÊÀ, ðàñïîçíàþùèå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñëîâ:
à) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, òàêèå ÷òî íà òðåòüåì ìåñòå îò íà÷àëà ñëîâà ñòîèò áóêâà a, à íà ïÿòîì ìåñòå îò êîíöà
� áóêâà b;
á) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, â êîòîðûõ ÷èñëî áóêâ a ÷¼òíî;
â) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, íå ñîäåðæàùèå ïîäñòðîêè ab;
ã) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, íå ñîäåðæàùèå ïîäñòðîêè abb;
ä) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, â êîòîðûõ ÷èñëî áóêâ a ÷¼òíî, à ÷èñëî áóêâ b íå÷¼òíî;
å) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, â êîòîðûõ íåò äâóõ ñîñåäíèõ áóêâ b;
¼) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, ñîäåðæàùèå ïîäñëîâî âèäà bxa, ãäå x � ïðîèçâîëüíàÿ áóêâà àëôàâèòà;
æ) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, â êîòîðûõ çà áóêâîé a îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò áóêâà c;
ç) ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, â êîòîðûõ çà áóêâîé a íå ìîæåò èäòè áóêâà b;
è) ñëîâà èç áóêâ a è b, òàêèå ÷òî ðàçíîñòü ÷èñëà áóêâ a è ÷èñëà áóêâ b äåëèòñÿ íà 3;
é) êîíñòàíòû òèïà double ÿçûêà Ñè (íàïðèìåð, 1, 9.86, .6, 6.2e-23). ê) ÷èñëà â ðèìñêîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ÍÊÀ, ðàñïîçíàþùèå ñëåäóþùèå ÿçûêè íàä àëôàâèòîì {a, b}: à) {w | |w| 6 3}; á) {w |
|w| > 4}; â) {w | |w|b > 2}; ã) {w | |w| = 2 èëè |w|a = 3}; ä) {w | |w| = 3 èëè |w|a > 5}. å) {w |
|w|a > 2 èëè |w|b > 4}. ¼) {w | |w|a 6 2 è |w| 6 5}. æ) {w | |w|a 6 4 è |w|b > 2}.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ÍÊÀ, ðàñïîçíàþùèå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñëîâ:
à) {a, bb}∗ (Σ = {a, b});
á) {a, b}+ − a∗ − b∗ (Σ = {a, b});
â) {bc2nac2m | m,n > 0} ∪ {bc2n+2 | n > 0} (Σ = {a, b, c});
ã) {(ab)2n+2(aba)3m+1 | m,n > 0} (Σ = {a, b});
ä) {(ab)k(aab)l | k, l > 0} (Σ = {a, b}).

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ÄÊÀ äëÿ ÿçûêîâ, óêàçàííûõ â çàäà÷àõ 1-3.

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå ÄÊÀ, ðàñïîçíàþùèå ìíîæåñòâà ñëîâ, çàäàâàåìûå ñëåäóþùèìè ðåãóëÿðíûìè âûðàæå-
íèÿìè:
à) (a + b)∗b(a + 1)b(a + b)∗;
á) a∗ba+ba∗(ba∗ + 1);
â) a((ab + ba)∗b)∗;
ã) a(a(ab)∗b)∗ + ba.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè L � àâòîìàòíûé ÿçûê, òî
a) ßçûê Pref(L) = {u | ∃w ∈ L(u− ïðåôèêñ w} àâòîìàòåí;
á) ßçûê Suff(L) = {u | ∃w ∈ L(u− ñóôôèêñ w} àâòîìàòå;
â) ßçûê Subw(L) = {u | ∃w ∈ L(u− ïîäñëîâî w} àâòîìàòåí;
ã) ßçûê Subseq(L) = {u | ∃w ∈ L(u− ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü w} àâòîìàòåí.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ ÍÊÀ ñ îäíèì íà÷àëüíûì è îäíèì çàâåðøàþùèì
ñîñòîÿíèåì, íå ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ.

Çàäà÷à 8.
a) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è äëÿ êëàññà ÿçûêîâ áåç ïóñòîãî ñëîâà?
á) Ìîæíî ëè â îïðåäåëåíèè ÍÊÀ îáîéòèñü äâóìÿ çàâåðøàþùèìè ñîñòîÿíèÿìè?



Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè

Çàäà÷à 1. Îïèøèòå ÿçûêè, ïîðîæäàåìûå ñëåäóþùèìè ãðàììàòèêàìè:

à) S → FF , F → FF , F → ab á) S → FS, S → FF , F → aFb, F → ε
â) F → a, F → bF , F → cFF ã) F → ab, F → aFb, F → FF
ä) F → a, F → bF , F → cFF , F → dFFF å) S → ε, S → aSSa, S → bSSb
¼) S → ε, S → aSaSbS

Çàäà÷à 2. Ïîñòðîéòå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè, çàäàþùèå ñëåäóþùèå ÿçûêè:

à) {w ∈ {a, b}∗ | w = wR} á) {anbm | n > m} â) {akbk+2b2 | k ∈ N} ã) {anbm | n−m
... 3}

ä) {anb2n+1 | n ∈ N} å) {akbk+mam | k,m ∈ N}
Çàäà÷à 3. Ïîñòðîéòå ãðàììàòèêè â íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî, ýêâèâàëåíòíûå ñëåäóþùèì ãðàììàòèêàì:

à) S → aFbF, F → aFb, F → ε, F → Ga á) F → a, F → bF, F → cFF
â) S → TaT, T → UV,U → XY,X → Xa,X → ε, T → XbX,X → TXT .

Çàäà÷à 4. Ïåðå÷èñëèòå âñå äåðåâüÿ âûâîäà â ãðàììàòèêå S → a, S → bR, R → cTT , T → a, T → ba.

Çàäà÷à 5. Äàíà êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà S → S · F , S → S + F , F → (S), S → F , F → 2 â àëôàâèòå

Σ = {2,+, ·, ), (}. Ïðèìåíèâ àëãîðèòì CYK, ïðîâåðüòå, ïðèíàäëåæàò ëè ñëåäóþùèå ñëîâà ÿçûêó, ïîðîæäàåìîìó

ýòîé ãðàììàòèêîé: à) 2 2 + 2 · 2; á) (2 + 2) · 2; â) 2 + 2 + 2; ã) 2 + 2 · 2. Äëÿ òåõ ñëîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ÿçûêó,

ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèå äåðåâüÿ âûâîäà. Äëÿ êàêèõ èç íèõ ïîëó÷èòñÿ ðîâíî îäíî äåðåâî?

Çàäà÷à 6. Ïîñòðîéòå îäíîçíà÷íóþ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó, ïîðîæäàþùóþ òîò æå ÿçûê, ÷òî è ãðàì-

ìàòèêà à) S → SaS, S → SbS, S → c, S → eSf ; á) S → aSaaaa, S → aSaa, S → aaSa, S → b.

Çàäà÷à 7. Ïîñòðîéòå îäíîçíà÷íóþ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó äëÿ ÿçûêà à) {w ∈ {a, b}∗ | |w|a = |w|b}; á)
{w ∈ {a, b}∗ | |w|a > |w|b}.
Çàäà÷à 8. Ïîñòðîéòå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó ñ äâóìÿ ïðàâèëàìè, ýêâèâàëåíòíóþ ãðàììàòèêå S → ε,
S → F , F → ab, F → aFb, F → FF .



Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ÿçûêè. ×àñòü II

Çàäà÷à 1. Ïîñòðîéòå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó äëÿ ÿçûêà

{w ∈ {a, b}∗ | |w|a > |w|b + 7}.
Çàäà÷à 2. ßâëÿåòñÿ ëè êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì ÿçûê:

à) {www | w ∈ {a, b}∗};
á) {uvvw | u, v, w ∈ {a, b}+};
â) {aibjck | 0 6 i 6 j 6 k};
ã) {akblambn | k + l = m+ n};
ä) {w ∈ {a, b, c}∗ | |w|a = |w|b = |w|c};
å) {u ∈ {a, b}+ | u = uR};
¼) {uv | u, v ∈ {a, b}+, u = uR, v = vR};
æ) {uu | u ∈ {a, b}∗};
ç) {a, b}∗ − {uu | u ∈ {a, b}∗};
è) {w ∈ {a, b, c}∗ | |w|a 6= |w|b èëè |w|b 6= |w|c}?
Çàäà÷à 3. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ÿçûêè L1 ⊆ {a, b}∗ è L2 ⊆ {b, c}∗,

÷òî à) ÿçûê L1∩L2 íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì; á) ÿçûê L1−L2 íå ÿâëÿåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì;

â) ÿçûê L1 − L2 íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì?

Çàäà÷à 4. Îäíîçíà÷íà ëè êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà à) E → EcE, E → EdE,
E → aEb, E → f ; á) K → iUtKeKf , K → iUtKf , K → p, U → a, U → b; â) S → TV , S → V T ,
T → aV a, T → bV b, V → aTa, V → bTb, T → ε; ã) S → a, S → b, S → cSS, S → dSS?

Çàäà÷à 5. Ñóùåñòâóåò ëè îäíîçíà÷íàÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà äëÿ ÿçûêà

{akbm | 1 6 k 6 2m}?
Çàäà÷à 6. Ñóùåñòâóåò ëè íàä àëôàâèòîì {a, b} òàêîé ÿçûê êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê L,

÷òî ÿçûê {ubv | u ∈ L è uv ∈ L} íå ÿâëÿåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì?



ÌÏ-àâòîìàòû

Çàäà÷à 1. Ïîñòðîéòå ÌÏ-àâòîìàòû (ãäå âîçìîæíî � äåòåðìèðîâàííûå ÌÏ-àâòîìàòû) äëÿ
ñëåäóþùèõ ÿçûêîâ: à) {anbm | n 6= m}; á) {w ∈ {a, b}∗ | |w|a = 2|w|b}; â) {w ∈ {a, b, c}∗ | |w|a =
= |w|b èëè |w|b = |w|c}; ã) ìíîæåñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé íàä ïåðåìåííûìè x è y; ä)
ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé íàä àëôàâèòîì {a, b, c}.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêà è ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà
ÿâëÿåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì ÿçûêîì.

Çàäà÷à 3. Îòíîñèòåëüíî êàêèõ îïåðàöèé çàìêíóò êëàññ äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ (ò. å. ÿçûêîâ, çàäàâàåìûõ äåòåðìèíèðîâàííûìè ÌÏ-àâòîìàòàìè): à) ïåðåñå-
÷åíèå; á) îáúåäèíåíèå; â) äîïîëíåíèå; ã) çâ¼çäî÷êà Êëèíè?

Çàäà÷à 4. ßâëÿåòñÿ ëè äåòåðìèíèðîâàííûì êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì ÿçûêîì ÿçûê
{akbmcn | k < max{m,n}}?

Çàäà÷à 5. Ñóùåñòâóåò ëè ÿçûê, äëÿ êîòîðîãî åñòü îäíîçíà÷íàÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàì-
ìàòèêà, íî íåò äåòåðìèíèðîâàííîãî ÌÏ-àâòîìàòà?



Êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàòåëè è çàäàâàåìûå èìè ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íûì ïðåîáðàçîâàòåëåì íàçûâàåòñÿ êîðòåæ M = 〈Q,Σ,Σ′,∆, q0, F 〉, ãäå Q
� êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, Σ,Σ′ � âõîäíîé è âûõîäíîé àëôàâèòû ñîîòâåòñòâåííî, à ∆
çàäà¼ò íà ìíîæåñòâå Q ñòðóêòóðó îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, äóãè êîòîðîãî ïîìå÷åíû ïàðàìè
〈x, β〉, ãäå x ∈ Σ∗, β ∈ Σ′∗. q0 ∈ Q � ñòàðòîâîå ñîñòîÿíèå, F ⊆ Q � ìíîæåñòâî çàâåðøàþùèõ
ñîñòîÿíèé. Ñëîâà u ∈ Σ∗ è α ∈ Σ′∗ íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè RM , åñëè ñóùåñòâóåò óñïåøíûé
(íà÷èíàþùèéñÿ â q0 è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé èç F ) ïóòü, íà êîòîðîì èç ïåðâûõ
êîìïîíåíò ìåòîê ñêëàäûâàåòñÿ ñëîâî u, èç âòîðûõ � α. Äëÿ ÿçûêà L ⊆ Σ∗ ïîëîæèì RM(L) =
{α ∈ Σ′∗ | (∃u ∈ L)uRMα}. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿçûêîâ âèäà L 7→ RM(L) íàçûâàþòñÿ êîíå÷íûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Ïðåäëîæåíèå. 1. Êîìïîçèöèÿ êîíå÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé åñòü êîíå÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå.

2. Êîíå÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèìåí¼ííîå ê ðåãóëÿðíîìó ÿçûêó, äà¼ò ðåãóëÿðíûé ÿçûê.

3. Êîíå÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèìåí¼ííîå ê êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîìó ÿçûêó, äà¼ò êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíûé ÿçûê.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

1. L 7→ L ∩ L0, ãäå L0 � ðåãóëÿðíûé ÿçûê;

2. L 7→ L ∪ L0, ãäå L0 � ðåãóëÿðíûé ÿçûê;

3. L 7→ h−1(L), ãäå h � ãîìîìîðôèçì.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ çàäàþòñÿ êîíå÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (çäåñü
x è y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, çàïèñàííûå â äâîè÷íîé çàïèñè íà÷èíàÿ ñ ìëàäøåãî ðàçðÿäà):

1. x → x+ 1;

2. x → x+ k (k � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî);

3. x → max(x− 1, 0);

4. x → max(x− k, 0) (k � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî);

5. x → 2x+ 1;

6. x → kx (k � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî);

7. (x, y) → x+y (ïàðà (x, y) çàïèñûâàåòñÿ ¾ïî î÷åðåäè¿: ìëàäøèé ðàçðÿä x, ìëàäøèé ðàçðÿä
y, ñëåäóþùèé ðàçðÿä x, ñëåäóþùèé ðàçðÿä y è ò. ä.).

Çàäà÷à 3. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ϕ1, ϕ2 � êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî L 7→ ϕ1(L) ∪ ϕ2(L) �
òîæå êîíå÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå.
á) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ϕ1, ϕ2 � êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî L 7→ ϕ1(L)∩ϕ2(L) � òîæå êîíå÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå?

Çàäà÷à 4. Çàäàþòñÿ ëè êîíå÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ?

1. x → x2, x ∈ N.
2. óìíîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

3. Ïåðåêîäèðîâêà èç äâîè÷íîé â óíàðíóþ çàïèñü.

4. Ïåðåêîäèðîâêà èç äâîè÷íîé â òðîè÷íóþ çàïèñü.

5. w → wR, w ∈ Σ∗.


