
Çàäà÷è ê ñïåöêóðñó ¾Êàòåãîðèàëüíûå ãðàììàòèêè Ëàìáåêà¿

Èñ÷èñëåíèÿ

Íåñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà (LH)

Òèïû èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñòðîÿòñÿ èç ïåðåìåííûõ (p, q, r, . . .) ñ ïîìîùüþ ñâÿçîê ·, \ è /. Ìíîæåñòâî

âñåõ òèïîâ îáîçíà÷àåòñÿ Tp. Ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ LH � ýòî âûðàæåíèÿ âèäà A→ B, ãäå A è B � òèïû.

Àêñèîìû: A→ A, (A ·B) · C → A · (B · C), A · (B · C)→ (A ·B) · C.
Ïðàâèëà âûâîäà:

A · C → B
C → A \B

C ·A→ B
C → B /A

C → A \B
A · C → B

C → B /A

C ·A→ B
A→ B B → C

A→ C

Ñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà (L)
Ñåêâåíöèè èìåþò âèä Γ→ A, ãäå Γ � íåïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òèïîâ, A � òèï.

Àêñèîìû: pi → pi.
Ïðàâèëà âûâîäà:

AΠ→ B
Π→ A \B (→ \), ãäå Π íåïóñòà Π→ A ΓB∆→ C

Γ Π (A \B) ∆→ C
(\ →), ãäå Π íåïóñòà

ΠA→ B
Π→ B /A

(→ /) Π→ A ΓB∆→ C
Γ (B /A) Π ∆→ C

(/→)

Γ→ A ∆→ B
Γ ∆→ A ·B (→ ·) ΓAB∆→ C

Γ (A ·B) ∆→ C
(· →)

Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà âûñêàçûâàíèé (ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî âûâîäà, êîíúþíêòèâíî-

èìïëèêàòèâíûé ôðàãìåíò � IntNat
∧,→)

Ôîðìóëû ñòðîÿòñÿ èç ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ñâÿçîê → è ∧. Ñåêâåíöèè èìåþò âèä Γ ` A, ãäå Γ
� ìíîæåñòâî ôîðìóë, A � ôîðìóëà (îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò L, ïîðÿäîê ôîðìóë è êîëè÷åñòâî èõ

ïîâòîðåíèé â Γ íåñóùåñòâåííî; òàêîå ñîãëàøåíèå ïîçâîëÿåò íå ôîðìóëèðîâàòü â ÿâíîì âèäå ïðàâèëà

ïåðåñòàíîâêè è ñîêðàùåíèÿ).

Àêñèîìû: Γ ∪ {A} ` A.
Ïðàâèëà âûâîäà:

Γ ∪ {A} ` B
Γ ` A→ B

Γ ` A→ B Γ ` A
Γ ` B

Γ ` A1 Γ ` A2

Γ ` A1 ∧A2

Γ ` A1 ∧A2

Γ ` Ai
(i = 1, 2)

Ðàçìåòêà âûâîäîâ â IntNat
∧,→ λ-òåðìàìè (ñîîòâåòñòâèå Êàððè � Ãîâàðäà)

Åñëè Γ = {C1, . . . , Cn}, òî ÷åðåç ~y : Γ îáîçíà÷àåòñÿ {y1 : C1, . . . , yn : Cn}. Çàïèñü u(~y) îçíà÷àåò, ÷òî âñå
ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå λ-òåðìà u ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå {y1, . . . , yn} (ïðè ýòîì íå âñå yi äîëæíû áûòü

íåïðåìåííî èñïîëüçîâàíû).

~y : Γ, x : A ` x : A

Γ, x : A ` u(x, ~y) : B

~y : Γ ` λx.u(x, ~y) : (A→ B)

~y : Γ ` u(~y) : (A→ B) ~y : Γ ` v(~y) : A

~y : Γ ` u(~y)v(~y) : B

~y : Γ ` u1(~y) : A1 ~y : Γ ` u2(~y) : A2

~y : Γ ` 〈u1(~y), u2(~y)〉 : (A1 ∧A2)

~y : Γ ` u(~y) : (A1 ∧A2)

~y : Γ ` πi(u(~y)) : Ai
(i = 1, 2)



Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûé ïåðåâîä òèïîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà â ôîðìóëû èíòóèöèîíèñòñêîé

ëîãèêè ñëåäóþùèì îáðàçîì: p̂ = p, Â ·B = (Â ∧ B̂), Â \B = B̂ /A = (Â → B̂). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â

èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà âûâîäèìà ñåêâåíöèÿ A→ B, òî â IntNat
∧,→ âûâîäèìà Â ` B̂.

Çàäà÷à 2. Äëÿ çíàþùèõ èíòóèöèîíèñòñêóþ ëîãèêó â äðóãîì ôîðìàòå. Äîêàæèòå, ÷òî â èñ÷èñëå-

íèè IntNat
∧,→ âûâîäèìû â òî÷íîñòè âñå ôîðìóëû, âûâîäèìûå â èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå âûñêàçûâàíèé è

ñîäåðæàùèå òîëüêî ñâÿçêè ∧ è →.

Çàäà÷à 3. Ïîñòðîéòå âûâîäû ñëåäóþùèõ ôîðìóë â èñ÷èñëåíèè LH: à) (p / q) · q → p; á) (p / q) \ p →
p /(q \ p); â) p→ (q / p) \ q; ã) p /(q · r)→ (p / r) / q.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî â èñ÷èñëåíèè LH äîïóñòèìû ïðàâèëà ìîíîòîííîñòè: à) åñëè LH ` A→ B, òî
LH ` A ·C → B ·C; á) åñëè LH ` A→ B, òî LH ` C ·A→ C ·B; â) åñëè LH ` A→ B, òî LH ` A/C → B /C;
ã) åñëè LH ` A → B, òî LH ` C \A → C \B; ä) Åñëè LH ` A → B, òî LH ` C /B → C /A; å) åñëè
LH ` A→ B, òî LH ` B \C → A \C.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî LH ` A→ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L ` A→ B.

Îïðåäåëåíèå. L-ìîäåëüþ (ÿçûêîâîé ìîäåëüþ, ìîäåëüþ íà ïîäìíîæåñòâàõ ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû)

íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà M = 〈Σ, w〉, ãäå Σ � êîíå÷íûé èëè ñ÷¼òíûé àëôàâèò, à w : Tp → P(Σ+) � îòîá-

ðàæåíèå, ñîïîñòîâëÿþùåå òèïàì èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ÿçûêè íàä àëôàâèòîì Σ è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäó-

þùèì òðåáîâàíèÿì: w(A · B) = w(A) · w(B), w(A \B) = w(A) \w(B), w(B /A) = w(B) /w(A). Ôîðìóëà
A→ B èñòèííà â ìîäåëèM (ïèøåì:M � A→ B), åñëè w(A) ⊆ w(B).

Çàäà÷à 6. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôîðìóëû èç çàäà÷è 3 èñòèííû âî âñåõ L-ìîäåëÿõ.

Çàäà÷à 7. Ôîðìóëà à) p→ q · (q \ p); á) p \(q · r)→ (p \ q) · r; â) (p · q) \ r → p · (q \ r) íåâûâîäèìà â LH.

Äîêàæèòå ýòî, ïîñòðîèâ L-ìîäåëü, â êîòîðîé îíà ëîæíà.

Çàäà÷à 8∗. Ïîëíî ëè èñ÷èñëåíèå LH îòíîñèòåëüíî êëàññà L-ìîäåëåé, â êîòîðûõ èíòåðïðåòàöèè âñåõ

ïåðåìåííûõ ñóòü êîíå÷íûå ÿçûêè? (Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ëè ôîðìóëà, íå âûâîäèìàÿ â èñ÷èñëåíèè

LH, íî èñòèííàÿ âî âñåõ ìîäåëÿõ, â êîòîðûõ w(p) äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé p ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÿçûêîì?)

Çàäà÷à 9∗. Îãðàíè÷èìñÿ òèïàìè, íå ñîäåðæàùèìè ñâÿçîê · è /. Ðàññìîòðèì èñ÷èñëåíèå LH(\) (Ñàâà-
òååâ, 2004): àêñèîìû: A→ A è B \C → (A \B) \(A \C), ïðàâèëà:

A→ B B → C
A→ C

A→ B C → D
B \C → A \D

à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà, èñòèííàÿ âî âñåõ L-ìîäåëÿõ, òèïû êîòîðîé íå ñîäåðæàò · è /,
âûâîäèìà â LH(\) (L-ïîëíîòó èñ÷èñëåíèÿ LH(\)).

á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ â LH, òèïû êîòîðîé íå ñîäåðæàò · è /, âûâîäèìà â LH(\)
(êîíñåðâàòèâíîñòü LH íàä LH(\)).

Çàäà÷à 10∗∗. Ñôîðìóëèðóéòå èñ÷èñëåíèå LH(\, /) è äîêàæèòå äëÿ íåãî óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå

óòâåðæäåíèÿì ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äëÿ ñëó÷àÿ òèïîâ, íå ñîäåðæàùèõ ñâÿçêè · (óìíîæåíèÿ).
Çàäà÷à 11. Ïîñòðîéòå çàìêíóòûé λ-òåðì òèïà à)

(
(A ∧ B) → C

)
→
(
A → (B → C)

)
; á)

(
A → (B →

C)
)
→
(
(A ∧B)→ C

)
; â)

(
A→ (B → C)

)
→
(
(B → (A→ C)

)
.

Çàäà÷à 12. Äàíû λ-òåðìû u : (A→ B) è v : (B → C). Ïîñòðîéòå òåðì òèïà A→ C.

Çàäà÷à 13. à) Ïîñòðîéòå çàìêíóòûå λ-òåðìû òèïîâ (A∧B)→ A è (A∧B)→ B. á) Ïóñòü u : (C → A)
è v : (C → B). Ïîñòðîéòå λ-òåðì òèïà C → (A ∧B).

Çàäà÷à 14. à) Ïîñòðîéòå çàìêíóòûé λ-òåðì òèïà
(
(B → A) ∧ B

)
→ A. á) Ïóñòü f :

(
(Z ∧ B) → A

)
.

Ïîñòðîéòå λ-òåðì òèïà Z → (B → A).



Èíòåðïîëÿöèÿ

Ïóñòü A � òèï èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà, p � ïåðåìåííàÿ. Îïðåäåëèì ñ÷¼ò÷èêè ïîëîæèòåëüíûõ (#+
p (A)),

îòðèöàòåëüíûõ (#−p (A)) è âñåõ (|A|p) âõîæäåíèé pi â A ðåêóðñèâíî: #+
p (p) � 1, #+

p (q) � 0 ïðè q 6= p,
#−p (q) � 0 äëÿ âñåõ q; #±p (A · B) � #±p (A) + #±p (B), #±p (A \B) � #±p (B /A) � #∓p (A) + #±p (B);
|A|p � #+

p (A) + #−p (A). Ïîëîæèì Var(A) � {p | |A|p > 0}. Ýòè ïîíÿòèÿ ëåãêî ïðîäîëæàþòñÿ íà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë.

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ëåììà Êðåéãà. Ïóñòü ` Φ Θ Ψ→ C, Θ 6= Λ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé òèï E, ÷òî
(1) ` Θ→ E è ` ΦEΘ→ C; (2) Var(E) ⊆ Var(Θ) ∩Var(Φ ΨC).

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå èíòåðïîëÿöèîííóþ ëåììó Êðåéãà à) äëÿ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà L; á) äëÿ âàðè-

àíòà èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà, äîïóñêàþùåãî ïóñòûå ëåâûå ÷àñòè ñåêâåíöèé (L∗); â) äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé.

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ëåììà Ðîîðäû (áåç ó÷¼òà ïîëÿðíîñòè). Ïóñòü L ` Φ Θ Ψ→ C, Θ 6= Λ. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîé òèï E, ÷òî (1) L ` Θ→ E è L ` ΦEΘ→ C; (2) |E|p 6 max{|Θ|p, |Φ|p + |Ψ|p + |C|p} äëÿ
ëþáîé ïåðåìåííîé p.

Çàäà÷à 16. Âåðíà ëè èíòåðïîëÿöèîííàÿ ëåììà Ðîîðäû áåç ó÷¼òà ïîëÿðíîñòè à) äëÿ èñ÷èñëåíèÿ L∗?
á) äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé?

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ëåììà Ðîîðäû (ñ ó÷¼òîì ïîëÿðíîñòè). Ïóñòü L∗ ` Φ Θ Ψ → C, Θ 6= Λ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé òèï E, ÷òî (1) L∗ ` Θ → E è L∗ ` ΦEΘ → C; (2) #+

p (E) 6 max{#+
p (Θ),#−p (Φ) +

#−p (Ψ) + #+
p (C)} äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé p; (3) #−p (E) 6 max{#−p (Θ),#+

p (Φ) + #+
p (Ψ) + #−p (C)} äëÿ ëþáîé

ïåðåìåííîé p;

Çàäà÷à 17. Âåðíà ëè èíòåðïîëÿöèîííàÿ ëåììà Ðîîðäû ñ ó÷¼òîì ïîëÿðíîñòè äëÿ èñ÷èñëåíèÿ L?


