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1. Дано несколько предложений на малагасийском языке.

(a) Mamaky ity boky ity ny lehilahy antitra. Старый мужчина читает эту книгу.

(b) Matory ny vehivavy. Женщина спит.

(c) Mamaky ny boky iny vehivavy maitso iny. Та молодая женщина читает книгу.

Разработайте контекстно-свободную грамматику, разумным образом описывающую эти
предложения; породите с ее помощью предложение со значением “Этот мужчина читает
старую книгу”. Приведите грамматику к нормальной форме Хомского.

2. Придумайте контекстно-свободную грамматику G = ⟨N,T, P, S⟩ с T = {a, b}, порожда-
ющую множество слов, в которых одинаковое число символов a и b. Ограничение: сум-
марная длина всех правил в P не должна превышать 11 (длина правила A → α равна
|α|+ 1). Приведите эту грамматику к нормальной форме Хомского.

3. Будем называть конъюнктивным правило вида A → [B&C], где A,B,C — нетерминаль-
ные символы. Грамматику G = ⟨N,T, P, S⟩, у которой каждое правило либо контекстно-
свободное, либо конъюнктивное, будем называть конъюнктивной (А.С. Охотин, 2001).
(Считаем, что символы “[”, “]”, “&” не входят в N ∪ T .) Будем писать u ⇒ v в одном
из двух случаев: (i) u = αAβ, v = αγβ и A → γ принадлежит P ; (ii) u = α[γ&γ]β
и v = αγβ. Через ⇒∗ обозначим рефлексивно-транзитивное замыкание ⇒. Как всегда,
L(G) = {w ∈ T ∗ | S ⇒∗ w}.

(a) Задайте конъюнктивными грамматиками языки {anbncn | n ∈ N},
{aibjaibj | i, j ∈ N}, {baba2 . . . banb | n ∈ N}.

(b) (*) Задайте конъюнктивными грамматиками языки {uczu | u, z ∈ {a, b}∗},
{wcw | w ∈ {a, b}∗}.

(c) Обобщите CYK-алгоритм/алгоритм Валианта на конъюнктивные грамматики.

4. (алгоритм Штрассена) Даны вещественные 2 × 2 матрицы A =

(
a11 a12
a21 a22

)
и B =(

b11 b12
b21 b22

)
. Вычислим следующие 7 значений:

(a) x1 = (a11 + a22)(b11 + b22);
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(b) x2 = (a21 + a22)b11;

(c) x3 = a11(b12 − b22);

(d) x4 = a22(b21 − b11);

(e) x5 = (a11 + a12)b22;

(f) x6 = (a21 − a11)(b11 + b12);

(g) x7 = (a12 − a22)(b21 + b22).

Выразите элементы матрицы A · B через числа x1, . . . , x7. С помощью этого докажите,
что существует алгоритм умножения матриц n× n, работающий за время O

(
nlog2(7)

)
=

O(n2.807...).

5. С помощью сетей доказательства покажите доказуемость/недоказуемость следующих се-
квенций в исчислении Ламбека с пустыми антецедентами L∗.

(a) p/(q\p) → q;

(b) p/(p\p) → p;

(c) p/(p · p), p/p → (p/p) · (p/(p · p));
(d) (p · p)/(p · p) → p/p.

6. С помощью сетей доказательства докажите, что секвенция Π, A → B выводится в L∗

тогда и только тогда, когда выводится секвенция Π → B/A.

7. С помощью сетей доказательства докажите следующее утверждение: если в L∗ выводятся
секвенции Π → A и Γ, A,∆ → B, то выводится и секвенция Γ,Π,∆ → B.

8. Докажите, что любой контекстно-свободный язык, содержащий пустое слово, может быть
задан L∗-грамматикой.

Подсказка: если Π состоит из формул вида pi, pi\pj и pi\(pj \pk), а r, s, q не содержатся
в Π, то для формулы D = ((r\r)\((s\s)\q))\q верно следующее: (1) выводима → D; (2)
если Π непуста, то Π → p1 выводима ⇔ выводима Π[p1 := D] → D.

9. (*) Постройте полиномиальное преобразование L∗(\)-грамматик в контекстно-свободные
грамматики.

10. Докажите, что задача выводимости в исчислении Ламбека секвенций, содержащих толь-
ко одну переменную p, является NP-полной.

Подсказка: при фиксированном N можно свести задачу выводимости секвенций, за-
висящих от переменных p1, . . . , pN , к выводимости с одной переменной p, с помощью
подстановки pi := pk+1 \ p / pN−k+1.

11. (*) Докажите NP-полноту задачи выводимости в исчислении Ламбека с правилом пере-
становки

Γ, A,B,∆ → C

Γ, B,A,∆ → C
(P )

Указание. Может оказаться удобнее сводить не задачу выполнимости булевых формул,
а какую-нибудь другую NP-полную задачу.
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12. Рассмотрим секвенцию (p⊥5 ` p⊥4)⊗ (p⊥3 ` ((p⊥2 ` p⊥1)⊗ p⊥0).

(a) Для каких i, j, k у нее есть (i, j, k)-сегмент?

(b) Доказуема ли эта секвенция в NCL?

(c) Какая у нее ⊗-глубина?
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