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5 марта 1986 г., первое заседание 

1. С. П. Н о в и к о в , М. А. Ш у б и н «Теория Морса и неймановские 
инварианты неодносвязных многообразий». 

Вещественные числа Бетти ЬР(Х) впервые введены Атьей [1] для ком­
пактного неодносвязного тг-мерного многообразия X через /Лкогомологии 
его универсального накрытия М. Более общие числа Ьр определены Зинге­
ром [2] для любого представления %: л;1(Х) -> ЭД, где 21 — алгебра фон Ней­
мана с конечным нормированным следом (числа Атьи Ьр соответствуют регу­
лярному представлению группы Г — л;1(Х) в /2(Г)). Можно показать [3], что 
в классических неравенствах Морса на X вместо обычных чисел Бетти можно 
поставить числа Ър при любом %. Получающиеся неймановские неравенства 
Морса в некоторых случаях сильнее классических. Иногда они позволяют 
установить нетривиальность £2-когомологий накрытий неодносвязных 
многообразий. 

В работах [4], [5] установлено, что если М= Нп (пространство Лобачев­
ского) или если М — строго псевдовыпуклая область с метрикой Бергманаг 
то ЬР(Х) = О при р Ф п/2. В случае, когда спектры лапласианов А р на р-
формах на М отделены от 0, определен неймановский аналог кручения Рэя — 
Зингера R. 

Факт примыкания спектра Д р к 0 не зависит от метрики на X. При р = 
= 0 такое примыкание имеет место тогда и только тогда, когда Г аменабельна 
[6]. Для М = H2k+1 спектр Д р примыкает к 0 при р=кир=к-}-1 (см. 
[4]). Не зависит от метрики на X и показатель степенного убывания при 
t —>- -f-oo для Qp(t) = Тггехр( — tAp) или показатель степени в степенной 
асимптотике при К —>• + 0 для плотности состояний Np(k) = ТггЕх(Ар)у 
где ЕК(АР) — спектральный проектор оператора Ар , а след Тгг определяется 
согласно [1] интегрированием диагонали ядра по фундаментальной области. 
Точнее, с помощью вариационного принципа, аналогичного [7], доказывается 

Т е о р е м а . Если Np, Эр и Nv, 0'p соответствуют разным метрикам 
g и g на X, то 

Np (С'Щ ^Np(X)^Np (СХ), С-Щр (Ct) < 0Р (t) < CQP (С~Ч). 

Если Qp{t) = o(t~ev) при t ->- +оо , где гр > 0 при всех р = 0, 1, . . ., п, та 
определено кручение R. 

Г и п о т е з а . Оценки Qp(t)= О(Г 8 Р) , е р > 0, верны всегда, если Ър = 0. 
При М = Нъ имеем 61(^) ~ ct'1^ (см.[8]), что позволяет определить R 

для трехмерных многообразий отрицательной кривизны. Однако, как сооб­
щил С. М. Вишик, в этом случае R = 0. По-видимому, нетривиальное ней­
мановское кручение может возникнуть при использовании представлений, от­
личных от регулярного. 
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5 марта 1986 г., второе заседание 

Заседание проводилось совместно с Московским математическим обще­
ством. 

1. Ж. Л. Л и о н е (Франция, Париж) «Точная управляемость в рас­
пределенных системах: замечания об общей теории и приложениях». 

1°. Введение: слабая и сильная управляемость. Рассмотрим сначала 
формально систему, состояния которой у — y(t\ v) = y(v) описываются ре­
шениями уравнения 

(1.1) у" + А у = 0 в цилиндре Q X ]0, П , 

где у" = d2y/dt2, A — неограниченный симметрический оператор в соответ­
ствующем гильбертовом пространстве. (Все рассматриваемые гильбертовы 
пространства считаются действительными, хотя это и не очень существенно 
для наших задач.) Начальные условия имеют вид 

(1~2) " i/(0) = i/(0; v) = у\ у'(0) = y'(0{v) = у\ 

где {г/°, у1} — заданный элемент некоторого гильбертова пространства G; 
управление сосредоточено на границе Г области Q: 

(1.3) By = г; на Г X ]0 ,П = 2 Г . 

Граничный оператор В в (1.3) таков, что оператор А при условии Bq> = О 
на Г является самосопряженным, а соответствующая задача (1.1) — (1.3) 
корректна в G: равенства (1.1) — (1.3) однозначно определяют y(t\ v) и фун­
кция t —>- {y(t; v), yr(t,v)} непрерывно отображает [0,Т] в G. 

З а м е ч а н и е 1.1. Число граничных условий в (1.3) зависит от поряд­
ка А. Если А — оператор второго порядка (гиперболический случай), то 
задается одно условие; ниже мы рассмотрим простейшие возможности: By = 
= у (управление типа Дирихле) и By = dy/dv (управление типа Неймана; 
v — внешняя нормаль к Г). Если порядок А равен четырем (ситуация, воз­
никающая, например, при управлении гибкими структурами), то (1.3) содер­
жит два условия. 

Указываемый ниже метод остается в силе, если А состоит из системы ска­
лярных операторов, например является оператором теории упругости. • 

З а м е ч а н и е 1.2. Мы рассматриваем здесь только граничное управ­
ление. Однако излагаемый метод является общим и может быть применен, 
например, в случае точечного управления (см. Ж. Л. Лионе [4]). • 

Пусть v изменяется в некотором гильбертовом пространстве, 41. 
Говорят, что имеет место слабая управляемость, если, когда и пробегает 

?/, соответствующий элемент 
(1.4) {у(Т; v) - у(Т; 0), у'(Т; v) - у'(Т; 0)} 

пробегает множество, плотное в G. Ш 


