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Prelude: Ôîðìàëèçàöèÿ âû÷èñëèìîñòè

Íåôîðìàëüíîå, èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëîñü íà
ïðîòÿæåíèè ïðàêòè÷åñêè âñåé èñòîðèè ìàòåìàòèêè.

Òðàäèöèîííî êîíêðåòíûå àëãîðèòìû ïðåäñòàâëÿëèñü â âèäå êîíå÷-
íûõ íàáîðîâ ïðîñòûõ èíñòðóêöèé, êîòîðûå ìîæíî áûëî âûïîëíÿòü
¾ïî øàãàì¿. Îäíàêî äî XX âåêà íèêàêèõ óíèâåðñàëüíûõ, îáùåïðè-
íÿòûõ ÿçûêîâ äëÿ çàïèñè àëãîðèòìîâ íå ñóùåñòâîâàëî.

Ìàòåìàòèêè áûëè óâåðåíû: åñëè íóæíûé àëãîðèòì ñóùåñòâóåò, ìû
åãî íàéä¼ì. Íî äàæå åñëè òàê, êàê óçíàòü, ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì,
ò.å. ðàçðåøèìà ëè çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè?
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I Ìû çíàåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé
íàä öåëûìè ÷èñëàìè. Êàê íàñ÷¼ò ïîëèíîìèàëüíûõ?

� Ìîæíî ïîïðîáîâàòü íàéòè àëãîðèòì.

I Íî ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò?

� Íàâåðíîå. Â òàêîì ñëó÷àå íåò ñìûñëà åãî èñêàòü.

I Íî êàê ìû óçíàåì, ÷òî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò?

� Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîêàçàòü, ÷òî íèêàêîé àëãîðèòì íå ñïîñîáåí
ðåøèòü èíòåðåñóþùóþ íàñ çàäà÷ó.

I Íî êàê ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå àëãîðèòìû?. . . È, âîîáùå, ÷òî
òàêîå àëãîðèòì êàê àáñòðàêòíî-ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå?. . .
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Ìîðàëü

Åñëè ìû õîòèì óìåòü äîêàçûâàòü àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü,
èíòóèòèâíîìó, íåôîðìàëüíîìó ïîíÿòèþ àëãîðèòìà íåîáõîäèìî äàòü
ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå, ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.

¾Ìàòåìàòèçàöèÿ¿ àëãîðèòìîâ áûëà îñóùåñòâëåíà ëîãèêàìè â 1930õ,
ãäå ñòîèò îñîáî îòìåòèòü òðóäû Ã¼äåëÿ, Òüþðèíãà è ×¼ð÷à.

Âïîñëåäñòâèè ýòè òðóäû ïðèâåäóò ê ñîçäàíèþ àðõèòåêòóðû ñîâðåìåí-
íîãî ÏÎ è ðàçëè÷íûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â 1930õ ïîÿâèëèñü ïåðâûå ïðèìåðû àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ
çàäà÷, êîòîðûå çàòåì ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿëèñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷ â àëãåáðå, òîïîëîãèè è òàê äàëåå.
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Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ

N, èëè N1, îáîçíà÷àåò {0, 1, 2, . . . }, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ íàòóð. ÷èñåë.
Â ÷àñòíîñòè, 0 ñ÷èòàåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. N× N, èëè N2, îáîç-
íà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íàòóð. ÷èñåë; aíàëîãè÷íî
äëÿ N3, N4, . . . , êîòîðûå îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ N2 × N, N3 × N, . . .

Çàïèñü x ∈ A îçíà÷àåò, ÷òî:

I A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ;

I x ïðèíàäëåæèò A, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì A.

Äàëåå, A ⊆ B îçíà÷àåò, ÷òî A è B � ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, ïðè÷¼ì A
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B, ò.å. âñå ýëåìåíòû A ïðèíàäëåæàò B.
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Ïóñòü A è B � ìíîæåñòâà îáúåêòîâ.

Çàïèñü f : ⊆ A→ B îçíà÷àåò, ÷òî f � ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ èç A â B,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íåîïðåäåëåíà íà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàõ A. ×åðåç
dom f îáîçíà÷àåòñÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ f , ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ ýëå-
ìåíòîâ A, íà êîòîðûõ f îïðåäåëåíà:

dom f := {x ∈ A | f (x) îïðåäåëåíî}.

Â ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè âû÷èñëèìîñòè îáû÷íî ïèøóò f (x) ↓ âìåñòî
x ∈ dom f è f (x) ↑ � âìåñòî x 6∈ dom f .

Ðàçóìååòñÿ, f : A→ B îçíà÷àåò, ÷òî f : ⊆ A→ B è dom f = A, ò.å. f
� âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ èç A â B.
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Ïóñòü A ⊆ N`, ãäå ` > 0.

Xàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé A íàçûâàþò χA : N` → N, äåéñòâóþ-
ùóþ ïî ïðàâèëó

χA (~n) :=

{
1 åñëè ~n ∈ A

0 èíà÷å;

ïîä ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé A ïîíèìàþò χ∗A : ⊆ N` → N,
äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

χ∗A (~n) :=

{
1 åñëè ~n ∈ A

↑ èíà÷å,

ãäå ↑ îçíà÷àåò ¾íåîïðåäåëåíà¿, ò.å. domχ∗A ñîâïàäàåò ñ A.
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p-ìàøèíû %ðåãèñòðîâûå ìàøèíû

Ïîä ð-ìàøèíîé áóäåò ïîíèìàòüñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Π = 〈C0, . . . ,Ck〉,

ãäå êàæäàÿ êîìïîíåíòà èìååò âèä

INC i èëè DEC i , j .

Çäåñü INC è DEC ïðîèñõîäÿò îò `increase' è `decrease' ñîîòâåòñòâåííî.
Êîìïîíåíòû Π íàçûâàþòñÿ å¼ êîìàíäàìè, à íàòóðàëüíûå ÷èñëà ¾i¿
â íèõ � íîìåðàìè å¼ ðåãèñòðîâ.

Ïóñòü Π � ïðîèçâîëüíàÿ ð-ìàøèíà. Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì

m := íàèáîëüøèé íîìåð ðåãèñòðà â Π.
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Ïîä êîíôèãóðàöèåé ïîíèìàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

s = 〈n, r0, . . . , rm〉,

ãäå n, r0, . . . , rm ñóòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Èíòóèòèâíî:

I n � ñîäåðæàíèå ñ÷¼ò÷èêà êîìàíä;

I r0, . . . , rm � ñîäåðæàíèÿ ðåãèñòðîâ ñ íîìåðàìè 0, . . . , m.

Â ñëó÷àå, êîãäà n > k , êîíôèãóðàöèÿ s íàçûâàåòñÿ òåðìèíàëüíîé,
èëè êîíå÷íîé; ïðè ýòîì ñ÷¼ò÷èê êîìàíä êàê áû ïåðåïîëíåí.

Äëÿ êàæäîé íåòåðìèíàëüíîé êîíôèãóðàöèè s = 〈n, r0, . . . , rm〉, ìû
îïðåäåëèì êîíôèãóðàöèþ sΠ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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I Åñëè Cn = INC i , òî

sΠ := 〈n + 1, r0, . . . , ri−1, ri + 1, ri+1, . . . , rm〉,

ò.å. ìû óâåëè÷èâàåì ri íà 1 è çàíîñèì n + 1 â ñ÷¼ò÷èê êîìàíä.

I Åñëè Cn = DEC i , j , ïðè÷¼ì ri > 0, òî

sΠ := 〈j , r0, . . . , ri−1, ri − 1, ri+1, . . . , rm〉,

ò.å. ìû óìåíüøàåì ri íà 1 è çàíîñèì j â ñ÷¼ò÷èê êîìàíä.

I Åñëè Cn = DEC i , j , ïðè÷¼ì ri = 0, òî

sΠ := 〈n + 1, r0, . . . , rm〉,

ò.å. ìû ïðîñòî çàíîñèì n + 1 â ñ÷¼ò÷èê êîìàíä.
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ßñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

s, sΠ, sΠΠ, sΠΠΠ, . . . (?)

ëèáî îáðûâàåòñÿ íà êàêîé-íèáóäü òåðìèíàëüíîé êîíôèãóðàöèè, ëèáî
áåñêîíå÷íà. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëàãàåì

Π (s) := òåðìèíàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ â (?);

âî âòîðîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî Π (s) íå îïðåäåëåíî. Òàêèì îáðàçîì,
Π çàäà¼ò ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ íà êîíôèãóðàöèÿõ.

Çàìå÷àíèå

Òàê êàê Π íå ìåíÿåò ñîäåðæàíèå ðåãèñòðîâ ñ íîìåðàìè áîëüøå m, â
îïðåäåëåíèè êîíôèãóðàöèè âìåñòî m ìîæíî âçÿòü ëþáîå m′ > m.
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Ïóñòü f : ⊆ N` → N, ãäå ` > 0.

Ãîâîðÿò, ÷òî Π âû÷èñëÿåò f , åñëè äëÿ âñåõ ~n ∈ N`:

I åñëè ~n ∈ dom f , òî Π
(
〈0, 0, ~n, 0m−`〉

)
= 〈n, f (~n), 0m〉, ãäå n > k ;

I åñëè ~n 6∈ dom f , òî Π
(
〈0, 0, ~n, 0m−`〉

)
íå îïðåäåëåíî.

Ðàçóìååòñÿ, f íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé ïîñðåäñòâîì ð-ìàøèíû, åñëè
ñóùåñòâóåò ð-ìàøèíà Π, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò f .

Çàìå÷àíèå

Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî `+ 1 6 m; èíà÷å m íóæíî çàìåíèòü íà
äîñòàòî÷íî áîëüøå m′.
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Ïðèìåðû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç GOTO j ñëåäóþùóþ ð-ìàøèíó:

0: INC 0
1: DEC 0, j

Îíà çàíîñèò j â ñ÷¼ò÷èê êîìàíä, íå ìåíÿÿ (èñõîäíîãî) ñîäåðæàíèÿ
ðåãèñòðîâ ïî èòîãàì ðàáîòû.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòûå p-ìàøèíû â êà÷åñòâå ¾ìàêðîñîâ¿
ïðè ïîñòðîåíèè áîëåå ñëîæíûõ p-ìàøèí; ïðè ýòîì ìàêðîñû âñåãäà
ìîæíî ýôôåêòèâíûì îáðàçîì ýëèìèíèðîâàòü.
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Ôóíêöèþ ñëîæåíèÿ íà N ìîæíî âû÷èñëèòü òàê:

0: GOTO 2
1: INC 0
2: DEC 1, 1
3: DEC 2, 1

0: INC 0
1: DEC 0, 3
2: INC 0
3: DEC 1, 2
4: DEC 2, 2

Â äàëüíåéøåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè óìíîæåíèÿ íà N íàì ïðè-
ãîäèòñÿ ìàêðîñ ADD j TO i , ãäå j îòëè÷íî îò i :

0: GOTO 2
1: INC i
2: DEC j , 1

0: INC 0
1: DEC 0, 3
2: INC i
3: DEC j , 2

Îí äîáàâëÿåò ñîäåðæàíèå ðåãèñòðà j ê ñîäåðæàíèþ ðåãèñòðà i ; ïðè
ýòîì ðåãèñòð j îáíóëÿåòñÿ.
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Íàì òàêæå íóæåí ìàêðîñ COPY i , j ; k , ãäå i , j , k ïîïàðíî ðàçëè÷íû:

0: GOTO 3
1: INC j
2: INC k
3: DEC i , 1
4: GOTO 6
5: INC i
6: DEC k , 5

0: INC 0
1: DEC 0, 4
2: INC j
3: INC k
4: DEC i , 2
5: INC 0
6: DEC 0, 8
7: INC i
8: DEC k, 7

Îí êîïèðóåò ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà i â ðåãèñòð j , èñïîëüçóÿ ðåãèñòð k
â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî.
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Òåïåðü ôóíêöèþ óìíîæåíèÿ íà N ìîæíî âû÷èñëèòü òàê:

0: GOTO 3
1: COPY 1, 3; 4
2: ADD 3 TO 0
3: DEC 2, 1
4: DEC 1, 4 %îáíóëÿåì ðåãèñòð 1

Ðàçóìååòñÿ, èñïîëüçóåìûå çäåñü ìàêðîñû ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíûì
îáðàçîì ýëèìèíèðîâàíû.

Ìîæíî ïðîäîëæèòü ïðîãðàììèðîâàòü âñ¼ áîëåå ñëîæíûå ôóíêöèè â
òåðìèíàõ ð-ìàøèí, íî ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðèìåðàìè âûøå.
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Òåçèñ ×¼ð÷à�Òüþðèíãà

Âìåñòî ðåãèñòðîâûõ ìàøèí èëè èõ ìîäèôèêàöèé äëÿ ôîðìàëèçàöèè
âû÷èñëèìîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ìîäåëè, òàêèå êàê:

I ¾ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè¿; %Ã¼äåëü, Êëèíè

I ìàøèíû Òüþðèíãà; %Òüþðèíã

I íåòèïèçèðîâàííûå λ-òåðìû; %×¼ð÷

I íîðìàëüíûå àëãîðèôìû Ìàðêîâà. %Ìàðêîâ

Íà ñàìîì äåëå, ìîäåëè âû÷èñëèìîñòè âåñüìà ðàçíîîáðàçíû. Îíè îò-
ðàæàþò ðàçëè÷íûå âçãëÿäû íà ïðèðîäó àëãîðèòìîâ.
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Òåîðåìà

Äëÿ âñÿêîé f : ⊆ N` → N ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

I f âû÷èñëèìà ïîñðåäñòâîì ðåãèñòðîâîé ìàøèíû;

I f ÿâëÿåòñÿ ¾ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé¿;

I f âû÷èñëèìà ïîñðåäñòâîì ìàøèíû Òüþðèíãà;

I f îïðåäåëèìà ïîñðåäñòâîì íåòèïèçèðîâàííîãî λ-òåðìà;

I f îïðåäåëèìà ïîñðåäñòâîì íîðìàëüíîãî àëãîðèôìà Ìàðêîâà.

(Ñïèñîê ìîæíî ïðîäîëæèòü, ðàçóìååòñÿ.)
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Ãîâîðÿò, ÷òî f : ⊆ N` → N âû÷èñëèìà, åñëè ìîæíî íàéòè àëãîðèòì
A òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ ~n ∈ N`:

I åñëè f (~n) ↓, òî A íà âõîäå ~n îñòàíàâëèâàåòñÿ è âûäà¼ò f (~n);

I åñëè f (~n) ↑, òî A ¾çàâèñàåò¿ íà âõîäå ~n.

Çàìå÷àíèå

Çäåñü ïîä àëãîðèòìàìè ïîíèìàþòñÿ ð-ìàøèíû, íàïðèìåð.

A ⊆ N` íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè χA âû÷èñëèìà, è ïîëóðàçðå-
øèìûì, åñëè χ∗A âû÷èñëèìà. Ïðè ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç
ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ïîëóðàçðåøèìîñòü.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Â ðàññóæäåíèÿõ ìû áóäåì ñâîáîäíî èñïîëüçîâàòü:

Òåçèñ ×¼ð÷à�Òüþðèíãà

f : ⊆ N` → N èíòóèòèâíî âû÷èñëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
âû÷èñëèìà ïîñðåäñòâîì ðåãèñòðîâîé ìàøèíû.

Ýòîò òåçèñ íåâîçìîæíî íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü ìàòåìàòè÷åñêè
ââèäó òîãî, ÷òî çäåñü ó÷àñòâóþò îäíîâðåìåííî:

I íåôîðì. (íåìàò.) ïîíÿòèå èíòóèòèâíî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè;

I ôîðì. (ìàò.) ïîíÿòèå âû÷èñëèìîé íà ð-ìàøèíå ôóíêöèè.

Ñòàòóñ òåçèñà ×¼ð÷à�Òüþðèíãà îòðàæàåò íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì,
êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àëãîðèòìà ñâÿçàíà ñ ¾ðåàëüíîñòüþ¿.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Ãðóáî ãîâîðÿ, åñëè ïîäõîäèòü ê âîïðîñó ýìïèðè÷åñêè:

I íèêòî íå ñìîã ïðèäóìàòü àëãîðèòìà â òðàäèöèîííîì, èíòóè-
òèâíîì åãî ïîíèìàíèè, êîòîðûé íåâîçìîæíî ñìîäåëèðîâàòü
ïîñðåäñòâîì ïîäõîäÿùåé ð-ìàøèíû.

Åñëè æå ïîäõîäèòü ê âîïðîñó ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêè:

I âñå èçâåñòíûå ôîðìàëèçàöèè êîíöåïöèè àëãîðèòìà/ïîíÿòèÿ
âû÷èñëèìîñòè ðàâíîñèëüíû: ïî àëãîðèòìàì îäíîãî ðîäà ìû
ìîæåì ýôôåêòèâíî ñòðîèòü àëãîðèòìû äðóãîãî ðîäà, âû÷èñ-
ëÿþùèå òå æå ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè èç N` â N.

Íàêîíåö, òåçèñ ×¼ð÷à�Òüþðèíãà ïðèîáðåòàåò îñîáóþ àêòóàëüíîñòü,
êîãäà ðå÷ü çàõîäèò îá àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè


