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Íàïîìèíàþ, ÷òî f : ⊆ N` → N íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé, åñëè ñóùåñò-
âóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî êàæäîìó ~n ∈ dom f íàõîäèò f (~n), ïðè÷�åì
íà ýëåìåíòàõ N` \ dom f ýòîò àëãîðèòì ¾çàâèñàåò¿.

Çàìå÷àíèå

Çäåñü ïîä àëãîðèòìàìè ïîíèìàþòñÿ ð-ìàøèíû, íàïðèìåð.

Â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû áóäåì ñâîáîäíî èñïîëüçîâàòü:

Òåçèñ ×�åð÷à�Òüþðèíãà

f : ⊆ N` → N èíòóèòèâíî âû÷èñëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

âû÷èñëèìà ïîñðåäñòâîì ðåãèñòðîâîé ìàøèíû.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Ïóñòü D � äèñêðåòíûé ¾òèï äàííûõ¿, è íàñ èíòåðåñóþò ýëåìåíòû
D, îáëàäàþùèå îïðåäåë¼ííûì ñâîéñòâîì P. Èíûìè ñëîâàìè, íàñ
âîëíóåò ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

Ïî äàííîìó d ∈ D ïîíÿòü, îáëàäàåò ëè îíî ñâîéñòâîì P.

Ýòîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî

{d ∈ D | d îáëàäàåò ñâîéñòâîì P} ,

êîòîðîå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäõîäÿùèì ïîäìíîæåñòâîì N` ïî-
ñðåäñòâîì êàêîé-íèáóäü ýôôåêòèâíîé êîäèðóþùåé ïðîöåäóðû.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Ôóíêöèè vs. ìíîæåñòâà

Äëÿ f : ⊆ N` → N ïîëîæèì

Γf :=
{

(~n,m) ∈ N` × N | f (~n) = m
}
,

ò.å. Γf � ýòî ãðàôèê ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè f .

Çàìå÷àíèå

Åñëè A � àëãîðèòì, òî äëÿ êàæäîãî ~n ∈ N` ÷åðåç A (~n) ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ðåçóëüòàò, êîòîðûé âûäà¼ò A íà âõîäå ~n.

A ⊆ N` íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè χA âû÷èñëèìà, è ïîëóðàçðå-
øèìûì, åñëè χ∗

A âû÷èñëèìà. Ïðè ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç
ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ïîëóðàçðåøèìîñòü.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Óòâåðæäåíèå

f : N` → N âû÷èñëèìà, åñëè è òîëüêî åñëè Γf ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî ` = 1.

=⇒ Òðèâèàëüíî.

⇐= Ïóñòü χΓf
âû÷èñëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåêîò. àëãîðèòìà A. Òîãäà

f âû÷èñëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

?: Íà âõîäå � ïðîèçâîëüíîå n.

0: Ïîëîæèì k := 0.

1: Åñëè A (n, k) = 1, òî âûäàäèì k .

2: Ïîëîæèì k := k + 1. GoTo 1.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Óòâåðæäåíèå

f : ⊆ N` → N âû÷èñëèìà, åñëè è òîëüêî åñëè Γf ïîëóðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî ` = 1.

=⇒ Òðèâèàëüíî.

⇐= Ïóñòü χ∗
Γf

âû÷èñëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåêîò. àëãîðèòìà A. Òîãäà
f âû÷èñëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

?: Íà âõîäå � ïðîèçâîëüíîå n.

0: Ïîëîæèì k := 0.

1: Ïåðåáèðàåì i , j îò 0 äî k : åñëè A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå
(n, i) ïîñëå j øàãîâ, òî âûäàäèì i .

2: Ïîëîæèì k := k + 1. GoTo 1.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Ïî ïîâîäó äîïîëíåíèé

Ïóñòü A ⊆ N`. Ïîä äîïîëíåíèåì A îòíîñèòåëüíî N` ïîíèìàþò

A :=
{
~n ∈ N` | ~n 6∈ A

}
.

Êîãäà èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîì N` èä¼ò ðå÷ü, óòî÷íåíèå ¾îòíîñè-
òåëüíî N`¿ îáû÷íî îïóñêàþò.

Óòâåðæäåíèå

A ⊆ N` ðàçðåøèìî, åñëè è òîëüêî åñëè A ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî χA (~n) = 1− χA (~n) äëÿ âñåõ ~n ∈ N`.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Òåîðåìà (¾Òåîðåìà Ïîñòà¿)

A ⊆ N` ðàçðåøèìî, åñëè è òîëüêî åñëè A è A ïîëóðàçðåøèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî ` = 1.

=⇒ Òðèâèàëüíî.

⇐= Ïóñòü χ∗
A, χ

∗
A
âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì íåêîò. àëãîðèòìîâ A,

A. Òîãäà χA âû÷èñëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

?: Íà âõîäå � ïðîèçâîëüíîå n.

0: Ïîëîæèì k := 0.

1: Åñëè A îñò. íà âõîäå n ïîñëå k øàãîâ, òî âûäàäèì 1.

2: Åñëè A îñò. íà âõîäå n ïîñëå k øàãîâ, òî âûäàäèì 0.

3: Ïîëîæèì k := k + 1. GoTo 1.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Çàìå÷àíèå

Ñòàëî áûòü, äëÿ ëþáîãî ïîëóðàçðåøèìîãî A ⊆ N`,

A ïîëóðàçðåøèìî ⇐⇒ A ðàçðåøèìî.

Ïîýòîìó, åñëè A ïîëóðàçðåøèìî, íî íå ðàçðåøèìî, òî äîïîëíåíèå A
íå ïîëóðàçðåøèìî. Âñêîðå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî òàêèå ìíîæåñòâà äåéñò-
âèòåëüíî ñóùåñòâóþò.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Interlude: Ïåðå÷èñëèìîñòü

A ⊆ N íàçûâàþò ïåðå÷èñëèìûì, åñëè ëèáî A ïóñòî, ëèáî íàéä¼òñÿ
âû÷èñëèìàÿ f : N→ N òàêàÿ, ÷òî

A = { f (0), f (1), . . . },

ò.å. A ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé f , îáîçíà÷àåìîé range f .

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ ëþáîãî A ⊆ N,

A ïåðå÷èñëèìî ⇐⇒ A ïîëóðàçðåøèìî.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü A = ∅. Òîãäà χ∗
A � ¾ïóñòàÿ ôóíêöèÿ¿. Çíà÷èò, A ïåðå÷èñëèìî

è χ∗
A âû÷èñëèìà. Îòíûíå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A 6= ∅.

=⇒ Ïóñòü A = range f äëÿ íåêîò. âû÷èñëèìîé f : N→ N. Òîãäà χ∗
A

âû÷èñëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

?: Íà âõîäå � ïðîèçâîëüíîå n.

0: Ïîëîæèì k := 0.

1: Âû÷èñëèì f (k). Åñëè f (k) = n, òî âûäàäèì 1.

2: Ïîëîæèì k := k + 1. GoTo 1.

. . .

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

⇐= Ïóñòü χ∗
A âû÷èñëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåêîò. àëãîðèòìà A. Ëåãêî

óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå h1, h2 : N→ N òàêèå, ÷òî

{(h1 (n), h2 (n)) | n ∈ N} = N× N.

Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü a ∈ A. Òåïåðü ðàññìîòðèì f : N→ N, âû-
÷èñëÿåìóþ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

?: Íà âõîäå � ïðîèçâîëüíîå n.

0: Âû÷èñëèì h1 (n) è h2 (n). Åñëè A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå
h1 (n) çà h2 (n) øàãîâ, òî âûäàäèì h1 (n). Èíà÷å âûäàäèì a.

ßñíî, ÷òî range f = A.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Ñëåäñòâèå

A ⊆ N ïåðå÷èñëèìî, åñëè è òîëüêî åñëè A = dom f äëÿ íåêîòîðîé âû-
÷èñëèìîé f : ⊆ N→ N.

Äîêàçàòåëüñòâî.

=⇒ Ïóñòü χ∗
A âû÷èñëèìà. Òîãäà, ïîñêîëüêó A = domχ∗

A, ìû ìîæåì
âçÿòü χ∗

A â êà÷åñòâå èñêîìîé f .

⇐= Ïóñòü A = dom f äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé f : ⊆ N→ N. Äëÿ
óäîáñòâà îáîçíà÷èì χN ÷åðåç 1, ò.å. 1 = λn.[1]. Òîãäà

χ∗
A = f ◦ 1.

Ñòàëî áûòü, χ∗
A âû÷èñëèìà.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Ñëåäñòâèå

A ⊆ N ïåðå÷èñëèìî, åñëè è òîëüêî åñëè A = range f äëÿ íåêîòîðîé

âû÷èñëèìîé f : ⊆ N→ N.

Äîêàçàòåëüñòâî.

=⇒ Òðèâèàëüíî.

⇐= Ïóñòü A = range f äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé f : ⊆ N→ N. Ïî
ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ dom f ïåðå÷èñëèìî.

I Åñëè dom f = ∅, òî range f = ∅, à ïîòîìó A ïåðå÷èñëèìî.

I Åñëè dom f 6= ∅, òî dom f = range g äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé
g : N→ N, îòêóäà

range f = range (g ◦ f ),

à ïîòîìó A ïåðå÷èñëèìî.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Óïðàæíåíèå

A ⊆ N ïåðå÷èñëèìî, å.ò.å. ñóùåñòâóåò ðàçðåøèìîå S ⊆ N2 òàêîå, ÷òî

A = {n ∈ N | ∃mS (m, n)}.

Çíà÷èò, ïîëóðàçðåøèìûå ïîäìíîæåñòâà N ñóòü â òî÷íîñòè ïðîåêöèè
ðàçðåøèìûõ ïîäìíîæåñòâ N2.

Çàìå÷àíèå

Âìåñòå ñ òåì ïîëóðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà â öåëîì çàìêíóòû îòíîñè-
òåëüíî ïðîåêöèé: ïðîåêöèÿ êàæäîãî ïîëóðàçðåøèìîãî ïîäìíîæåñòâà
N2 ÿâëÿåòñÿ ïîëóðàçðåøèìûì ïîäìíîæåñòâîì N.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Çàìå÷àíèå

Îïðåäåëèì pair : N× N→ N ïî ïðàâèëó

pair (n,m) := 2n · (2m + 1)− 1.

ßñíî, ÷òî pair � âû÷èñëèìàÿ áèåêöèÿ èç N× N íà N, ïðè÷�åì ïî íåé
ëåãêî ñòðîÿòñÿ âû÷èñëèìûå left, right : N→ N òàêèå, ÷òî

left (pair (n,m)) = n è right (pair (n,m)) = m.

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ pair äëÿ âñÿêîãî ` > 2 ìîæíî ïîñòðîèòü âû÷èñëè-
ìóþ áèåêöèþ `-tuple èç N` íà N:

3-tuple (n1, n2, n3) := pair (pair (n1, n2), n3)

4-tuple (n1, n2, n3, n4) := pair (pair (pair (n1, n2), n3), n4)

...

Ðàçóìååòñÿ, ïîñðåäñòâîì ýòèõ áèåêöèé ìîæíî ïåðåõîäèòü îò ïîäìíî-
æåñòâ N ê ïîäìíîæåñòâàì N`, è íàîáîðîò.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Çàìå÷àíèå

Â ëèòåðàòóðå íåìàëóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðèîáðåëà ôóíêöèÿ

λn.λm.

[
(n + m + 1) (n + m)

2
+ m

]
.

íàçûâàåìàÿ êàíòîðîâñêîé íóìåðóþùåé ôóíêöèåé. Ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé èç N× N íà N.

Òåîðåìà Ôóåòåðà�Ïîëèà; áåç äîêàçàòåëüñòâà

Êàíòîðîâñêàÿ íóìåðóþùàÿ ôóíêöèÿ è å¼ ñèììåòðè÷íàÿ âåðñèÿ ñóòü

åäèíñòâåííûå ¾êâàäðàòè÷íûå¿ áèåêöèè èç N× N íà N.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Äëÿ óäîáñòâà ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

F ] := {f : ⊆ N→ N | f âû÷èñëèìà};
F := {f : N→ N | f âû÷èñëèìà}.

Î÷åâèäíî, F ( F ]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè âû÷èñëèìîñòè êëàññ F ]

îêàçûâàåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì, ÷åì êëàññ F .

Ïóñòü U : ⊆ N× N→ N. Äëÿ âñÿêîãî k ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç Uk ÷àñ-
òè÷íóþ ôóíêöèþ èç N â N, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

Uk (n) := U (k , n).

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Óòâåðæäåíèå

Ìîæíî íàéòè âû÷èñëèìóþ U : ⊆ N× N→ N òàêóþ, ÷òî

{Un | n ∈ N} = F ];

âñÿêàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ óíèâåðñàëüíîé äëÿ F ].

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Ïîâîçèâøèñü, ð-ìàøèíû ìîæíî ýôôåêòèâíî çàíóìåðîâàòü íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè:

Π0, Π1, Π2, . . .

Ïðè ýòîì U, êîòîðàÿ ïî (k , n) ∈ N× N âûäà¼ò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
Πk ê n, îêàæåòñÿ âû÷èñëèìîé.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Óòâåðæäåíèå

Íåëüçÿ íàéòè âû÷èñëèìóþ U : N× N→ N òàêóþ, ÷òî

{Un | n ∈ N} = F .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî òàêàÿ U âñ¼ æå ñóùåñòâóåò.
Çàäàäèì f : N→ N ïî ïðàâèëó

f (n) := U (n, n) + 1.

ßñíî, ÷òî f ∈ F . Îäíàêî f (n) 6= U (n, n) = Un (n) äëÿ ëþáîãî n ∈ N;
ïîýòîìó f 6∈ {Un | n ∈ N} � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Çàôèêñèðóåì óíèâåðñàëüíóþ U : ⊆ N× N→ N äëÿ F ]. Âîçüì¼ì

Self := {n ∈ N | U (n, n) ↓}.

Î÷åâèäíî, Self ïîëóðàçðåøèìî.

Ëåììà

Self ïîëóðàçðåøèìî, íî íå ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì f : N→ N, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

f (n) :=

{
U (n, n) + 1 åñëè n ∈ Self

0 èíà÷å.

Çàìåòèì, ÷òî f 6= Un äëÿ êàæäîãî n ∈ N. Åñëè χSelf âû÷èñëèìà, òî f
âû÷èñëèìà � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Äàëåå, äëÿ òîé æå U âîçüì¼ì

Halt :=
{

2n · 3m | (n,m) ∈ N2 è U (n,m) ↓
}
.

Î÷åâèäíî, Halt ïîëóðàçðåøèìî.

Òåîðåìà (â äóõå Òüþðèíãà)

Halt ïîëóðàçðåøèìî, íî íå ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

n ∈ Self ⇐⇒ 2n · 3n ∈ Halt.

Åñëè χHalt âû÷èñëèìà, òî χSelf âû÷èñëèìà � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè


