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Íàïîìèíàþ, ÷òî âû÷èñëèìàÿ U : ⊆ N× N→ N íàçûâàåòñÿ óíèâåð-
ñàëüíîé äëÿ F ], åñëè

{Un | n ∈ N} = F ].

Êðîìå òîãî, ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîñòðîåííàÿ U (èç ïðåäûäóùåé
ëåêöèè) îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì ïîëåçíûì ñâîéñòâîì:

! äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé V : ⊆ N× N→ N íàéä¼òñÿ τ ∈ F
òàêàÿ, ÷òî Vk = Uτ(k) äëÿ âñåõ k ∈ N.

Èíòóèòèâíî τ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîåãî ðîäà òðàíñëÿòîð ñèñòåìû
〈Vk : k ∈ N〉 â ñèñòåìó 〈Uk : k ∈ N〉.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè



Áîíóñ

Óòâåðæäåíèå

Ñóùåñòâóþò äâà ïîëóðàçðåøèìûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà íàò.

÷èñåë, êîòîðûå íåëüçÿ îòäåëèòü ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà

A := {n ∈ N | U (n, n) = 0} è B := {n ∈ N | U (n, n) > 1}.

Êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ, A è B ïîëóðàçðåøèìû. Ïóñòü C ⊆ N îòäåëÿåò
A è B, ò.å.

A ⊆ C è B ⊆ C .

Çàìåòèì, ÷òî χC 6= Un äëÿ êàæäîãî n ∈ N. Åñëè C ðàçðåøèìî, òî χC

âû÷èñëèìà � ïðîòèâîðå÷èå.
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Çàôèêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü óíèâåðñàëüíóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ U
äëÿ F ], îáëàäàþùóþ ïîëåçíûì ñâîéñòâîì. Äëÿ F ⊆ F ] ïîëîæèì

JF K := {n ∈ N | Un ∈ F}.

Êîãäà F = {f }, ìû ïèøåì Jf K âìåñòî J{f }K äëÿ êðàòêîñòè.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü f , g ∈ F ], ïðè÷¼ì f 6= g . Òîãäà Jf K è JgK íåëüçÿ îòäåëèòü ðàç-

ðåøèìûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü A è B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîëóðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà íàòóð.
÷èñåë, êîòîðûå íåëüçÿ îòäåëèòü ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ðàññìîòðèì V : ⊆ N× N→ N, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

V (k , n) :=


f (n) åñëè k ∈ A

g (n) åñëè k ∈ B

↑ èíà÷å.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî V âû÷èñëèìà, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî k ∈ N:

I åñëè k ∈ A, òî Vk = f ;

I åñëè k ∈ B, òî Vk = g .

Äàëåå, â ñèëó ïîëåçíîãî ñâîéñòâà, íàéäåòñÿ τ ∈ F òàêàÿ, ÷òî

Vk = Uτ(k) äëÿ âñåõ k ∈ N.

Ïóñòü C ⊆ N îòäåëÿåò Jf K è JgK. Òîãäà τ−1 [C ] îòäåëÿåò A è B. Åñëè
C ðàçðåøèìî, òî τ−1 [C ] ðàçðåøèìî � ïðîòèâîðå÷èå.
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Ñëåäñòâèå (¾Òåîðåìà Ðàéñà¿)

Ïóñòü F ⊆ F ], ïðè÷¼ì F 6= ∅ è F 6= F ]. Òîãäà JF K íåðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f ∈ F è g ∈ F ] \ F . ßñíî, ÷òî

Jf K ⊆ JF K è JgK ⊆ JF K.

Î÷åâèäíî, JF K îòäåëÿåò Jf K è JgK, à ïîòîìó îíî íåðàçðåøèìî.

Çàìå÷àíèå

Íà ñàìîì äåëå, ìíîæåñòâà âèäà JF K íåðåäêî äàæå íå ÿâëÿþòñÿ ïîëó-
ðàçðåøèìûìè. Íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî JF K íå ïîëóðàçðåøèìî.
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Ïóñòü A,B ⊆ N. Ãîâîðÿò, ÷òî A ñâîäèòñÿ ê B, è ïèøóò A 6 B, åñëè
ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ f : N→ N òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

n ∈ A ⇐⇒ f (n) ∈ B.

Íàïðèìåð, Self 6 Halt. Äàëåå, ïèøóò A ≡ B, íàçûâàÿ A è B ýêâèâà-
ëåíòíûìè, åñëè A 6 B è B 6 A. Íàêîíåö, ïîä ñòåïåíÿìè ïîíèìàþò
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ≡.

Çàìå÷àíèå

Íà ñàìîì äåëå, ñ ïîìîùüþ ïîëåçíîãî ñâîéñòâà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
Halt 6 Self, îòêóäà Halt ≡ Self.
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Çàìå÷àíèå (ïðîäîëæåíèå)

Ðàññìîòðèì V : ⊆ N× N→ N, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

V (k, n) :=

{
1 åñëè k ∈ Halt

↑ èíà÷å.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî V âû÷èñëèìà, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî k ∈ N:

I åñëè k ∈ Halt, òî Vk = 1;

I åñëè k 6∈ Halt, òî Vk � ¾ïóñòàÿ ôóíêöèÿ¿.

Äàëåå, â ñèëó ïîëåçíîãî ñâîéñòâà, íàéäåòñÿ τ ∈ F òàêàÿ, ÷òî

Vk = Uτ(k) äëÿ âñåõ k ∈ N.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî τ ñâîäèò Halt ê Self.
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Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü A,B,C ⊆ N è A 6 B 6 C . Òîãäà A 6 C .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f ñâîäèò A ê B, à g � B ê C . Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

n ∈ A ⇐⇒ f (n) ∈ B ⇐⇒ g (f (n)) ∈ C .

Ñòàëî áûòü, f ◦ g ñâîäèò A ê C .

Çíà÷èò, 6 � ïðåäïîðÿäîê íà ïîäìíîæåñòâàõ N, êîòîðûé, ðàçóìååòñÿ,
èíäóöèðóåò (÷àñòè÷íûé) ïîðÿäîê íà ñòåïåíÿõ ïîäìíîæåñòâ N.
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Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü A,B ⊆ N è A 6 B. Òîãäà:

i. åñëè B ðàçðåøèìî, òî A ðàçðåøèìî;

ii. åñëè B ïîëóðàçðåøèìî, òî A ïîëóðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f ñâîäèò A ê B. Çàìåòèì, ÷òî

χA = f ◦ χB è χ∗A = f ◦ χ∗B .

Ñòàëî áûòü, èç âû÷èñëèìîñòè χB ñëåäóåò âû÷èñëèìîñòü χA, à èç âû-
÷èñëèìîñòè χ∗B � âû÷èñëèìîñòü χ∗A.
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Ñàìàÿ áàçîâàÿ èíòóèöèÿ òàêîâà:

I ÷òîáû äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü A, ìû ñâîäèì A ê ïîäõîäÿùåìó
ðàçðåøèìîìó ìíîæåñòâó;

I ÷òîáû äîêàçàòü íåðàçðåøèìîñòü A, ìû, íàïðîòèâ, ñâîäèì ïîä-
õîäÿùåå íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ê A.

Â íåêîòîðîì ñìûñëå ¾ïðîñòåéøèì¿ ñðåäè åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ
íåðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ Halt. Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

Òåîðåìà

Âñÿêîå ïîëóðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî íàòóð. ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê Halt.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü A ⊆ N ïîëóðàçðåøèìî. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò f ∈ F ] òàêàÿ, ÷òî
A = dom f . Äàëåå, f = Uk äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N, â ñèëó óíèâåðñàëü-
íîñòè U äëÿ F ]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

n ∈ A ⇐⇒ n ∈ dom f

⇐⇒ Uk (n) ↓
⇐⇒ 2k · 3n ∈ Halt.

Ñòàëî áûòü, λn.
[
2k · 3n

]
ñâîäèò A ê Halt.

Ââèäó ýòîãî ðåçóëüòàòà, ãîâîðÿò, ÷òî Halt ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â êëàññå
âñåõ ïîëóðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ.
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10àÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Âîïðîñû îá àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ðàçíîîáðàçíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ïðîáëåì îáû÷íî ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê âîïðîñû î
ðàçðåøèìîñòè ïîäõîäÿùèõ ïîäìíîæåñòâ N.

Äèîôàíòîâà ïðîáëåìà íàä N
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Poly ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç N îò ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Çàäà÷à: ïî äàííûì p, q ∈
Poly ïîíÿòü, èìååò ëè óðàâíåíèå p = q ðåøåíèå â N.

Ýòîé ïðîáëåìå ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî

DE (N) :=
{
(p, q) ∈ Poly2 | p = q èìååò ðåøåíèå â N

}
,

êîòîðîå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäõîäÿùèì ÷èñëîâûì ìíîæåñòâîì.
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Ïî àíàëîãèè äëÿ F ⊆ R ìîæíî ðàññìîòðåòü

DE (F ) :=
{
(p, q) ∈ Poly2 | p = q èìååò ðåøåíèå â F

}
.

Â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû.

10àÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà íàä N
Ðàçðåøèìî ëè DE (N)?

10àÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà íàä Z
Ðàçðåøèìî ëè DE (Z)?

10àÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà íàä Q
Ðàçðåøèìî ëè DE (Q)?

Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü, ÷òî DE (N), DE (Z) è DE (Q) ïîëóðàçðåøèìû.
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A ⊆ N` íàçûâàþò äèîôàíòîâûì, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû

p (x1, . . . , x`, ~y) è q (x1, . . . , x`, ~y)

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç N òàêèå, ÷òî

A =

{
(n1, . . . , n`) ∈ N` | p (n1, . . . , n`, ~y) = q (n1, . . . , n`, ~y)

äëÿ íåêîòîðûõ ~y èç N.

}
.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà Ìàòèÿñåâè÷à�Ðîáèíñîí�Äýâèñà�Ïàòíýìà; áåç äîê-âà

Äëÿ ëþáîãî A ⊆ N`,

A ïîëóðàçðåøèìî ⇐⇒ A äèîôàíòîâî.
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Ñëåäñòâèå

DE (N) ≡ Halt, à ïîòîìó DE (N) íåðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ñèëó òåîðåìû Ì.�Ð.�Ä.�Ï., íàéäóòñÿ ïîëèíîìû p (x , ~y) è q (x , ~y) ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç N òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

n ∈ Halt ⇐⇒ p (n, ~y) = q (n, ~y) äëÿ íåê. ~y èç N
⇐⇒ (pxn (~y), q

x
n (~y)) ∈ DE (N).

Ñòàëî áûòü, Halt 6 DE (N). Êðîìå òîãî, âñÿêîå ïîëóðàçðåøèìîå ìíî-
æåñòâî ñâîäèòñÿ ê Halt, îòêóäà DE (N) 6 Halt.
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Ñëåäñòâèå

DE (Z) ≡ DE (N), à ïîòîìó DE (Z) íåðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñíà÷àëà ñâåä¼ì DE (Z) ê DE (N). Íóæíî ïîñòðîèòü âû÷èñëèìóþ ïðî-
öåäóðó, êîòîðàÿ ïî ëþáûì p, q ∈ Poly ñòðîèò p′, q′ ∈ Poly òàê, ÷òîáû

(p, q) ∈ DE (Z) ⇐⇒ (p′, q′) ∈ DE (N).

Ïóñòü p (x1, . . . , xk) è q (x1, . . . , xk) ñóòü ïîëèíîìû ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç N. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

p (u1 − v1, . . . , uk − vk) = q (u1 − v1, . . . , u1 − v1).

Î÷åâèäíî, åãî ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðèâåñòè ê âèäó p′ = q′, ãäå p′ è q′

ñóòü ïîëèíîìû îò u1, . . . , uk , v1, . . . , vk ñ êîýôôèöèåíòàìè èç N. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äàâàéòå ñâåä¼ì DE (N) ê DE (Z). Íóæíî ïîñòðîèòü âû÷èñëèìóþ ïðî-
öåäóðó, êîòîðàÿ ïî ëþáûì p, q ∈ Poly ñòðîèò p′, q′ ∈ Poly òàê, ÷òîáû

(p, q) ∈ DE (N) ⇐⇒ (p′, q′) ∈ DE (Z).

Ïóñòü p (x1, . . . , xk) è q (x1, . . . , xk) ñóòü ïîëèíîìû ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç N. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

p
(
t21 + u21 + v2

1 + w2
1 , . . . , t

2
k + u2k + v2

k + w2
k

)
=

q
(
t21 + u21 + v2

1 + w2
1 , . . . , t

2
k + u2k + v2

k + w2
k

)
.

Â êà÷åñòâå p′ è q′ âîçüì¼ì åãî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè.

Çàìå÷àíèå

Âìåñòå ñ òåì 10àÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà íàä Q îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.
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Îáùèå êîììåíòàðèè

I Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè, òàêæå èçâåñòíàÿ êàê òåîðèÿ ðåêóðñèè/
òåîðèÿ àëãîðèòìîâ, � ãëóáîêèé ïðåäìåò. Òàê, ïðî îäíè òîëüêî
ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà ìîæíî íàïèñàòü óâåñèñòóþ êíèãó.

I Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû òåîðèè âû÷èñëèìîñòè âî ìíîãîì âäîõíî-
âèëè òî, ÷òî ïðîèñõîäèò â òåîðèè âû÷èñëèò. ñëîæíîñòè.

I Â îñíîâå òåîðèè âû÷èñëèìîñòè ëåæàò ðàáîòû ïèîíåðîâ ìàòåì.
ëîãèêè è èíôîðìàòèêè, òàêèõ êàê Ã¼äåëü, Êàððè, Êëèíè, ôîí
Íåéìàí, Ïåòåð, Ïîñò, Òüþðèíã è ×¼ð÷.
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Postlude: Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà

Ñîâåòñêèå ìàòåìàòèêè âíåñëè áîëüøîé âêëàä â ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ
òåîðèè âû÷èñëèìîñòè â àëãåáðå. Â ÷àñòíîñòè:

I Ï.Ñ. Íîâèêîâ, Ñ. È. Àäÿí è äð. ïîëó÷èëè êëþ÷åâûå ðåçóëüòà-
òû â àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï. [Ìñê]

I À.È. Ìàëüöåâ, Þ.Ë. Åðøîâ è äð. ïîëó÷èëè âàæíûå òåîðåìû
î òåîðèÿõ êëàññîâ êîëåö, ðåø¼òîê è òàê äàëåå. [Íñê]

I Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷ çàâåðøèë äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìîñòè
ïðîáëåìû Äèîôàíòà íàä öåëûìè ÷èñëàìè. [ÑÏá]

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè
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ôóíêöèè, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà îá ýêâèâà-

ëåíòíîñòè íåêîòîðûõ ìîäåëåé âû÷èñëèìîñòè.
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ëèìîñòü. � Ïåð. ñ àíãë. � Ìèð, 1972.

Êëàññè÷åñêèé - ïóñòü è íåñêîëüêî óñòàðåâøèé - ó÷åáíèê

ïî òåîðèè âû÷èñëèìîñòè.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îòêðûòèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè


