
Âîïðîñû ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå (I)
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1 Ôîðìàëüíûå ñëîâà. Êîíêàòåíàöèÿ ñëîâ. Ïîäñëîâà è èõ âõîæäåíèÿ. Çàìåíû â ñëîâàõ.
ßçûê ïðîïîçèöèîíàëüíîé êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, PCL. Ôîðìóëû â PCL è èõ ïîäôîðìóëû.
Óòâåðæäåíèÿ î:

a. åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóëû â PCL;

b. ðåêóðñèâíîì îïðåäåëåíèè ïîäôîðìóë â PCL.

Ñåìàíòèêà PCL. Âûïîëíèìîñòü è îáùåçíà÷èìîñòü â PCL. Ñåìàíòè÷åñêèå ñëåäîâàíèå è
ýêâèâàëåíòíîñòü â PCL. Îñíîâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè â PCL. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î
ïðèâåäåíèè ôîðìóë â PCL ê ä.í.ô./ê.í.ô. áåç ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ òàáëèö èñòèííîñòè (ñ
îáîñíîâàíèåì âñåõ øàãîâ); òî æå äëÿ ñ.ä.í.ô./ñ.ê.í.ô.
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2 Ãèëüáåðòîâñêîå èñ÷èñëåíèå äëÿ PCL. Âûâîäèìîñòü â ýòîì èñ÷èñëåíèè è ïðîñòåéøèå
å�å ñâîéñòâà. Ïðèìåðû:

a. ` p ∨ q → q ∨ p;

b. {p ∧ q} ` q ∧ p.

Òåîðåìà î äåäóêöèè äëÿ ãèëüáåðòîâñêîãî PCL-èñ÷èñëåíèÿ [è å�å îáîáùåíèå íà ãèëüáåð-
òîâñêèå èñ÷èñëåíèÿ îñîáîãî ñîðòà]. Òåîðåìà î êîððåêòíîñòè äëÿ PCL. Ïðîñòûå òåîðèè
â PCL è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà.
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3 Âñå óïðàæíåíèÿ èç ðàçäåëà ¾Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ âûâîäèìîñòü¿.
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4 Ýêâèâàëåíòíûå ïîäõîäû ê îïèñàíèþ ïðîñòûõ òåîðèé â PCL: ìàêñèìàëüíûå íåïðîòè-
âîðå÷èâûå òåîðèè è ïîëíûå íåïðîòèâîðå÷èâûå òåîðèè. Ëåììà î ðàñøèðåíèè â PCL äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî áåñêîíå÷íîãî Prop ñ äâóìÿ äîêàçàòåëüñòâàìè:

a. ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè;

b. c ïîìîùüþ ëåììû Öîðíà.

Òåîðåìà î ñèëüíîé ïîëíîòå äëÿ PCL [çäåñü ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè îñíîâíûå ñâîéñòâà
ïðîñòûõ òåîðèé â PCL].
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5 Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû î ñèëüíîé ïîëíîòå äëÿ PCL. Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î êîì-
ïàêòíîñòè â PCL: ëîêàëèçàöèÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêå áåñêîíå÷íîé êàðòû. Àëüòåðíàòèâíîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Òèõîíîâà. Èñ÷èñëåíèå åñòåñòâåííîé
äåäóêöèè äëÿ PCL [íåôîðìàëüíîå, íî ïîäðîáíîå îïèñàíèå]. Âûâîäèìîñòü â ýòîì èñ÷èñ-
ëåíèè è ïðîñòåéøèå å�å ñâîéñòâà. Ïðèìåðû:



a. {p ∧ (q ∧ r)} . (r ∧ p) ∧ q è íàîáîðîò;

b. {(p ∧ q)→ r} . p→ (q → r) è íàîáîðîò;

c. {(p→ q) ∧ (p→ r)} . p→ (q ∧ r) è íàîáîðîò;

d. {p→ q} . (p ∧ r)→ (q ∧ r).
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6 Òåîðåìà î äåäóêöèè äëÿ PCL-èñ÷èñëåíèÿ åñòåñòâåííîé äåäóêöèè. Âñå óïðàæíåíèÿ èç
ðàçäåëà ¾Åñòåñòâåííàÿ äåäóêöèÿ: I è II¿. Ñâåäåíèå âûâîäèìîñòè â ãèëüáåðòîâñêîì PCL-
èñ÷èñëåíèè ê âûâîäèìîñòè â PCL-èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè.
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7 Ñèãíàòóðû è ñòðóêòóðû (ñ ïðèìåðàìè). ßçûê êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà,
FOCL. Òåðìû è èõ ïîäòåðìû. Ôîðìóëû è èõ ïîäôîðìóëû. Óòâåðæäåíèÿ î:

a. åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ òåðìà;

b. ðåêóðñèâíîì îïðåäåëåíèè ïîäòåðìîâ;

c. åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóëû;

d. ðåêóðñèâíîì îïðåäåëåíèè ïîäôîðìóë.

Îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðîâ â ôîðìóëàõ. Ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ â ôîðìóëàõ. Çàìêíóòûå ôîðìóëû [ïðåäëîæåíèÿ]. Ïîäñòàíîâêà òåðìà â ôîðìóëó;
óñëîâèå àäåêâàòíîñòè òàêîé ïîäñòàíîâêè. Ñåìàíòèêà FOCL. Ìîäåëè. Âûïîëíèìîñòü è
îáùåçíà÷èìîñòü â FOCL. Ñåìàíòè÷åñêèå ñëåäîâàíèå è ýêâèâàëåíòíîñòü â FOCL.
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8 Âñå óïðàæíåíèÿ èç ðàçäåëà ¾Áóëåâû àëãåáðû¿. Îïðåäåëèìîñòü îòíîøåíèé, ôóíêöèé
è ýëåìåíòîâ â ñòðóêòóðàõ. Ïðèìåðû:

a. îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ¾áûòü áîëüøå íóëÿ¿ â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë;

b. îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ¾áûòü áîëüøå íóëÿ¿ â ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;

c. îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ¾ïðÿìûå xx′ è yy′ ïàðàëëåëüíû¿ â îáåäíåíèè ñòàíäàðò-
íîé ìîäåëè ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, íå ñîäåðæàùåì îòíîøåíèÿ ñîðàçìåðíîñòè,
à òàêæå ñîïóòñòâóþùàÿ ôîðìóëèðîâêà àêñèîìû î ïàðàëëåëüíûõ.

Âñå óïðàæíåíèÿ èç ðàçäåëà ¾Îïðåäåëèìîñòü â ñòðóêòóðàõ¿.
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9 Ãîìîìîðôèçìû, âëîæåíèÿ, èçîìîðôèçìû. Ïðåäëîæåíèå î ñîõðàíåíèè èñòèííîñòíûõ
çíà÷åíèé ôîðìóë ïðè èçîìîðôèçìå. Àâòîìîðôèçìû. Óïð. 1�4 èç ðàçäåëà ¾Ñåìàíòèêà
ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà¿. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåîïðåäåëèìîñòè ñ ïîìîùüþ àâòîìîð-
ôèçìîâ è ïðè÷èíû åãî îãðàíè÷åííîñòè. Ïðîñòûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ:



a. íåîïðåäåëèìîñòü îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà â ãðóïïå öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ;

b. íåîïðåäåëèìîñòü ôóíêöèè ñëîæåíèÿ â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë.

Êîíãðóýíöèè. Îáà óïðàæíåíèÿ èç ðàçäåëà ¾Î êîíãðóýíöèÿõ¿.
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10 Íîðìàëüíûå ñòðóêòóðû. Àêñèîìû ðàâåíñòâà, Eq. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ó òåîðèè
Γ ∪ Eq åñòü ìîäåëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó Γ åñòü íîðìàëüíàÿ ìîäåëü. Êîíå÷íûå
ñïåêòðû (äëÿ ïðåäëîæåíèé â ñèãíàòóðàõ ñ ðàâåíñòâîì). Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïåðåñå-
÷åíèå è îáúåäèíåíèå äâóõ êîíå÷íûõ ñïåêòðîâ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ñïåêòðîì. Óïð.
5�6 èç ðàçäåëà ¾Ñåìàíòèêà ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà¿.
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11 Ãèëüáåðòîâñêîå èñ÷èñëåíèå äëÿ FOCL. Âûâîäèìîñòü â ýòîì èñ÷èñëåíèè è ïðîñòåé-
øèå å�å ñâîéñòâà. Îïðîâåðæèìûå è íåçàâèñèìûå îòíîñèòåëüíî äàííîé òåîðèè ôîðìóëû.
Ïðàâèëî îáîáùåíèÿ. Ïðèìåðû:

� ` QxΦ↔ QyΦ (x/y), ãäå y íå âõîäèò â Φ;

� åñëè ` Ψ→ Θ, òî ` QxΨ→ QxΘ.

Èñïîëüçîâàíèå òàâòîëîãèé â FOCL (ñ îáîñíîâàíèåì). Óïð. 1 èç ðàçäåëà ¾Ïåðâîïîðÿä-
êîâàÿ âûâîäèìîñòü¿. Ïðåíåêñíûå íîðìàëüíûå ôîðìû. Óïð. 3�6 èç òîãî æå ðàçäåëà.
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12 Òåîðåìà î äåäóêöèè äëÿ ãèëüáåðòîâñêîãî FOCL-èñ÷èñëåíèÿ. Ïðîòèâîðå÷èâûå è
íåïðîòèâîðå÷èâûå òåîðèè. Òåîðåìà î êîððåêòíîñòè äëÿ FOCL [ñ àêêóðàòíûì îáîñíî-
âàíèåì îáùåçíà÷èìîñòè êâàíòîðíûõ àêñèîì] è îñíîâíûå å�å ñëåäñòâèÿ. Ïðèìåð:

� íåçàâèñèìîñòü ∀x s (x) 6= x îòíîñèòåëüíî

{∀x s (x) 6= 0, ∀x∀y (s (x) = s (y)→ x = y), ∀x (x 6= 0→ ∃y x = s (y))}.

Óïð. 1 èç ¾Äîïîëíèòåëüíûõ óïðàæíåíèé¿.
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13 Èñïîëüçîâàíèå íîâûõ êîíñòàíò â ãèëüáåðòîâñêîì FOCL-èñ÷èñëåíèè. Ïðîñòûå òåîðèè
â FOCL è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ëåììà î ðàñøèðåíèè â FOCL â ñëó÷àå |σ| 6 ℵ0.
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14 Ëåììà î ðàñøèðåíèè â FOCL â îáùåì ñëó÷àå. Òåîðåìà î ñèëüíîé ïîëíîòå äëÿ FOCL
[âêëþ÷àÿ âåðñèþ ñî ñòðóêòóðàìè îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè].
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15 Îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû î ñèëüíîé ïîëíîòå äëÿ FOCL:

� òåîðåìà î êîíñåðâàòèâíîñòè îòíîøåíèÿ âûâîäèìîñòè;

� òåîðåìà î ñëàáîé ïîëíîòå äëÿ FOCL;

� òåîðåìà î êîìïàêòíîñòè äëÿ FOCL (ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ã�åäåëÿ�Ìàëüöåâà);



� òåîðåìà Ë�åâåíãåéìà�Ñêîëåìà.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî åñëè ó òåîðèè åñòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå êîíå÷íûå ìîäåëè, òî
ó íå�å åñòü è áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü. Îïåðàòîðû Th è Mod. Àêñèîìàòèçèðóåìûå è êîíå÷íî
àêñèîìàòèçèðóåìûå êëàññû ñòðóêòóð. Óòâåðæäåíèå î ¾íàèáîëüøåé àêñèîìàòèçàöèè¿ è
ïðîñòåéøèé êðèòåðèé êîíå÷íîé àêñèîìàòèçèðóåìîñòè.
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16 Óòâåðæäåíèÿ ïðî (íå)àêñèîìàòèçèðóåìîñòü, êàñàþùèåñÿ:

i. êëàññà âñåõ êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï;

ii. êëàññà âñåõ áåñêîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï;

iii. êëàññà âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï ìîùíîñòè κ, ãäå κ ∈ Card.

Óòâåðæäåíèÿ ïðî (íå)àêñèîìàòèçèðóåìîñòü, êàñàþùèåñÿ:

a. êëàññà âñåõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï;

b. êëàññà âñåõ (àáåëåâûõ) ãðóïï êðó÷åíèÿ;

c. êëàññà âñåõ (àáåëåâûõ) ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ;

d. êëàññà âñåõ äåëèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Óïð. 2�3 èç ðàçäåëà ¾Äîïîëíèòåëüíûå óïðàæíåíèÿ¿.
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17 ¾Çàìêíóòûå¿ ñòðóêòóðû: îïðåäåëåíèå è ñîïóòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå. Âëîæåíèå N
â ìîäåëè Th (N), ãäå N � ýòî ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü àðèôìåòèêè. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
ó Th (N) åñòü ñ÷�åòíûå íåñòàíäàðòíûå ìîäåëè. Êðèòåðèé (íå)ñòàíäàðòíîñòè äëÿ ìîäåëåé
Th (N). Îïèñàíèå òîãî, êàê óñòðîåí ïîðÿäîê â íåñòàíäàðòíûõ ìîäåëÿõ Th (N).
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18 Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü R âåùåñòâåííûõ ÷èñåë â ¾íàèáîëüøåé ñèãíàòóðå¿. Âëîæåíèå R
â ìîäåëè Th (R). Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ó Th (R) åñòü (êîíòèíóàëüíûå) íåñòàíäàðòíûå
ìîäåëè. Íåñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü R], â êîòîðîé R ÿâëÿåòñÿ ïîäñòðóêòóðîé. Óòâåðæäåíèå î
¾êîíñåðâàòèâíîñòè¿ ðàñøèðåííûõ èíòåðïðåòàöèé ôóíêöèîíàëüíûõ è ïðåäèêàòíûõ ñèì-
âîëîâ. Ìîæåñòâî êîíå÷íûõ ãèïåðâåùåñòâåííûõ ÷èñåë, F, è ìíîæåñòâî èíôèíèòåçèìàëîâ,
I; îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà F è I. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ¾áåñêîíå÷íîé áëèçîñòè¿
è åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ⊆ R,

A] = A ⇐⇒ |A| < ℵ0.
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19 Âûäåëåíèå ñòàíäàðòíîé ÷àñòè ãèïåðâåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå
ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà. Ñõîäèìîñòü â òåðìèíàõ èíôèíèòåçèìàëîâ: ñàìî
îïðåäåëåíèå è åãî ýêâèâàëåíòíîñòü ñîâðåìåííîìó îïðåäåëåíèþ. Íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå
â òåðìèíàõ èíôèíèòåçèìàëîâ. Ïðîñòîé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ:



a. îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé â òåðìèíàõ èíôèíèòåçèìàëîâ;

b. âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ λx. [x2] è λx. [x3].

c. íåïðåðûâíîñòü êàê ñëåäñòâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè;

d. öåïíîå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Óïð. 2�3 èç ðàçäåëà ¾Èíôèíèòåçèìàëû¿.
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20 Óïð. 4�5 èç ðàçäåëà ¾Èíôèíèòåçèìàëû¿. Ñêîëåìèçàöèÿ: îïðåäåëåíèå, ñîïóòñòâóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå è ïðèìåðû. Ðåàëèçàöèè ï.í.ô. (ôîðìóë) â ñòðóêòóðàõ: îïðåäåëåíèå,
ñîïóòñòâóþùàÿ òåîðåìà è ïðèìåðû. Òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ñåìàíòèêà FOCL [íåôîðìàëüíîå
îïèñàíèå è ôîðìóëèðîâêè ñîïóñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ].
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21 Ðàçðåøèìûå è ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà. Àëüòåðíàòèâíûå îïðåäåëåíèÿ ïåðå÷èñëè-
ìûõ ìíîæåñòâ. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàçðåøèìûõ è ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ (âêëþ÷àÿ
ñâÿçü ìåæäó ðàçðåøèìîñòüþ è ïåðå÷èñëèìîñòüþ). Ñâîäèìîñòü è å�å îñíîâíûå ñâîéñòâà.
Ñòåïåíè. Êîäèðîâàíèå # òåðìîâ è ôîðìóë (â ñèãíàòóðå àðèôìåòèêè). Èíúåêòèâíîñòü
#. Ðàçðåøèìîñòü # [Term] è # [Form]. Êàíòîðîâñêàÿ íóìåðóþùàÿ ôóíêöèÿ.
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22 Ïåðå÷èñëèìîñòü äåäóêòèâíîãî çàìûêàíèÿ ïåðå÷èñëèìîé òåîðèè. Óòâåðæäåíèå î òîì,
÷òî åñëè íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ïåðå÷èñëèìà è ïîëíà, òî îíà ðàçðåøèìà. Ìåòîä ýëè-
ìèíàöèè êâàíòîðîâ: îïðåäåëåíèå è ñîïóòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ. Ýôôåêòèâíàÿ ýëèìèíà-
öèÿ êâàíòîðîâ â òåîðèè óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Îñíîâíûå ñëåä-
ñòâèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà [âêëþ÷àÿ ¾àëüòåðíàòèâíûå ðàññóæäåíèÿ¿].
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23 Ýôôåêòèâíàÿ ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðîâ â ïîäõîäÿùåì ¾äåôèíèöèàëüíîì îáîãàùåíèè¿
óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ. Îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà.
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24 ßâíàÿ àêñèîìàòèêà äëÿ òåîðèè îáîãàùåííîé óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë ïî
ñëîæåíèþ (ñ îáîñíîâàíèåì). Äâå ÿâíûå àêñèîìàòèêè äëÿ òåîðèè óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïû
öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ [ñ åäèíèöåé] (ñ îáîñíîâàíèåì).
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25 Ïîëóëèíåéíûå ïîäìíîæåñòâà Z. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî S ⊆ Z ïîëóëèíåéíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà S îïðåäåëèìî â óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïå öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.
Òåîðèÿ PrA (àðèôìåòèêà Ïðåñáóðãåðà íàä N) è ñâÿçàííîå ñ íåé óïðàæíåíèå.
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Íåêîòîðûå ññûëêè íà ëèòåðàòóðó
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I. Àëãîðèòìû ïðèâåäåíèÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë ê ä.í.ô./ê.í.ô. è ñ.ä.í.ô./ñ.ê.í.ô.,
èçîæåííûå íà ïåðâîì ïðàêòè÷åñêîì çàíÿòèè, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, òóò:

http://www.mi-ras.ru/ bekl/HSE-Logic/lectures1-8.pdf

II. Íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î (ïðîïîçèöèîíàëüíîì) èñ÷èñëåíèè åñòåñò-
âåííîé äåäóêöèè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â:

Chiswell, I., and W. Hodges. Mathematical Logic. Oxford University Press, 2007.

Îäíàêî â íàøåì êóðñå áûëà çàäåéñòâîâàíà íåìíîãî äðóãàÿ âåðñèÿ èñ÷èñëåíèÿ, áåç ⊥.

III. Ìàòåðèàë, êàñàþùèéñÿ èíôèíèòåçèìàëîâ, áàçèðóåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàâå èç:

Enderton, H.B. A Mathematical Introduction to Logic. 2nd ed. Academic Press, 2001.

Ðàçíèöà â èçëîæåíèè íåñóùåñòâåííàÿ. Áîëüøå ìàòåðèàëà ñîäåðæèòñÿ â:

Goldblatt, R. Lectures on the Hyperreals. Springer, 1998.

IV. Óçíàòü áîëüøå î ïåðâîé òåîðåìå Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå ìîæíî çäåñü.
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