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Î ïîðÿäêå â ìîäåëÿõ àðèôìåòèêè

Ïóñòü A � íåñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü Th (N).

Ñåãîäíÿ ìû äàäèì äîâîëüíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå òîãî, êàê óñòðîåíî
îòíîøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé x < y â A.

Íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ýòîãî îòíîøåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü èç óñëî-
âèÿ A  Th (N). Íàïðèìåð, â A èñòèííû:

I ∀x x 6< x ;

I ∀x ∀y ∀z (x < y ∧ y < z → x < z);

I ∀x ∀y (x 6= y → x < y ∨ y < x);

I ∀x (x 6= 0→ 0 < x);

I ∀x ∃y (x < y);

I ∀x (x < s (x) ∧ ¬∃u (x < u ∧ u < s (x))).
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Ñ äðóãèìè ñâîéñòâàìè äåëà îáñòîÿò ñëîæíåå.

Íàïîìèíàþ, ÷òî StA îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé íóìåðàëîâ
â A; åãî ýëåìåíòû íàçûâàþò ñòàíäàðòíûìè. Ìû çíàåì, ÷òî:

I StA îáðàçóåò íà÷àëüíûé ñåãìåíò, èçîìîðôíûé N;

I âñÿêèé íåñòàíäàðòíûé ýëåìåíò áîëüøå âñåõ ñòàíäàðòíûõ.

Ðàcñóæäàÿ âíóòðè A, ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü:

I ñèìâîëû σ ñ èõ èíòåðïðåòàöèÿìè â A;

I ôîðìóëû ñ îïðåäåëÿåìûìè èìè â A îòíîøåíèÿìè.

Òàê, çàïèñü a < b áóäåò îçíà÷àòü A  a < b � èëè áîëåå ôîðìàëüíî,
A  x < y [x/a, y/b]. Ìû áóäåì ïèñàòü a + b âìåñòî a +A b, è ò.ä.
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Ïðè ýòîì ìû áóäåì ñâîáîäíî ïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè, âûðàçèìûìè
ïîñðåäñòâîì σ-ïðåäëîæåíèé. Íàïðèìåð, â A èñòèííû:

I ∀x ∀y ∀z ((x + y) + z = x + (y + z));

I ∀x ∀x x + y = y + x .

Çíà÷èò, +A àññîöèàòèâíî è êîììóòàòèâíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåëüçÿ
èñïîëüçîâàòü àíàëîãè ñâîéñòâ âðîäå

¾Âî âñÿêîì íåïóñòîì S ⊆ N åñòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò¿.

Íà ñàìîì äåëå, åãî íåïîñðåäñòâåííûé àíàëîã

¾Âî âñÿêîì íåïóñòîì S ⊆ A åñòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò¿.

îïðîâåðãàåòñÿ, ïîñêîëüêó ìîæíî âçÿòü S := St
A
. Òåì íå ìåíåå,

A  ∃x Φ (x)→ ∃x (Φ (x) ∧ ¬∃u (Φ (u) ∧ u < x)),

ò.å. äëÿ S , îïðåäåëèìûõ â A, ïðèíöèï ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà âåðåí.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



×òîáû ëó÷øå ðàçîáðàòüñÿ â ñâîéñòâàõ <, çàäàäèì íà A ñïåöèàëüíîå
áèíàðíîå îòíîøåíèå ≈:

a ≈ b := íàéäóòñÿ n,m ∈ N òàêèå, ÷òî a + n = b + m.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýòî ¾ìåòàîïðåäåëåíèå¿, ò.å. ≈ íå îïðåäåëèìî â
ñàìîé A; îñíîâíàÿ ïðè÷èíà â òîì, ÷òî St íå îïðåäåëèìî â A.

Çàìå÷àíèå

Â àðèôìåòèêå a + n = b + m ðàâíîñèëüíî a = b + m − n, åñëè n 6 m,
è a + n −m = b â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çíà÷èò,

a ≈ b ⇐⇒ íàéä�åòñÿ n ∈ N ò., ÷. a = b + n èëè a + n = b.

Ê ñëîâó, ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü áåç ÿâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ +, òàê êàê

A  ∀x ∀y (x + n = s . . . s︸ ︷︷ ︸
n øòóê

(x)).
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Ïðåäëîæåíèå

≈ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü ≈ î÷åâèäíû. Îñòà�åòñÿ ïðîâåðèòü,
÷òî ≈ òðàçèòèâíî. Ïóñòü a ≈ b è b ≈ c , ò.å.

a + n = b + m è b + k = c + l .

äëÿ íåêîòîðûõ n,m, k, l ∈ N. Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,

a + n + k = b + m + k = b + k + m = c + l + m.

Îòñþäà a + n + k = c + l + m. Ñòàëî áûòü, a ≈ c .
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Òåïåðü A ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ≈, íàçûâàåìûå
ãàëàêòèêàìè, à ðîëü âñåëåííîé äîñòà�åòñÿ ôàêòîð-ìíîæåñòâó A ïî ≈,
êîòîðîå ìû äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç U .

Çàìå÷àíèå

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A,

a ≈ 0 ⇐⇒ a ∈ St.

Ñòàëî áûòü, St ÿâëÿåòñÿ ãàëàêòèêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àíèÿ.

=⇒ Ïóñòü a ≈ 0, ò.å. a + n = 0 + m äëÿ íåêîòîðûõ n,m ∈ N. Òîãäà
a 6 m, îòêóäà a ∈ St.

⇐= Ïóñòü a ∈ St, ò.å. a = n äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Òîãäà 0 + n = a,
îòêóäà a ≈ 0.
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Òåîðåìà

Ïóñòü G ∈ U .

i. Åñëè 0 ∈ G , òî G = St è 〈G , < ∩G 2〉 ' 〈N, <N〉.

ii. Åñëè 0 6∈ G , òî G 6= St è 〈G , < ∩G 2〉 ' 〈Z, <Z〉.

(Çäåñü <N è <Z ñóòü åñòåñòâåííûå ñòðîãèå ïîðÿäêè íà N è Z.)

Äîêàçàòåëüñòâî.

i. Î÷åâèäíî.

ii. Ïóñòü 0 6∈ G . ßñíî, ÷òî G ∩ St = ∅. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

〈G , < ∩G 2〉 ' 〈Z, <Z〉.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Çàìåòèì, ÷òî

A  ∀x ∀y (x 6 y → ∃!z x + z = y).

Åñëè a 6 b, çà b − a ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíñòâåííîå c òàêîå, ÷òî
a + c = b. Â ÷àñòíîñòè, åñëè a ∈ G è n ∈ N, òî n < a, è çàïèñü a− n
îñìûñëåíà; ïðè ýòîì a− n ≈ a, îòêóäà a− n ∈ G .

Òåïåðü çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü a0 ∈ G . ßñíî, ÷òî

G = {a0 ± n | n ∈ N}.

Êðîìå òîãî, ìû èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ:

. . . < a0 − 2 < a0 − 1 < a0 < a0 + 1 < a0 + 2 < . . .

Ñòàëî áûòü, 〈G , < ∩G 2〉 èçîôîðôíî 〈Z, <Z〉.
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Íàêîíåö, çàäàäèì íà U ãëîáàëüíûé ñòðîãèé ïîðÿäîê <:

G1 < G2 := a < b äëÿ ëþáûõ a ∈ G1 è b ∈ G2,

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå äåéñòâèòåëüíî èððåô-
ëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî.

Ëåììà

Äëÿ ëþáûõ G1,G2 ∈ U ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. G1 < G2;

ii. G1 6= G2, è a < b äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ G1 è b ∈ G2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

i. =⇒ ii. Î÷åâèäíî.
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

ii. =⇒ i. Ïóñòü G1 6= G2 è a < b äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ G1 è b ∈ G2. Ìû
ïîêàæåì ñëåäóþùåå:

1. a′ < b äëÿ âñåõ a′ ∈ G1;

2. a < b′ äëÿ âñåõ b′ ∈ G2.

Ïóñòü a′ ∈ G1. Ïîñêîëüêó a′ ≈ a, íàéä�åòñÿ n ∈ N òàêîå, ÷òî a = a′ + n
èëè a′ = a + n. Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ýòè äâà ñëó÷àÿ.

I Ïóñòü a = a′ + n. Òîãäà a′ 6 a < b, îòêóäà a′ < b.

I Ïóñòü a′ = a + n. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ∈ N,

A  ∀x ∀y ((x 6 y 6 x + m)↔ (y = x ∨ · · · ∨ y = x + m)).

Ïîýòîìó b 66 a′, òàê êàê èíà÷å a < b 6 a + n, îòêóäà a ≈ b � ýòî
ïðîòèâîðå÷èò G1 ∩ G2 = ∅. Ñòàëî áûòü, a′ < b.

Àíàëîãè÷íî äëÿ (2). Íàêîíåö, èç (1�2) ëåãêî ïîëó÷èòü G1 < G2.
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Äîñòàòî÷íî ïîëíîå îïèñàíèå ñòðîåíèÿ < äà�åò:

Òåîðåìà

i. < ëèíååí (êàê ïîðÿäîê íà U ).

ii. St ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â 〈U ,<〉.

iii. â 〈U ,<〉 íåò íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà.

iv. < ïëîòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.

i�ii. Î÷åâèäíî.
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

iii. Ïóñòü G ∈ U .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G = St. Âîçüì�åì ïðîèçâîëüíûé a ∈ St. Î÷åâèäíî,
G < [a], ãäå [a] � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè a ïî ≈.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G 6= St. Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü a ∈ G . Òîãäà:

I a < a + a, ïîñêîëüêó a 6= 0;

I a 6≈ a + a, òàê êàê èíà÷å íàéä�åòñÿ n ∈ N òàêîå, ÷òî a + a = a + n,
îòêóäà a = n � ïðîòèâîðå÷èå ñ G ∩ St = ∅.

Ñòàëî áûòü, G = [a] < [a + a].
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

iv. Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå ¾áûòü ÷�åòíûì¿:

Even (x) := ∃u x = u + u.

Çàìåòèì, ÷òî A  ∀x (Even (x)↔ ¬Even (s (x))). Ñòàëî áûòü, â ëþáîé
ãàëàêòèêå åñòü êàê ÷�åòíûå, òàê è íå÷�åòíûå ýëåìåíòû.

Ïóñòü G1 < G2. Âîçüì�åì a ∈ G1 è b ∈ G2 îäèíàêîâîé ÷�åòíîñòè. Òîãäà
a + b ÷åòíî, à ïîòîìó ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííîå) c òàêîå, ÷òî

a + b = c + c .

Äàëåå, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñâîéñòâ íåðàâåíñòâ, ìû ïîëó÷àåì

a + a < a + b = c + c = a + b < b + b,

îòêóäà a < c < b. Òåïåðü äàâàéòå ïðîâåðèì, ÷òî c 6≈ a è c 6≈ b.
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïóñòü c ≈ a. Çíà÷èò, íàéä�åòñÿ n ∈ N òàêîå, ÷òî c = a + n. Òîãäà

a + b = a + n + a + n = a + a + n + n = a + a + 2n,

îòêóäà b = a + 2n. Ñëåäîâàòåëüíî, a ≈ b � ïðîòèâîðå÷èå ñ G1 6= G2.
Ñòàëî áûòü, c 6≈ a. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì c 6≈ b.

Â èòîãå G1 = [a] < [c] < [b] = G2.
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¾Íåñòàíäàðòíûé¿ àíàëèç: Ýêñêóðñ â èñòîðèþ

XVII âåê

I 1684: Ëåéáíèö

Ïåðâàÿ ïóáëèêàöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ.

¾Íàéòè êàñàòåëüíóþ � çíà÷èò ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ñîåäèí. äâå
òî÷êè êðèâîé, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè áåñêîí. ìàëî¿.

I 1696: Ëîïèòàëü (â êîíòàêòå ñ Áåðíóëëè ñò.)

Ïåðâûé ó÷åáíèê ìàò. àíàëèçà: ¾Àíàëèç áåñêîíå÷íî ìàëûõ¿.
Â îñíîâå � íàó÷íîå íàñëåäèå Ëåéáíèöà è Íüþòîíà.

Ëåéáíèö: ¾Áåñêîíå÷íî ìàëîå � êîëè÷åñòâî, ìåíüøåå ëþáîãî
ìîãóùåãî áûòü çàäàííûì êîëè÷åñòâà¿.

Íüþòîí: ¾Áåñêîíå÷íî áëèçêèå � êîëè÷åñòâà ñ èñ÷åçàþùåé
ðàçíîñòüþ, ñòðåìÿùèåñÿ ê ðàâåíñòâó¿.
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XVIII âåê

Ïîñòîÿííîå, ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ.

Âìåñòå ñ òåì íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò è Ýéëåðà, è Ëàãðàíæà
êðèòèêîâàëè çà ¾íåâåðíîå îáîñíîâàíèå àíàëèçà¿.

1734: Òåîëîã ýïèñêîï Áåðêëè êðèòèêîâàë òîãäàøíèõ àíàëèòèêîâ,
ñîãëàøàÿñü ñ èõ âûâîäàìè, íî íå ñ ìåòîäàìè.

1759: Ä'Àëàìáåð: ¾Áåñêîíå÷íî ìàëûå íà ñàìîì äåëå íå ñóùåñò-
âóþò íè â ïðèðîäå, íè â äîïóùåíèÿõ ãåîìåòðîâ¿.
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XIX âåê

Áîëüöàíî, Êîøè, Âåéåðøòðàññ.

Îáîñíîâàíèå àíàëèçà ñ ïîìîùüþ òåîðèè ïðåäåëîâ.

Ýòè äîñòèæåíèÿ èçëîæåíû âî âñÿêîì ñîâðåìåííîì ó÷. àíàëèçà.

Áîëüöàíî ââåë íîâûé êàíîí ñòðîãîñòè â àíàëèçå.

Êîøè: ¾Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ � ýòî ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì ïðåäåëîì¿;
îäíàêî â ñâî�åì îïðåäåëåíèè ïðåäåëà Êîøè èñïîëüçîâàë íå ε-δ, à
ñïåöèàëüíûå ¾ïåðåìåííûå êîëè÷åñòâà¿.

Âåéåðøòðàññîì áûëà ðàçðàáîòàíà ýïñèëîí-äåëüòà òåõíèêà.
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Íà÷àëî XX âåêà

Íåäîâåðèå ê èäåå (àêòóàëüíîãî) áåñêîíå÷íî ìàëîãî óñèëèâàåòñÿ
ïåðåóñòðîéñòâîì ìàòåìàòèêè íà îñíîâå òåîðèè ìíîæåñòâ.

1934: Ëóçèí âûðàæàë ïðîòèâîðå÷èâûå âçãëÿäû:

¾Íå îòðèöàÿ ôîðì. âîçìîæíîñòè îïðåäåëèòü èäåþ ïîñòîÿííîãî
áåñê. ìàëîãî, ñîâðåìåííûé àíàëèç ðàññìàòðèâàåò ýòó èäåþ êàê
ñîâåðøåííî áåñïëîäíóþ, òàê êàê ââåñòè òàêîå áåñêîíå÷íî ìàëîå
â èñ÷èñëåíèå îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì¿.

¾Èìåþòñÿ êàêèå-òî ãëóáîêî ñêðûòûå ïðè÷èíû, åù�å äî ñèõ ïîð
íå âûÿñíåííûå ïîëíîñòüþ, êîòîðûå çàñòàâëÿþò íàø óì áûòü
ðàñïîëîæåííûì ê àêòóàëüíûì áåñêîíå÷íî ìàëûì¿.

¾Àêòóàëüíî [áåñêîíå÷íî] ìàëûå áóäóò ñîâåðøåííî ðåàáèëèòèðî-
âàíû ñ ïîëíîé íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ¿.
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1961 ãîä

Àáðàõàì Ðîáèíñîí ïóáëèêóåò ñâîé ¾Íåñòàíäàðòíûé àíàëèç¿.

Â ýòîé êíèãå äà�åòñÿ ñîâðåìåííîå îáîñíîâàíèå ìåòîäà (àêòóàëüíûõ)
áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Â îñíîâå � òåîðåòèêî-ìîäåëüíûé ïîäõîä.

Çäåñü áåñêîíå÷íî ìàëûå ñóòü àêòóàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû,
íî âñ�å æå îòäåë�åííûå îò ¾îáû÷íûõ ÷èñåë¿ è æèâóùèå â ñïåöèàëü-
íîì ðàñøèðåíèè ¾ñòàíäàðòíîé ìîäåëè¿.
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Çàìå÷àíèå

Â 1977 ãîäó ïóáëèêóåòñÿ ñòàòüÿ

Nelson, E. Internal set theory: A new approach to nonstandard
analysis. Bull. Amer. Math. Soc. 3:3, 11650�1198, 1977.

Ïîä âíóòðåííåé òåîðèåé ìíîæåñòâ � ñîêðàùåííî IST � ïîíèìàåòñÿ
ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ â ñèãíàòóðå

〈=2,∈2,St1〉,

âäîõíîâë�åííàÿ ïîäõîäîì Ðîáèíñîíà. Ïðè ýòîì IST îêàçûâàåòñÿ êîí-
ñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì ZFC: äëÿ ëþáîãî 〈=,∈〉-ïðåäëîæåíèÿ Φ,

IST ` Φ ⇐⇒ ZFC ` Φ.

Çíà÷èò, ìîæíî ñâîáîäíî ïîëüçîâàòüñÿ ¾íåñòàíäàðòíûìè ìíîæåñòâà-
ìè¿ èç IST â õîäå ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ îá ¾îáû÷íûõ ìíîæåñòâàõ¿
èç ZFC. Ýòî ïîëíîñòüþ ëåãèòèìèçèðóåò áåñê. áîëüøèå è ìàëûå.
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Çàìå÷àíèå

Åù�å Ëåéáíèö � ÷üèìè îáîçíà÷åíèÿìè dx è
∫
ìû ïîëüçóåìñÿ ïî ñåé

äåíü � ïðåäñêàçûâàë, ÷òî ìåòîä áåñêîíå÷íî ìàëûõ áóäåò ïîëíîñòüþ
ëåãèòèìèçèðîâàí â áóäóùåì.

Êðîìå òîãî, Ëåéáíèö ìå÷òàë îá óíèâåðñàëüíûõ ÿçûêå è èñ÷èñëåíèè,
ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ðåøàòü ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è, â ñâÿçè ñ
÷åì óìåñòíî óïîìÿíóòü:

I ñèëüíî ïîëíûå èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà;

I óíèâåðñàëüíûå ìàøèíû Òüþðèíãà (ñâîåãî ðîäà ÎÑ);

I ñîâðåìåííûå ðàçðàáîòêè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ïîèñêà äîêàçà-
òåëüñòâ è proof-àññèñòåíòîâ.
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Îñíîâû íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà (Ðîáèíñîí)

×òîáû íå ðàçìåíèâàòüñÿ íà ìåëî÷è, çàôèêñèðóåì ¾ìåãàëîìàíñêóþ
ñèãíàòóðó¿ σ, ãäå

Predσ :=
⋃

n∈N+

{P | P ⊆ Rn},

Funcσ :=
⋃

m∈N+

{f | f : Rm → R} è Constσ := {c | c ∈ R},

ïðè÷�åì arityσ çàäà�åòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

0, 1, +, −, ·, | · | , < è =

ñîäåðæàòñÿ â σ (èëè òî÷íåå, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ïîäõîäÿùèìè ñèì-
âîëàìè â σ). Îáîçíà÷èì σ-ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì R, â êîòîðîé âñå
ñèìâîëû σ èíòåðïðåòèðóþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì, ÷åðåç R.
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Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ àðèôìåòèêîé, âîçüì�åì

σ′ := σ ∪ {c},

ãäå c � íîâûé êîíñòàíòûé ñèìâîë. Ðàññìîòðèì σ′-òåîðèþ

Γ := Th (R) ∪ {n < c | n ∈ N}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Γ ëîêàëüíî âûïîëíèìà. Çíà÷èò, ó Γ åñòü ìîäåëü A;

ïðè ýòîì ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî |A| 6 |Sentσ| = 22ℵ0
. Îáîçíà÷èì σ-

îáåäíåíèå A ÷åðåç R]. ßñíî, ÷òî:

I R] ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Th (R);

I λr .[rR
]

] âêëàäûâàåò R â R] (ââèäó çàìêíóòîñòè R).

Â ÷àñòíîñòè, |A| = 22ℵ0
, ò.å. R] èìååò ìîùíîñòü 22ℵ0

; îäíàêî äëÿ íàñ
ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íåñóùåñòâåííî.
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Çàìå÷àíèå

R] è R íå èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àíèÿ.

Ïóñòü ξ � èçîìîðôèçì èç R íà R]. Âîçüì�åì

r := cA

(ñì. âûøå). Òîãäà r = ξ (r) äëÿ íåêîò. r ∈ R. Ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå,
÷òî r 6 n, ò.å. R  r 6 n. Îòñþäà R]  r 6 n � ïðîòèâîðå÷èå.

Íåìíîãî ïîâîçèâøèñü, â íîñèòåëå R] ìîæíî çàìåíèòü êàæäîå rR
]

íà

r . Îòíûíå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî rR
]

= r äëÿ âñåõ r ∈ R.
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Çàìå÷àíèå

Â R] ó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ åñòü îáðàòíûå:

R]  ∀x (x 6= 0→ ∃!y x · y = 1).

Èíòóèòèâíî r ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèì (îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ
íàòóðàëüíûõ, à çíà÷èò, è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë). Ïîýòîìó îáðàòíûé ê
r îêàçûâàåòñÿ íåíóëåâûì áåñêîíå÷íî ìàëûì. Êðîìå òîãî, åñëè àðõè-
ìåäîâîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê

¾äëÿ âñÿêîãî x > 0 íàéä�åòñÿ n ∈ N òàêîå, ÷òî nx > 1¿,

òî R] êàê ïîëå, ðàçóìååòñÿ, íå ÿâëÿåòñÿ àðõèìåäîâûì.
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Äëÿ óäîáñòâà ââåä�åì ñîêðàùåíèÿ

P] := PR]

è f ] := f R
]

,

ãäå P ∈ Predσ è f ∈ Funcσ. Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

+] := +R]

−] := −R]

·] := ×R]

| · |] := | · |R
]

è <] := <R]

;

âìåñòî =R]

ïèøåì =. Ñ êîíñòàíòàìè íè÷åãî íå äåëàåì, òàê êàê

rR
]

= r äëÿ êàæäîãî r ∈ R.

Ýëåìåíòû R] èíîãäà íàçûâàþò ãèïåðâåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè; òå èç
íèõ, ÷òî ëåæàò â R, ñòàíäàðòíû, à îñòàëüíûå � íåñòàíäàðòíû.
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Çàìå÷àíèå

Ìíîæåñòâî R ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò íà R.
Òîãäà, ïîñêîëüêó R  ∀x R (x), ìû èìååì R]  ∀x R (x), ò.å.

íîñèòåëü R]︸ ︷︷ ︸
A

= RR]

= R].

Õîòÿ ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè, âûðàçèìûìè ïîñðåäñòâîì
σ-ïðåäëîæåíèé, òóò íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü àíàëîãè ñâîéñòâ âðîäå

¾Ó âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî S ⊆ R åñòü ñóïðåìóì¿.

Íà ñàìîì äåëå, åãî íåïîñðåäñòâåííûé àíàëîã

¾Ó âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî S ⊆ R] åñòü ñóïðåìóì¿.

îïðîâåðãàåòñÿ, ïîñêîëüêó ìîæíî âçÿòü S := R. Òåì íå ìåíåå, äëÿ S ,
îïðåäåëèìûõ â R], ýòîò ïðèíöèï âåðåí.
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Çàìå÷àíèå

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ P ⊆ Rn è f : Rm → R,

P] ∩ Rn = P è f ] ∩ Rm+1 = f .

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî (r1, . . . , rn) ∈ Rn,

(r1, . . . , rn) ∈ P ⇐⇒ R  P
(
r1, . . . , rn

)
⇐⇒ R]  P

(
r1, . . . , rn

)
⇐⇒ (r1, . . . , rn) ∈ P],

è äëÿ ëþáîãî (r1, . . . , rm, rm+1) ∈ Rm+1,

f (r1, . . . , rm) = rm+1 ⇐⇒ R  f
(
r1, . . . , rm

)
= rm+1

⇐⇒ R]  f
(
r1, . . . , rm

)
= rm+1

⇐⇒ f ] (r1, . . . , rm) = rm+1.

Òàêèì îáðàçîì, P è f ðàñøèðÿþòñÿ äî P] è f ] ñîîòâåòñòâåííî.
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Èíôèíèòåçèìàëû

Êëþ÷åâûå ðîëè â äàëüíåéøåì áóäóò èãðàòü

F :=
{
a ∈ R] | |a|] <] r äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ R

}
è

I :=
{
a ∈ R] | |a|] <] r äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ r ∈ R

}
.

Ýëåìåíòû F íàçûâàþòñÿ êîíå÷íûìè, à I � áåñêîíå÷íî ìàëûìè, èëè
èíôèíèòåçèìàëàìè. Î÷åâèäíî, I ⊆ F è R ⊆ F.

Ðàçóìååòñÿ, I ∩ R = {0}. Êðîìå òîãî, R] \ F 6= ∅ ïî ïîñòðîåíèþ, ò.å.
áåñêîíå÷íûå ýëåìåíòû ñóùåñòâóþò, ïðè÷�åì ñðåäè íèõ åñòü êàê ïîëî-
æèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå.

Ðàññóæäàÿ âíóòðè R], èç ñîîáðàæåíèé íàãëÿäíîñòè ìû áóäåì ÷àñòî
ïèñàòü a < b âìåñòî a <] b, |a| âìåñòî |a|], è ò.ä.
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Â R], êàê è â R, ìîæíî äåëèòü íà íåíóëåâûå ýëåìåíòû:

R]  ∀x ∀y (y 6= 0→ ∃!z x · z = y).

Äëÿ ëþáûõ a ∈ R] è b ∈ R] \ {0} îáîçíà÷èì ÷åðåç a/b åäèíñòâåííîå
c ∈ R] òàêîå, ÷òî

b · c = a;

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî a/b ∈ R äëÿ a ∈ R è b ∈ R \ {0}.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü a ∈ R] \ F. Òîãäà 1/a ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü r � ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïî óñëîâèþ |a| 6< 2/r ,
ò.å. 2/r 6 |a|, îòêóäà |1/a| = 1/ |a| 6 r/2 < r .
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Çàìå÷àíèå

Ïóñòü S ⊆ R íåîãðàíè÷åíî (ñâåðõó). Òîãäà R  ∀x ∃y (S (y) ∧ x < y),
à çíà÷èò,

R]  ∀x ∃y (S (y) ∧ x < y).

Ñòàëî áûòü, êàæäûé (ïîëîæèòåëüíûé) áåñêîíå÷íûé ýëåìåíò ìåíüøå
êàêîãî-íèáóäü ýëåìåíòà S]. Ñëåäîâàòåëüíî,

S] ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûå ýëåìåíòû.

Â ÷àñòíîñòè, áåñêîíå÷íûå ýëåìåíòû íàéäóòñÿ â N] è Q]. Áîëåå òîãî,
â Q] åñòü áåñêîíå÷íî ìàëûå.
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Ïðåäëîæåíèå

i. F çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî +], −] è ·].

ii. I çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî +] è −]. Êðîìå òîãî,

a · b ∈ I äëÿ âñåõ a ∈ I è b ∈ F.

Äîêàçàòåëüñòâî.

i. Ïóñòü a, b ∈ F, ò.å. |a| < r è |b| < s äëÿ íåêîòîðûõ r , s ∈ R. Òîãäà

|a± b| 6 |a|+ |b| < r + s è |a · b| 6 |a| · |b| < r · s.

Ñòàëî áûòü, a± b ∈ F è a · b ∈ F.

ii. Ïóñòü a, b ∈ I. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî r ∈ R âåðíî |a| < r/2
è |b| < r/2, à ïîòîìó |a± b| < r/2 + r/2 = r . Çíà÷èò, a± b ∈ I.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Íàêîíåö, ïóñòü a ∈ I è b ∈ F. Íàéä�åòñÿ s ∈ R òàêîå, ÷òî |b| < s. Äëÿ
ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî r ∈ R âåðíî |a| < r/s, à ïîòîìó

|a · b| < r/s · s = r .

Çíà÷èò, a · b ∈ I.

Ãîâîðÿò, ÷òî a è b áåñêîíå÷íî áëèçêè, è ïèøóò a ≈ b, åñëè a− b ∈ I.

Ïðåäëîæåíèå

≈ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà R].
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Çàìå÷àíèå

Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R]:

i. åñëè a ≈ b è a ∈ F, òî b ∈ F.

ii. åñëè a ≈ b è a ∈ I, òî b ∈ I.

Äàëåå, ≈ ñîãëàñîâàíî ñ +], −] è ·] â îïðåäåë�åííîì ñìûñëå:

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáûõ a, b, c , d ∈ R]:

i. åñëè a ≈ b è c ≈ d , òî a + c ≈ b + d è −a ≈ −b;

ii. åñëè a ≈ b è c ≈ d , ïðè÷�åì {a, b, c , d} ⊆ F, òî a · c ≈ b · d .
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Äîêàçàòåëüñòâî.

i. Ïóñòü a ≈ b è c ≈ d . Òîãäà

(a + c)− (b + d) = (a− b) + (c − d) ∈ I
è (−a)− (−b) = − (a− b) ∈ I,

ò.å. a + c ≈ b + d è −a ≈ −b.

ii. Ïóñòü a ≈ b è c ≈ d , ïðè÷�åì {a, b, c , d} ⊆ F. Òîãäà

(a · c)− (b · d) =

(a · c) + (a · d)− (a · d)− (b · d) =

a · (c − d)− (a− b) · d ∈ I,

ò.å. a · c ≈ b · d .

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Àíîíñ

Íà ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì ïðîñòûå ïðèìåíåíèÿ èíôèíè-
òåçèìàëîâ, ñâÿçàííûå ñ íåïðåðûâíîñòüþ è ïðîèçâîäíûìè.

Çäåñü áóäåò âàæíî òî, ÷òî äëÿ f : R→ R ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿ:

i. f ñõîäèòñÿ â r ê s â îáû÷íîì ñìûñëå;

ii. äëÿ ëþáîãî a ∈ R] \ {r}, åñëè a ≈ r , òî f ] (a) ≈ s.

Òàêèì îáðàçîì, ñîâðåìåííîå ε-δ îïðåäåëåíèå îêàæåòñÿ ðàâíîñèëüíî
¾íåñòàíäàðòíîìó¿ îïðåäåëåíèþ â äóõå Ëåéáíèöà è Íüþòîíà.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)


