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Âûäåëåíèå ñòàíäàðòíîé ÷àñòè ÷èñëà

Ìû âñêîðå óâèäèì, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîå ÷èñëî îäíîçíà÷íî ðàñêëàäû-
âàåòñÿ â ñóììó ñòàíäàðòíîãî è èíôèíèòåçèìàëà, è ýòî ïîçâîëèò íàì
ïðè íåáõîäèìîñòè âîçâðàùàòüñÿ â ñòàíäàðòíûé ìèð. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
äàííîãî ðåçóëüòàòà ïîëåçíîé îêàçûâàåòñÿ:

Ëåììà

Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ F, åñëè a < b è a 6≈ b, òî íàéä�åòñÿ r ∈ R òàêîå, ÷òî
a < r < b.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü a < b è a 6≈ b, ïðè÷�åì a è b êîíå÷íû. Ðàññìîòðèì

S1 := {r ∈ R | r 6 a} è S2 := {r ∈ R | b 6 r}.

Ââèäó êîíå÷íîñòè a è b, S1 è S2 íåïóñòû è îãðàíè÷åíû ñîîòâåòñòâåí-
íî ñâåðõó è ñíèçó. Ïîëîæèì

r1 := supS1 è r2 := inf S2.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî s ∈ R ñóù. s1, s2 ∈ R òàêèå, ÷òî

r1 − s < s1 6 a è b 6 s2 < r2 + s.

Åñëè r1 = r2, òî a ≈ r1 è b ≈ r1, îòêóäà a ≈ b � ïðîòèâîðå÷èå. Ñòàëî
áûòü, r1 6= r2, ò.å. r1 < r2. Çíà÷èò, ìîæíî âçÿòü r := (r1 + r2)/2.
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Òåîðåìà

Äëÿ êàæäîãî a ∈ F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå r ∈ R òàêîå, ÷òî a ≈ r .

Äîêàçàòåëüñòâî.

∃ Ïóñòü a ∈ F. Ðàññìîòðèì

S := {r ∈ R | r 6 a}.

Ââèäó êîíå÷íîñòè a, S íåïóñòî è îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ïîëîæèì

r := supS .

Ïóñòü r 6≈ a. Â ÷àñòíîñòè, r 6= a, ò.å. r < a èëè a < r .
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü r < a. Â ñèëó ëåììû âûøå, íàéä�åòñÿ s ∈ R òàêîå, ÷òî

r < s < a.

Î÷åâèäíî, s ∈ S , à ïîòîìó r íå ìîæåò áûòü âåðõíåé ãðàíüþ S �
ïðîòèâîðå÷èå.

I Ïóñòü a < r . Â ñèëó ëåììû âûøå, íàéä�åòñÿ s ∈ R òàêîå, ÷òî

a < s < r .

Òîãäà s � âåðõíÿÿ ãðàíü S , à ïîòîìó r íå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé
èç âåðõíèõ ãðàíåé S � ïðîòèâîðå÷èå.

Â èòîãå r ≈ a.

! Ïóñòü r , r ′ ∈ R òàêîâû, ÷òî r ≈ a è r ′ ≈ a. Òîãäà r ≈ r ′, îòêóäà ìû
ïîëó÷àåì r = r ′, ïîñêîëüêó I ∩ R = {0}.
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Çíà÷èò, âñÿêîå a ∈ F îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

r + ε,

ãäå r ∈ R è ε ∈ I; ïðè ýòîì r íàçûâàþò ñòàíäàðòíîé ÷àñòüþ a è îáîç-
íà÷àþò st (a), èëè ◦a. Î÷åâèäíî, st (r) = r äëÿ âñåõ r ∈ R.

Ïðåäëîæåíèå

i. st ÿâëÿåòñÿ ñþðüåêöèåé èç F íà R.

ii. st−1 [{0}] = I, ò.å. äëÿ ëþáîãî a ∈ F,

st (a) = 0 ⇐⇒ a ∈ I.

iii. äëÿ ëþáûõ a, b ∈ F,

st (a + b) = st (a) + st (b) è st (a · b) = st (a) · st (b).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

i. O÷åâèäíî.

ii. Ïóñòü a ∈ F. ßñíî, ÷òî a ∈ I ðàâíîñèëüíî a ≈ 0, ò.å. st (a) = 0.

iii. Ïóñòü a, b ∈ F. Ïîñêîëüêó st (a) ≈ a è st (b) ≈ b, ìû ïîëó÷àåì

st (a) + st (b) ≈ a + b è st (a) · st (b) ≈ a · b.

(ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ, à èìåííî, ïðåäëîæåíèå î ñîãëàñîâàííîñòè
≈ c +], −] è ·]). Ñòàëî áûòü,

st (a + b) = st (a) + st (b) è st (a · b) = st (a) · st (b).
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Çàìå÷àíèå

Èíûìè ñëîâàìè, st � ýòî ñþðüåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì êîëüöà íàä F
íà ïîëå íàä R ñ ÿäðîì I; ñëåäîâàòåëüíî, ôàêòîð-êîëüêî F ïî I áóäåò
èçîìîðôíî ïîëþ R.

Ðàçóìååòñÿ, â R] êàæäîìó r ∈ R ñîîòâåòñòâóåò

[r ] :=
{
a ∈ R] | a ≈ r

}
=

{
a ∈ R] | st (a) = r

}
,

ñâîåãî ðîäà ìîíàäà r , ñîñòîÿùàÿ èç ÷èñåë âèäà

r + ε,

ãäå ε ∈ I. Ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ìîæíî ðàçâèòü, íàïðèìåð,
òåîðèþ ïðåäåëà (â äóõå Ëåéáíèöà è Íüþòîíà); ïîíÿòèÿ âðîäå ¾áûòü
íåïðåðûâíîé â òî÷êå¿ ïðè ýòîì ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ëîêàëüíûìè.
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Ñõîäèìîñòü

Ïóñòü f : R→ R è r , s ∈ R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f ñõîäèòñÿ â r ê s,
åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ R] \ {r} èç a ≈ r ñëåäóåò f ] (a) ≈ s.

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáûõ f : R→ R è r , s ∈ R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. f ñõîäèòñÿ â r ê s â ñìûñëå ýïñèëîí-äåëüòà îïðåäåëåíèÿ;

ii. f ñõîäèòñÿ â r ê s â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ âûøå.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

i. =⇒ ii. Ïóñòü (i). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ∈ R] \ {r} è r ≈ a. Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ε ∈ R. Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå
δ ∈ R òàêîå, ÷òî

R  ∀x (0 6= |x − r | < δ → |f (x)− s| < ε).

Òî æå ñàìîå áóäåò èñòèííî è â R]. Î÷åâèäíî, 0 6= |a− r | < δ, îòêóäà∣∣f ] (a)− s
∣∣ < ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ìû ïîëó÷àåì f ] (a)− s ∈ I,

ò.å. f ] (a) ≈ s.
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

ii. =⇒ i. Ïóñòü (ii). Òîãäà äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ∈ R,

R]  ∃y (0 < y ∧ ∀u (0 6= |u − r | < y → |f (u)− s| < ε)),

òàê êàê â êà÷åñòâå y ìû ìîæåì âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ïîëîæèòåëüíûé
èíôèíèòåçèìàë. Òî æå ñàìîå áóäåò èñòèííî è â R.

Çàìå÷àíèå

Ðàçóìååòñÿ, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî f : R→ R íå ñõîäèòñÿ â r ∈ R
íè ê êàêîìó s ∈ R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè f ñõîäèòñÿ â r ê êàêîìó-í.
s, òî ñîîòâåòñòâóþùåå s îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàâåíñòâîì

s = st
(
f ] (r + ε)

)
,

ãäå ε � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé èíôèíèòåçèìàë; ýòî s òðàäèöèîííî
îáîçíà÷àþò êàê limx→r f (x).
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Çàìå÷àíèå

Òðåáîâàíèå dom f = R ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì. Äëÿ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé
èç R â R äîñòàòî÷íî áûëî áû ïîòðåáîâàòü ñëåäóþùåãî:

íàéä�åòñÿ a ∈ (dom f )] òàêîå, ÷òî a ≈ r è a 6= r .

Òåì íå ìåíåå, äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì âñþ-
äó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé.

Ñëåäñòâèå (î íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå)

Äëÿ ëþáûõ f : R→ R è r ∈ R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. f íåïðåðûâíà â r â ñòàíäàðòíîì ñìûñëå;

ii. äëÿ ëþáîãî a ∈ R], åñëè a ≈ r , òî f ] (a) ≈ f (r).

(Ìîæíî åù�å ïåðåïèñàòü (ii) êàê ¾f ñõîäèòñÿ â r ê f (r)¿.)
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Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ: ïðîèçâîäíûå

Ïóñòü f : R→ R è r ∈ R. Ïîä ïðîèçâîäíîé f â r ïîíèìàåòñÿ

f ′ (r) := lim
h→0

f (a + h)− f (a)

h
,

åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò, f ′ (r) = s òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî èíôèíèòåçèìàëà dx ,

f ] (r + dx)− f (r)

dx
≈ s,

ãäå äëÿ ÷èñëèòåëÿ äðîáè â ëåâîé ÷àñòè íåðåäêî èñïîëüçóþò îáîçíà-
÷åíèå df . Â ÷àñòíîñòè, åñëè f ′ (r) ñóùåñòâóåò, òî

f ′ (r) = st (df /dx),

ãäå dx � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé èíôèíèòåçèìàë, ïðè÷�åì df /dx �
ýòî ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííî äåëåíèÿ, à íå ïðåäåë.
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì f := λx .
[
x2
]
. Ïóñòü r ∈ R. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî

èíôèíèòåçèìàëà dx ,

df

dx
=

(r + dx)2 − r2

dx
=

r2 + 2r (dx) + (dx)2 − r2

dx

=
2r (dx) + (dx)2

dx
= 2r + dx ≈ 2r .

Ñòàëî áûòü, f ′ (r) = 2r .
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü f : R→ R, r ∈ R è f ′ (r) ñóùåñòâóåò. Òîãäà f íåïðåðûâíà â r .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâ. íåíóëåâîé èíôèíèòåçèìàë dx . Ïî óñëîâèþ

f ] (r + dx)− f (r)

dx
≈ f ′ (r).

Î÷åâèäíî, â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ñòàíäàðòíîå ÷èñëî; ïîýòîìó â ëåâîé
� êàê ìèíèìóì êîíå÷íîå. Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè íà dx , ïîëó÷èì

f ] (r + dx)− f (r) ≈ f ′ (r) · dx ∈ I.

Ñòàëî áûòü, f ] (r + dx) ≈ f (r).

Îòìåòèì, ÷òî ýòî íå íåñòàíäàðòíûé àíàëîã êëàññè÷åñêîé òåîðåìû, à
êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà, íî ñ ¾íåñòàíäàðòíûì äîêàçàòåëüñòâîì¿.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü f , g : R→ R è r ∈ R òàêîâû, ÷òî f ′ (r) è g ′ (f (r)) ñóùåñòâóþò.
Òîãäà (f ◦ g)′ (r) ñóùåñòâóåò è ðàâíî g ′ (f (r)) · f ′ (r).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïåðâûì äåëîì çàìåòèì, ÷òî (f ◦ g)] = f ] ◦ g ], ïîñêîëüêó

R]  ∀x (f ◦ g) (x) = g (f (x)).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé èíôèíèòåçèìàë dx . Ïîëîæèì

df := f ] (r + dx)− f (r)

d (f ◦ g) := (f ◦ g)] (r + dx)− (f ◦ g) (r)

= g ]
(
f ] (r + dx)

)
− g (f (r))

= g ] (f (r) + df )− g (f (r)).

Êàê ìû óæå çíàåì, f íåïðåðûâíà â r ; ïîýòîìó df � èíôèíèòåçèìàë.
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

d (f ◦ g)

dx
≈ g ′ (f (r)) · f ′ (r).

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

I Ïóñòü df = 0. Òîãäà d (f ◦ g) = 0; êðîìå òîãî, f ′ (r) ≈ df /dx = 0,
à çíà÷èò, f ′ (r) = 0. Â èòîãå

d (f ◦ g)

dx
= 0 = g ′ (f (r)) · f ′ (r).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü df 6= 0. Òîãäà

d (f ◦ g)

df
=

g ] (f (r) + df )− g (f (r))

df
≈ g ′ (f (r)).

Ñòàëî áûòü,

d (f ◦ g)

dx
=

d (f ◦ g)

df
· df
dx
≈ g ′ (f (r)) · f ′ (r).
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Çàêëþ÷èòåëüíûå êîììåíòàðèè

I Âûøå ïðèâåäåíî ëèøü íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ ïðèìå-
íåíèÿ ìåòîäà áåñêîíå÷íî ìàëûõ.

I Íà ñàìîì äåëå, ïðèìåíåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ âûõîäÿò äàëåêî
çà ïðåäåëû ýëåìåíòàðíîãî àíàëèçà. Ê ïðèìåðó, ìåòîä óñïåøíî
èñïîëüçîâàëñÿ â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è òåîðèè ìåðû.

I Ìíîãèå ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçíà÷àëüíî áûëè
ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íî ìàëûõ, õîòÿ, ðàçóìååòñÿ, ñàì
ìåòîä â òå âðåìåíà áûë êóäà ìåíåå îáîñíîâàí.
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Ñêîëåìèçàöèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ σ-ï.í.ô. Φ.

Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â Φ íåò ôèêòèâíûõ êâàíòîðîâ,
ò.å. äëÿ âñåõ Q ∈ {∀,∃}, x ∈ Var è Ψ ∈ Formσ,

Qx Ψ ∈ Sub (Φ) =⇒ x ∈ FV (Ψ).

Â ÷àñòíîñòè, âñå âõîæäåíèÿ êâàíòîðîâ â Φ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü
ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì.

Çàìå÷àíèå

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ Ψ ∈ Formσ è x ∈ Var \ FV (Ψ),

` ∀x Ψ↔ Ψ è ` ∃x Ψ↔ Ψ.
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Ïóñòü ∃ âõîäèò â Φ. Òîãäà Φ èìååò âèä

∀x1 . . . ∀xn ∃y Ψ.

Ðàñøèðèì σ ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ íîâîãî n-ìåñòíîãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî ñèìâîëà f :

σ′ := σ ∪ {f };

òóò ïîä ¾0-ìåñòíûìè ôóíêöèîíàëüíûìè ñèìâîëàìè¿ ïîíèìàþòñÿ
êîíñòàíòíûå ñèìâîëû. Ïîëîæèì

Φ′ := ∀x1 . . . ∀xn Ψ (y/f (x1, . . . , xn));

ïîñêîëüêó â Φ íåò ôèêòèâíûõ êâàíòîðîâ, â Ψ íåò êâàíòîðîâ ïî x1,
. . . , xn, òàê ÷òî σ

′-òåðì f (x1, . . . , xn) ñâîáîäåí äëÿ y â Ψ.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Ïîâòîðÿÿ ýòó îïåðàöèþ, ìû ïîëó÷àåì êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

σ(0) := σ, σ(1) := σ′, σ(2) := σ′′, . . . , σ(k) è

Φ(0) := Φ, Φ(1) := Φ′, Φ(2) := Φ′′, . . . , Φ(k),

ãäå k � ÷èñëî âõîæäåíèé ∃ â Φ. Îáîçíà÷èì

σ∗ := σ(n) è Φ∗ := Φ(n);

Î÷åâèäíî, σ∗-ôîðìóëà Φ∗ èìååò âèä

∀u1 . . . ∀um Θ,

ãäå Θ áåñêâàíòîðíàÿ; Φ∗ íàçûâàåòñÿ ñêîëåìèçàöèåé Φ. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â ïðîöåññå íå ìåíÿåòñÿ:

FV (Φ) = FV (Φ′) = . . . = FV (Φ∗).

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîé σ-ñòðóêòóðû A è îçíà÷èâàíèÿ ν â A ñ.ó.ý.:

i. Φ èñòèííà â A ïðè ν;

ii. Φ∗ èñòèííà â íåêîòîðîì σ∗-îáîãàùåíèè A ïðè ν.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íà ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåä. óñëîâèé:

a. Φ èñòèííà â A ïðè ν;

b. Φ′ èñòèííà â íåêîòîðîì σ′-îáîãàùåíèè A ïðè ν.

Êàê è âûøå, ìû ïîëàãàåì, ÷òî

Φ = ∀x1 . . . ∀xn ∃y Ψ è σ′ = σ ∪ {f n}.

. . .

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

a. =⇒ b. Ïóñòü Φ èñòèííà â A ïðè ν. Äëÿ êàæäîãî (a1, . . . , an) ∈ An

ðàññìîòðèì

S(a1,...,an) :=
{
a ∈ A | A  Ψ

[
νx1...xnya1...ana

]}
.

Ïî óñëîâèþ {S~a | ~a ∈ An} ñîñòîèò èç íåïóñòûõ ìíîæåñòâ. Ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè âûáîðà îïðåäåëèì ξ : An → A òàêóþ, ÷òî

ξ (~a) ∈ S~a äëÿ âñåõ ~a ∈ An.

Îáîçíà÷èì σ′-îáîãàùåíèå A, â êîòîðîì f èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ξ, çà
A′. Òîãäà Φ′ èñòèííà â A′ ïðè ν. . . .

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

b. =⇒ a. Ïóñòü A′ � σ′-îáîãàùåíèå A, â êîòîðîì èñòèííà Φ′ ïðè ν.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî (a1, . . . , an) ∈ An,

A′  Ψ (y/f (x1, . . . , xn))
[
νx1...xna1...an

]
,

îòêóäà
A′  ∃y Ψ

[
νx1...xna1...an

]
,

ãäå A′ óæå ìîæíî çàìåíèòü íà A, òàê êàê f íå âõîäèò â ∃y Ψ. Çíà÷èò,
Φ èñòèííà â A ïðè ν.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Ïðèìåð

Âîçüì�åì 〈<2; | · |1, f 1〉 â êà÷åñòâå σ, è ðàññìîòðèì σ-ï.í.ô.

Φ1 := ∀x ∃y ∀u (|u| < y → |f (u)| < x),

Φ2 := ∃y ∀x ∀u (|u| < y → |f (u)| < x).

Òîãäà êàæäàÿ èç Φ∗1 è Φ∗2 âû÷èñëÿåòñÿ çà îäèí øàã:

∀x ∀u (|u| < h (x)→ |f (u)| < x) = Φ
(1)
1 = Φ∗1 ;

∀x ∀u (|u| < c → |f (u)| < x) = Φ
(1)
2 = Φ∗2 .

Òóò h � íîâûé, íå ñîäåðæàùèéñÿ â σ îäíîìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé
ñèìâîë, à c � íîâûé êîíñòàíòíûé ñèìâîë.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Ïðèìåð

Âîçüì�åì 〈=2, <2; ◦2〉 â êà÷åñòâå σ, è ðàññìîòðèì σ-ïðåäëîæåíèå

∃x ∀y (x < y → ∃u ∃v y = u ◦ v).

Îíî ýêâèâàëåíòíî σ-ï.í.ô.

Φ := ∃x ∀y ∃u ∃v (x < y → y = u ◦ v).

Â Φ òðè âõîæäåíèÿ ∃. Çíà÷èò, Φ∗ âû÷èñëÿåòñÿ çà òðè øàãà:

∃x ∀y ∃u ∃v (x < y → y = u ◦ v) = Φ(0)

∀y ∃u ∃v (c < y → y = u ◦ v) = Φ(1)

∀y ∃v (c < y → y = f (y) ◦ v) = Φ(2)

∀y (c < y → y = f (y) ◦ g (y)) = Φ(3) = Φ∗.

Ïðè ýòîì σ∗ = σ ∪ {c , f , g}, ãäå c � íîâûé êîíñòàíòíûé ñèìâîë, à f
è g � íîâûå îäíîìåñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ σ-ñòðóêòóðó A.

Ïóñòü äàíû σ-ï.í.ô. Φ è îçíà÷èâàíèå ν â A. Ðåàëèçàöèåé Φ â A ïðè
ν ìû áóäåì íàçûâàòü σ∗-îáîãàùåíèå A, â êîòîðîì èñòèííî Φ∗ ïðè ν.

Î÷åâèäíî, êàæäîå σ∗-îáîãàùåíèå A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èíòåð-
ïðåòàöèåé íîâûõ ñèìâîëîâ, ò.å. ýëåìåíòîâ σ∗ \ σ. Òàê, äëÿ

σ∗ = σ ∪
{
c , f 2

}
,

ãäå c è f � íîâûå ñèìâîëû, σ∗-îáîãàùåíèÿ A ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü
ñ ôóíêöèÿìè I ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ {c , f } òàêèìè, ÷òî

I (c) ∈ A è I (f ) : A× A → A.

Òî, ÷òî ìû îãðàíèâàåìñÿ ï.í.ô., íå ïðèíöèïèàëüíî, òàê êàê èìååòñÿ
àëãîðèòì, êîòîðûé ïî êàæäîé ôîðìóëå ñòðîèò ýêâèâ. åé ï.í.ô.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Ïðèìåð

Âîçüì�åì â êà÷åñòâå σ ñèãíàòóðó àðèôìåòèêè, è ðàññìîòðèì σ-ï.í.ô.

Φ := ∃x ∀y x 6= s (y).

Î÷åâèäíî, å�å ñêîëåìèçàöèåé áóäåò

Φ∗ = ∀y c 6= s (y),

ãäå c � íîâûé êîíñòàíòíûé ñèìâîë. Èíòåðïðåòàöèÿ I äëÿ {c} ðåàëè-
çóåò Φ â N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I (c) = 0.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Ïðèìåð

Äàëåå, ðàññìîòðèì ï.í.ô.

Φ := ∀x ∃y x 6= y .

Î÷åâèäíî, å�å ñêîëåìèçàöèåé áóäåò

Φ∗ = ∀x x 6= f (x),

ãäå f � íîâûé îäíîìåñòíûé ôóíê. ñèìâîë. Èíòåðïðåòàöèÿ I äëÿ {f }
ðåàëèçóåò Φ â N ò.ò.ò., êîãäà ó I (f ) íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Ïðèìåð

Âîçüì�åì 〈|2〉 â êà÷åñòâå σ; åé îòâå÷àåò ñòàíäàðòíàÿ σ-ñòðóêòóðà D ñ
íîñèòåëåì N. Ðàññìîòðèì σ-ï.í.ô.

Φ := ∀x ∀y ∃z (x | z ∧ y | z).

Î÷åâèäíî, å�å ñêîëåìèçàöèåé áóäåò

Φ∗ = ∀x ∀y (x | g (x , y) ∧ y | g (x , y)),

ãäå g � íîâûé äâóõìåñòíûé ôóíê. ñèìâîë. Èíòåðïðåòàöèÿ I äëÿ {g}
ðåàëèçóåò Φ â D, åñëè è òîëüêî åñëè I (g) ïî êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé
ïàðå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âûäà�åò èõ îáùåå êðàòíîå.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê áîëåå òîíêîé ñåìàíòèêå ëîãèêè ïåðâîãî
ïîðÿäêà â òåðìèíàõ ñêîëåìîâñêèõ ôóíêöèé:

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáûõ σ-ï.í.ô. Φ è îçíà÷èâàíèÿ ν â A,

A  Φ [ν] ⇐⇒ ñóùåñòâóåò ðåàëèçàöèÿ Φ â A ïðè ν.

Èíòóèòèâíî ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ïóòÿì
óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Ïðèìåð

Ïðîáëåìó îñòàíîâêè äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

Halt :=

{
n ∈ N | ìàøèíà Òüþðèíãà ñ êîäîì n

îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ïóñòîì âõîäå

}
Âîçüì�åì 〈=2,H1; 0, 1〉 â êà÷åñòâå σ, è îáîçíà÷èì ÷åðåç H ñòðóêòóðó ñ
íîñèòåëåì N, ãäå HA = Halt. Ðàññìîòðèì σ-ï.í.ô.

Θ := ∀x ∃y ((Halt (x) ∧ y = 1) ∨ (¬Halt (x) ∧ y = 0)).

. . .

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Ïðèìåð (ïðîäîëæåíèå)

Î÷åâèäíî, å�å ñêîëåìèçàöèåé áóäåò

Θ∗ = ∀x ((Halt (x) ∧ f (x) = 1) ∨ (¬Halt (x) ∧ f (x) = 0)),

ãäå f � íîâûé îäíîìåñòíûé ôóíê. ñèìâîë. Èíòåðïðåòàöèÿ I äëÿ {f }
ðåàëèçóåò Θ â H, åñëè è òîëüêî åñëè I (f ) � õàðàêò. ôóíêöèÿ Halt. Â
ýòîì ñìûñëå ó Θ íåò âû÷èñëèìûõ ðåàëèçàöèé â H.

Çàìå÷àíèå (ê ïîñëåäíåìó ïðèìåðó)

Ïîñêîëüêó H  Θ, ò.å. H 1 ¬Θ, ó ¬Θ (èëè òî÷íåå, ó ñîîòâåòñòâóþùåé
ï.í.ô.) íåò ðåàëèçàöèé â H. Â ÷àñòíîñòè:

íè ó Θ, íè ó ¬Θ íåò âû÷èñëèìûõ ðåàëèçàöèé â H.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Îáùèå çàìå÷àíèÿ

I Íà ñàìîì äåëå, ñêîëåìèçàöèþ ìîæíî îïðåäåëÿòü íå òîëüêî äëÿ
ôîðìóë, íî è äëÿ ìíîæåñòâ ôîðìóë.

I Ñêîëåìèçàöèÿ ñâÿçàíà c ýðáðàíèçàöèåé, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ëîãè-
÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì è àâòîìàòè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåì. Îäíàêî îá ýòîì ìû (ïîêà) ãîâîðèòü íå áóäåì.

I Åù�å ñêîëåìèçàöèÿ ñâÿçàíà ñ òåîðåòèêî-èãðîâîé ñåìàíòèêîé äëÿ
ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Âîò îá ýòîì ìû ñåé÷àñ ïîãîâîðèì.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ñåìàíòèêà äëÿ êâàíòîðîâ

Íåôîðì. îïèñàíèå èãðû äëÿ ôèêñèðîâàííûõ A, Φ è ν:

I Èìååòñÿ äâà èãðîêà: Ýëîèçà è Àáåëÿð (àíãë. Eloise è Abelard).
Ãîâîðÿò, ÷òî îíè (ïåðâîíà÷àëüíî) èãðàþò ðîëè âåðèôèêàòîðà
è ôàëüñèôèêàòîðà ñîîòâåòñòâåííî.

I Êâàðòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ ñ÷èòàþòñÿ òî÷êàìè âûáîðà Ýëîèçû,
à êâàíòîðû âñåîáùíîñòè � Àáåëÿðà. Çàïîìíèòü ëåãêî:

∃ ∼ ∃loise è ∀ ∼ ∀belard.

I Äâèãàÿñü ñëåâà íàïðàâî ïî ï.í.ô. Φ, èãðîêè âûáèðàþò çíà÷å-
íèÿ ïåðåìåííûõ ïîä ñâîèìè êâàíòîðàìè. Êîãäà äåëî äîõîäèò
äî áåñêâàíòîðíîé ÷àñòè Φ, çíà÷åíèÿ ïîäñòàâëÿþò: èñòèííî �
ïîáåäèëà Ýëîèçà, à ëîæíî � Àáåëÿð.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



I Òóò ìû ïîäðàçóìåâàåì íàëè÷èå ïîëíîé èíôîðìàöèè, ò.å. íà
êàæäîì øàãå èãðîêè çíàþò, êàêèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ óæå
áûëè âûáðàíû îáîèìè èãðîêàìè äî ýòîãî.

I Äàëåå, ïîä ñòðàòåãèåé èãðîêà ïîíèìàåòñÿ òî, êàêèå çíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ îí/îíà âûáèðàåò (â çàâèñèìîñòè, ðàçóìååòñÿ, îò
òîãî, êàêèå çíà÷åíèÿ óæå áûëè âûáðàíû îïïîíåíòîì).

I Íàêîíåö, ñòðàòåãèÿ íàçûâàåòñÿ âûèãðûøíîé, åñëè îíà âñåãäà
ïðèâîäèò (ñâîåãî èãðîêà) ê ïîáåäå. Îïðåäåëèì

A GTS Φ [ν] :⇐⇒ ó Ý. åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ.

Çäåñü GTS � ñîêð. îò game-theoretical semantics.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Çàìå÷àíèå

Ïóñòü Φ = Q1x1 . . . Q`x` Ψ, ãäå Ψ áåñêâàíòîðíàÿ. Êàê ëåãêî âèäåòü,

` ¬Φ↔ Q1x1 . . . Q`x` ¬Ψ,

ãäå ∀ := ∃ è ∃ := ∀. Îòîæäåñòâëÿÿ ¬Φ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ï.í.ô., ìû
ïîëó÷àåì:

A GTS ¬Φ [ν] ⇐⇒ ó A. åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ¬ ìåíÿåò (ïåðâîíà÷àëüíûå) ðîëè Ý. è À. íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûå: âåðèôèêàòîð ñòàíîâèòñÿ ôàëüñèôèêàòîðîì, è íàîáîðîò.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Ïðèìåð

Âîçüì�åì 〈=2〉 â êà÷åñòâå σ. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ σ-ñòðóêòóðó
A, è ðàññìîòðèì σ-ï.í.ô.

Φ := ∀x ∃y x 6= y .

Çäåñü ïåðâûì ñòîèò ∀x ; ïîýòîìó ïåðâûì õîäèò À., âûáèðàÿ çíà÷åíèå
x . Çàòåì õîäèò Ý., âûáèðàÿ çíà÷åíèå y , ïðè÷�åì åé èçâåñòíî çíà÷åíèå
x , âûáðàííîå À., òàê ÷òî âûáîð y ìîæåò çàâèñåòü îò x .

I Åñëè |A| > 2, òî ó Ý. åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ: íóæíî áðàòü
y , îòëè÷íûé îò (èçâåñòíîãî åé) x .

I Åñëè |A| = 1, òî ó À. åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ: íóæíî âçÿòü
x , ðàâíûé åäèíñòâåííîìó ýëåìåíòó A.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (I)



Èçâåñòíî, ÷òî èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó âûèãðûøíûìè ñòðàòåãèÿìè ó Ý. è ðåàëèçàöèÿìè. Èç
ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò:

Òåîðåìà (áåç äîêàçàòåëüñòâà)

Äëÿ ëþáûõ σ-ï.í.ô. Φ è îçíà÷èâàíèÿ ν â A,

A GTS Φ [ν] ⇐⇒ ñóùåñòâóåò ðåàëèçàöèÿ Φ â A ïðè ν.

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáûõ σ-ï.í.ô. Φ è îçíà÷èâàíèÿ ν â A,

A  Φ [ν] ⇐⇒ A GTS Φ [ν].
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Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáûõ σ-ï.í.ô. Φ è îçíà÷èâàíèÿ ν â A,

A 1GTS Φ [ν] ⇐⇒ A GTS ¬Φ [ν].

Èíûìè ñëîâàìè, ïîñêîëüêó â ¾îáû÷íîé ñåìàíòèêå¿ çàêîí èñêëþ÷�åí-
íîãî òðåòüåãî èñòèíåí, â GTS îí òàêæå èñòèííåí, ò.å.

ó (ðîâíî) îäíîãî èç èãðîêîâ åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ.

Ýòî äîêàçàíî ñ ïîìîùüþ ñêîëåìîâñêèõ ôóíêöèé, íî ìîæíî áûëî áû
äàòü äð. äîêàçàòåëüñòâî, èñï. òåîðåìó Ãåéëà�Ñòþàðòà èç òåîðèè èãð.
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Çàêëþ÷èòåëüíûå êîììåíòàðèè

I Èñòèííîñòü çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî ñòàíîâèòñÿ íåòðèâè-
àëüíûì ôàêòîì â ðàìêàõ GTS. Ýòîò çàêîí îïðîâåðãàåòñÿ, åñëè
ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ñòðàòåãèÿìè ñïåöèàëüíîãî ðîäà, íàïðèìåð
âû÷èñëèìûìè (äëÿ âû÷èñëèìûõ ñòðóêòóð âðîäå N).

I Â GTS, íà ñàìîì äåëå, ìîæíî îáîéòèñü è áåç ï.í.ô. Ïðè ýòîì
â äèçúþíêöèè âåðèôèêàòîð âûáèðàåò äèçúþíêò, â êîíúþíêöèè
ôàëüñèôèêàòîð âûáèðàåò êîíúþíêò, è ðîëè èãðîêîâ ìåíÿþòñÿ
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êàæäîå âõîæäåíèå îòðèöàíèÿ.
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