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1. ×òî òàêîå ôîðìóëà â PCL? Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ψ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì φ, òî ψ = φ.1

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóë â PCL.

3. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îñíîâíîå óòâåðæäåíèå î ïîäôîðìóëàõ â PCL.

4. Îïèøèòå ñåìàíòèêó äëÿ PCL.

5. Îïðåäåëèòå ñåìàíòè÷åñêèå ñëåäîâàíèå è ýêâèâàëåíòíîñòü â PCL. Îïèøèòå àëãîðèòì

ïðèâåäåíèÿ ôîðìóë â PCL ê ä.í.ô. [áåç ïîñòðîåíèÿ èõ òàáëèö èñòèííîñòè].

6. Îïèøèòå ãèëüáåðòîâñêîå èñ÷èñëåíèå äëÿ PCL.

7. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà ` â PCL.

8. Ïîêàæèòå, ÷òî ` p→ p è {p∧ q} ` q∧ p.

9. Ïîêàæèòå, ÷òî {¬p→ q,¬p→ ¬q} ` p.

10. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó äåäóêöèè äëÿ ` â PCL [ñ÷èòàÿ èçâåñòíûì ` p→ p].

11. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î êîððåêòíîñòè ` â PCL.

12. Êàêèå ìíîæåñòâà ôîðìóë íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè â PCL? Ñôîðìóëèðóéòå è äîêà-

æèòå óòâåðæäåíèå îá ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿõ ïðîòèâîðå÷èâîñòè â PCL.

13. ×òî òàêîå ïðîñòàÿ òåîðèÿ (â PCL)? Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå óòâåðæäåíèå îá ýêâèâà-

ëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿõ ïðîñòîòû â PCL.

14. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ëåììó î ñâîéñòâàõ ïðîñòûõ òåîðèé (â PCL).

15. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå [ñ÷¼òíóþ âåðñèþ] ëåììû î ðàñøèðåíèè (â PCL).

16. Ïðèâåäèòå àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ðàñøèðåíèè (â PCL), â êîòîðîì âìåñòî

ðåêóðñèè èñïîëüçóåòñÿ ëåììà Öîðíà.

17. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î ñèëüíîé ïîëíîòå ` â PCL. [Òóò ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ

ëåììîé î ñâîéñòâàõ ïðîñòûõ òåîðèé.]

18. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î êîìïàêòíîñòè � â PCL; ïåðåôîðìóëèðóéòå å¼ â òåðìèíàõ âûïîë-

íèìîñòè [ñ îáîñíîâàíèåì].

19. Ïðèâåäèòå àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè � â PCL; òóò ñ÷èòàåòñÿ

èçâåñòíîé òåîðåìà Òèõîíîâà.

20. Âûâåäèòå ((p∨ q)∨ r)→ (p∨ (q∨ r)) â èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ PCL.

21. Âûâåäèòå ¬ (p∨ q)→ ¬p∧ ¬q â èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ PCL.

22. Âûâåäèòå ¬ (p∧ q)→ ¬p∨ ¬q â èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ PCL.

23. ×òî òàêîå ñèãíàòóðà? ×òî òàêîå ñòðóêòóðà äàííîé ñèãíàòóðû σ?

24. ×òî òàêîå ãîìîìîðôèçì? Âëîæåíèå? Èçîìîðôèçì? Àâòîìîðôèçì?

1PCL � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà, à QCL � êâàíòîðíàÿ.



25. Ñêîëüêî àâòîìîðôèçìîâ ó 〈N;<〉? À ó 〈Q;<〉? [Ðàçóìååòñÿ, îòâåòû ñëåäóåò îáîñíîâàòü.]

26. ×òî òàêîå òåðì? Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè òåðì t ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì òåðìà s, òî t = s.

27. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ òåðìîâ.

28. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îñíîâíîå óòâåðæäåíèå î ïîäòåðìàõ.

29. ×òî òàêîå ôîðìóëà â QCL? Êàêèå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé â ôîðìóëó (â QCL) íàçûâàþòñÿ

ñâÿçàííûìè, à êàêèå � ñâîáîäíûìè? Êàêèå ôîðìóëû íàçûâàþò ïðåäëîæåíèÿìè?

30. t íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì äëÿ (ïîäñòàíîâêè âìåñòî) x â Φ, åñëè . . .

31. Îïèøèòå ñåìàíòèêó äëÿ QCL.

32. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå óòâåðæäåíèå î ñîõðàíåíèè èñòèííîñòè ïðè èçîìîðôèçìå.

33. ×òî òàêîå Th (K) è Th (A)? ×òî òàêîå ýëåìåíòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü?

34. S ⊆ A` íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèìûì â A, åñëè . . . Ïîêàæèòå, ÷òî P îïðåäåëèìî â 〈N; | 〉, ãäå |

èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòíîøåíèå äåëèìîñòè.

35. Ïîêàæèòå, ÷òî {pn | p ∈ P è n ∈ N} îïðåäåëèìî â 〈N;⊥〉, ãäå ⊥ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòíî-

øåíèå âçàèìíîé ïðîñòîòû.

36. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ óìíîæåíèÿ íà N îïðåäåëèìà â 〈N; =, Sq; +〉, ãäå Sq èíòåðïðåòèðó-

åòñÿ êàê îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò ¾áûòü êâàäðàòîì¿.

37. ×òî òàêîå ¾ìåòîä àâòîìîðôèçìîâ¿? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû åãî ïðèìåíåíèÿ.

38. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ áèåêöèÿ èç P íà P ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì(!) ðàñøèðåíà

äî àâòîìîðôèçìà 〈N; | 〉.

39. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä àêñèîìàìè ðàâåíñòâà äëÿ σ, ò.å. ÷òî òàêîå Eqσ?
2

40. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå óòâåðæäåíèå î ¾òåîðèÿõ ñ ðàâåíñòâîì¿.

41. ×òî òàêîå êîíãðóýíöèÿ?

42. Äàéòå àëüòåðíàòèâíîå îïèñàíèå êîíãðóýíöèé â òåîðèè ãðóïï.

43. Äàéòå àëüòåðíàòèâíîå îïèñàíèå êîíãðóýíöèé â òåîðèè êîëåö.

44. Ïóñòü σ ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ó σ-

ïðåäëîæåíèÿ Φ åñòü ìîäåëü, òî ó íåãî åñòü ìîäåëü ìîùíîñòè íå áîëåå 2n, ãäå n � ÷èñëî

ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ â Φ.

45. ×òî òàêîå êîíå÷íûé ñïåêòð ïðåäëîæåíèÿ? Êîíå÷íûé ñïåêòð? Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè S1
è S2 � êîíå÷íûå ñïåêòðû, òî S1 ∩ S2 è S1 ∪ S2 � òàêæå êîíå÷íûå ñïåêòðû.

46. Ïîêàæèòå, ÷òî {3 · n | n ∈ N è n 6= 0} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ñïåêòðîì.

47. Ïîêàæèòå, ÷òî
{
n2 | n ∈ N è n 6= 0

}
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ñïåêòðîì.

48. Îïèøèòå êâàíòîðíûå àêñèîìû è ïðàâèëà ãèëüáåðòîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ QCL.

49. Âûâåäèòå ¬∀xΦ↔ ∃x¬Φ â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè äëÿ QCL [ïðè ýòîì ìîæíî ïîëüçî-

âàòüñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûìè òàâòîëîãèÿìè].

2Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñèìâîë = ñîäåðæèòñÿ â Predσ, ïðè÷¼ì åãî ìåñòíîñòü ðàâíà 2.



50. Âûâåäèòå ∀x (Φ∨ Ψ)↔ (∀xΦ∨ Ψ), ãäå x 6∈ FV (Ψ), â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè äëÿ QCL.

51. Âûâåäèòå ∃y∀xΦ→ ∀x ∃yΦ â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè äëÿ QCL. Ïîêàæèòå, ÷òî îáðàò-

íàÿ èìïëèêàöèÿ â îáùåì ñëó÷àå íåâûâîäèìà â QCL.

52. Îïèøèòå àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ôîðìóë â QCL ê ï.í.ô.

53. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó äåäóêöèè äëÿ ` â QCL [ïðè ýòîì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ

äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû äåäóêöèè äëÿ ` â PCL].

54. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëà Áåðíàéñà, BR1 è BR2, ñîõðàíÿþò îáùåçíà÷èìîñòü.

55. ×òî òàêîå îáîãàùåíèå? Îáåäíåíèå?

56. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î êîìïàêòíîñòè � â QCL; ïåðåôîðìóëèðóéòå å¼ â òåðìèíàõ âûïîë-

íèìîñòè [ñ îáîñíîâàíèåì].

57. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ó ìíîæåñòâà ïðåäëîæåíèé åñòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå êîíå÷íûå ìîäåëè,

òî ó íåãî åñòü òàêæå áåñêîíå÷íûå ìîäåëè? [Îòâåò ñëåäóåò îáîñíîâàòü.]

58. ×òî òàêîå ïîäñòðóêòóðà? Âñÿêàÿ ëè ïîäñòðóêòóðà ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì?

59. ×òî òàêîå ýëåìåíòàðíàÿ ïîäñòðóêòóðà? Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ë¼âåíãåéìà�Ñêîëåìà î

ïîíèæåíèè ìîùíîñòè.

60. Ïðèâåäèòå ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ë¼âåíãåéìà�Ñêîëåìà î ïîíèæåíèè ìîùíîñòè.

61. Ïîêàæèòå, ÷òî |Formσ| = max {|Predσ| , |Funcσ| , |Constσ| ,ℵ0} = max {|σ| ,ℵ0} = |Sentσ|.

62. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ó Γ ⊆ Sentσ åñòü áåñêîí. ìîäåëü, òî äëÿ êàæäîãî êàðäèíàëà κ > |Sentσ|

ó Γ åñòü ìîäåëü ìîùíîñòè κ.

63. Êàêèå êëàññû ñòðóêòóð íàçûâàþòñÿ (êîíå÷íî) àêñèîìàòèçèðóåìûìè? Àêñèîìàòèçèðóåì

ëè êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ïîëåé, íàïðèìåð?

64. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðîñòåéøèé êðèòåðèé êîíå÷íîé àêñèîìàòèçèðóåìîñòè.

65. Áóäåò ëè àêñèîìàòèçèðóåì/êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåì êëàññ âñåõ äåëèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï?

[Ðàçóìååòñÿ, îòâåòû ñëåäóåò îáîñíîâàòü.]

66. Ïóñòü A � ìîäåëü Th (N). Ïîêàæèòå, ÷òî λn.
[
nA

]
âêëàäûâàåò N â A.3

67. Åñòü ëè ó Th (N) ñ÷¼òíûå íåñòàíäàðòíûå ìîäåëè? [Îòâåò ñëåäóåò îáîñíîâàòü.]

68. Ïóñòü A � ìîäåëü Th (N). Ïîêàæèòå, ÷òî â A âñÿêèé íåñòàíäàðòíûé ýëåìåíò (åñëè òàêîâîé

ñóùåñòâóåò) áîëüøå âñåõ ñòàíäàðòíûõ.

69. Ïóñòü A � ìîäåëü Th (N). ×åìó ðàâíîñèëüíî A ' N? [Îòâåò ñëåäóåò îáîñíîâàòü.]
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Îáíîâëåíî: 4 àïðåëÿ 2021 ã.

3Íàïîìèíàþ, ÷òî ÷åðåç N ìû îáîçíà÷àåì ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü àðèôìåòèêè.


