
Ôîðìàëüíûå ñëîâà

Óïðàæíåíèå 1

Ïóñòü {φ, ψ} ⊆ Form. Ïîêàæèòå, ÷òî íèêàêèå äâà ðàçëè÷íûõ âõîæäåíèÿ φ â ψ íå ïåðåñåêà-
þòñÿ, ò.å. îäíî èç íèõ çàêàí÷èâàåòñÿ ðàíüøå, ÷åì íà÷èíàåòñÿ äðóãîå.

Óïðàæíåíèå 2

Ïóñòü {φ, ψ, χ} ⊆ Form. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè âõîæäåíèå φ è âõîæäåíèå ψ â χ ïåðåñåêàþòñÿ,
òî îäíî èç íèõ íàõîäèòñÿ âíóòðè äðóãîãî.
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PCL: åñòåñòâåííàÿ äåäóêöèÿ I

Óïðàæíåíèå 1

Âûâåäèòå â èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ PCL:

I1. φ→ (ψ → φ);

I2. (φ→ (ψ → χ))→ ((φ→ ψ)→ (φ→ χ));

C1. φ ∧ ψ → φ;

C2. φ ∧ ψ → ψ;

C3. φ→ (ψ → φ ∧ ψ);

D1. φ→ φ ∨ ψ;

D2. ψ → φ ∨ ψ;

D3. (φ→ χ)→ ((ψ → χ)→ (φ ∨ ψ → χ));

N1. (φ→ ψ)→ ((φ→ ¬ψ)→ ¬φ);

N2. ¬φ→ (φ→ ψ); %`ex falso quodlibet'

N3. φ ∨ ¬φ. %`tetrium non datur' (íåóäà÷íîå íàçâàíèå)

Óïðàæíåíèå 2

Âûâåäèòå â èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ PCL:

IT. (φ→ ψ)→ ((ψ → χ)→ (φ→ χ)); %òðàíçèòèâíîñòü èìïëèêàöèè

PE. (φ→ (ψ → χ))→ (ψ → (φ→ χ)). %ïåðåñòàíîâêà ïîñûëîê

Óïðàæíåíèå 3

Âûâåäèòå â èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ PCL:

2N. φ→ ¬¬φ; %ââåäåíèå äâîéíîãî îòðèöàíèÿ

Co. (φ→ ψ)→ (¬ψ → ¬φ). %êîíòðàïîçèöèÿ
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Óïðàæíåíèå 4

Âûâåäèòå â èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ PCL:

2N. ¬¬φ→ φ; %ñíÿòèå äâîéíîãî îòðèöàíèÿ

Co. (¬ψ → ¬φ)→ (φ→ ψ); %îáðàòíàÿ êîíòðàïîçèöèÿ

NE. (¬φ→ ψ)→ ((¬φ→ ¬ψ)→ φ). %ñíÿòèå îòðèöàíèÿ, ¾îò ïðîòèâíîãî¿
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PCL: åñòåñòâåííàÿ äåäóêöèÿ II

Â õîäå âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèé èç äàííîãî ðàçäåëà ñòîèò îòìå÷àòü, ãäå ìîæíî îáîéòèñü
áåç ¬Elim; ñïðàâà (â ñêîáêàõ) óêàçàíî îðèåíòèðîâî÷íîå êîëè÷åñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ ÷åðò,
ò.å. ïðèìåíåíèé ïðàâèë åñòåñòâåííîé äåäóêöèè, íå ñ÷èòàÿ Ax.

Óïðàæíåíèå 1

Âûâåäèòå â èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ PCL:

a. (p ∨ q)→ (q ∨ p); %(4)

b. ((p ∨ q) ∨ r)→ (p ∨ (q ∨ r)). %(8)

Óïðàæíåíèå 2

Âûâåäèòå â èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ PCL:

a. (p ∧ (q ∨ r))→ ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r)); %(9)

b. ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r))→ (p ∧ (q ∨ r)); %(10)

c. (p ∨ (q ∧ r))→ ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r)); %(10)

d. ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r))→ (p ∨ (q ∧ r)). %(9)

Óïðàæíåíèå 3

Âûâåäèòå â èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ PCL:

a. ¬ (p ∨ q)→ (¬p ∧ ¬q); %(6)

b. (¬p ∧ ¬q)→ ¬ (p ∨ q); %(7)

c. ¬ (p ∧ q)→ (¬p ∨ ¬q); %(7)

d. (¬p ∨ ¬q)→ ¬ (p ∧ q). %(6)

Óïðàæíåíèå 4

Âûâåäèòå â èñ÷èñëåíèè åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ PCL:

a. (¬p ∨ q)→ (p→ q); %(4)

b. (p→ q)→ (¬p ∨ q); %(6)

c. ((p→ q)→ p)→ p. %(5)
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PCL: ãèëüáåðòîâñêîå èñ÷èñëåíèå

Óïðàæíåíèå 1

Âûâåäèòå IT è PE èç I1�I2 ñ ïîìîùüþ MP.

Óïðàæíåíèå 2

Âûâåäèòå 2N è Co èç I1�I2, N1 ñ ïîìîùüþ MP.

Îáðàòíûå ê 2N è Co èìïëèêàöèè âûâîäÿòñÿ íå ñòîëü ïðîñòî è â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå
¾íåêîíñòðóêòèâíû¿.

Óïðàæíåíèå 3

Âûâåäèòå 2N è Co èç I1�I2, D3, N2�N3 ñ ïîìîùüþ MP.

Äàëåå, NE ðàâíîñèëüíà ñóììå N1 è 2N ïî ìîäóëþ I1�I2:

Óïðàæíåíèå 4

Âûâåäèòå ñ ïîìîùüþ MP:

i. NE èç I1�I2, N1, 2N;

ii. N1, 2N èç I1�I2, NE.

Èç NE ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü N2�N3:

Óïðàæíåíèå 5

Âûâåäèòå ñ ïîìîùüþ MP:

i. N2 èç I1�I2, NE;

ii. N3 èç I1�I2, D1�D2, NE.

Ñòàëî áûòü, N1�N3 ðàâíîñèëüíû NE ïî ìîäóëþ ¾ïîçèòèâíûõ àêñèîì¿. Äîâîëüíî ëþáî-
ïûòíî, ÷òî àêñèîìû îòðèöàíèÿ òàêæå ðàâíîñèëüíû Co:

Óïðàæíåíèå 6

Âûâåäèòå NE � èëè N1, 2N � èç I1�I2, Co ñ ïîìîùüþ MP.

Çàìå÷àíèå. Ïîäâîäÿ èòîã, âìåñòî N1�N3 ìû ìîãëè áû âçÿòü:

a. NE;

b. N1, 2N;

c. Co.
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Ïåðâûå äâà âàðèàíòà èñïîëüçóþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ÷àñòî, à òðåòèé � ðåäêî.

Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî åñëè â ðàññìàòðèâàåìîì ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè ñðåäè
ñõåì àêñèîì åñòü I1�I2, à åäèíñòâåííûì ïðàâèëîì ÿâëÿåòñÿ MP, òî äëÿ ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ
âåðíà òåîðåìà äåäóêöèè, è â óïðàæíåíèÿõ 1�6 ýòèì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ.

Óïðàæíåíèå 7

Áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû äåäóêöèè óñòàíîâèòå, ÷òî:

i. {φ→ ψ,ψ → χ} ` φ→ χ; %òóò íóæíû ëèøü I1-I2

ii. ` φ→ ¬¬φ. %òóò íóæíû ëèøü I1-I2, N1
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QCL: Êîíãðóýíöèè

Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ σ-ñòðóêòóðà A. Ìû áóäåì íàçûâàòü R ⊆ A× A îòíîøåíèåì êîíã-

ðóýíöèè (èëè ïðîñòî êîíãðóýíöèåé) íà A, åñëè R îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i. R ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íà A;

ii. äëÿ êàæäîãî m-ìåñòíîãî f ∈ Funcσ è ëþáûõ {a1, b1, . . . , am, bm} ⊆ A,

a1Rb1, . . . , amRbm =⇒ fA (a1, . . . , am)RfA (b1, . . . , bm);

iii. äëÿ êàæäîãî n-ìåñòíîãî P ∈ Predσ \ {=} è ëþáûõ {a1, b1, . . . , an, bn} ⊆ A,

a1Rb1, . . . , anRbn, PA (a1, . . . , an) =⇒ PA (b1, . . . , bn).

Ãëàâíûì îáðàçîì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ¾àëãåáðû¿, ò.å. íîðìàëüíûå ñòðóêòóðû, â ÷üèõ
ñèãíàòóðàõ åäèíñòâåííûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì ÿâëÿåòñÿ =; ïîýòîìó (iii) ìîæíî áóäåò
îïóñòèòü.

Óïðàæíåíèå 1

Â êà÷åñòâå ñèãíàòóðû (íå îáÿçàòåëüíî àáåëåâûõ) ãðóïï âîçüì¼ì

σ := 〈=2; · 2, inv1; 1〉.

Ïóñòü G � ãðóïïà â ýòîé ñèãíàòóðå. Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïîäãðóïïû G ñ
èõ íîñèòåëÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî R ⊆ G2 ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. R ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà G;

ii. ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H ⊆ G òàêàÿ, ÷òî

R =
{

(a, b) ∈ G2 | a ·H = b ·H
}
,

ãäå a ·H îáîçíà÷àåò {a · h | h ∈ H}. %àíàëîãè÷íî äëÿ H · a

Óïðàæíåíèå 2

Â êà÷åñòâå ñèãíàòóðû êîëåö (êîììóòàòèâíûõ è ñ åäèíèöåé) âîçüì¼ì

σ := 〈=2; +2, · 2,−1; 0, 1〉.

Ïóñòü A � êîëüöî â ýòîé ñèãíàòóðå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî R ⊆ A2 ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

i. R ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà A;

ii. ñóùåñòâóåò (êîëüöåâîé) èäåàë I ⊆ A òàêîé, ÷òî

R =
{

(a, b) ∈ A2 | a+ I = b+ I
}
,

ãäå a+ I îáîçíà÷àåò {a+ b | b ∈ I}.
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QCL: Àâòîìîðôèçìû è ñïåêòðû

Óïðàæíåíèå 1

Ïîñ÷èòàéòå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ 〈Q;<〉.

Óïðàæíåíèå 2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D íåñòðîãèé ÷.ó.ì. ñ íîñèòåëåì N \ {0}, â êîòîðîì ïðåäèêàòíûé ñèìâîë 6
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòíîøåíèå äåëèìîñòè. Ïîêàæèòå, ÷òî:

� âñÿêèé àâòîìîðôèçì D ïåðåâîäèò ýëåìåíòû P â ýëåìåíòû P;

� êàæäóþ áèåêöèþ èç P íà P ìîæíî åä. îáðàçîì ðàñøèðèòü äî àâòîìîðôèçìà D.

Òàêèì îáðàçîì, Aut (D) ôàêòè÷åñêè ñîñòîèò èç ïåðåñòàíîâîê P.

Óïðàæíåíèå 3: â ðàçìûòîé ôîðìóëèðîâêå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ñòðóêòóðó â ñèãíàòóðå 〈⊥2〉 ñ íîcèòåëåì N \ {0}, â êîòîðîé ⊥ èíòåðïðå-
òèðóåòñÿ êàê îòíîøåíèå âçàèìíîé ïðîñòîòû. Îïèøèòå Aut (C).

Ïóñòü = ñîäåðæèòñÿ â Predσ, è Φ ∈ Sentσ. Îáîçíà÷èì

Fin-Spec (Φ) :=

{
n ∈ N | ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ σ-ñòðóêòóðà

A òàêàÿ, ÷òî A  Φ è |A| = n

}
.

Ãîâîðÿò, ÷òî S ⊆ N ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ñïåêòðîì, åñëè S = Fin-Spec (Φ) äëÿ ïîäõîäÿùèõ
ñèãíàòóðû σ è σ-ïðåäëîæåíèÿ Φ. Ñ êîíå÷íûìè ñïåêòðàìè ñâÿçàí ðÿä âàæíûõ ïðîáëåì â
òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå è íå òîëüêî.

Óïðàæíåíèå 4

Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ñïåêòðàìè:

a. {3 · k | k ∈ N è k 6= 0};

b. {n ∈ N | n ≡ 1 (mod 3)};

c.
{
k2 | k ∈ N è k 6= 0

}
;

d. P; %ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë

e.
{
pk | p ∈ P è k ∈ N

}
. %ìíîæåñòâî âñåõ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë

(Âñ�å ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ îäíîãî îáùåãî ìåòîäà.)

Óïðàæíåíèå 5

Ïóñòü S1 è S2 � êîíå÷íûå ñïåêòðû. Òîãäà S1 ∩ S2 è S1 ∪ S2 � òàêæå êîíå÷íûå ñïåêòðû.
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Îäíî ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå, íå ñâÿçàííîå ñ ñïåêòðàìè èëè àâòîìîðôèçìàìè:

Óïðàæíåíèå 6

Ïóñòü Funcσ = Constσ = ∅, è arityσ (P ) = 1 äëÿ âñåõ P ∈ Predσ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî σ-ïðåä-
ëîæåíèÿ Φ ïîëîæèì

ρ (Φ) := ÷èñëî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ â Φ.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî Φ ∈ Sentσ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. ñóùåñòâóåò σ-ñòðóêòóðà A òàêàÿ, ÷òî A  Φ;

ii. ñóùåñòâóåò σ-ñòðóêòóðà A òàêàÿ, ÷òî A  Φ è |A| 6 2ρ(n).
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QCL: Îïðåäåëèìîñòü â ñòðóêòóðàõ

Óïðàæíåíèå 1

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó 〈N; |〉, ãäå | èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê (äâóõìåñòíîå) îòíîøåíèå äåëèìî-
ñòè. Ïîêàæèòå, ÷òî íåé îïðåäåëèìû:

a. 0 è 1;

b. îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà N;

c. P è P̂ [ìíîæåñòâî âñåõ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë];

d. îòíîøåíèå âçàèìíîé ïðîñòîòû íà N; %äâóõìåñòíîå

e. ôóíêöèÿ ¾íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå¿ íà N. %äâóõìåñòíàÿ

Óïðàæíåíèå 2

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó 〈N;⊥〉, ãäå ⊥ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê (äâóõìåñòíîå) îòíîøåíèå âçàèì-
íîé ïðîñòîòû. Ïîêàæèòå, ÷òî P̂ îïðåäåëèìî â ýòîé ñòðóêòóðå.

Óïðàæíåíèå 3

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó 〈N; ‖〉, â êîòîðîé ‖ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå

{(x, y) ∈ N× N | x äåëèò y èëè y äåëèò x}.

Ïîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà N îïðåäåëèìî â ýòîé ñòðóêòóðå.

Óïðàæíåíèå 4

Ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ ñòðóêòóðó 〈N; =, Sq; +〉, â êîòîðîé + èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ôóíê-
öèÿ ñëîæåíèÿ íà N, à Sq � êàê îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò ¾áûòü êâàäðàòîì¿, ò.å. êàê{

n2 | n ∈ N
}
.

Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ óìíîæåíèÿ íà N îïðåäåëèìà â ýòîé ñòðóêòóðå.

Ñì. ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå.
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Óïðàæíåíèå 5

Ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ ñòðóêòóðó 〈R×R; =,C〉, ãäå C èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê òð�åõìåñòíûé
ïðåäèêàò {

(a, b, c) ∈ (R× R)3 | äëèíû îòðåçêîâ ac è bc ðàâíû
}
.

Ïîêàæèòå, ÷òî â íåé îïðåäåëèìû:

a. R1 :=
{

(a, b, c) ∈ (R× R)3 | a, b è c ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
}
;

b. R2 :=
{

(a, b, c, d) ∈ (R× R)4 | a 6= b, c 6= d, è ïðÿìûå ab è cd ïàðàëëåëüíû
}
;

c. R3 :=
{

(a, b, c, d) ∈ (R× R)4 | äëèíû îòðåçêîâ ab è cd ðàâíû
}
.

(Ïóíêòû äàíû â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå.)
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QCL: ãèëüáåðòîâñêîå èñ÷èñëåíèå

Äåäóêòèâíî ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû ìîæíî çàìåíÿòü äðóã íà äðóãà â ëþáîì êîíòåêñòå:

Óïðàæíåíèå 1

Ïóñòü ` Φ↔ Ψ. Òîãäà ` Θ↔ Θ [Φ/Ψ] äëÿ âñåõ Θ ∈ Formσ.

Ïðè íàäîáíîñòè ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå ìîæíî ïåðåèìåíîâûâàòü:

Óïðàæíåíèå 2

Âûâåäèòå â êâàíòîðíîì èñ÷èñëåíèè:

∃xΦ↔ ∃yΦ (x/y), ãäå y � ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â Φ. %íà ëåêöèè áûëî äëÿ ∀

(Çäåñü ðå÷ü èä�åò î ñõåìå ôîðìóë, ïðè÷�åì Φ ìîæåò èìåòü ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå
îò x, à ïîòîìó ∃xΦ íå îáÿçàíà áûòü ïðåäëîæåíèåì.)

Äàëåå, ìîæíî ïîëó÷èòü ¾êâàíòîðíûå àíàëîãè çàêîíîâ äå Ìîðãàíà¿:

Óïðàæíåíèå 3

Âûâåäèòå â êâàíòîðíîì èñ÷èñëåíèè:

i. ¬∃xΦ↔ ∀x¬Φ;

ii. ¬∀xΦ↔ ∃x¬Φ. %îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ áûëà íà ëåêöèè

Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â îïðåäåë�åííîì ñìûñëå ∀ âåä�åò ñåáÿ äèñòðèáóòèâíî îòíî-
ñèòåëüíî ∧, à ∃ � îòíîñèòåëüíî ∨; âïðî÷åì ïî ïðèðîäå ýòî ñêîðåå àññîöèàòèâíîñòü.

Óïðàæíåíèå 4

Âûâåäèòå â êâàíòîðíîì èñ÷èñëåíèè:

i. (∀xΦ ∧ ∀xΨ)↔ ∀x (Φ ∧Ψ);

ii. (∃xΦ ∨ ∃xΨ)↔ ∃x (Φ ∨Ψ).

Ñì. ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå.
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Âìåñòå ñ òåì íà ïðàêòèêå áîëåå ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ òðþê ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì âû-
íåñåíèåì êâàíòîðîâ:

Óïðàæíåíèå 5

Âûâåäèòå â ïåðâîïîðÿäêîâîì èñ÷èñëåíèè:

i. (∀xΦ ∧Ψ)↔ ∀x (Φ ∧Ψ), ãäå x 6∈ FV (Ψ);

ii. (∃xΦ ∧Ψ)↔ ∃x (Φ ∧Ψ), ãäå x 6∈ FV (Ψ);

iii. (∀xΦ ∨Ψ)↔ ∀x (Φ ∨Ψ), ãäå x 6∈ FV (Ψ);

iv. (∃xΦ ∨Ψ)↔ ∃x (Φ ∨Ψ), ãäå x 6∈ FV (Ψ).

Çàìå÷àíèå. Â êà÷åñòâå îòäåëüíîãî ïðîñòîãî óïðàæíåíèÿ ìîæíî áûëî áû ïîêàçàòü, ÷òî

` Ψ↔ ∀Ψ è ` Ψ↔ ∃Ψ

ãäå x 6∈ FV (Φ). Çíàÿ ýòî, (i) è (iv) â óïðàæíåíèè 5 ñëåäóþò èç óïðàæíåíèÿ 4.

Óïðàæíåíèÿ 1�3 è 5 ëåæàò â îñíîâå ñèíòàêñè÷åñêîãî âàðèàíòà àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ
êâàíòîðíûõ ôîðìóë ê ïðåíåêñíûì íîðìàëüíûì ôîðìàì.

Óïðàæíåíèå 6

Äëÿ âñÿêîé σ-ôîðìóëû Φ íàéäåòñÿ ï.í.ô. Φ′ òàêàÿ, ÷òî ` Φ↔ Φ′.

Ïî ïîâîäó íåîáðàòèìûõ â îáùåì ñëó÷àå èìïëèêàöèé:

Óïðàæíåíèå 7: äîïîëíèòåëüíîå

Âûâåäèòå â êâàíòîðíîì èñ÷èñëåíèè:

i. ∃x ∀yΦ→ ∀y ∃xΦ;

ii. ∃x (Φ ∧Ψ)→ ∃xΦ ∧ ∃xΨ;

iii. ∀xΦ ∨ ∀xΨ→ ∀x (Φ ∨Ψ).

Ïîêàæèòå, ÷òî íèêàêàÿ èç îáðàòíûõ èìïëèêàöèé íå âûâîäèìà â êâàíòîðíîì èñ÷èñëåíèè.
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QCL: Àêñèîìàòèçèðóåìîñòü %äîïîëíèòåëüíî

Óïðàæíåíèå 1

Íàïîìèíàþ, ÷òî ïîä ñèãíàòóðîé àáåëåâûõ ãðóïï ïîíèìàåòñÿ

σ := 〈=2; +2,−1; 0〉;

Kcyc îáîçíà÷àåò êëàññ âñåõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Ïîêàæèòå, ÷òî ó Th (Kcyc) åñòü ñ÷�åòíàÿ ìî-
äåëü, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ¾Kcyc íå àêñèîìàòèçèðóåì äàæå â ìîùíîñòè íå áîëåå ℵ0¿.

Óïðàæíåíèå 2

Ïóñòü σ � ñèãíàòóðà êîëåö/ïîëåé. Äëÿ êàæäîãî p ∈ P ∪ {0} ïîëîæèì

Kp := êëàññ âñåõ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè p.

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî Φ ∈ Sentσ ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå NΦ ∈ N òàêîå, ÷òî èç
Φ ∈ Th (K0) ñëåäóåò Φ ∈ Th (Kp) äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p > NΦ.

1

Ñòàëî áûòü, K0 àêñèîìàòèçèðóåì, íî íå êîíå÷íî àêñèîìàòèçèóåì.

Óïðàæíåíèå 3

Ïóñòü σ � ñèãíàòóðà òåîðèè êîëåö. Òóò ïîä êîëüöàìè ìû âñþäó ïîíèìàåì êîììóòàòèâíûå
êîëüöà ñ åäèíèöåé. Âîçüì¼ì

σ′ := σ ∪ {I},

ãäå I � íîâûé îäíîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë. Äëÿ âñÿêîé σ-ñòðóêòóðû A è êàæäîãî B
⊆ A îáîçíà÷èì σ′-îáîãàùåíèå A, â êîòîðîì I èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê B, ÷åðåç 〈A, B〉.

i. Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ âñåõ êîëåö êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåì.

ii. Ïîñòðîéòå σ′-ïðåäëîæåíèå Φ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîëüöà A è B ⊆ A,

〈A, B〉  Φ ⇐⇒ B � èäåàë A.

iii. Ïîñòðîéòå σ′-ïðåäëîæåíèå Φ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîëüöà A è B ⊆ A,

〈A, B〉  Φ ⇐⇒ B � ìàêñèìàëüíûé èäåàë A.

Íàïîìèíàþ, ïîä êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ ïîíèìàþò òàêîå êîëüöî, êàæäûé èäåàë êî-
òîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

1Èíûìè ñëîâàìè, ëþáîå ïðåäëîæåíèå Φ, èñòèííîå âî âñåõ ïîëÿõ õàðàêòåðèñòèêè 0, èñòèííî òàêæå âî

âñåõ ïîëÿõ õàðàêòåðèñòèêè p > NΦ.
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Óïðàæíåíèå 4

Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ âñåõ êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ íå àêñèîìàòèçèðóåì.
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