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×òî ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíûì�1

Òåîðåìà (î êîìïàêòíîñòè �, a.k.a. ëîêàëüíàÿ ò. Ã�åäåëÿ�Ìàëüöåâà)

Äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ,

Γ � Φ ⇐⇒ ∆ � Φ äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ∆ ⊆ Γ.

Â ÷àñòíîñòè, Γ 2 ⊥, å.ò.e. ∆ 2 ⊥ äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ∆ ⊆ Γ, à çíà÷èò,
Γ âûïîëíèìî, å.ò.å. âñÿêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Γ âûïîëíèìî.

Çàìå÷àíèå

Ïóñòü Γ ⊆ Sentσ. Ãîâîðÿò, ÷òî Γ ëîêàëüíî âûïîëíèìî, åñëè âñÿêîå êî-
íå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Γ âûïîëíèìî. Ñòàëî áûòü,

Γ âûïîëíèìî ⇐⇒ Γ ëîêàëüíî âûïîëíèìî;

îòñþäà ¾ëîêàëüíàÿ¿ â àëüòåðíàòèâíîì íàçâàíèè. Ê ñëîâó, ëîêàëüíàÿ
âûïîëíèìîñòü âëå÷�åò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ïî ò. î êîððåêòíîñòè.
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×òî ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíûì�2

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè äëÿ � ìîæíî ïîëó÷èòü íåìàëî
èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàïðèìåð:

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü ó Γ ⊆ Sentσ åñòü ìîäåëè ñêîëü óãîäíî áîëüøîé êîíå÷íîé ìîù-
íîñòè. Òîãäà ó Γ åñòü áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü.

Äðóãîé ïîëåçíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæíî ëèáî èçâëå÷ü èç äîê-âà
òåîðåìû î ñèëüíîé ïîëíîòå `, ëèáî óñòàíîâèòü íåçàâèñèìî:

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ âñÿêîãî Γ ⊆ Sentσ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. ó Γ åñòü áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü;

ii. äëÿ êàæäîãî êàðäèíàëà κ > |Sentσ| ó Γ åñòü ìîäåëü ìîùíîñòè κ.
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Àêñèîìàòèçèðóåìîñòü

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà K σ-ñòðóêòóð ïîëîæèì

Th (K) := {Φ ∈ Sentσ | A  Φ äëÿ âñåõ A ∈ K}.

Âìåñòî Th ({A}) ÷àñòî ïèøóò Th (A). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñÿêîãî
Γ ⊆ Sentσ îïðåäåëèì

Mod (Γ) := {A | A  Φ äëÿ âñåõ Φ ∈ Γ}.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, Mod (Γ) � ðîâíî êàê è K � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ
(íå ìíîæåñòâî). Îäíàêî ìû áóäåì äåìîíñòðàòèâíî èãíîðèðîâàòü ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî òðàêòîâàòü ¾ïðèíàäëåæíîñòü
êëàññó¿ êàê êîíêðåòíîå óñëîâèå íà σ-ñòðóêòóðû. Òàê,

A ∈ Mod (Γ) :⇐⇒ A  Γ.

Âìåñòî Mod ({Φ}) îáû÷íî ïèøóò Mod (Φ).
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Çàìå÷àíèå

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Th àíòèìîíîòîííî:

K1 ⊆ K2 =⇒ Th (K1) ⊇ Th (K2).

Àíàëîãè÷íî äëÿ Mod:

Γ1 ⊆ Γ2 =⇒ Mod (Γ1) ⊇ Mod (Γ2).

Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî

K ⊆ Mod (Th (K)) è Γ ⊆ Th (Mod (Γ)).
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Ãîâîðÿò, ÷òî K àêñèîìàòèçèðóåì, åñëè K = Mod (Γ) äëÿ íåêîòîðîãî
Γ ⊆ Sentσ. Íà÷í�åì c ¾íàèáîëüøåé àêñèîìàòèçàöèè¿:

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîãî êëàññà K σ-ñòðóêòóð,

K àêñèîìàòèçèðóåì ⇐⇒ K = Mod (Th (K)).

Äîêàçàòåëüñòâî.

⇐= Î÷åâèäíî.

=⇒ Ïóñòü K = Mod (Γ) äëÿ íåê. Γ ⊆ Sentσ. ßñíî, ÷òî Γ ⊆ Th (K), à
ïîòîìó

K ⊆ Mod (Th (K)) ⊆ Mod (Γ) = K.

Â èòîãå K = Mod (Th (K)).
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Îäíàêî îáû÷íî èùóòñÿ ïî âîçìîæíîñòè ïðîñòûå è îáîçðèìûå àêñèî-
ìàòèçàöèè. Òàê, K íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìûì, åñëè K

= Mod (Γ) äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî Γ ⊆ Sentσ, ÷òî, ðàçóìååòñÿ, ðàâ-
íîñèëüíî K = Mod (Φ) äëÿ íåêîòîðîãî Φ ∈ Sentσ.

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîãî êëàññà K σ-ñòðóêòóð,

K êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåì ⇐⇒ K è K àêñèîìàòèçèðóåìû,

ãäå K îáîçíà÷àåò êëàññ âñåõ σ-ñòðóêòóð, íå ëåæàùèõ â K.

Äîêàçàòåëüñòâî.

=⇒ Ïóñòü K = Mod (Φ) äëÿ íåê. Φ ∈ Sentσ. Òîãäà K = Mod (¬Φ).
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

⇐= Ïóñòü K = Mod (Γ) è K = Mod (Γ′) äëÿ íåêîòîðûõ Γ ⊆ Sentσ è
Γ′ ⊆ Sentσ. ßñíî, ÷òî

Mod (Γ ∪ Γ′) = Mod (Γ) ∩Mod (Γ′) = ∅.

Çíà÷èò, íàéäóòñÿ êîí. ∆ ⊆ Γ è ∆′ ⊆ Γ′ òàêèå, ÷òî Mod (∆ ∪∆′) = ∅,
ò.å. Mod (∆) ∩Mod (∆′) = ∅. Òîãäà

Mod (Γ) ⊆ Mod (∆) ⊆ Mod (∆′) ⊆ Mod (Γ′) = Mod (Γ).

Â èòîãå Mod (∆) = Mod (Γ).
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Ïðèìåðû èç òåîðèè ãðóïï

Â ýòîì ðàçäåëå ïîä ñèãíàòóðîé òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï ïîíèìàåòñÿ

σ := 〈=2; +2,−1; 0〉.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ êîíúþíêöèþ ñëåäóþùèõ σ-ïðåäëîæåíèé:

I ∀x ∀y ∀z ((x + y) + z = x + (y + z));

I ∀x ∀y (x + y = y + x);

I ∀x (x + 0 = x);

I ∀x (x + (−x) = 0).

Àáåëåâû ãðóïïû (êàê σ-ñòðóêòóðû) ñóòü â òî÷íîñòè ìîäåëè {Θ}, ò.å.
êëàññ âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï ðàâåí Mod (Θ); îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò
àáåëåâû ãðóïïû ëþáîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè.
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Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé:

K<ω := êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï;

Kκ := êëàññ âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï ìîùíîñòè κ;

K>ω := êëàññ âñåõ áåñêîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï

(çäåñü κ � ïðîèçâîëüíûé êàðäèíàë).

Ïðåäëîæåíèå

K<ω íå àêñèîìàòèçèðóåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü K<ω = Mod (Γ) äëÿ íåê. Γ ⊆ Sentσ. Î÷åâèäíî, ó Γ åñòü ìîäåëè
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé êîíå÷íîé ìîùíîñòè; ïîýòîìó ó Γ åñòü è áåñêî-
íå÷íàÿ ìîäåëü � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ïî ïîâîäó àêñèîìàòèçèðóåìîñòè



Ïðåäëîæåíèå

a. Kn êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåì äëÿ êàæäîãî n ∈ N.

b. Kκ íå àêñèîìàòèçèðóåì íè äëÿ êàêîãî áåñê. êàðäèíàëà κ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

a ßñíî, ÷òî

K0 = Mod (⊥) è K1 = Mod (¬∃x1 ∃x2 x1 6= x2).

Êðîìå òîãî, äëÿ âñÿêîãî n ∈ N \ {0, 1} ìû èìååì

Kn = Mod (Θ ∧ Φn ∧ ¬Φn+1),

ãäå Φn îáîçíà÷àåò ¾ñóùåñòâóåò (xîòÿ áû) n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ¿.

b Ïóñòü κ � áåñêîí. êàðäèíàë, Kκ = Mod (Γ) äëÿ íåê. Γ ⊆ Sentσ.
Î÷åâèäíî, ó Γ åñòü áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü; ïîýòîìó ó Γ åñòü è ìîäåëè
ëþáîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè � ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïðåäëîæåíèå

K>ω àêñèîìàòèçèðóåì, íî íå êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì
Γ := {Θ} ∪ {Φn | n ∈ N \ {0, 1}}.

Î÷åâèäíî, K>ω = Mod (Γ). Âìåñòå ñ òåì K>ω íå êîíå÷íî àêñèîìàòè-
çèðóåì, ïîñêîëüêó èíà÷å K<ω áûë áû àêñèîìàòèçèðóåì.

Ýòè ïðèìåðû ïîêà ñëàáî ñâÿçàíû ñ ãðóïïàìè. Ñêîðåå îíè óêàçûâàþò
íà îáùèå ïðîáëåìû ñ àêñèîìàòèçàöèåé òàêèõ ïîíÿòèé êàê

¾áûòü êîíå÷íûì¿ èëè ¾èìåòü äàííóþ ìîùíîñòü¿.
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Äàâàéòå äîáàâèì ñïåöèôèêè â íàøè ðàññìîòðåíèÿ:

Kcyc := êëàññ âñåõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï;

Ktor := êëàññ âñåõ (àáåëåâûõ) ãðóïï êðó÷åíèÿ;

Ktor := êëàññ âñåõ (àáåëåâûõ) ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ;

Kdiv := êëàññ âñåõ äåëèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Äëÿ óäîáñòâà äëÿ ëþáûõ n ∈ N+ è t ∈ Termσ îáîçíà÷èì

nt := t + . . . + t︸ ︷︷ ︸
n øòóê t

.

Íàïîìíèì, ÷òî (àáåëåâó) ãðóïïó A íàçûâàþò öèêëè÷åñêîé, åñëè íàé-
ä�åòñÿ a◦ ∈ A òàêîå, ÷òî

A = {0} ∪ {na◦ | n ∈ N+} ∪ {−na◦ | n ∈ N+}.

(çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè ïîä +, − è 0 ìû ïîäðàçóìåâàåì +A, −A è 0A).
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Ïðåäëîæåíèå

Kcyc íå àêñèîìàòèçèðóåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà êîíå÷íà èëè ñ÷�åòíà. Ïóñòü
Kcyc = Mod (Γ) äëÿ íåê. Γ ⊆ Sentσ. Ðàçóìååòñÿ, ó Γ åñòü áåñêîíå÷íàÿ
ìîäåëü, a ïîòîìó ó Γ åñòü è ìîäåëè ëþáîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè �
ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûøåóïîìÿíóòîìó îãðàíè÷åíèþ íà ìîùíîñòü.

Çàìå÷àíèå (â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ)

Íà ñàìîì äåëå, ó Th (Kcyc) åñòü ñ÷�åòíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé. Ýòî áîëåå èíòåðåñíûé è òîíêèé ôàêò.
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Íàïîìíèì, ÷òî àáåëåâó ãðóïïó A íàçûâàþò ãðóïïîé êðó÷åíèÿ, åñëè
êàæäûé ýëåìåíò A èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê, ò.å. äëÿ âñÿêîãî a ∈ A
íàéä�åòñÿ n ∈ N+ òàêîå, ÷òî na = 0.

Ïðåäëîæåíèå

Ktor íå àêñèîìàòèçèðóåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Ktor = Mod (Th (Ktor)). ßñíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ
äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìîäåëü Th (Ktor), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
êðó÷åíèÿ. Âîçüì�åì

σ′ := σ ∪ {c},

ãäå c � íîâûé êîíñòàíòíûé ñèìâîë. Ðàññìîòðèì σ′-òåîðèþ . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Γ′ := Th (Ktor) ∪ {¬nc = 0 | n ∈ N+}.

Ïîêàæåì, ÷òî Γ′ ëîêàëüíî âûïîëíèìà. Ïóñòü ∆ � ïðîèçâîëüíîå êîí.
ïîäìíîæåñòâî Γ′. Ïîëîæèì

N := max {n ∈ N+ | ¬nc = 0 ∈ ∆}.

Çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü ïðîñòîå ÷èñëî p > N. Â êà÷åñòâå ìîäåëè
∆ ìû ìîæåì âçÿòü σ′-îáîãàùåíèå Zp, â êîòîðîì c èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê 1. Äàëåå, ïîñêîëüêó Γ′ ëîêàëüíî âûïîëíèìà, ó Γ′ åñòü ìîäåëü A.
Òîãäà σ-îáåäíåíèå A áóäåò ìîäåëüþ Th (Ktor), ïðè÷�åì îíî íå ìîæåò
áûòü ãðóïïîé êðó÷åíèÿ, âåäü cA èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.
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Çàìå÷àíèå

Èç äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî èçâëå÷ü áîëüøå:

Ïóñòü A � ãðóïïà êðó÷åíèÿ, ïðè÷�åì A ñîäåðæèò ýëåìåíòû
ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò
(àáåëåâà ãðóïïà) B, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé êðó÷åíèÿ,
íî èìååò òó æå òåîðèþ, ÷òî è A, ò.å. Th (A) = Th (B).

(Íóæíî ïðîñòî çàìåíèòü Ktor íà A íà ïðåä. ñëàéäå.) Íàïðèìåð, ðîëü
A ìîæåò èãðàòü ïðÿìàÿ ñóììà Zp ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì p.
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Íàïîìíèì, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ,
åñëè êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò A èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê, ò.å.
äëÿ ëþáûõ n ∈ N+ è a ∈ A, åñëè a 6= 0, òî na 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå

Ktor àêñèîìàòèçèðóåì, íî íå êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N+ ïîëîæèì

Ψn := ∀x (x 6= 0→ nx 6= 0),

è ðàññìîòðèì
Γ := {Θ} ∪ {Ψn | n ∈ N+}.

Ðàçóìååòñÿ, Ktor = Mod (Γ). Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî Ktor íå êîíå÷íî
àêñèîìàòèçèðóåì. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïóñòü Ktor = Mod (Φ) äëÿ íåêîòîðîãî Φ ∈ Sentσ. Òîãäà

Mod (Γ) = Mod (Φ),

à ïîòîìó Γ � Φ. Çíà÷èò, ∆ � Φ äëÿ íåêîòîðîãî êîí. ∆ ⊆ Γ. Ïîëîæèì

N := max {n ∈ N+ | Ψn ∈ ∆}.

Çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü ïðîñòîå p > N. ßñíî, ÷òî Zp  ∆, îòêóäà
Zp  Φ, ò.å. Zp ∈ Ktor, íî ïðè ýòîì p1 = 0 � ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðåäëîæåíèå Φ èñòèííî âî âñåõ ãðóïïàõ áåç êðó÷å-
íèÿ (ò.å. Φ ∈ Th (Ktor)), òî Φ îêàæåòñÿ èñòèííî â íåêîòîðîé àáåëåâîé
ãðóïïå, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ.
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Íàïîìíèì, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ äåëèìîé, åñëè äëÿ âñåõ
n ∈ N+ è a ∈ A ñóùåñòâóåò a′ ∈ A òàêîé, ÷òî na′ = a.

Ïðåäëîæåíèå

Kdiv àêñèîìàòèçèðóåì, íî íå êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îñòà�åòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì).

Çàìå÷àíèå

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðåäëîæåíèå Φ èñòèííî âî âñåõ äåëèìûõ àáåëåâûõ
ãðóïïàõ (ò.å. Φ ∈ Th (Kdiv)), òî Φ îêàæåòñÿ èñòèííî è â íåê. àáåëåâîé
ãðóïïå, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ äåëèìîé.
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Î íåñòàíäàðòíûõ ìîäåëÿõ àðèôìåòèêè

Ïóñòü σ � ýòî ñèãíàòóðà àðèôìåòèêè.

Ïîä íóìåðàëàìè ïîíèìàþòñÿ çàìêíóòíûå σ-òåðìû

0 := 0, 1 := s (0), 2 := s (s (0)), . . .

Î÷åâèäíî, nN = n äëÿ êàæäîãî n ∈ N. Ñòàëî áûòü, ìû èìååì:

Óïðàæíåíèå

Ïóñòü A � ìîäåëü Th (N). Òîãäà λn.
[
nA
]
âêëàäûâàåò N â A.

ßñíî, ÷òî âñå ìîäåëè Th (N) áåñêîíå÷íû. Ìîäåëü Th (N) íàçûâàåòcÿ
íåñòàíäàðòíîé, åñëè îíà íå èçîìîðôíà N.
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Ïðåäëîæåíèå

Ó Th (N) åñòü ñ÷�åòíûå íåñòàíäàðòíûå ìîäåëè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ óäîáñòâà ââåä�åì ñîêðàùåíèå

x < y := ∃z (z 6= 0 ∧ x + z = y).

Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íàëè÷èå â ìîäåëè áåñêîíå÷íî
áîëüøîãî ïî îòíîøåíèþ ê îáû÷íûì ÷èñëàì ýëåìåíòà. Âîçüì�åì

σ′ := σ ∪ {c},

ãäå c � íîâûé êîíñòàíòûé ñèìâîë. Ðàññìîòðèì σ′-òåîðèþ

Γ := Th (N) ∪ {n < c | n ∈ N}.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïîêàæåì, ÷òî Γ ëîêàëüíî âûïîëíèìà. Ïóñòü ∆ � ïðîèçâîëüíîå êîí.
ïîäìíîæåñòâî Γ. Ïîëîæèì

N := max {n ∈ N | n < c ∈ ∆}+ 1.

Â êà÷åñòâå ìîäåëè ∆ ïîäõîäèò σ′-îáîãàùåíèå N, â êîòîðîì c èíòåð-
ïðåòèðóåòñÿ êàê N. Èòàê, ïîñêîëüêó Γ ëîêàëüíî âûïîëíèìà, ó Γ åñòü
ìîäåëü A; ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |A| 6 ℵ0, à ïîòîìó |A| = ℵ0.
Òîãäà σ-îáåäíåíèå A áóäåò ìîäåëüþ Th (N).
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Ïóñòü A � ìîäåëü Th (N). Îáîçíà÷èì

StA :=
{
nA | n ∈ N

}
è St

A
:= A \ StA.

Ýëåìåíòû StA íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè, à St
A
� íåñòàíäàðòíûìè.

Êàê ìû çíàåì, StA ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì èçîìîðôíîé êîïèè N.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A � ìîäåëü Th (N). Òîãäà

a < a′ äëÿ ëþáûõ a ∈ StA è a′ ∈ St
A

ò.å. âñÿêèé íåñòàíäàðòíûé ýëåìåíò áîëüøå âñåõ ñòàíäàðòíûõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ óäîáñòâà ââåä�åì ñîêðàùåíèå

x 6 y := x < y ∨ x = y .

Çàìåòèì, ÷òî â A èñòèííî

Φ := ∀x ∀y (x < y ↔ y 66 x).

Êðîìå òîãî, â A äëÿ êàæäîãî n ∈ N èñòèííî

Θn := ∀x (x 6 n↔ (x = 0 ∨ . . . ∨ x = n)).

Òåïåðü ïóñòü a ∈ StA è a′ ∈ St
A
. Òîãäà a = nA äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.

Åñëè a′ 6 nA, òî a′ ∈
{

0A, . . . , nA
}
� ïðîòèâîðå÷èå c a′ 6∈ StA. Ñòàëî

áûòü, a′ 66 a, îòêóäà ìû ïîëó÷àåì a < a′.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A � ìîäåëü Th (N). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. A ðàâíî StA;

ii. A èçîìîðôíà N;

iii. StA îïðåäåëèìî â A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

i⇒ ii Î÷åâèäíî.

ii⇒ iii Ïóñòü A ' N. Çàôèêñèðóåì èçîìîðôèçì ξ èç N íà A. Òîãäà

ξ
(
0N
)

= 0A, ξ
(
sN
(
0N
))

= sA
(
0A
)
, . . .

Çíà÷èò, ξ [N] = StA, ò.å. A = StA. Î÷åâèäíî, A îïðåäåëèìî â A. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

iii⇒ i Ïóñòü StA îïðåäåëèìî â A ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé σ-ôîðìó-
ëû Φ (x). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé σ-ôîðìóëû Ψ (x) â A èñòèííî

Ψ (0) ∧ ∀x (Ψ (x)→ Ψ (s (x)))→ ∀x Ψ (x).

Î÷åâèäíî 0A ∈ StA, è äëÿ ëþáîãî a ∈ StA âåðíî sA (a) ∈ StA; çíà÷èò,

A  Φ (0) ∧ ∀x (Φ (x)→ Φ (s (x))).

Òîãäà A  ∀x Φ (x), ò.å. A = StA.
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Îáùèå çàìå÷àíèÿ

I Íåñòàíäàðòíûå ìîäåëè (àðèôìåòèêè è íå òîëüêî) ìñòèòåëüíû:
âñÿêèé ðàç, êîãäà êàæåòñÿ, ÷òî îò íèõ óäàëîñü èçáàâèòüñÿ, îíè
âîçâðàùàþòñÿ íà áîëåå âûñîêîì óðîâíå.

I Â òàêîé ñèòóàöèè ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì ëîçóíã

Òî, ÷òî íàñ íå óáèâàåò, äåëàåò íàñ ñèëüíåå,

ëèáî â áîëåå ïîçèòèâíîì êëþ÷å:

How I learned to stop worrying and love nonstandard models.

Ðàç îò íåñòàíäàðòíûõ ìîäåëåé íåëüçÿ èçáàâèòüñÿ, òî èõ íóæíî
èçó÷àòü è ñòàðàòüñÿ ïðèìåíÿòü. Íà ñàìîì äåëå, ïîíèìàíèå èõ
ñâîéñòâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû î [íå]âûâîäèìîñòè äëÿ
ñàìûõ ðàçíûõ äåäóêòèâíûõ ñèñòåì.
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