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Èñ÷èñëåíèå åñòåñòâåííîé äåäóêöèè äëÿ ïðîï. êë. ëîãèêè

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïðàâèëà âûâîäà, õîòÿ è áîëåå ñëîæíûå,
÷åì â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè. Òåì íå ìåíåå, îäíî èç ýòèõ ïðà-
âèë ïî ñóùåñòâó èãðàåò ðîëü àêñèîìû:

(Ax)
φ

Îíî ââîäèò íîâóþ ¾àêòèâíóþ ãèïîòåçó¿. Ýòî ïîçâîëÿåò èç äàííîãî
ìíîæåñòâà ôîðìóë âûâîäèòü âûâîäèòü ëþáîé åãî ýëåìåíò.
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Èìïëèêàöèÿ

Äàëåå, èìååòñÿ äâà ïðàâèëà äëÿ èìïëèêàöèè:

...
φ

...
φ→ ψ

(→ Elim)
ψ

[φ]

...
ψ

(→ Intro)
φ→ ψ

ßñíî, ÷òî (→ Elim) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì modus ponens, à ñ ïîìîùüþ
(→ Intro) ìîæíî áóäåò ëåãêî ïîëó÷èòü òåîðåìó î äåäóêöèè.

Çàìå÷àíèå

Çàïèñü [φ] èíòóèòèâíî îçíà÷àåò, ÷òî â õîäå ïðèìåíåíèÿ ðàññìàòðèâà-
åìîãî ïðàâèëà φ èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà ¾àêòèâíûõ ãèïîòåç¿.
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Êîíúþíêöèÿ

Ïðàâèëà äëÿ êîíúþíêöèè âûãëÿäÿò åñòåñòâåííî:

...
φ ∧ ψ

(∧Elim1)
φ

...
φ ∧ ψ

(∧Elim2)
ψ

...
φ

...
ψ

(∧Intro)
φ ∧ ψ

Ðàçóìååòñÿ, îíè ñîîòâåòñòâóþò ñõåìàì àêñèîì C1, C2 è C3 ãèëüáåð-
òîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ.
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Äèçúþíêöèÿ

Ïðàâèëà äëÿ äèçúþíêöèè òàêæå äîâîëüíî åñòåñòâåííû:

...
φ

(∨Intro1)
φ ∨ ψ

...
ψ

(∨Intro2)
φ ∨ ψ

...
φ ∨ ψ

[φ]

...
χ

[ψ]

...
χ

(∨Elim)χ

Îíè, ðàçóìååòñÿ, ñîîòâåòñòâóþò ñõåìàì àêñèîì D1, D2 è D3 ãèëüáåð-
òîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ.
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Îòðèöàíèå

Íàêîíåö, äëÿ îòðèöàíèÿ ìû èìååì äâà ïðàâèëà:

[φ]

...
ψ

[φ]

...
¬ψ

(¬Intro)¬φ

[¬φ]

...
ψ

[¬φ]

...
¬ψ

(¬Elim)
φ

Ðàçóìååòñÿ, (¬Intro) ñîîòâåòñòâóåò ñõåìå àêñèîì (N1), à (¬Elim) �
ìåòîäó äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî.

Çàìå÷àíèå

Â íàøåé ñèñòåìå îòñóòñòâóþò ïðàâèëà, ñîîòâåòñòâóþùèå (N2) è (N3).
Ñìîäåëèðîâàòü (N2) áóäåò ëåãêî, à âîò ñ (N3) áóäåò ñëîæíåå.
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Ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå äåðåâà âûâîäà

Äåðåâîì ìû áóäåì íàçûâàòü ñâÿçíûé àöèêëè÷åñêèé (ñèììåòðè÷íûé)
ãðàô ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé, èìåíóåìîé êîðíåì.

Ïóñòü Γ ⊆ Form. Ïîä äåðåâîì âûâîäà èç Γ, èëè ïðîñòî âûâîäîì èç Γ,
â íàøåì èñ÷èñëåíèè ïîíèìàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç
êîíå÷íîãî äåðåâà 〈A,E 〉 ñ êîðíåì o è ôóíêöèè f , êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. dom (f ) = A, è f ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé x ∈ A óïîðÿä. òðîéêó

〈xS, xF, xR〉,

ãäå xS ∈ {0, 1}, xF ∈ Form è xR � íàçâàíèå îäíîãî èç ïðàâèë.

2. Äëÿ ëþáîé x ∈ A âåðíî arity (x) ∈ {0, 1, 2, 3}.
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3. Ïóñòü x ∈ A è arity (x) = 0. Òîãäà xR = Ax.

4. Ïóñòü x ∈ A è arity (x) = 1; îáîçíà÷èì çà y åäèíñòâåííîãî ðåá�åí-
êà x . Òîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

4.1 xR =→ Intro, ïðè÷�åì ñóùåñòâóþò {φ, ψ} ⊆ Form òàêèå, ÷òî

yF = ψ è xF = φ→ ψ

(èíûìè ñëîâàìè, xF ïîëó÷àåòñÿ èç yF ïî (→ Intro));

4.2 àíàëîãè÷íî äëÿ xR = ∧Elim1;
4.3 àíàëîãè÷íî äëÿ xR = ∧Elim2;
4.4 àíàëîãè÷íî äëÿ xR = ∨Intro1;
4.5 àíàëîãè÷íî äëÿ xR = ∨Intro2.
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5. Ïóñòü x ∈ A è arity (x) = 2; îáîçíà÷èì çà y1, y2 äâóõ äåòåé x .
Òîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

5.1 xR =→ Elim, ïðè÷�åì ñóùåñòâóþò {φ, ψ} ⊆ Form òàêèå, ÷òî

y 1
F = φ, y 2

F = (φ→ ψ) è xF = ψ

(èíûìè ñëîâàìè, xF ïîëó÷àåòñÿ èç y 1
F è y 2

F ïî (→ Elim));

5.2 àíàëîãè÷íî äëÿ xR = ∧Intro;
5.3 àíàëîãè÷íî äëÿ xR = ¬Intro;
5.4 àíàëîãè÷íî äëÿ xR = ¬Elim.
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6. Ïóñòü x ∈ A è arity (x) = 3; îáîçíà÷èì çà y1, y2, y3 òð�åõ äåòåé
x . Òîãäà xR = ∨Elim, ïðè÷�åì ñóù. {φ, ψ} ⊆ Form òàêèå, ÷òî

y1
F = φ ∨ ψ è y2

F = y3
F = xF

(èíûìè ñëîâàìè, xF ïîëó÷àåòñÿ èç y1
F , y

2
F è y3

F ïî ∨Elim).

7. Ïóñòü z ∈ A, arity (z) = 0 è zS = 0. Òîãäà íà ïóòè îò o ê z ñóù.
x ∈ A òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

I èìååò ìåñòî ñëó÷àé 4.1, ïðè÷�åì zF � ýòî ïîñûëêà xF;

I èìååò ìåñòî ñëó÷àé 5.3, ïðè÷�åì ¬zF = xF;

I èìååò ìåñòî ñëó÷àé 5.4, ïðè÷�åì zF = ¬xF;
I èìååò ìåñòî ñëó÷àé 6, ïðè÷�åì ëèáî φ = zF è y 2 ëåæèò íà ïóòè

îò x ê z , ëèáî ψ = zF è y 3 ëåæèò íà ïóòè îò x ê z .
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8. Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

A := {zF | z ∈ A, arity (z) = 0 è zS = 1}

ÿâëÿëîñü ïîäìíîæåñòâîì Γ.

Ðàçóìååòñÿ, oF íàçûâàåòñÿ çàêëþ÷åíèåì ðàññìàòðèâàåìîãî äåðåâà
âûâîäà, à ýëåìåíòû A � åãî (àêòèâíûìè) ãèïîòåçàìè.

Äëÿ Γ ∪ {φ} ⊆ Form çàïèñü Γ . φ îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò äåðåâî
âûâîäà èç Γ (â äàííîì èñ÷èñëåíèè) ñ çàêëþ÷åíèåì φ.
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Òåîðåìà (î äåäóêöèè)

Äëÿ ëþáûõ Γ ∪ {φ, ψ} ⊆ Form,

Γ ∪ {φ} . ψ ⇐⇒ Γ . φ→ ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

⇐= Ïóñòü Γ . φ→ ψ. Çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü äåðåâî âûâîäà

...
φ→ ψ

èç Γ. Òîãäà

φ

...
φ→ ψ

ψ

áóäåò äåðåâîì âûâîäà èç Γ ∪ {φ}. Ñòàëî áûòü, Γ ∪ {φ} . ψ. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

=⇒ Ïóñòü Γ ∪ {φ} . ψ. Çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü äåðåâî âûâîäà

...
ψ

èç Γ ∪ {φ}. Òîãäà

[φ]

...
ψ

φ→ ψ

áóäåò äåðåâîì âûâîäà èç Γ. Ñòàëî áûòü, Γ . φ→ ψ.

Êðîìå òîãî, . ìîíîòîííî, òðàíçèòèâíî è êîìïàêòíî (òàê æå, êàê è `).
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Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî {φ ∧ ψ} . ψ ∧ φ:

φ ∧ ψ
ψ

φ ∧ ψ
φ

ψ ∧ φ.

Ñ ïîìîùüþ → Intro îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü . φ ∧ ψ → ψ ∧ φ:

[φ ∧ ψ]1

ψ

[φ ∧ ψ]1

φ

ψ ∧ φ
(1)

φ ∧ ψ → ψ ∧ φ.
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Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî {φ ∧ (ψ ∧ χ)} . (φ ∧ ψ) ∧ χ:

φ ∧ (ψ ∧ χ)

φ

φ ∧ (ψ ∧ χ)

ψ ∧ χ
ψ

φ ∧ ψ

φ ∧ (ψ ∧ χ)

ψ ∧ χ
χ

(φ ∧ ψ) ∧ χ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì {(φ ∧ ψ) ∧ χ} . φ ∧ (ψ ∧ χ):

(φ ∧ ψ) ∧ χ
φ ∧ ψ
φ

(φ ∧ ψ) ∧ χ
φ ∧ ψ
ψ

(φ ∧ ψ) ∧ χ
χ

ψ ∧ χ
φ ∧ (ψ ∧ χ).
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Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî {φ→ ψ} . φ ∧ χ→ ψ ∧ χ:

[φ ∧ χ]1

φ φ→ ψ

ψ
[φ ∧ χ]1

χ

ψ ∧ χ
(1)

φ ∧ χ→ ψ ∧ χ.

(Ðàçóìååòñÿ, φ→ ψ îêàæåòñÿ íåâûâîäèìûì èç {φ ∧ χ→ ψ ∧ χ}.)
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Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî {φ ∧ ψ → χ} . φ→ (ψ → χ):

[φ]2 [ψ]1

φ ∧ ψ φ ∧ ψ → χ
χ

(1)
ψ → χ

(2)
φ→ (ψ → χ).

Íàïðîòèâ, ïîêàæåì, ÷òî {φ→ (ψ → χ)} . φ ∧ ψ → χ:

[φ ∧ ψ]1

ψ

[φ ∧ ψ]1

φ φ→ (ψ → χ)

ψ → χ
χ

(1)
φ ∧ ψ → χ.
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Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî {(φ→ ψ) ∧ (φ→ χ)} . φ→ ψ ∧ χ:

[φ]1
(φ→ ψ) ∧ (φ→ ψ)

φ→ ψ

ψ
[φ]1

(φ→ ψ) ∧ (φ→ ψ)

φ→ χ
χ

ψ ∧ χ
(1)

φ→ ψ ∧ χ.

Íàïðîòèâ, ïîêàæåì, ÷òî {φ→ ψ ∧ χ} . (φ→ ψ) ∧ (φ→ χ):

[φ]1 φ→ ψ ∧ χ
ψ ∧ χ
ψ

(1)
φ→ ψ

[φ]2 φ→ ψ ∧ χ
ψ ∧ χ
χ

(2)
φ→ χ

(φ→ ψ) ∧ (φ→ χ).
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Òåîðåìà (î ñèëüíîé ïîëíîòå .)

Äëÿ ëþáûõ Γ ∪ {φ} ⊆ Form,

Γ . φ ⇐⇒ Γ � φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

=⇒ Ýòî òåîðåìà î êîððåêòíîñòè. Ïîâåðèì íà ñëîâî, ÷òî îíà äîêà-
çûâàåòñÿ ïðîñòîé èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ äåðåâüåâ âûâîäà.

⇐= Ïóñòü Γ � φ. Â ñèëó òåîðåìû î ñèëüíîé ïîëíîòå `, ìû èìååì
Γ ` φ. Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Γ ` φ âëå÷�åò Γ . φ; ýòî
ìû óñòàíîâèì íà âòîðîì ïðàêòè÷åñêîì çàíÿòèè.

Çàìå÷àíèå

Çäåñü ` îáîçíà÷àåò âûâîäèìîñòü â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè äëÿ
ïðîïîçèöèîíàëüíîé êëàññè÷åñêîé ëîãèêè � ñì. âòîðóþ ëåêöèþ.
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