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Ïðî ôîðìàëüíûå ñëîâà

Ïóñòü äàí àëôàâèò A. Ïîä A-ñëîâàìè, èëè ñëîâàìè â àëôàâèòå A,
ïîíèìàþò ýëåìåíòû A∗. Åñëè w ∈ A∗, òî |w | (êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ
dom (w)) íàçûâàþò äëèíîé w .

Åñëè {w1,w2} ⊆ A∗, òî èõ êîíêàòåíàöèåé íàçûâàþò A-ñëîâî

w1w2 : |w1|+ |w2| → A,

îïðåäåë�åííîå ïî ïðàâèëó

w1w2 (i) :=

{
w1 (i) åñëè i < |w1|,
w2 (j) åñëè i = |w1|+ j .
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Ïóñòü w ,w ′ ∈ A∗. Ãîâîðÿò, ÷òî w ′ ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì w , è ïèøóò
w ′ 4 w , åñëè w = v0w

′v1 äëÿ íåêîòîðûõ {v0, v1} ⊆ A∗. Ðàçóìååòñÿ,
4 îêàçûâàåòñÿ ôóíäèðîâàííûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà A∗.

Åñëè w = v0w
′v1, òî 〈w ′, |v0|〉 íàçûâàåòñÿ âõîæäåíèåì ïîäñëîâà w ′

â ñëîâî w . Ó äàííîãî ïîäñëîâà ìîæåò áûòü íåñêîëüêî âõîæäåíèé.

Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ïîäñëîâàõ, ìû áóäåì â äåéñòâèòåëüíîñòè
íåðåäêî ïîäðàçóìåâàòü èõ âõîæäåíèÿ.
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Ïàðà ïðèìåðîâ

Âîçüì�åì â êà÷åñòâå A ìíîæåñòâî âñåõ áóêâ àíãëèéñêîãî àëôàâèòà.
Ïîëîæèì

w := mathematics è w ′ := mat.

Òîãäà w ′ 4 w . Áîëåå òîãî, ó w ′ èìååòñÿ ðîâíî äâà âõîæäåíèÿ â w :
〈w ′, 0〉 è 〈w ′, 5〉. Èëè ïîëîæèì

u := alalalalalong è u′ := ala.

Òîãäà u′ 4 u. Áîëåå òîãî, ó u′ èìååòñÿ ðîâíî ÷åòûðå âõîæäåíèÿ â
u: 〈u′, 0〉, 〈u′, 2〉, 〈u′, 4〉 è 〈u′, 6〉; îäíàêî òóò íåêîòîðûå âõîæäåíèÿ
ïåðåñåêàþòñÿ, à ýòî íå âñåãäà õîðîøî.
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Ïóñòü 〈w ′, k〉 � âõîæäåíèå w ′ â w , ò.å. w = v0w
′v1, ãäå {v0, v1} ⊆ A∗

è |v0| = k . Òîãäà äëÿ êàæäîãî u ∈ A∗ ìîæíî îïðåäåëèòü

w [w ′/u, k] := v0 u v1,

ò.å. w [w ′/u, k] � ýòî ðåçóëüòàò çàìåíû äàííîãî âõîæäåíèÿ w ′ â w
íà u. Äàëåå, â ñëó÷àå, êîãäà íèêàêèå äâà ðàçëè÷íûõ âõîæäåíèÿ w ′

â w íå ïåðåñåêàþòñÿ, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

w [w ′/u] :=
ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííîé çàìåíû
âñåõ âõîæäåíèé w ′ â w íà u.

Íàïðèìåð, åñëè w = mathematics, w ′ = mat è u = tam, òî w [w ′/u]
áóäåò ðàâíî tamhetamics.
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ßçûê ïðîïîçèöèîíàëüíîé êë. ëîãèêè, PCL

Äàâàéòå ðàç è íàâñåãäà çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ñ÷�åòíîå ìíîæåñòâî
Prop. Ìû áóäåì íàçûâàòü åãî ýëåìåíòû ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðå-
ìåííûìè, èëè æå ïðîñòî ïåðåìåííûìè; â ìåòàÿçûêå èõ ðîëü áóäóò
èãðàòü p, q, r , . . . (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè).

ßçûê L êëàññè÷åñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè ñîñòîèò èç ýëåì-
åíòîâ Prop, à òàêæå:

I →, ∧, ∨ è ¬ (ñèìâîëû ñâÿçîê);

I ( è ) (âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû).

Ðàçóìååòñÿ, →, ∧, ∨ è ¬ íàçûâàþò ñèìâîëàìè èìïëèêàöèè, êîíú-
þíêöèè, äèçúþíêöèè è îòðèöàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Form íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå L ,
çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ ïîðîæäàþùèõ ïðàâèë:

I åñëè p ∈ Prop, òî p ∈ Form;

I åñëè {φ, ψ} ⊆ Form, òî (φ→ ψ) ∈ Form;

I åñëè {φ, ψ} ⊆ Form, òî (φ ∧ ψ) ∈ Form;

I åñëè {φ, ψ} ⊆ Form, òî (φ ∨ ψ) ∈ Form;

I åñëè φ ∈ Form, òî ¬φ ∈ Form.

Ýëåìåíòû Form íàçûâàþò ôîðìóëàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóë äëèíû 0 íå áûâàåò, à ôîðìóëû äëèíû 1 ñóòü
â òî÷íîñòè ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ψ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì φ, è ïèñàòü ψ v φ, åñëè
φ = ψv äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ L ∗.

Ëåììà

Ïóñòü {φ, ψ} ⊆ Form òàêîâû, ÷òî ψ v φ. Òîãäà ψ = φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçâðàòíàÿ èíäóêöèÿ ïî |φ|.

Ïóñòü φ ∈ Prop. Òîãäà, î÷åâèäíî, ψ = φ.

Ïóñòü φ 6∈ Prop. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. φ èìååò âèä (θ ◦ χ), ãäå {θ, χ} ⊆ Form è ◦ ∈ {→,∧,∨};

2. φ èìååò âèä ¬θ, ãäå θ ∈ Form.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ψ äîëæíî èìåòü âèä (θ′ ∗ χ′), ãäå {θ′, χ′} ⊆ Form è
∗ ∈ {→,∧,∨}. ßñíî, ÷òî

θ v θ′ èëè θ′ v θ,

îòêóäà θ = θ′ ïî è.ã. Äàëåå, ◦ äîëæíî ñîâïàñòü ñ ∗, à çíà÷èò, χ′ v χ,
îòêóäà óæå χ = χ′ ïî è.ã. Â èòîãå φ = ψ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ψ äîëæíî èìåò âèä ¬θ′, ãäå θ′ ∈ Form. ßñíî, ÷òî
θ′ v θ, îòêóäà θ = θ′ ïî è.ã. Â èòîãå φ = ψ.
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Ïðåäëîæåíèå (î åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóë)

Êàæäóþ φ ∈ Form \ Prop ìîæíî åäèí. îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå

(θ → χ), (θ ∧ χ), (θ ∨ χ) èëè ¬θ,

ãäå {θ, χ} ⊆ Form.

Äîêàçàòåëüñòâî.

ßñíî, ÷òî íóæíîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò. Íóæíî ëèøü ïðîâåðèòü
åãî åäèíñòâåííîñòü.

Ïóñòü φ = (θ ◦ χ) = (θ′ ∗ χ′). Òîãäà θ = θ′ ïî ëåììå âûøå. Ïîëó÷àåì,
÷òî ◦ è χ äîëæíû ñîâïàñòü ñ ∗ è χ′ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü φ = ¬θ = ¬θ′. Òîãäà, î÷åâèäíî, θ = θ′.
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Äëÿ êàæäîé φ ∈ Form îïðåäåëèì

Sub (φ) := {ψ ∈ Form | ψ 4 φ}.

Ýëåìåíòû Sub (φ) íàçûâàþò ïîäôîðìóëàìè φ.

Ëåììà

Ïóñòü φ ∈ Form. Òîãäà êàæäîå âõîæäåíèå ¬ èëè ( â φ ÿâëÿåòñÿ íà÷à-

ëîì âõîæäåíèÿ íåêîòîðîé ïîäôîðìóëû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîñòàÿ âîçâðàòíàÿ èíäóêöèÿ ïî |φ|.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü φ ∈ Form.

I Åñëè φ ∈ Prop, òî Sub (φ) = {φ}.
I Åñëè φ = (θ ◦ χ), ãäå {θ, χ} ⊆ Form è ◦ ∈ {→,∧,∨}, òî

Sub (φ) = Sub (θ) ∪ Sub (χ) ∪ {φ};

I Åñëè φ = ¬θ, ãäå θ ∈ Form, òî

Sub (φ) = Sub (θ) ∪ {φ}.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåìì âûøå.
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Ñåìàíòèêà ïðîï. êë. ëîãèêè

Ïîä îöåíêîé ìû áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ èç Prop â
2, ò.å. â {0, 1}. Èíòóèòèâíî 0 � ýòî ¾ëîæü¿, à 1 � ¾èñòèíà¿.

Äàëåå, âñÿêóþ v : Prop→ 2 ìû ìîæåì ðàñøèðèòü äî v∗ : Form→ 2
ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé:

v∗ (p) = 1 ⇐⇒ v (p) = 1;

v∗ (φ→ ψ) = 1 ⇐⇒ v∗ (φ) 6= 1 èëè v∗ (ψ) = 1;

v∗ (φ ∧ ψ) = 1 ⇐⇒ v∗ (φ) = 1 è v∗ (ψ) = 1;

v∗ (φ ∨ ψ) = 1 ⇐⇒ v∗ (φ) = 1 èëè v∗ (ψ) = 1;

v∗ (¬φ) = 1 ⇐⇒ v∗ (φ) 6= 1.

Ïðè ýòîì âìåñòî v∗ (φ) = 1 ïîðîé ïèøóò v  φ.
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Òàêèì îáðàçîì, v∗ çàäàåòñÿ ïî ïðàâèëàì:

v∗ (p) := v (p);

v∗ (φ→ ψ) := max {1− v∗ (φ), v∗ (ψ)};
v∗ (φ ∧ ψ) := min {v∗ (ψ), v∗ (ψ)};
v∗ (φ ∨ ψ) := max {v∗ (ψ), v∗ (ψ)};

v∗ (¬φ) := 1− v∗ (φ).

×àñòî âñ�å ýòî èçîáðàæàþò ïîñðåäñòâîì òàáëèö èñòèííîñòè:

p q p → q
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

p q p ∧ q
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

. . .
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Âûïîëíèìîñòü è îáùåçíà÷èìîñòü

Ôîðìóëó φ íàçûâàþò:

I âûïîëíèìîé, åñëè v  φ äëÿ íåêîòîðîé îöåíêè v ;

I îáùåçíà÷èìîé, åñëè v  φ äëÿ âñåõ îöåíîê v .

Îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû åù�å íàçûâàþò òîæäåñòâåííî èñòèííûìè,
èëè òàâòîëîãèÿìè. Î÷åâèäíî,

φ îáùåçíà÷èìà ⇐⇒ ¬φ íå âûïîëíèìà.

Òåîðåìà (Êóê�Ëåâèí; äîëæíî áûòü â êóðñå ÒÈ)

Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ ïðîï. êë. ëîãèêè NP-ïîëíà.
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Ñåìàíòè÷åñêèå ñëåäîâàíèå è ýêâèâàëåíòíîñòü

Ïóñòü Γ ⊆ Form è φ ∈ Form. Ãîâîðÿò, ÷òî φ ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò èç
Γ, è ïèøóò Γ � φ, åñëè äëÿ ëþáîé îöåíêè v ,

v  ψ äëÿ âñåõ ψ ∈ Γ =⇒ v  φ.

Âìåñòî ∅ � φ îáû÷íî ïèøóò � φ. Î÷åâèäíî,

� φ ⇐⇒ φ îáùåçíà÷èìà.

Íàêîíåö, ôîðìóëû φ è ψ íàçûâàþò ñåìàíòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè � φ↔ ψ; ïðè ýòîì ïèøóò φ ≡ ψ.
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Ïðèìåð

Äëÿ ëþáûõ {φ, ψ, χ} ⊆ Form:

(φ→ ψ) ≡ ¬φ ∨ ψ;

(φ ∨ ψ) ∧ χ ≡ (φ ∧ χ) ∨ (ψ ∧ χ);

(φ ∧ ψ) ∨ χ ≡ (φ ∨ χ) ∧ (ψ ∨ χ);

¬ (φ ∧ ψ) ≡ ¬φ ∨ ¬ψ;

¬ (φ ∨ ψ) ≡ ¬φ ∧ ¬ψ;

¬¬φ ≡ φ.

Óïðàæíåíèå

Âñÿêàÿ ôîðìóëà ñåìàíòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ä.í.ô.
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