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Ãèëüáåðòîâñêîå èñ÷èñëåíèå äëÿ ïðîï. êë. ëîãèêè

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñõåìû àêñèîì:

I1. φ→ (ψ → φ);

I2. (φ→ (ψ → χ))→ ((φ→ ψ)→ (φ→ χ));

C1. φ ∧ ψ → φ;

C2. φ ∧ ψ → ψ;

C3. φ→ (ψ → φ ∧ ψ);

D1. φ→ φ ∨ ψ;

D2. ψ → φ ∨ ψ;

D3. (φ→ χ)→ ((ψ → χ)→ (φ ∨ ψ → χ));
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N1. (φ→ ψ)→ ((φ→ ¬ψ)→ ¬φ);

N2. ¬φ→ (φ→ ψ);

N3. φ ∨ ¬φ.

Ïîìèìî íèõ èìååòñÿ ðîâíî îäíî ïðàâèëî âûâîäà, èìåíóåìîå modus
ponens:

φ φ→ ψ
(MP)

ψ

Ïóñòü Γ ⊆ Form. Ïîä âûâîäîì èç Γ â äàííîì ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñ-
ëåíèè ïîíèìàþò êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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φ0, . . . , φn

(ãäå n ∈ N) ýëåìåíòîâ Form òàêóþ, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ {0, . . . , n}
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

I φi ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé;

I φi ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Γ;

I ñóùåñòâóþò {j , k} ⊆ {0, . . . , i − 1} òàêèå, ÷òî φk åñòü φj → φi .

Ïðè ýòîì φn íàçûâàþò çàêëþ÷åíèåì ðàññìàòðèâàåìîãî âûâîäà, à
ýëåìåíòû Γ � åãî ãèïîòåçàìè.

Äëÿ Γ ∪ {φ} ⊆ Form çàïèñü Γ ` φ îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä
èç Γ ñ çàêëþ÷åíèåì φ. Âìåñòî ∅ ` φ îáû÷íî ïèøóò ` φ.
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Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ` âûñòóïàþò:

I åñëè Γ ⊆ ∆ è Γ ` φ, òî ∆ ` φ; (ìîíîòîííîñòü)

I åñëè ∆ ` ψ äëÿ âñåõ ψ ∈ Γ, è Γ ` φ, òî ∆ ` φ; (òðàíçèòèâíîñòü)

I åñëè Γ ` φ, òî ∆ ` φ äëÿ íåê. êîíå÷íîãî ∆ ⊆ Γ. (êîìïàêòíîñòü)

Çàìå÷àíèå

ßñíî, ÷òî � ìîíîòîííî è òðàíçèòèâíî. Áîëåå òîãî, õîòÿ êîìïàêòíîñòü
� îòíþäü íå î÷åâèäíà, îíà áóäåò ñëåäîâàòü èç ñîâïàäåíèÿ ` è �.
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Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî ` φ ∨ ψ → ψ ∨ φ:

1. (φ→ ψ ∨ φ)→ ((ψ → ψ ∨ φ)→ (φ ∨ ψ → ψ ∨ φ)) D3

2. φ→ ψ ∨ φ D2

3. ψ → ψ ∨ φ D1

4. (ψ → ψ ∨ φ)→ (φ ∨ ψ → ψ ∨ φ) èç 2, 1; MP
5. φ ∨ ψ → ψ ∨ φ èç 3, 4; MP.
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Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî {φ ∧ ψ} ` ψ ∧ φ:

1. ψ → (φ→ ψ ∧ φ) C3

2. φ ∧ ψ → ψ C2

3. φ ∧ ψ → φ C1

4. φ ∧ ψ ãèïîòåçà
5. ψ èç 4, 2; MP
6. φ èç 4, 3; MP
7. φ→ ψ ∧ φ èç 5, 1; MP
8. ψ ∧ φ èç 6, 7; MP.

Âìåñòå ñ òåì íå ñîâñåì ÿñíî, ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ` φ ∧ ψ → ψ ∧ φ.
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Ïðèìåð

Ïî (äîâîëüíî êîíòðèíòóèòèâíîé) òðàäèöèè φ→ φ îòñóòñòâóåò ñðåäè
ñõåì àêñèîì. Òåì íå ìåíåå, ` φ→ φ:

1. (φ→ ((φ→ φ)→ φ))→ ((φ→ (φ→ φ))→ (φ→ φ)) I2

2. φ→ ((φ→ φ)→ φ) I1

3. φ→ (φ→ φ) I1

4. (φ→ (φ→ φ))→ (φ→ φ) èç 2, 1
5. φ→ φ èç 3, 4.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì {φ} ` φ âûïîëíåíî î÷åâèäíûì îáðàçîì.
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Òåîðåìà (î äåäóêöèè)

Äëÿ ëþáûõ Γ ∪ {φ, ψ} ⊆ Form,

Γ ∪ {φ} ` ψ ⇐⇒ Γ ` φ→ ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

⇐= Ïóñòü Γ ` φ→ ψ. Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü âûâîä

φ0, . . . , φn = φ→ ψ

èç Γ. Òîãäà, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ,

φ0, . . . , φn, φ, ψ

áóäåò âûâîäîì èç Γ ∪ {φ}. Ñòàëî áûòü, Γ ∪ {φ} ` ψ. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

=⇒ Ïóñòü Γ ∪ {φ} ` ψ. Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü âûâîä

ψ0, . . . , ψn = ψ

èç Γ ∪ {φ}. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî i ∈ {0, . . . , n}, ÷òî Γ ` φ→ ψi .

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

I Ïóñòü ψi � àêñèîìà èëè ýëåìåíò Γ. Òîãäà

ψi → (φ→ ψi ), ψi , φ→ ψi

áóäåò âûâîäîì èç ∅ èëè Γ. Ñòàëî áûòü, Γ ` φ→ ψi .

I Ïóñòü ψi = φ. Êàê ìû çíàåì, ` φ→ φ, òåì áîëåå Γ ` φ→ φ.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü ψi ïîëó÷åíî èç ïðåäøåñòâóþùèõ ψj è ψk = ψj → ψi ïî MP.
Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîé ¾êâàçèâûâîä¿ èç Γ:

1. (φ→ (ψj → ψi ))→ ((φ→ ψj)→ (φ→ ψi )) I2

2. φ→ (ψj → ψi ) è.ã.
3. φ→ ψj è.ã.
4. (φ→ ψj)→ (φ→ ψi ) èç 2, 1
5. φ→ ψi èç 3, 4.

Ñòàëî áûòü, Γ ` φ→ ψi .

Â ÷àñòíîñòè, ïðè i := n ìû èìååì Γ ` φ→ ψn, ò.å. Γ ` φ→ ψ.
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Äëÿ óäîáñòâà ââåä�åì îáîçíà÷åíèÿ

> := p? → p? è ⊥ := ¬>,

ãäå p? � ôèêñèðîâàííàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáûõ Γ ∪ {φ} ⊆ Form,

Γ ` φ ⇐⇒ `
n∧

i=1

ψi → φ äëÿ íåêîò. {ψ1, . . . , ψn} ⊆ Γ.

(Â ñëó÷àå n = 0 ñîîòâ. êîíúþíêöèÿ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ >.)

Çàìå÷àíèå

Äëÿ � èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, íî äëÿ åãî äîêàçàòåëü-
ñòâà òðåáóåòñÿ êîìïàêòíîñòü �, ðàçóìååòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

⇐= Ïóñòü {ψ1, . . . , ψn} ⊆ Γ è ` ψ1 ∧ . . . ∧ ψn → φ. Òîãäà

{ψ1, . . . , ψn} ` φ,

ïîñêîëüêó {ψ1, . . . , ψn} ` ψ1 ∧ . . . ∧ ψn (â cèëó Ñ3); òåì áîëåå Γ ` φ.

=⇒ Ïóñòü Γ ` φ. Çíà÷èò, {ψ1, . . . , ψn} ` φ äëÿ íåêîò. {ψ1, . . . , ψn}
⊆ Γ. Òîãäà

ψ1 ∧ . . . ∧ ψn ` φ,

ïîñêîëüêó ψ1 ∧ . . . ∧ ψn ` ψi äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n} (ââèäó Ñ1-2), è
ìû ïîëó÷àåì ` ψ1 ∧ . . . ∧ ψn → φ ïî òåîðåìå äåäóêöèè.
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Ïðèìåð

Êàê ìû çíàåì, {φ ∧ ψ} ` ψ ∧ φ, à çíà÷èò, â ñèëó òåîðåìû äåäóêöèè,
` φ ∧ ψ → ψ ∧ φ.

Ïðèìåð

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî {φ→ ψ, φ→ ¬ψ, φ} ` χ:

1. ¬ψ → (ψ → χ) N2

2. φ ãèïîòåçà
3. φ→ ¬ψ ãèïîòåçà
4. ¬ψ èç 1, 2
5. ψ → χ èç 4, 1
6. φ→ ψ ãèïîòåçà
7. ψ èç 2, 6
8. χ èç 7, 5.

Çíà÷èò, ` (φ→ ψ)→ ((φ→ ¬ψ)→ (φ→ χ)).
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Êîððåêòíîñòü

Ëåììà

Âñÿêàÿ àêñèîìà ã.è. äëÿ êë. ïðîï. ëîãèêè îáùåçíà÷èìà.

Òåîðåìà (î êîððåêòíîñòè)

Äëÿ ëþáûõ Γ ∪ {φ} ⊆ Form,

Γ ` φ =⇒ Γ � φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Γ ` φ. Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü âûâîä

φ0, . . . , φn = φ

èç Γ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îöåíêó v òàêóþ, ÷òî v  ψ äëÿ âñåõ
ψ ∈ Γ. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî i ∈ {0, . . . , n}, ÷òî v  φi . . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

I Ïóñòü φi � àêñèîìà. Òîãäà � φi , à ïîòîìó v  φi .

I Ïóñòü φi � ýëåìåíò Γ. Òîãäà, î÷åâèäíî, v  φi .

I Ïóñòü φi ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäøåñòâóþùèõ φj è φk = φj → φi ïî
MP. Ââèäó èíäóêöèîííîé ãèïîòåçû,

v  φj è v  φj → φi ,

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò v  φi .

Â ÷àñòíîñòè, ïðè i := n ìû èìååì v  φn, ò.å. v  φ.

Òàêèì îáðàçîì, Γ � φ.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Ïðîñòûå òåîðèè

Ãîâîðÿò, ÷òî Γ ⊆ Form ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé òåîðèåé, åñëè îíî îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

I Γ 6= Form;

I {φ ∈ Form | Γ ` φ} ⊆ Γ;

I äëÿ ëþáîãî φ ∨ ψ ∈ Γ âåðíî φ ∈ Γ èëè ψ ∈ Γ.

Ëåììà (î ñâîéñòâàõ ïðîñòûõ òåîðèé)

Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ òåîðèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ {φ, ψ} ⊆ Form:

¬φ ∈ Γ ⇐⇒ φ /∈ Γ;

φ ∧ ψ ∈ Γ ⇐⇒ φ ∈ Γ è ψ ∈ Γ;

φ ∨ ψ ∈ Γ ⇐⇒ φ ∈ Γ èëè ψ ∈ Γ;

φ→ ψ ∈ Γ ⇐⇒ φ /∈ Γ èëè ψ ∈ Γ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

¬ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ¬φ ∈ Γ. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì,
÷òî φ ∈ Γ. Òîãäà Γ ` ψ äëÿ âñåõ ψ ∈ Form:

1. ¬φ→ (φ→ ψ) N2

2. ¬φ ãèïîòåçà
3. φ ãèïîòåçà
4. φ→ ψ èç 2, 1
5. ψ èç 3, 4.

Ñòàëî áûòü, Γ = Form � ïðîòèâîðå÷èå.

Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ /∈ Γ. Ïîñêîëüêó ` φ ∨ ¬φ, òåì áîëåå
Γ ` φ ∨ ¬φ, òî φ ∨ ¬φ ∈ Γ, îòêóäà ¬φ ∈ Γ.

∧ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ ∧ ψ ∈ Γ. Èñïîëüçóÿ C1 è C2, îòñþäà ëåãêî
ïîëó÷èòü Γ ` φ è Γ ` ψ, à çíà÷èò, φ ∈ Γ è ψ ∈ Γ. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ ∈ Γ è ψ ∈ Γ. Èñïîëüçóÿ C3, îòñþäà ëåãêî
ïîëó÷èòü Γ ` φ ∧ ψ, ò.å. φ ∧ ψ ∈ Γ.

∨ Î÷åâèäíî, φ ∨ ψ ∈ Γ âëå÷�åò φ ∈ Γ èëè ψ ∈ Γ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ ∈ Γ èëè ψ ∈ Γ. Èñïîëüçóÿ D1 èëè D2, ìû ìîæåì
ëåãêî ïîëó÷èòü Γ ` φ ∨ ψ, à çíà÷èò, φ ∨ ψ ∈ Γ.

→ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ→ ψ ∈ Γ. Åñëè φ ∈ Γ, òî Γ ` ψ, ò.å. ψ ∈ Γ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ /∈ Γ èëè ψ ∈ Γ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ¬φ ∈ Γ, îòêóäà
ñ ïîìîùüþ N2 ìîæíî ïîëó÷èòü Γ ` φ→ ψ, à çíà÷èò, φ→ ψ ∈ Γ. Âî
âòîðîì ñëó÷àå Γ ` φ→ ψ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ I1.
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Íàñûùåíèå. . .

Ëåììà (î ðàñøèðåíèè, a.k.a. Ëèíäåíáàóìà)

Ïóñòü Γ ∪ {φ} ⊆ Form òàêîâû, ÷òî Γ 0 φ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ
òåîðèÿ Γ′ ⊇ Γ òàêàÿ, ÷òî Γ′ 0 φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

ßñíî, ÷òî Form ñ÷�åòíî. Ïîýòîìó åãî ýëåìåíòû ìîæíî ðàñïîëîæèòü â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

ψ0, ψ1, ψ2, . . . ,

ò.å. Form = {ψi | i ∈ N}. Òåïåðü îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Γ0, Γ1, Γ2, . . .

ïîäìíîæåñòâ Form ïî ðåêóðñèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Åñëè n = 0, òî Γn := Γ.

I Åñëè n = m + 1 è Γm ∪ {ψm} ` φ, òî Γn := Γm.

I Åñëè n = m + 1 è Γm ∪ {ψm} 0 φ, òî Γn := Γm ∪ {ψm}.

Ïî ïîñòðîåíèþ ìû èìååì Γ0 ⊆ Γ1 ⊆ Γ2 ⊆ . . . Êðîìå òîãî, Γn 0 φ äëÿ
âñåõ n ∈ N. Âîçüì�åì

Γ′ :=
⋃
n∈N

Γn.

Ðàçóìååòñÿ, Γ ⊆ Γ′ è Γ′ 0 φ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ψ ∈ Form,

ψ 6∈ Γ′ =⇒ Γ′ ∪ {ψ} ` φ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ψ ∈ Form. Òîãäà ψ = ψn äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.
Òåïåðü åñëè ψ 6∈ Γ′, òî Γn ∪ {ψ} ` φ, òåì áîëåå Γ′ ∪ {ψ} ` φ. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïðîâåðèì, ÷òî Γ′ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé òåîðèåé.

I Ïîñêîëüêó Γ′ 0 φ, ìû èìååì Γ′ 6= Form.

I Ïóñòü ψ 6∈ Γ′. Òîãäà Γ′ ∪ {ψ} ` φ, à ïîòîìó Γ′ 0 ψ.
I Ïóñòü θ 6∈ Γ′ è χ 6∈ Γ′. Òîãäà Γ′ ∪ {θ} ` φ è Γ′ ∪ {χ} ` φ. Çíà÷èò,

Γ′ ` θ → φ è Γ′ ` χ→ φ. Îòñþäà ñ ïîìîùüþ D3 ëåãêî ïîëó÷èòü
Γ′ ` θ ∨ χ→ φ. Ïîýòîìó θ ∨ χ 6∈ Γ′.

Òàêèì îáðàçîì, Γ′ îáëàäàåò íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî Prop áåñêîíå÷íî, íî íå îáÿçàòåëüíî ñ÷�åòíî;
ýòî íåñêîëüêî óñëîæíÿåò ñèòóàöèþ, íî íå ïðèíöèïèàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî â áîëåå îáùåì ñëó÷àå.

Âîçüì�åì κ := |Prop|. ßñíî, ÷òî |Form| = κ. Ïîýòîìó ýëåìåíòû Form
ìîæíî ðàñïîëîæèòü â òðàíñôèíèòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû κ:

〈ψα : α ∈ κ〉,

ò.å. Form = {ψα | α ∈ κ}. Îïðåäåëèì 〈Γα : α ∈ κ〉 ïî òðàíñôèíèòíîé
ðåêóðñèè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

I Åñëè α = 0, òî Γα := Γ.

I Åñëè α = β + 1 è Γβ ∪ {ψβ} ` φ, òî Γα := Γβ .

I Åñëè α = β + 1 è Γβ ∪ {ψβ} 0 φ, òî Γα := Γβ ∪ {ψβ}.
I Åñëè α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî Γα :=

⋃
β∈α Γβ .

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Γ′ :=
⋃
α∈κ Γα îáë. íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè


