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Ïîëíîòà

Ïðèìåð

Ïóñòü v � îöåíêà. Ðàññìîòðèì

Γv := {φ ∈ Form | v  φ}.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî Γv áóäåò ïðîñòîé òåîðèåé.

Äëÿ êàæäîé ïðîñòîé òåîðèè Γ îïðåäåëèì îöåíêó vΓ ïî ïðàâèëó

vΓ (p) :=

{
1 åñëè p ∈ Γ

0 èíà÷å;

èíûìè ñëîâàìè, vΓ � ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ Prop ∩ Γ.
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Ëåììà

Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ òåîðèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîé φ ∈ Form,

vΓ  φ ⇐⇒ φ ∈ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ φ, ãäå èñïîëüçóåòñÿ äîêàçàííàÿ íàìè ðàíåå
ëåììà î ñâîéñòâàõ ïðîñòûõ òåîðèé.
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Òåîðåìà (î ñèëüíîé ïîëíîòå `)
Äëÿ ëþáûõ Γ ∪ {φ} ⊆ Form,

Γ ` φ ⇐⇒ Γ � φ.

Â ÷àñòíîñòè, Γ 0 ⊥, åñëè è òîëüêî åñëè Γ 2 ⊥, à çíà÷èò, Γ íåïðîòèâî-

ðå÷èâî, åñëè è òîëüêî åñëè Γ âûïîëíèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

=⇒ Ýòî òåîðåìà î êîððåêòíîñòè.

⇐= Äîïóñòèì, ÷òî Γ 0 φ. Êàê íàì èçâåñòíî, íàéä�åòñÿ ïðîñòàÿ òåî-
ðèÿ Γ′ ⊇ Γ òàêàÿ, ÷òî Γ′ 0 φ. Î÷åâèäíî, φ 6∈ Γ′. Ñòàëî áûòü,

vΓ′  ψ äëÿ âñåõ ψ ∈ Γ′, íî vΓ′ 1 φ.

Â èòîãå Γ′ 2 φ, òåì áîëåå Γ 2 φ.
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Îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ

Òåîðåìà (î ñëàáîé ïîëíîòå `)
Äëÿ ëþáîé φ ∈ Form,

` φ ⇐⇒ � φ,

ò.å. âûâîäèìîñòü èç ∅ ðàâíîñèëüíà îáùåçíà÷èìîñòè.

Òåîðåìà (î êîìïàêòíîñòè �)

Äëÿ ëþáûõ Γ ∪ {φ} ⊆ Form,

Γ � φ ⇐⇒ ∆ � φ äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ∆ ⊆ Γ.

Â ÷àñòíîñòè, Γ 2 ⊥, å.ò.e. ∆ 2 ⊥ äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ∆ ⊆ Γ, à çíà÷èò,

Γ âûïîëíèìî, å.ò.å. âñÿêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Γ âûïîëíèìî.

ñëàáàÿ ïîëíîòà ` ïëþñ êîìïàêòíîñòü � ðàâíî ñèëüíàÿ ïîëíîòà `
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Ñòðóêòóðû

Ïîä ñèãíàòóðîé ïîíèìàþò ÷åòâ�åðêó âèäà

σ = 〈Predσ,Funcσ,Constσ, arityσ〉,

ãäå Predσ, Funcσ, Constσ � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà,
a arityσ � ôóíêöèÿ èç Predσ ∪ Funcσ â N \ {0}.

Ýëåìåíòû Predσ, Funcσ è Constσ íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ïðåäè-
êàòíûìè, ôóíêöèîíàëüíûìè è êîíñòàíòíûìè ñèìâîëàìè σ.

Äëÿ äàííîãî ñèìâîëà ε ∈ Predσ ∪ Funcσ ÷èñëî arityσ (ε) íàçûâàþò
ìåñòíîñòüþ ε, èëè åãî àðíîñòüþ, èëè åãî âàëåíòíîñòüþ.

Êîãäà èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîé ñèãíàòóðå σ èä�åò ðå÷ü, èíäåêñ ·σ
ìîæåò, ðàçóìååòñÿ, îïóñêàòüñÿ.
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Â äàëüíåéøåì ïðè çàïèñè ñèãíàòóð íàìè áóäåò äîïóñêàòüñÿ îïðåäå-
ë�åííàÿ ñâîáîäà. Òàê, åñëè

Predσ = {P1, . . . ,Pi},
Funcσ = {f1, . . . , fj} è Constσ = {c1, . . . , ck},

òî σ óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê

〈Pn1
1 , . . . ,P

ni
i ; f m1

1 , . . . , f
mj

j ; c1, . . . , ck〉,

ãäå n1, . . . , ni è m1, . . . ,mj ñóòü ìåñòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî P1, . . . ,Pi

è f1, . . . , fj .

Ïðèìåð

Ñèãíàòóðà (ñòðîãèõ) ÷.ó.ì. � 〈<2〉, àáåëåâûõ ãðóïï � 〈=2; +2,−1; 0〉.
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Ïîä σ-ñòðóêòóðîé ïîíèìàþò ïàðó âèäà

A = 〈A, IA〉,

ãäå A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à IA � ôóíêöèÿ ñ îáëàñòüþ îïðåäå-
ëåíèÿ Predσ ∪ Funcσ ∪ Constσ òàêàÿ, ÷òî:

I äëÿ ëþáîãî n-ìåñòíîãî P ∈ Predσ âåðíî IA (P) ⊆ An;

I äëÿ ëþáîãî m-ìåñòíîãî f ∈ Funcσ âåðíî IA (f ) : Am → A;

I äëÿ ëþáîãî c ∈ Constσ âåðíî IA (c) ∈ A.

Ïðè ýòîì A íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì A, èëè å¼ óíèâåðñóìîì, à IA �
èíòåðïðåòàöèåé σ â A. Âìåñòî IA (P), IA (f ) è IA (c) ÷àñòî ïèøóò
ñîîòâåòñòâåííî PA, f A è cA.
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Êðîìå òîãî, åñëè σ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

〈Pn1
1 , . . . ,P

ni
i ; f m1

1 , . . . , f
mj

j ; c1, . . . , ck〉,

òî A óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê

〈A;PA
1 , . . . ,P

A
i ; f A1 , . . . , f

A
j ; cA1 , . . . , c

A
k 〉.

Áîëåå òîãî, äëÿ íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ ñòðóêòóð A äàæå èíäåêñ ·A
ìîæåò îïóñêàòüñÿ, õîòü ýòî è ÷ðåâàòî íåêîòîðîé ïóòàíèöåé.

Çàìå÷àíèå

Â ïðåäûäóùåì ñåìåñòðå äëÿ ÷.ó.ì. ìû èñïîëüçîâàëè çàïèñü 〈A, <A〉,
íî àêêóðàòíåå áûëî áû A = 〈A;<A〉; âìåñòå ñ òåì, î÷åâèäíî, äàëåêî
íå âñÿêàÿ ñòðóêòóðà â ñèãíàòóðå ÷.ó.ì. ÿâëÿåòñÿ ÷.ó.ì.
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó

σ := 〈=2; s1,+2, · 2; 0〉.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N σ-ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì N òàêóþ, ÷òî:

I =N � ýòî îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà N;

I sN � ýòî ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëÿ íà N;

I +N � ýòî îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ ñëîæåíèÿ íà N;
I ·N � ýòî îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ óìíîæåíèÿ íà N;
I 0N � ýòî íàñòîÿùèé íîëü èç N.

Ýòó ñòðóêòóðó íàçûâàþò ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ àðèôìåòèêè.
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó

σ := 〈=2; +2,−1, · 2; 0, 1〉.

Å�å íàçûâàþò ñèãíàòóðîé êîëåö, ðàçóìååòñÿ. Îáîçíà÷èì

Z :=
σ-ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì Z, â êîòîðîé âñå ñèìâîëû

σ èíòåðïðåòèðóþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

Â ÷àñòíîñòè, −Z � ýòî ôóíêöèÿ âçÿòèÿ îáðàòíîãî ïî ñëîæåíèþ íàä
Z. Ïî àíàëîãèè âìåñòî Z ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü:

I Zn, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ n;

I Mn (R), ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä R;
I Q [x ], ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x ñ êîýô. èç Q.

(Çäåñü n � ïðîèçâ. ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.)
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó

σ := 〈=2,∼=4,B3〉.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G σ-ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì R× R òàêóþ, ÷òî:

I =G � ýòî îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà R× R;
I ∼=G îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

(r1, r2, r3, r4) ∈ ∼=G ⇐⇒ îòðåçêè r1r2 è r3r4 ðàâíû;

I BG îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

(r1, r2, r3) ∈ BG ⇐⇒ r2 ëåæèò ìåæäó r1 è r3 íà ïðÿìîé.

Å�å ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ ãåîìåòðèè.
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Ïðèìåð

Ïóñòü σ � ñèãíàòóðà èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Âîçüì�åì

H := {z ∈ C | Im (z) > 0}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H σ-ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì H òàêóþ, ÷òî:

I =H � ýòî îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà H;
I ∼=H îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

(r1, r2, r3, r4) ∈ ∼=H ⇐⇒ îòðåçêè r1r2 è r3r4 ðàâíû
â ñìûñëå ìåòðèêè Ïóàíêàðå;

I BH îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

(r1, r2, r3) ∈ BH ⇐⇒ r2 ëåæèò ìåæäó r1 è r3 íà ïîëóîêð.
(èëè ïîëóïð.), îðòîã. âåù. îñè.

Å�å íàçûâàþò ìîäåëüþ Ïóàíêàðå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.
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Ãîìîìîðôèçìû ìåæäó ñòðóêòóðàìè

Ïóñòü A è B � äâå σ-ñòðóêòóðû. Ãîâîðÿò, ÷òî ξ : A→ B ÿâë. ãîìî-
ìîðôèçìîì èç A â B, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

i. äëÿ ëþáîãî n-ìåñòíîãî P ∈ Predσ è âñåõ (a1, . . . , an) ∈ An,

(a1, . . . , an) ∈ PA =⇒ (ξ (a1), . . . , ξ (an)) ∈ PB;

ii. äëÿ ëþáîãî m-ìåñòíîãî f ∈ Funcσ è âñåõ (a1, . . . , am) ∈ Am,

ξ
(
f A (a1, . . . , am)

)
= f B (ξ (a1), . . . , ξ (am));

iii. äëÿ ëþáîãî c ∈ Constσ,

ξ
(
cA
)

= cB.

Çàìåòèì, ÷òî êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìîâ � ñíîâà ãîìîìîðôèçì.
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Âëîæåíèÿ è èçîìîðôèçìû

Èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ξ èç A â B íàçûâàþò âëîæåíèåì A â B,
åñëè âûïîëíåíî óñèëåíèå (i), ãäå =⇒ çàìåíåíà íà ⇐⇒, ò.å.

ξ−1
[
PB
]

= PA äëÿ êàæäîãî P ∈ Predσ.

Ñþðúåêòèâíîå âëîæåíèå A â B íàçûâàþò èçîìîðôèçìîì èç A íà B.
Íàêîíåö, ãîâîðÿò, ÷òî A è B èçîìîðôíû, è ïèøóò A ' B, åñëè ñóù.
èçîìîðôèçì èç A íà B.

Çàìå÷àíèå

Ãîìîì. ξ èç A â B ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, å.ò.å. íàéä�åòñÿ îáðàòíûé
ê íåìó ãîìîìîðôèçì, ò.å. ãîìîìîðôèçì η èç B â A òàêîé, ÷òî

ξ ◦ η = idA è η ◦ ξ = idB .
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì íåñòðîãèå ÷.ó.ì. A è B òàêèå, ÷òî:

I A = B = N \ {0};
I 6A � ýòî îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà N \ {0};
I 6B � ýòî îáû÷íûé ïîðÿäîê íà N \ {0}.

Òîãäà λa.[a] áóäåò áèåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì èç A â B.

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì íåñòðîãèå ÷.ó.ì. A è B òàêèå, ÷òî:

I A = N è B = P;

I 6A � ýòî îáû÷íûé ïîðÿäîê íà N;
I 6B � ýòî îáû÷íûé ïîðÿäîê íà P.

Òîãäà λa.[a-îå ïðîñòîå ÷èñëî] áóäåò èçîìîðôèçìîì èç A íà B.
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Ïðèìåð

Çàôèêñèðóåì p ∈ P. Ðàññìîòðèì ãðóïïû A è B òàêèå, ÷òî:

I A = Z è B = Zp;

I +A � ýòî ñëîæåíèå íà Z;
I +B � ýòî ñëîæåíèå íà Zp.

Òîãäà λa.[a mod p] áóäåò ñþðüåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì èç A íà B.

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ãðóïïû A è B òàêèå, ÷òî:

I A = R è B = R \ {0};
I +A � ýòî ñëîæåíèå íà R;
I +B � ýòî óìíîæåíèå íà R \ {0}.

Òîãäà λa.[2a] áóäåò âëîæåíèåì A â B.
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Àâòîìîðôèçìû

Ïîä àâòîìîðôèçìàìè A ïîíèìàþò èçîìîðôèçìû èç A íà A. Èíòóè-
òèâíî àâòîìîðèçìû � àáñòðàêòíûé àíàëîã ñèììåòðèé. Îáîçíà÷èì

Aut (A) := ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ A.

Íàä Aut (A) ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàòü ñòðóêòóðó ãðóïïû,
ãäå ðîëü áèíàðíîé îïåðàöèè èãðàåò êîìïîçèöèÿ.

Ïðèìåð

Ïóñòü ξ � ïðîèçâîëüíûé àâòîìîðôèçì ñòàíäàðòíîé ìîäåëè N àðèô-
ìåòèêè. Òîãäà

ξ (0) = 0, ξ (1) = sN (ξ (0)) = 1, . . .

Çíà÷èò, ξ = idN. Ñòàëî áûòü, Aut (N) = {idN}.
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Ïðèìåð

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N< ñòàíäàðòíûé ÷.ó.ì. ñ íîñèòåëåì N. Ïóñòü ξ �
ïðîèçâîëüíûé àâòîìîðôèçì N<. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî:

ξ (least (N)) = least (N);

ξ (least (N \ {0})) = least (N \ {ξ (0)});

ξ (least (N \ {0, 1})) = least (N \ {ξ (0), ξ (1)});

...

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì:

ξ (0) = least (N);

ξ (1) = least (N \ {0});

ξ (2) = least (N \ {0, 1});

...

Çíà÷èò, ξ = idN. Ñòàëî áûòü, Aut (N<) = {idN}.
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Ïðèìåð (ñî ñõåìîé ðåøåíèÿ)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D íåñòðîãèé ÷.ó.ì. ñ íîñèòåëåì N \ {0}, â êîòîðîì
6 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòíîøåíèå äåëèìîñòè. Çàìåòèì, ÷òî:

I âñÿêèé àâòîìîðôèçì D ïåðåâîäèò ýëåìåíòû P â ýëåìåíòû P;
I êàæäóþ áèåêöèþ èç P íà P ìîæíî åä. îáðàçîì ðàñøèðèòü äî

àâòîìîðôèçìà D.

Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî Aut (D) ôàêòè÷åñêè ñîñòîèò èç ïåðå-
ñòàíîâîê P, à òî÷íåå, èç èõ ðàñøèðåíèé.

Ïðèìåð (â êà÷åñòâå äîï. óïðàæíåíèÿ)

Äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè G ãåîìåòðèè âñÿêèé àâòîìîðôèçì ïðåäñòà-
âèì â âèäå êîìïîçèöèè äâèæåíèÿ è ãîìîòåòèè.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè


