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Ðàç è íàâñåãäà çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü ñ÷�åòíîå ìíîæåñòâî

Var := {v0, v1, v2, . . . }.

Ýëåìåíòû Var ìû áóäåì íàçûâàòü ïðåäìåòíûìè ïåðåìåííûìè, èëè
ïðîñòî ïåðåìåííûìè; â ìåòàÿçûêå èõ ðîëü áóäóò èãðàòü x , y , z , . . .
(âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè).

Ïóñòü σ � ñèãíàòóðà. ßçûê Lσ êâàíò. êë. ëîãèêè íàä σ ñîñòîèò èç
ýëåìåíòîâ Predσ ∪ Funcσ ∪ Constσ ∪ Var, à òàêæå:

I →, ∧, ∨ è ¬ (ñèìâîëû ñâÿçîê);

I ∀ è ∃ (ñèìâîëû êâàíòîðîâ);

I (, ) è , (âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû).

Äëÿ êàæäîé x ∈ Var ñëîâà ∀x è ∃x íàçûâàþò êâàíòîðàìè ïî x .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Termσ íàèì. ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå Lσ, çàìê-
íóòîå îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ ïîðîæäàþùèõ ïðàâèë:

I åñëè x ∈ Var, òî x ∈ Termσ;

I åñëè c ∈ Constσ, òî c ∈ Termσ;

I åñëè f ∈ Funcσ, arityσ (f ) = n è {t1, . . . tn} ⊆ Termσ, òî

f (t1, . . . , tn) ∈ Termσ.

Ýëåìåíòû Termσ íàçûâàþò σ-òåðìàìè.

Ïðèìåð

Ïóñòü σ � ñèãíàòóðà ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè. Òîãäà

+ (s (+ (x , y)), · (s (x), y))

ÿâëÿåòñÿ σ-òåðìîì, êîòîðûé óäîáíåå çàïèñàòü êàê s (x + y) + s (x) · y .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Formσ íàèì. ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå Lσ, çàìê-
íóòîå îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ ïîðîæäàþùèõ ïðàâèë:

I åñëè P ∈ Predσ, arityσ (P) = n è {t1, . . . tn} ⊆ Termσ, òî

P (t1, . . . , tn) ∈ Formσ;

I åñëè {Φ,Ψ} ⊆ Formσ, òî

{(Φ→ Ψ), (Φ ∧Ψ), (Φ ∨Ψ),¬Φ} ⊆ Formσ;

I åñëè Φ ∈ Formσ è x ∈ Var, òî

{∀x Φ,∃x Φ} ⊆ Formσ.

Ýëåìåíòû Formσ íàçûâàþò σ-ôîðìóëàìè.

Ïîä àòîìàðíûìè σ-ôîðìóëàìè, èëè σ-àòîìàìè, ïîíèìàþòñÿ òå, ÷òî
íå ñîäåðæàò íè ñèìâîëîâ ñâÿçîê, íè ñèìâîëîâ êâàíòîðîâ.
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Äëÿ ëþáûõ t ∈ Termσ è Φ ∈ Formσ îïðåäåëèì

sub (t) := {s ∈ Termσ | s 4 t},
Sub (Φ) := {Ψ ∈ Formσ | Ψ 4 Φ}.

Ðàçóìååòñÿ, ýëåìåíòû sub (t) è Sub (Φ) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ïîäòåðìàìè t è ïîäôîðìóëàìè Φ.

Ëåììà

Ïóñòü {t, s} ⊆ Termσ òàêîâû, ÷òî t v s. Òîãäà t = s.

Ïðåäëîæåíèå (î åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ òåðìîâ)

Âñÿêèé t ∈ Termσ \ (Var ∪ Constσ) ìîæíî åäèí. îáðàçîì ïðåäñòàâèòü
â âèäå

f (t1, . . . , tn),

ãäå f ∈ Funcσ, arityσ (f ) = n è {t1, . . . tn} ⊆ Termσ.
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Ëåììà

Ïóñòü t ∈ Termσ è f ∈ Funcσ. Òîãäà âñÿêîå âõîæäåíèå f â t ÿâëÿåòñÿ
íà÷àëîì âõîæäåíèÿ íåêîòîðîãî ïîäòåðìà.

Ïðåäëîæåíèå (î ïîäòåðìàõ)

Ïóñòü t ∈ Termσ.

I Åñëè t ∈ Var ∪ Constσ, òî sub (t) = {t}.
I Åñëè t = f (t1, . . . , tn), ãäå f ∈ Funcσ, arityσ (f ) = n è {t1, . . . tn}
⊆ Termσ, òî

sub (t) = sub (t1) ∪ · · · ∪ sub (tn) ∪ {t}.

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç Atomσ ìíîæåñòâî âñåõ σ-àòîìîâ.
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Ïðåäëîæåíèå (î åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ àòîìîâ)

Âñÿêèé Φ ∈ Atomσ ìîæíî åäèí. îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå

P (t1, . . . , tn),

ãäå P ∈ Predσ, arityσ (P) = n è {t1, . . . tn} ⊆ Termσ.

Ëåììà

Ïóñòü {Φ,Ψ} ⊆ Formσ òàêîâû, ÷òî Φ v Ψ. Òîãäà Φ = Ψ.

Ïðåäëîæåíèå (î åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóë)

Âñÿêóþ Φ ∈ Formσ \ Atomσ ìîæíî åäèí. îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå

(Θ→ Ω), (Θ ∧ Ω), (Θ ∨ Ω), ¬Θ, ∀x Θ èëè ∃x Θ,

ãäå {Θ,Ω} ⊆ Formσ.
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Ëåììà

Ïóñòü Φ ∈ Formσ. Òîãäà âñÿêîå âõîæäåíèå ¬, (, ∀ èëè ∃ â Φ ÿâëÿåòñÿ
íà÷àëîì âõîæäåíèÿ íåêîòîðîé ïîäôîðìóëû.

Ïðåäëîæåíèå (î ïîäôîðìóëàõ)

Ïóñòü Φ ∈ Formσ.

I Åñëè Φ ∈ Atomσ, òî Sub (Φ) = {Φ}.
I Åñëè Φ = (Θ ◦ Ω), ãäå {Θ,Ω} ⊆ Formσ è ◦ ∈ {→,∧,∨}, òî

Sub (Φ) = Sub (Θ) ∪ Sub (Ω) ∪ {Φ};

I Åñëè Φ = ¬Θ, ãäå Θ ∈ Formσ, èëè Φ = Qx Θ, ãäå x ∈ Var, Θ ∈
Formσ è Q ∈ {∀,∃}, òî

Sub (Φ) = Sub (Θ) ∪ {Φ}.
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Ñâÿçàííûå è ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå

Ïóñòü Φ ∈ Formσ, x ∈ Var è Q ∈ {∀,∃}.

Êàæäîå âõîæäåíèå Qx â Φ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì âõîæäåíèÿ íåêîòîðîé
ïîäôîðìóëû, ïðè÷�åì ïîñëåäíåå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî; åãî íàçû-
âàþò îáëàñòüþ äåéñòâèÿ äàííîãî âõîæäåíèÿ Qx .

Âõîæäåíèå x â Φ íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè îíî âõîäèò â îáëàñòü
äåéñòâèÿ êàêîãî-íèáóäü âõîæäåíèÿ ∀x èëè ∃x , è ñâîáîäíûì èíà÷å.

Äàëåå, ãîâîðÿò, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé â Φ, åñëè ó x
åñòü õîòÿ áû îäíî ñâîáîäíîå âõîæäåíèå â Φ.
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Äëÿ óäîáñòâà ââåä�åì îáîçíà÷åíèå

FV (Φ) :=

{
z ∈ Var | ó z èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî

ñâîáîäíîå âõîæäåíèå â Φ

}
.

Èíòóèòèâíî ýëåìåíòû FV (Φ) èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ äëÿ Φ. Çàïèñü
Φ (x1, . . . , x`) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî FV (Φ) ⊆ {x1, . . . , x`}.

Íàêîíåö, îáîçíà÷èì

Sentσ := {Φ ∈ Formσ | FV (Φ) = ∅}.

Ýëåìåíòû Sentσ íàçûâàþò σ-ïðåäëîæåíèÿìè, ðåæå � çàìêíóòûìè σ-
ôîðìóëàìè. Îíè ìîãóò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå íåëîã. àêñèîì.
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Çàìå÷àíèå

Ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ ìåæäó êâàíòîðàìè è îïåðàòîðàìè ñóììè-
ðîâàíèÿ, èíòåãðèðîâàíèÿ è ò.ä. Òàê, â âûðàæåíèè∫ x

0

y · z dy

îáà âõîæäåíèÿ y ñâÿçàíû; âìåñòî íèõ íåëüçÿ ïîäñòàâèòü êîíêðåòíûå
÷èñëà. Âìåñòå ñ òåì x è z ñâîáîäíû è ôàêòè÷åñêè èãðàþò ðîëü ïàðà-
ìåòðîâ. Äàëåå, â âûðàæåíèè

2y +

∫ x

0

y · z dy

ïåðâîå âõîæäåíèå y ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, à äðóãèå äâà � íåò. Èíòóè-
òèâíî äàííîå âûðàæåíèå ðàâíîñèëüíî

2y +

∫ x

0

u · z du.
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Ïðèìåð

Ïóñòü σ � ñèãíàòóðà àðèôìåòèêè. Ðàññìîòðèì σ-ôîðìóëó

Φ := ∀x ∃y x = y + 0 · u ∧ ∀y ∃u x + u = y .

Òîãäà FV (Φ) = {u, x}. Òóò ìû ìîæåì íàïèñàòü Φ (u, x) èëè Φ (x , u);
òàêæå ïðèåìëåìû ¾èçáûòî÷íûå¿ Φ (u, x , y), Φ (x , u, v) è ò.ï.

Ïðèìåð

Ïóñòü σ � ñèãíàòóðà (ñòðîãèõ) ÷.ó.ì. Â òàêîì ñëó÷àå ïîä àêñèîìàìè
÷.ó.ì. ïîíèìàþò ñëåäóþùèå σ-ïðåäëîæåíèÿ:

I ∀x ¬x < x ; %∀x x 6< x

I ∀x ∀y ∀z (x < y ∧ y < z → x < z).

Èíòóèòèâíî σ-ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ÷.ó.ì., åñëè è òîëüêî åñëè îíà óäî-
âëåòâîðÿåò ýòèì àêñèîìàì.
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Î ïîäñòàíîâêàõ òåðìîâ â ôîðìóëû

Ïóñòü Φ ∈ Formσ, x ∈ Var è t ∈ Termσ. Îáîçíà÷èì

Φ (x/t) :=
ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííîé çàìåíû âñåõ
ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé x â Φ íà t.

Ïðèìåíåíèå ýòîé îïåðàöèè ïîðîé ïðèâîäèò ê âåñüìà íåæåëàòåëüíûì
ïîñëåäñòâèÿì. Òàê, σ-ôîðìóëû âèäà

∀x Φ→ Φ (x/t)

êàæóòñÿ èñòèííûìè, íî ïðè

σ := 〈<2〉, Φ := ∃y x < y è t := y

ìû ïîëó÷àåì
∀x ∃y x < y → ∃y y < y .
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Êðîìå òîãî, σ-ôîðìóëû âèäà

Φ (x/t)→ ∃x Φ

êàæóòñÿ èñòèííûìè, íî ïðè

σ := 〈=2〉, Φ := ∀y x = y è t := y

ìû ïîëó÷àåì
∀y y = y → ∃x ∀y x = y .

Ïîýòîìó ñ ïîäñòàíîâêàìè íóæíî îáðàùàòüñÿ àêêóðàòíåå.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî t ñâîáîäåí äëÿ (ïîäñòàíîâêè âìåñòî) x â Φ,
åñëè íè îäíî èç ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé x â Φ íå íàõîäèòñÿ â îáëàñòè
äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî ïåðåìåííîé èç t.
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Çàìå÷àíèå

Ïðîâîäÿ àíàëîãèþ ñ îïåðàòîðîì èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàññìîòðèì∫ 1

0

y · z dy .

Ïîäñòàíîâêà u + v âìåñòî z â ýòî âûðàæåíèå äà�åò∫ 1

0

y · (u + v) dy .

Òóò óæå äâà ïàðàìåòðà, íî ñìûñë ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèëñÿ; ïðîñòî
z ïðèîáðåëî áîëåå êîíêðåòíûé âèä. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ôîðìàëü-
íîé ïîäñòàíîâêå u + y âìåñòî z ìû ïîëó÷èì∫ 1

0

y · (u + y) dy =

∫ 1

0

y · u + y2 dy ,

÷òî ñóùåñòâåííî ìåíÿåò ñìûñë èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ.
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Ñåìàíòèêà äëÿ êâàíòîðíîé êë. ëîãèêè

Ïîä îçíà÷èâàíèÿìè ïåðåìåííûõ â A, èëè ïðîñòî îçíà÷èâàíèÿìè â A,
ïîíèìàþòñÿ ôóíêöèè èç Var â A. Êàæäîå îçíà÷èâàíèå ν â A ìîæíî
ðàñøèðèòü äî ν : Termσ → A åñòåñòâåííûì îáðàçîì:

ν (x) := ν (x);

ν (c) := cA;

ν (f (t1, . . . , tn)) := f A (ν (t1), . . . , ν (tn)).

Â äàëüíåéøåì äëÿ ëþáûõ x ∈ Var è a ∈ A ÷åðåç νxa áóäåò îáîçíàòüñÿ
îçíà÷èâàíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç ν ïî ïðàâèëó

νxa (y) :=

{
ν (y) åñëè y 6= x ,

a åñëè y = x .
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Îïðåäåëèì A  Φ [ν] èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ Φ:

A  P (t1, . . . , tn) [ν] ⇐⇒ (ν (t1), . . . , ν (tn)) ∈ PA;

A  Ψ ∧Θ [ν] ⇐⇒ A  Ψ [ν] è A  Θ [ν];

A  Ψ ∨Θ [ν] ⇐⇒ A  Ψ [ν] èëè A  Θ [ν];

A  ¬Ψ [ν] ⇐⇒ A 1 Ψ [ν];

A  Ψ→ Θ [ν] ⇐⇒ A 1 Ψ [ν] èëè A  Θ [ν];

A  ∃x Ψ [ν] ⇐⇒ A  Ψ [νxa ] äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A;

A  ∀x Ψ [ν] ⇐⇒ A  Ψ [νxa ] äëÿ âñåõ a ∈ A.

Êîãäà A  Φ [ν], ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Φ èñòèííî â A ïðè ν, èëè A
óäîâëåòâîðÿåò Φ ïðè ν.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî (íå)âåðíîñòü A  Φ [ν] íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèå
çíà÷åíèÿ ν ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòàì Var \ FV (Φ).
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Åñëè Φ èìååò âèä Φ (x1, . . . , x`), ò.å. FV (Φ) ⊆ {x1, . . . , x`}, òî âìåñòî
A  Φ [ν] íåðåäêî ïèøóò

A  Φ [x1/ν (x1), . . . , x`/ν (x`)] ,

èëè æå A  Φ [ν (x1), . . . , ν (x`)]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ Φ ∈ Sentσ îáû÷íî
èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü A  Φ.

Íàêîíåö, ïóñòü Γ ⊆ Sentσ. Ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Γ, è ïè-
øóò A  Γ, åñëè A  Φ äëÿ âñåõ Φ ∈ Γ.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü ξ � èçîìîðôèçì èç A íà B. Òîãäà äëÿ êàæäîé σ-ôîðìóëû Φ
è ëþáîãî îçíà÷èâàíèÿ ν â A,

A  Φ [ν] ⇐⇒ B  Φ [ν ◦ ξ].

(Î÷åâèäíî, ν ◦ ξ ÿâëÿåòñÿ îçíà÷èâàíèåì â B.)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçüì�åì µ := ν ◦ ξ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ Termσ,

µ (t) = ξ (ν (t))

(ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ t). Òåïåðü èä�åò
íåñëîæíàÿ èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ Φ. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü Φ = P (t1, . . . , tn). Òîãäà

A  Φ [ν] ⇐⇒ (ν (t1), . . . , ν (tn)) ∈ PA

⇐⇒ (ξ (ν (t1)), . . . , ξ (ν (tn))) ∈ PB

⇐⇒ (µ (t1), . . . , µ (tn)) ∈ PB

⇐⇒ B  Φ [µ].

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü Φ = ¬Ψ. Òîãäà

A  Φ [ν] ⇐⇒ A 1 Ψ [ν]

⇐⇒ B 1 Ψ [µ]

⇐⇒ B  Φ [µ].

I Ïóñòü Φ = Ψ ∧Θ. Òîãäà

A  Φ [ν] ⇐⇒ A  Ψ [ν] è A  Θ [ν]

⇐⇒ B  Ψ [µ] è B  Θ [µ]

⇐⇒ B  Φ [µ].

I Àíàëîãè÷íî äëÿ Φ = Ψ ∨Θ è Φ = Ψ→ Θ.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü Φ = ∀x Ψ. Òîãäà

A  Φ [ν] ⇐⇒ A  Ψ [νxa ] äëÿ âñåõ a ∈ A

⇐⇒ B  Ψ
[
µx
ξ(a)

]
äëÿ âñåõ a ∈ A

⇐⇒ B  Ψ [µx
b] äëÿ âñåõ b ∈ B

⇐⇒ B  Φ [µ].

I Àíàëîãè÷íî äëÿ Φ = ∃x Ψ.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà K σ-ñòðóêòóð ïîëîæèì

Th (K) := {Φ ∈ Sentσ | A  Φ äëÿ âñåõ A ∈ K}.

Âìåñòî Th ({A}) îáû÷íî ïèøóò Th (A). Ãîâîðÿò, ÷òî A è B ýëåìåí-
òàðíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè Th (A) = Th (B).

Ñëåäñòâèå

Èçîìîðôíûå ñòðóêòóðû ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû.
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