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Îïðåäåëèìîñòü â ñòðóêòóðàõ

Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ σ-ñòðóêòóðà A.

Ìû íàçûâàåì S ⊆ A` îïðåäåëèìûì â A, åñëè ñóùåñòâóåò σ-ôîðìóëà
Φ (x1, . . . , x`) òàêàÿ, ÷òî

S =
{
~a ∈ A` | A  Φ [~a]

}
;

â ýòîì ñëó÷àå åù�å ãîâîðÿò, ÷òî Φ îïðåäåëÿåò S â A.

Â ÷àñòíîñòè, ξ : A` → A îïðåäåëèìà â A, åñëè îïðåäåëèì å�å ãðàôèê.

Êðîìå òîãî, a ∈ A îïðåäåëèì â A, åñëè {a} îïðåäåëèìî.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Ïðèìåð

Îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà N îïðåäåëèìî â N ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû

Φ (x , y) := x 6= 0 ∧ ∃u x · u = y ,

à îáû÷íûé ñòðîãèé ïîðÿäîê íà N � ïîñðåäñòâîì

Ψ (x , y) := ∃u (u 6= 0 ∧ x + u = y).

Ïðèìåð

Ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëÿ íà N îïðåäåëèìà â N< ïîñðåäñòâîì

x < y ∧ ¬∃u (x < u ∧ u < y).

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Ïðèìåð

Â ñòàíäàðòíîì êîëüöå Z ñ íîñèòåëåì Z áóäåò îïðåäåëèìî îòíîøåíèå
¾áûòü áîëüøå íóëÿ¿; òóò ìîæíî èñïîëüçîâàòü

Φ (x) := x 6= 0 ∧ ∃u1, u2, u3, u4
(
x = u21 + u22 + u23 + u24

)
,

à ïîòîìó îáû÷íûé ñòðîãèé ïîðÿäîê íà Z îïðåäåëèì â Z ïîñðåäñòâîì

Ψ (x , y) := ∃u (Φ (u) ∧ x + u = y).

Ïðèìåð

Îáû÷íûé ñòðîãèé ïîðÿäîê íà R îïðåäåëèì â ñòàíäàðòíîì êîëüöå R
ñ íîñèòåëåì R ïîñðåäñòâîì

Θ (x , y) := ∃u
(
u 6= 0 ∧ x + u2 = y

)
.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü G ãåîìåòðèè. Â íåé îòíîøåíèÿ

I ¾x ëåæèò íà ïðÿìîé yz¿ è

I ¾ïðÿìûå xx ′ è yy ′ è ïàðàëëåëüíû¿

îïðåäåëèìû ïîñðåäñòâîì ñîîòâåòñòâåííî

Φ (x , y , z) := B (x , y , z) ∨ B (z , x , y) ∨ B (y , z , x) è

Ψ (x , x ′, y , y ′) := x 6= x ′ ∧ y 6= y ′ ∧ ¬∃u (Φ (u, x , x ′) ∧ Φ (u, y , y ′)).

Ïðè ýòîì àêñèîìó î ïàðàëëåëüíûõ ìîæíî âûðàçèòü òàê:

Euclid_5 := ∀x , y , z (x 6= y ∧ ¬Φ (z , x , y)→
∀u, v (Ψ (z , u, x , y) ∧Ψ (z , v , x , y)→ Φ (z , u, v))).

Îíà áóäåò èñòèííà â G, íî ëîæíà â ìîäåëè H.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Ïðèìåð (áåç äîêàçàòåëüñòâà)

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó 〈N; |; s〉, ãäå | èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòíîøåíèå
äåëèìîñòè íà N. Íîëü îïðåäåëèì â ýòîé ñòðóêòóðå ïîñðåäñòâîì

Φ (x) := ¬x | x ,

à îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà N � ïîñðåäñòâîì

Ψ (x , y) := (Φ (x) ∧ Φ (y)) ∨ (x | y ∧ y | x).

Äæóëèåé Ðîáèíñîí áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

ôóíêöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà N îïðåäåëèìû â 〈N; |; s〉.

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N îáîçíà÷èì

supp (n) := ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé n.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Ãèïîòåçà Ýðä�åøà�Âóäñà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: íàéä�åòñÿ N ∈ N
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ i , j ∈ N,

supp (i + n) = supp (j + n) äëÿ âñåõ n ∈ {0, . . . ,N}
=⇒ i = j .

Ýòî èçâåñòíàÿ îòêðûòàÿ ïðîáëåìà.

Ïðèìåð (áåç äîêàçàòåëüñòâà)

Òåïåðü ðàññìîòðèì 〈N;⊥; s〉, ãäå ⊥ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòíîøåíèå
âçàèìíîé ïðîñòîòû íà N. Äæîíîì Âóäñîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

I îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà N îïðåäåëèìî â 〈N;⊥; s〉;
I ôóíêöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà N îïðåäåëèìû â 〈N; =,⊥; s〉;
I âåðíà ãèïîòåçà Ýðä�åøà�Âóäñà.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Ïðèìåð (äîêàçàòåëüñòâî äîëæíî áûòü íà ñòàðøèõ êóðñàõ)

Èçâåñòíî, ÷òî:

I âñÿêîå (âû÷èñëèìî) ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî îïðåäåëèìî â N;

I âñÿêàÿ ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëèìà â N.

Íàïðèìåð, λn.[2n] îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëèìà â N.

Ýòîò ïðèìåð ñâÿçàí ñî çíàìåíèòûìè òåîðåìàìè Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå
¾äîñòàòî÷íî áîãàòûõ ñèñòåì¿.
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¾Ìåòîä àâòîìîðôèçìîâ¿

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü S îïðåäåëèìî â A. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Aut (A),

ξ [S ] ⊆ S ,

ò.å. S çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìîâ A.

Çàìå÷àíèå

Ýòî äà�åò íåîáõîäèìîå, íî äaëåêî íå äîñòàòî÷íîå óñë. îïðåäåëèìîñòè.
Òàê, åñëè Formσ ñ÷�åòíî, A áåñêîíå÷íî è Aut (A) = {idA}, òî:
I âñÿêîå S ⊆ A` çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìîâ A;

I ìíîæåñòâî âñåõ îïðåäåëèìûõ â A ìíîæåñòâ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî;

I çíà÷èò, ñóùåñòâóåò 2|A| çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìîâ
A, íî íå îïðåäåëèìûõ â A ìíîæåñòâ.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Ïðèìåð

Â 〈Z; =; +〉 íå îïðåäåëèìî îáû÷íîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà Z, òàê êàê
λz .[−z ] ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì äàííîé ñòðóêòóðû.

Ïðèìåð

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â 〈Z;<〉 óæå íå îïðåäåëèìà ôóíêöèÿ ñëîæåíèÿ íà
Z, òàê êàê λz .[z + 1] ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì äàííîé ñòðóêòóðû.

Ïðèìåð

Â D íåëüçÿ îïðåäåëèòü íèêàêîé ýëåìåíò, êðîìå 1.
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Ïðèìåð (ñì. äîï. óïðàæíåíèå èç òðåòüåé ëåêöèè)

Â G íåëüçÿ îïðåäåëèòü:

I íèêàêóþ êîíêðåòíóþ ôèãóðó çà èñêëþ÷åíèåì ∅ è R× R;

I îòíîøåíèå ¾äëèíà îòðåçêà xy ðàâíà åäèíèöå¿;

I îòíîøåíèå ¾âåðøèíû òðåóã. xyz îáõîäÿòñÿ ïðîòèâ ÷àñ. ñòðåëêè¿.

(Çäåñü äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äâèæåíèÿ è ãîìîòåòèè, à òàêæå èõ
êîìïîçèöèè ëåæàò â Aut (G).)
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Î ðàâåíñòâå

Ïóñòü = ñîäåðæèòñÿ â Predσ, ïðè÷�åì arityσ (=) = 2.

σ-Ñòðóêòóðó A íàçûâàþò íîðìàëüíîé, åñëè = èíòåðïðåòèðóåòñÿ â A
êàê íàñòîÿùåå ðàâåíñòâî, ò.å. =A ñîâïàäàåò ñ idA.

Çàìå÷àíèå

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, åñëè ìû ðàáîòàåì â ðàìêàõ ôèêñèðî-
âàííîãî ÿçûêà, íà÷èíàåò ñòèðàòüñÿ ãðàíü ìåæäó:

I íàñòîÿùèì ðàâåíñòâîì, äëÿ ðàçãîâîðà î êîòîðîì íåîáõîäèìî
âûéòè çà ïðåäåëû äàííîãî ÿçûêà;

I íåðàçëè÷èìîñòüþ ñðåäñòâàìè äàííîãî ÿçûêà.

Â ìàòåìàòèêå ðîëü îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà íåðåäêî èãðàåò îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè ñïåöèàëüíîãî òèïà.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eqσ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç σ-ïðåäëîæåíèé

I ∀x x = x ,

I ∀x ∀y (x = y → y = x) è

I ∀x ∀y ∀z (x = y ∧ y = z → x = z),

à òàêæå âñåõ σ-ïðåäëîæåíèé âèäîâ

I ∀x1 ∀y1 . . . ∀xn ∀yn (~x = ~y → (P (~x)↔ P (~y))) è

I ∀x1 ∀y1 . . . ∀xm ∀ym (~x = ~y → f (~x) = f (~y)),

ãäå P ∈ Predσ è f ∈ Funcσ, ïðè÷�åì arityσ (P) = n è arityσ (f ) = m.
Ïîä àêñèîìàìè ðàâåíñòâà äëÿ σ ïîíèìàþò ýëåìåíòû Eqσ.

Ðàçóìååòñÿ, A  Eqσ äëÿ âñÿêîé íîðìàëüíîé σ-ñòðóêòóðû A. Ìû
äîêàæåì â íåêîòîðîì ñìûñëå ¾îáðàòíîå óòâåðæäåíèå¿.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü Eqσ.

Î÷åâèäíî, =A áóäåò îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà A. Îáîçíà÷èì
÷åðåç A′ íîðìàëüíóþ σ-ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì A/=A òàêóþ, ÷òî:

I äëÿ ëþáîãî c ∈ Constσ,

cA
′

:=
[
cA
]
;

I äëÿ ëþáîãî m-ìåñòíîãî f ∈ Funcσ,

f A
′

([a1], . . . , [am]) :=
[
f A (a1, . . . , am)

]
;

I äëÿ ëþáîãî n-ìåñòíîãî P ∈ Predσ,

([a1], . . . , [am]) ∈ PA′
:⇐⇒ (a1, . . . , am) ∈ PA.

(çäåñü [a] � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè a ïî =A); êîððåêòíîñòü äàííîãî
îïðåäåëåíèÿ îáåñïå÷èâàþò àêñèîìû ðàâåíñòâà äëÿ σ.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Òåîðåìà

Äëÿ ëþáûõ σ-ôîðìóëû Φ è îçíà÷èâàíèÿ ν â A,

A  Φ [ν] ⇐⇒ A′  Φ [ν′].

ãäå ν′ îòîáðàæàåò êàæäóþ x ∈ Var â [ν (x)].

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ Termσ,

ν′ (t) = [ν (t)]

(ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ t). Òåïåðü èä�åò
íåñëîæíàÿ èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ Φ. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïóñòü Φ = P (t1, . . . , tn). Òîãäà

A  Φ [ν] ⇐⇒ (ν (t1), . . . , ν (tn)) ∈ PA

⇐⇒ ([ν (t1)], . . . , [ν (tn)]) ∈ PA′

⇐⇒ (ν′ (t1), . . . , ν′ (tn)) ∈ PA′

⇐⇒ A′  Φ [ν′].

Îñòàëüíûå ñëó÷àè � â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Ñëåäñòâèå

Äëÿ êàæäîãî Γ ⊆ Sentσ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

I ó Γ åñòü íîðìàëüíàÿ ìîäåëü;

I ó Γ ∪ Eqσ åñòü ìîäåëü.

Îòíûíå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå σ-ñòðóêòóðû
íîðìàëüíû, åñëè ÿâíûì îáðàçîì íå îãîâîðåíî îáðàòíîå.
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Âûïîëíèìîñòü è îáùåçíà÷èìîñòü

σ-Ôîðìóëó Φ íàçûâàþò:

I âûïîëíèìîé, åñëè A  Φ [ν] äëÿ íåêîòîðûõ A è ν;

I îáùåçíà÷èìîé, åñëè A  Φ [ν] äëÿ âñåõ A è ν.

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî A áåãàåò ïî σ-ñòðóêòóðàì, òîãäà êàê ν �
ïî îçíà÷èâàíèÿì â A. Î÷åâèäíî,

Φ îáùåçíà÷èìà ⇐⇒ ¬Φ íå âûïîëíèìà.

Òåîðåìà (×�åð÷à; äîëæíî áûòü íà ñòàðøèõ êóðñàõ)

Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ êâàíòîðíîé êë. ëîãèêè â ñèãíàòóðå 〈R2〉
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Çàìå÷àíèå

Ïóñòü Φ ∈ Formσ, è x1, . . . , x` ñóòü â òî÷íîñòè âñå ýëåìåíòû FV (Φ) â
ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ â Φ. Îáîçíà÷èì

∀̃Φ := ∀x1 . . . ∀x` Φ è ∃̃Φ := ∃x1 . . . ∃x` Φ.

Òîãäà ∀̃Φ íàçûâàþò óíèâåðñàëüíûì çàìûêàíèåì Φ, à ∃̃Φ � ýêçèñòåí-
öèàëüíûì çàìûêàíèåì Φ. ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîé A:

A  ∀̃Φ ⇐⇒ A  Φ [ν] äëÿ âñåõ ν;

A  ∃̃Φ ⇐⇒ A  Φ [ν] äëÿ íåêîòîðîãî ν.

Ñòàëî áûòü, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

Φ âûïîëíèìà ⇐⇒ A  ∃̃Φ äëÿ íåêîòîðîé A;

Φ îáùåçíà÷èìà ⇐⇒ A  ∀̃Φ äëÿ âñåõ A.
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Ñåìàíòè÷åñêèå ñëåäîâàíèå è ýêâèâàëåíòíîñòü

Ïóñòü Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ. Ãîâîðÿò, ÷òî Φ ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò
èç Γ, è ïèøóò Γ � Φ, åñëè äëÿ ëþáîé A,

A  Γ =⇒ A  ∀̃Φ.

Âìåñòî ∅ � Φ îáû÷íî ïèøóò � Φ. Î÷åâèäíî,

� Φ ⇐⇒ Φ îáùåçíà÷èìà.

Íàêîíåö, ôîðìóëû Φ è Ψ íàçûâàþò ñåìàíòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè � Φ↔ Ψ; ïðè ýòîì ïèøóò Φ ≡ Ψ.
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Ïðèìåð

Äëÿ ëþáûõ Φ ∈ Formσ è x ∈ Var,

¬∀x Φ ≡ ∃x ¬Φ è ¬∃x Φ ≡ ∀x ¬Φ.

σ-Ôîðìóëà Φ íàçûâàåòñÿ áåñêâàíòîðíîé, åñëè ∀ 64 Φ è ∃ 64 Φ.

Ïîä ïðåíåêñíûìè íîðìàëüíûìè ôîðìàìè, ñîêð. ï.í.ô., ïîíèìàþòñÿ
σ-ôîðìóëû âèäà

Q1x1 . . . Q`x` Ψ,

ãäå {Q1, . . . ,Q`} ⊆ {∀,∃}, {x1, . . . , x`} ⊆ Var è Ψ áåñêâàíòîðíàÿ.
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