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Ãèëüá. èñ÷èñëåíèå äëÿ êâàíòîðíîé êë. ëîãèêè

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñõåìû àêñèîì:

I1. Φ→ (Ψ→ Φ);

I2. (Φ→ (Ψ→ Θ))→ ((Φ→ Ψ)→ (Φ→ Θ));

C1. Φ ∧Ψ→ Φ;

C2. Φ ∧Ψ→ Ψ;

C3. Φ→ (Ψ→ Φ ∧Ψ);

D1. Φ→ Φ ∨Ψ;

D2. Ψ→ Φ ∨Ψ;

D3. (Φ→ Θ)→ ((Ψ→ Θ)→ (Φ ∨Ψ→ Θ));
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N1. (Φ→ Ψ)→ ((Φ→ ¬Ψ)→ ¬Φ);

N2. ¬Φ→ (Φ→ Ψ);

N3. Φ ∨ ¬Φ;

Q1. ∀x Φ→ Φ (x/t), ãäå t ñâîáîäåí äëÿ x â Φ;

Q2. Φ (x/t)→ ∃x Φ, ãäå t ñâîáîäåí äëÿ x â Φ.

Êðîìå òîãî, â ñëó÷àÿõ, êîãäà = ñîäåðæèòñÿ â Predσ, ýëåìåíòû Eqσ
òàêæå áóäóò ñ÷èòàòüñÿ àêñèîìàìè íàøåãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ïîìèìî íèõ èìååòñÿ óæå çíàêîìîå íàì ïðàâèëî modus ponens, ò.å.

Φ Φ→ Ψ (MP),
Ψ
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è äîáàâëÿþòñÿ äâà íîâûõ ¾êâàíòîðíûõ¿ ïðàâèëà âûâîäà:

Ψ→ Φ (BR1)
Ψ→ ∀x Φ

è
Φ→ Ψ (BR2),∃x Φ→ Ψ

ãäå x 6∈ FV (Ψ); îíè òðàäèöèîííî íàçûâàþòñÿ ïðàâèëàìè Áåðíàéñà.

Ïóñòü Γ ⊆ Sentσ. Ïîä âûâîäîì èç Γ â äàííîì ãèëüáåðòîâ. èñ÷èñëå-
íèè ïîíèìàþò êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Φ0, . . . , Φn

(ãäå n ∈ N) ýëåìåíòîâ Formσ òàêóþ, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ {0, . . . , n}
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
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I Φi ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé;

I Φi ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Γ;

I Φi ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðûõ ïðåäøåñòâóþùèõ Φj è Φk ïî MP;

I Φi ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîé ïðåäøåñòâóþùåé Φj ïî BR1;

I Φi ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîé ïðåäøåñòâóþùåé Φj ïî BR2.

Ïðè ýòîì Φn íàçûâàþò çàêëþ÷åíèåì ðàññìàòðèâàåìîãî âûâîäà, à
ýëåìåíòû Γ � åãî ãèïîòåçàìè.

Äëÿ Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ çàïèñü Γ ` Φ îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
âûâîä èç Γ ñ çàêëþ÷åíèåì Φ. Âìåñòî ∅ ` Φ îáû÷íî ïèøóò ` Φ.
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Êðîìå òîãî, ãîâîðÿò, ÷òî:

I Φ îïðîâåðæèìà â Γ, åñëè Γ ` ¬Φ;

I Φ íåçàâèñèìà îò Γ, åñëè Γ 0 Φ è Γ 0 ¬Φ.

Íàïðèìåð, áëàãîäàðÿ òðóäàì Êîýíà è Ã�åäåëÿ ìû çíàåì, ÷òî:

I C íåçàâèñèìà îò ZF, à CH � îò ZFC;

I â ÷àñòíîñòè, ¬C íå îïðîâåðæèìî â ZF, à ¬CH � â ZFC.

Ðàçóìååòñÿ, òóò ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñîîòâåòñòâåííî
ZF è ZFC, ïîñêîëüêó èíà÷å âûâîäèìî âñ�å, ÷òî óãîäíî.
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Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ` âíîâü âûñòóïàþò:

I åñëè Γ ⊆ ∆ è Γ ` Φ, òî ∆ ` Φ; (ìîíîòîííîñòü)

I åñëè ∆ ` Ψ äëÿ âñåõ Ψ ∈ Γ, è Γ ` Φ, òî ∆ ` Φ; (òðàíçèòèâíîñòü)

I åñëè Γ ` Φ, òî ∆ ` Φ äëÿ íåê. êîíå÷íîãî ∆ ⊆ Γ. (êîìïàêòíîñòü)

Îäíàêî ñòîèò ïîìíèòü, ÷òî Γ è ∆ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà σ-
ïðåäëîæåíèé, ò.å. ó èõ ýëåìåíòîâ íåò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Çàìå÷àíèå

ßñíî, ÷òî � ìîíîòîííî è òðàíçèòèâíî. Áîëåå òîãî, õîòÿ êîìïàêòíîñòü
� îòíþäü íå î÷åâèäíà, îíà áóäåò ñëåäîâàòü èç ñîâïàäåíèÿ ` è �.
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Ïîãðóæåíèå ïðîïîçèöèîíàëüíîé êë. ëîãèêè

Ïóñòü ξ : Prop→ Formσ. Äëÿ âñÿêîé ïðîï. ôîðìóëû φ îáîçíà÷èì

ξφ :=
ðåçóëüòàò çàìåíû (âñåõ âõîæäåíèé)
êàæäîé p ∈ Prop â φ íà ξ (p).

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ξφ � σ-ôîðìóëà.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü ξ : Prop→ Formσ è ` φ (â ïðîï. èñ÷èñëåíèè). Òîãäà ` ξφ (óæå
â êâàíòîðíîì èñ÷èñëåíèè).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü âûâîä

φ0, . . . , φn = φ

èç ∅ (â ïðîï. èñ÷èñëåíèè), è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ξφ0, . . . , ξφn = ξφ.

Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî i ∈ {0, . . . , n}, ÷òî ξφ0, . . . , ξφi ÿâëÿåòñÿ âûâî-
äîì èç ∅ (â êâàíòîðíîì èñ÷èñëåíèè); ýòî ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

I Ïóñòü φi � àêñèîìà. Òîãäà ξφi � àêñèîìà.

I Ïóñòü φi ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäøåñòâóþùèõ φj è φk = φj → φi ïî
MP. Òîãäà ξφi ïîëó÷àåòñÿ èç ξφj è ξφk = ξφk → ξφi ïî MP.

Ñòàëî áûòü, ` ξφi äëÿ âñåõ i ∈ {0, . . . , n}. Â ÷àñòíîñòè, ïðè i = n ìû
èìååì ` ξφ.
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Ñëåäñòâèå

Ïóñòü ξ : Prop→ Formσ è � φ (â ñìûñëå ïðîï. ëîãèêè). Òîãäà ` ξφ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ñèëó òåîðåìû î (ñëàáîé) ïîëíîòå äëÿ ïðîï. èñ÷èñëåíèÿ, ìû èìååì
` φ, à ïîòîìó ` ξφ.

Òàê, â íàøåì ïåðâîïîðÿäêîâîì èñ÷èñëåíèè îêàæóòñÿ âûâîäèìû

Φ→ Φ, Φ→ ¬¬Φ è ¬¬Φ→ Φ

äëÿ ïðîèçâîëüíîé σ-ôîðìóëû Φ.
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Ïðèìåð

Ïóñòü ïåðåìåííàÿ y íå âõîäèò â σ-ôîðìóëó Φ. Òîãäà

1. ∀x Φ→ Φ (x/y) Q1

2. ∀x Φ→ ∀y Φ (x/y) èç 1; Br1

áóäåò âûâîäîì èç ∅. Êðîìå òîãî,

1. ∀y Φ (x/y)→
Φ︷ ︸︸ ︷

Φ (x/y) (y/x) Q1

2. ∀y Φ (x/y)→ ∀x Φ èç 1; Br1

áóäåò âûâîäîì èç ∅. Ñòàëî áûòü, ` ∀x Φ↔ ∀y Φ (x/y).
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Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî ` ∃x ¬Φ→ ¬∀x Φ:

1. ∀x Φ→
Φ︷ ︸︸ ︷

Φ (x/x) Q1

2. (∀x Φ→ Φ)→ (¬Φ→ ¬∀x Φ) òàâòîëîãèÿ
3. ¬Φ→ ¬∀x Φ èç 1, 2; MP
4. ∃x ¬Φ→ ¬∀x Φ èç 3; Br2.

Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ òàâòîëîãèé èç ýòîãî ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü
` ∀x Φ→ ¬∃x ¬Φ.
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Ïðèìåð

Ïóñòü ` Φ→ Ψ. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ` ∀x Φ→ ∀x Ψ:

1. ∀x Φ→ Φ Q1

2. Φ→ Ψ ïðåäïîëîæåíèå
3. ∀x Φ→ Ψ èç 1, 2 è òàâòîëîãèé; MP
4. ∀x Φ→ ∀x Ψ èç 3; Br1.

Èñïîëüçóÿ C1-3, îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü:

` Φ↔ Ψ =⇒ ` ∀x Φ↔ ∀x Ψ.
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Ïðàâèëî îáîáùåíèÿ

Äëÿ óäîáñòâà ââåä�åì îáîçíà÷åíèÿ

> := Φ? → Φ? è ⊥ := ¬>,

ãäå Φ? � ôèêñèðîâàííîå σ-ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ Sentσ, Φ ∈ Formσ è x ∈ Var,

Γ ` Φ ⇐⇒ Γ ` ∀x Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

=⇒ Ïóñòü Γ ` Φ. Çíà÷èò, Γ ` > → Φ. Ïðèìåíÿÿ BR1, ìû ïîëó÷àåì
Γ ` > → ∀x Φ. Òàêèì îáðàçîì, Γ ` ∀x Φ.

⇐= Ïóñòü Γ ` ∀x Φ. Èñïîëüçóÿ àêñèîìó ∀x Φ→ Φ òèïà Q1, îòñþäà
ëåãêî ïîëó÷èòü Γ ` Φ.
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Çíà÷èò, ìû ìîæåì äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî îáîáùåíèÿ:

Φ (GR).∀x Φ

Îíî íåðåäêî ôèãóðèðóåò â àëüòåðíàòèâíûõ âåðñèÿõ ãèëüáåðòîâñêîãî
èñ÷èñëåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ,

Γ ` Φ ⇐⇒ Γ ` ∀̃Φ.

Çàìå÷àíèå

Î÷åâèäíî, äëÿ � èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà (î äåäóêöèè)

Äëÿ ëþáûõ Γ ∪ {Φ} ⊆ Sentσ è Ψ ∈ Formσ,

Γ ∪ {Φ} ` Ψ ⇐⇒ Γ ` Φ→ Ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

⇐= Òðèâèàëüíî.

=⇒ Ïóñòü Γ ∪ {Φ} ` Ψ. Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü âûâîä

Ψ0, . . . , Ψn = Ψ

èç Γ ∪ {Φ}. Äàâàéòå òåïåðü ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî i ∈ {0, . . . , n}, ÷òî
Γ ` Φ→ Ψi . Ââèäó àíàëîãèè ñ ïðîï. èñ÷èñëåíèåì, äîñòàòî÷íî ðàçîá-
ðàòü ëèøü íîâûå ñëó÷àè, îòíîñÿùèåñÿ ê BR1 è BR2. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü Ψi = Θ→ ∀x Ω ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäø. Ψj = Θ→ Ω ïî BR1.
Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîé ¾êâàçèâûâîä¿ èç Γ:

1. Φ→ (Θ→ Ω) è.ã.
2. (Φ→ (Θ→ Ω))→ (Φ ∧Θ→ Ω) òàâòîëîãèÿ
3. Φ ∧Θ→ Ω èç 1, 2; MP
4. Φ ∧Θ→ ∀x Ω èç 3; Br1
5. (Φ ∧Θ→ ∀x Ω)→ (Φ→ (Θ→ ∀x Ω)) òàâòîëîãèÿ
6. Φ→ (Θ→ ∀x Ω) èç 4, 5; MP.

Ñòàëî áûòü, Γ ` Φ→ (Θ→ ∀x Ω).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü Ψi = ∃x Ω→ Θ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäø. Ψj = Ω→ Θ ïî BR2.
Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîé ¾êâàçèâûâîä¿ èç Γ:

1. Φ→ (Ω→ Θ) è.ã.
2. (Φ→ (Ω→ Θ))→ (Ω→ (Φ→ Θ)) òàâòîëîãèÿ
3. Ω→ (Φ→ Θ) èç 1, 2; MP
4. ∃x Ω→ (Φ→ Θ) èç 3; Br2
5. (∃x Ω→ (Φ→ Θ))→ (Φ→ (∃x Ω→ Θ)) òàâòîëîãèÿ
6. Φ→ (∃x Ω→ Θ) èç 4, 5; MP.

Ñòàëî áûòü, Γ ` Φ→ (∃x Ω→ Θ).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè i := n ìû èìååì Γ ` Φ→ Ψn, ò.å. Γ ` Φ→ Ψ.
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Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ,

Γ ` Φ ⇐⇒ `
n∧

i=1

Ψi → Φ äëÿ íåêîò. {Ψ1, . . . ,Ψn} ⊆ Γ.

(Â ñëó÷àå n = 0 ñîîòâ. êîíúþíêöèÿ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ >.)

Çàìå÷àíèå

Äëÿ � èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, íî äëÿ åãî äîêàçàòåëü-
ñòâà òðåáóåòñÿ òåîðåìà êîìïàêòíîñòè, ðàçóìååòñÿ.
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Êîððåêòíîñòü

Ëåììà

Ïóñòü ξ : Prop→ Formσ è � φ (â ñìûñëå ïðîï. ëîãèêè). Òîãäà � ξφ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå σ-ñòðóêòóðó A è îçíà÷èâàíèå ν â A. Çàäà-
äèì îöåíêó v ïî ïðàâèëó

v (p) :=

{
1 åñëè A 
 ξ (p) [ν]

0 èíà÷å.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû ψ,

v∗ (ψ) = 1 ⇐⇒ A 
 ξψ [ν].

Â ÷àñòíîñòè, v∗ (φ) = 1 âëå÷�åò A 
 ξφ [ν]. Ñòàëî áûòü, � ξφ.
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Ëåììà

Ïóñòü Φ � àêñèîìà êâàíòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Òîãäà � Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Φ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ àêñèîìà, ò.å. îíà èìååò âèä ξφ, ãäå φ
� àêñèîìà ïðîï. èñ÷èñëåíèÿ, à ξ � ôóíêöèÿ èç Prop â Formσ. Òîãäà
� φ. Çíà÷èò, � Φ ïî ïðåäûäóùåé ëåììå.

Ïóñòü Φ � êâàíòîðíàÿ àêñèîìà, ò.å. îíà èìååò âèä

∀x Ψ→ Ψ (x/t) èëè Ψ (x/t)→ ∃x Ψ,

ãäå t ñâîáîäåí äëÿ x â Ψ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ σ-ñòðóêòóðó A.
Ìîæíî ïîêàçàòü èíäóêöèåé ïî Ψ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îçí. ν â A,

A 
 Ψ (x/t) [ν] ⇐⇒ A 
 Ψ [νxa ],

ãäå a := ν (t). Îòñþäà ìû ñðàçó ïîëó÷àåì � Φ.
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Òåîðåìà (î êîððåêòíîñòè)

Äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ,

Γ ` Φ =⇒ Γ � Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Áóäåò íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.
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