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Òåîðåìà (î êîððåêòíîñòè)

Äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ,

Γ ` Φ =⇒ Γ � Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Γ ` Φ. Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü âûâîä

Φ0, . . . , Φn = Φ

èç Γ. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü Γ. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî i ∈
{0, . . . , n}, ÷òî A  Φi [ν] äëÿ âñÿêîãî îçíà÷èâàíèÿ ν â A. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

I Ïóñòü Φi � àêñèîìà. Òîãäà � Φi , à ïîòîìó Γ � Φi .

I Ïóñòü Φi � ýëåìåíò Γ. Òîãäà, î÷åâèäíî, A  Φi [ν] äëÿ âñåõ ν.

I Ïóñòü Φi ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäøåñòâóþùèõ Φj è Φk = Φj → Φi ïî
MP. Â ñèëó èíäóêöèîííîé ãèïîòåçû, äëÿ âñÿêîãî ν,

A  Φj [ν] è A  Φj → Φi [ν],

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò A  Φi [ν].

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü Φi = Θ→ ∀x Ω ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäø. Φj = Θ→ Ω ïî BR1.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâ. îçíà÷èâàíèå ν. Çàìåòèì, ÷òî

A  Θ [ν] ⇐⇒ A  Θ [νxa ] äëÿ âñåõ a ∈ A

(òàê êàê x 6∈ FV (Θ)). Êðîìå òîãî, ââèäó èíäóêöèîííîé ãèïîòåçû
ìû èìååì A  Θ→ Ω [νxa ]. Èòàê,

A  Θ [ν] =⇒ A  Θ [νxa ] äëÿ âñåõ a ∈ A

=⇒ A  Ω [νxa ] äëÿ âñåõ a ∈ A

=⇒ A  ∀x Ω [ν].

Ñòàëî áûòü, A  Φi [ν].

I Ñëó÷àé BR2 ïî ñóùåñòâó àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ BR1.

Â ÷àñòíîñòè, A  Φ [ν] äëÿ âñÿêîãî îçíà÷èâàíèÿ ν â A.

Òàêèì îáðàçîì, Γ � Φ.
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Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáîé Φ ∈ Formσ, åñëè ` Φ, òî � Φ.

Γ ⊆ Sentσ íàçûâàþò ïðîòèâîðå÷èâûì, åñëè Γ ` Φ è Γ ` ¬Φ äëÿ íåêî-
òîðîé Φ ∈ Formσ, è íåïðîòèâîðå÷èâûì èíà÷å.

Çàìå÷àíèå

Äëÿ Γ ⊆ Formσ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Γ ` Ψ äëÿ âñåõ Ψ ∈ Formσ;

2. Γ ïðîòèâîðå÷èâî;

3. Γ ` ⊥.

(Ñð. àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêå.)

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè



Ñëåäñòâèå

Ïóñòü Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Sentσ.

I Åñëè ó Γ åñòü ìîäåëü, òî Γ 0 ⊥.
I Åñëè ó Γ ∪ {Φ} åñòü ìîäåëü, òî Γ 0 ¬Φ.

I Åñëè ó Γ ∪ {¬Φ} åñòü ìîäåëü, òî Γ 0 Φ.

Ýòî, ïîæàëóé, ñàìûé áàçîâûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòè òåîðèé è íåçàâèñèìîñòè ïðåäëîæåíèé îò òåîðèè.
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Ïðèìåð

Ïóñòü â êà÷åñòâå σ âûñòóïàåò 〈=2; s1; 0〉, à Γ ñîñòîèò èç

I ∀x s (x) 6= 0,

I ∀x ∀y (s (x) = s (y)→ x = y) è

I ∀x (x 6= 0→ ∃y x = s (y)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A è B åñòåñòâåííûå σ-ñòðóêòóðû ñ íîñèòåëÿìè N è
N ∪ {∞} ñîîòâåòñòâåííî (ñ÷èòàÿ sB (∞) =∞). Âîçüì�åì

Φ := ∀x s (x) 6= x .

Òîãäà A  Γ ∪ {Φ} è B  Γ ∪ {¬Φ}, à çíà÷èò, Φ íåçàâèñèìà îò Γ.
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Ïðèìåð (áåç äåòàëåé)

Ïóñòü σ � ýòî ñèãíàòóðà ñòðóêòóð G è H, ò.å. 〈=2,∼=4,B3〉. σ-Ïðåäëî-
æåíèÿ, ôîðìàëèçóþùèå ïîñòóëàòû ãåîìåòðèè Åâêëèäà áåç ïîñòóëàòà
î ïàðàëëåëüíûõ, îáû÷íî èìåíóþò àêñèîìàìè àáñîëþòíîé ãåîìåòðèè;
îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Abs. Òîãäà

G  Abs ∪ {Euclid_5} è H  Abs ∪ {¬Euclid_5}.

Çíà÷èò, Euclid_5 (àêñèîìà î ïàðàëëåëüíûõ) íåçàâèñèìà îò Abs.
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Interlude

Â äàëüíåéøåì, êîãäà ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå, ìû áóäåì íåðåäêî
îòîæäåñòâëÿòü σ ñ Predσ ∪ Funcσ ∪ Constσ (ó÷èòûâàÿ ðîëè ñèìâîëîâ
è èõ ìåñòíîñòè). Â ÷àñòíîñòè:

I çàïèñü ε ∈ σ ÿâëÿåòñÿ ñîêð. äëÿ ε ∈ Predσ ∪ Funcσ ∪ Constσ;

I çàïèñü σ ⊆ σ′ îçíà÷àåò, ÷òî

Predσ ⊆ Predσ′ , Funcσ ⊆ Funcσ′ è Constσ ⊆ Constσ′ ,

ïðè÷�åì arityσ ñîâïàäàåò ñ ñóæåíèåì arityσ′ íà Predσ ∪ Funcσ.

I ïîä |σ| ïîäðàçóìåâàåòñÿ |Predσ ∪ Funcσ ∪ Constσ|.

Ïóñòü äàíû σ-ñòðóêòóðà A è σ′-ñòðóêòóðà A′, ïðè÷�åì σ′ âêëþ÷àåò σ.
Ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ σ-îáåäíåíèåì A′, à A′ � σ′-îáîãàùåíèåì A,
åñëè A = A′ è εA = εA

′
äëÿ âñåõ ε ∈ σ.
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Ïî ïîâîäó ¾àáñîëþòíîé¿ âûâîäèìîñòè

Ìû óæå çíàåì, ÷òî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåâûâîäèìîñòè ïðåäëîæåíèÿ Φ
â òåîðèè Γ äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü êàêóþ-íèáóäü ìîäåëü Γ, â êîòîðîé
Φ ëîæíî. Òóò âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ:

Ïî÷åìó ìû îòîæäåñòâëÿåì èíòóèòèâíóþ âûâîäèìîñòü ñ

ôîðì. âûâîäèìîñòüþ â ðàìêàõ íàøåãî èñ÷èñëåíèÿ?

Â ñëó÷àå âûøåóïîìÿíóòîãî ìåòîäà äåëà îáñòîÿò ïðîñòî: âñÿêîå àäåê-
âàòíîå èñ÷èñëåíèå äîëæíî áûòü êîððåêòíûì, à ïîòîìó îäíà è òà æå
êîíòðìîäåëü ãîäèòñÿ äëÿ âñåõ àäåêâàòíûõ èñ÷èñëåíèé; çíà÷èò, çäåñü
óñòàí. ¾àáñîëþòíàÿ¿, à íå ¾îòíîñèòåëüíàÿ¿ íåâûâîäèìîñòü.
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Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî äàòü ñëåäóþùèé îòâåò.

I Ôîðìàëüíàÿ âûâîäèìîñòü (â íàøåì èëè ëþáîì äðóãîì àäåê-
âàòíîì èñ÷èñëåíèè) âëå÷�åò èíòóèòèâíóþ; èíà÷å ôîðìàëüíàÿ
âûâîäèìîñòü îêàæåòñÿ ñèëüíåå èíòóèòèâíîé.

I Èíòóèòèâíàÿ âûâîäèìîñòü äîëæíà ñîõðàíÿòü èñòèííîñòü, ò.å.
âëå÷�åò ñåìàíò. ñëåäîâàíèå, îòêóäà ïðè óñë. ñèëüíîé ïîëíîòû

èñ÷èñëåíèÿ ìû ïîëó÷àåì ôîðìàëüíóþ âûâîäèìîñòü.

Ê ñîæàëåíèþ, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñèëüíîé ïîëíîòå äëÿ êâàíò.
èñ÷èñëåíèÿ óæå âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî ñêðîìíîãî ìîäóëÿ; îäíàêî
íèæå îïèñàíà îáùàÿ èäåÿ å¼ äîêàçàòåëüñòâà.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñèëüíîé ïîëíîòû

Ïóñòü Γ 0 Φ. Õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî Γ 2 Φ.

Çàìåòèì, ÷òî Γ 0 Φ ðàâíîñèëüíî Γ 0 ∀̃Φ, à Γ 2 Φ � Γ 2 ∀̃Φ. Òåïåðü
äåéñòâóåì ïî àíàëîãèèè ñ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêîé:

I Ïîñòðîèì ¾íàñûùåííóþ òåîðèþ¿ Γ′ ⊇ Γ òàêóþ, ÷òî Γ′ 0 ∀̃Φ;
ïðè ýòîì Γ′ 0 ∀̃Φ áóäåò ðàâíîñèëüíî ∀̃Φ 6∈ Γ′.

I Äàëåå, ñ ïîìîùüþ Γ′ ïîñòðîèì ñòðóêòóðó AΓ′ òàêóþ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ Ψ,

AΓ′  Ψ ⇐⇒ Ψ ∈ Γ′.

Ìû ïîëó÷èì AΓ′  Γ è AΓ′ 1 ∀̃Φ. Ñòàëî áûòü, Γ 2 ∀̃Φ.
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Èäåÿ õîðîøàÿ, íî ñ äåôåêòîì. . .

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì

Term◦σ := {t ∈ Termσ | sub (t) ∩ Var = ∅}.

Ýëåìåíòû Term◦σ íàçûâàþò çàìêíóòûìè σ-òåðìàìè. Â îïðåäåëåíèè
¾íàñûùåííîñòè¿ â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóåòñÿ åñòåñòâåí-
íûé êâàíòîðíûé àíàëîã äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà:

I äëÿ ëþáîãî ∃x Φ ∈ Γ ñóù. t ∈ Term◦σ òàêîé, ÷òî Φ (x/t) ∈ Γ.

Îäíàêî ðåàëèçîâàòü äàííîå ñâîéñòâî â èñõîäíîé ñèãíàòóðå σ ïîðîé
íåâîçìîæíî. Òàê, åñëè Constσ = ∅, òî Term◦σ = ∅, à ïîòîìó ¾íàñû-
ùåííûõ σ-òåîðèé¿ âîîáùå íå ñóùåñòâóåò.

Çíà÷èò, ïðèä�åòñÿ îáîãàùàòü σ, äîáàâëÿÿ íîâûå êîíñòàíòû.
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Òåîðåìà (î ñèëüíîé ïîëíîòå `; áåç äîêàçàòåëüñòâà)
Äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ,

Γ ` Φ ⇐⇒ Γ � Φ.

Â ÷àñòíîñòè, Γ 0 ⊥, åñëè è òîëüêî åñëè Γ 2 ⊥, à çíà÷èò, Γ íåïðîòèâî-

ðå÷èâî, åñëè è òîëüêî åñëè ó Γ åñòü ìîäåëü.

Çàìå÷àíèå

Ïîä ìîùíîñòüþ A òðàäèöèîííî ïîíèìàþò ìîùíîñòü íîñèòåëÿ A, ò.å.
|A|. Äàëåå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ò. î ñèëüíîé ïîëíîòå ` îñòà¼òñÿ âåðíîé,
åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì σ-ñòðóêòóð ìîùíîñòè 6 |Formσ|.
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Îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ

Ìû îïðåäåëÿëè ` äëÿ ôèêñèðîâàííîé ñèãíàòóðû σ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ïðàâèëüíåå ãîâîðèòü î âûâîäèìîñòè íàä σ, à íå ïðîñòî âûâîäèìîñòè
(áåç óêàçàíèÿ ñèãíàòóðû), è ïèñàòü `σ âìåñòî `.

Òåîðåìà (î êîíñåðâàòèâíîñòè)

Ïóñòü σ ⊆ σ′. Òîãäà äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ,

Γ `σ Φ ⇐⇒ Γ `σ′ Φ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê ëåãî óáåäèòüñÿ, Γ �σ Φ ðàâíîñèëüíî Γ �σ′ Φ, ãäå �σ è �σ′ � ýòî
ñåìàíòè÷åñêèå ñëåäîâàíèÿ íàä σ è σ′ ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò,

Γ `σ Φ ⇐⇒ Γ �σ Φ ⇐⇒ Γ �σ′ Φ ⇐⇒ Γ `σ′ Φ

(ââèäó òåîðåìû î ñèëüíîé ïîëíîòå äëÿ `σ è `σ′).

Çàìå÷àíèå

Òóò õâàòèò ñëàáîé ïîëíîòû, ò.ê. ` êîìïàêòíî è ìîíîòîííî.
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Òåîðåìà (î ñëàáîé ïîëíîòå `)
Äëÿ ëþáîé Φ ∈ Formσ,

` Φ ⇐⇒ � Φ,

ò.å. âûâîäèìîñòü èç ∅ ðàâíîñèëüíà îáùåçíà÷èìîñòè.

Òåîðåìà (î êîìïàêòíîñòè �, a.k.a. ëîêàëüíàÿ ò. Ã�åäåëÿ�Ìàëüöåâà)

Äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ,

Γ � Φ ⇐⇒ ∆ � Φ äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ∆ ⊆ Γ.

Â ÷àñòíîñòè, Γ 2 ⊥, å.ò.e. ∆ 2 ⊥ äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ∆ ⊆ Γ, à çíà÷èò,

Γ âûïîëíèìî, å.ò.å. âñÿêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Γ âûïîëíèìî.

ñëàáàÿ ïîëíîòà ` ïëþñ êîìïàêòíîñòü � ðàâíî ñèëüíàÿ ïîëíîòà `
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Çàìå÷àíèå

Ïóñòü Γ ⊆ Sentσ. Ãîâîðÿò, ÷òî Γ ëîêàëüíî âûïîëíèìî, åñëè âñÿêîå êî-
íå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Γ âûïîëíèìî. Ñòàëî áûòü,

Γ âûïîëíèìî ⇐⇒ Γ ëîêàëüíî âûïîëíèìî;

îòñþäà ¾ëîêàëüíàÿ¿ â àëüòåðíàòèâíîì íàçâàíèè. Ê ñëîâó, ëîêàëüíàÿ
âûïîëíèìîñòü âëå÷�åò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ïî ò. î êîððåêòíîñòè.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè äëÿ � ìîæíî ïîëó÷èòü íåìàëî
èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàïðèìåð:

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü ó Γ ⊆ Sentσ åñòü ìîäåëè ñêîëü óãîäíî áîëüøîé êîíå÷íîé ìîù-

íîñòè. Òîãäà ó Γ åñòü áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Predσ ñîäåðæèò =.
Äëÿ êàæäîãî n ∈ N \ {0, 1} ïîëîæèì

Φn := ∃x1 . . . ∃xn
n−1∧
i=1

n∧
j=i+1

¬xi = xj .

Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîé σ-ñòðóêòóðû A,

A  Φn ⇐⇒ |A| > n.

Ïóñòü Γ ⊆ Sentσ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì

Γ′ := Γ ∪ {Φn | n ∈ N \ {0, 1}}.

Ðàçóìååòñÿ, Γ′ ëîêàëüíî âûïîëíèìî. Çíà÷èò, îíî âûïîëíèìî, ò.å. ó Γ′

åñòü ìîäåëü A. Ïîñêîëüêó â A èñòèííû âñå Φn, òî A áåñêîíå÷íî.
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